
ВОПРОСЫ ПРОЧНОСТИ И ДОЛГОВЕЧНОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ 
АВИАЦИОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

Межвузовский сборник, выть 5, 1979

УЖ 539.3:629.7.028 

В.Б.Карякин, Х.С.Хазанов.

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЙ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ
МАТРИЦЫ ЖЕСТКОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С КРУГЛЫМ ВЫРЕЗОМ

В работе [ I ] обсуждается задача о расчете оболочки с круглы 
вырезом, подкрепленным широким кольцом постоянного сечения, 
представляемым как элемент цилиндрической оболочки. Приведена 
методика расчета и некоторые числовые результаты. Анализ резуль­
татов расчета показывает, что в случае, например, растяжения 
оболочки наибольшие напряжения в подкрепляющем кольце возникают 

. в поперечном сечении, проходящем через центр выреза. Выравнива­
ния напряжений го контуру выреза можно достигнуть, подкрепляя 
вырез кольцом переменного сечения, увеличивая долю подкрепляюще­
го материала, приходящегося на область повышенных напряжений.

Рассмотрим заначу растяжения цилиндрической оболочки с

подкреп- 
тэлщина

круглым вырезом, подкрепленным широким кольцом переменной жест­
кости. Подкрепляющее кольцо представим как элемент цилиндрическо: 
оболочки постоянной толщины . Переменность сечения реализует' 
ся за счет изменения-ширины кольца, как показано на рис. I. Чере1 

обозначен радиус выреза, 2^^ - наибольший размер 
лающего кольца, Й,, И - радиус срединной поверхности л 
оболочки, рг , 3 - безразмерные координаты.

При переменной ширине подкрепления аналитическое 
задачи приводит к большим математическим затруднениям, 
более целесообразным может оказаться использование 

решение ■
Поэтому

численных
методов. В настоящей работе используется метод конечных элемез

Выделим-часть оболочки, ограниченную контуром выреза и 
окружностью радиуса , и будем ее в дальнейшем условно- назы­
вать зоной подкрепления В этой зоне оболочку можно представить
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Рис. 2
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а2 а2
г д е  +

Й
- коэффициент

набором криволинейных треугольных конечных элементов толптид
И и Н.| (рис. 2), позволяющих достаточно хорошо апцроксимир

вать контур выреза и внешний контур подкрепления.
Оболочку с круглым вырезом радиуса представим одни

конечным элементом, узлы которого совпадают с узлами треуголь]
элементов по внешнему контуру зоны подкрепления. При построе.
матрицы жесткости этого элемента будем использовать аналитиче]
кое решение задачи для оболочки с круглым вырезом. Подобны
подход был впервые предложен в работе [ 2 ] для построения матр:
жесткости консольной цилиндрической оболочки, подкрепленной 

■ свободному торцу шпангоутом переменного сечения.
Напряженное состояние тонкой цилиндрической пологой обол

описывается дифференциальным уравнением относительно комплекс:
функции ( Ш  - нормальное к срединной поверхн
перемещение, - функция напряжений)[3], которое в безразме 
декартовых координатах, отнесенных к радиусу , имеет вид

ю = о,5|£с7^ аг/Г,
- безразмерные параметры, 

П
Пуассона.

Поскольку рассматривается круглый на развертке циливд 
вырез, то решение уравнения (I) целесообразно иметь в полуге 
зических (полярных на развертке цилиндра) координатах р  , 9 
Такое решение применительно к расчету цилиндрической оболочк 
вырезом средних размеров получено в удобном для практическо: 
использования виде в работе [4]. В случае напряженного состоя 
лмметричного относительно осей | и £ , решение уравнения

д я достаточно длинной оболочки записывается следующим образо]

'иГ(1р,5)гс/ + Г^ '̂Ш-9(Х)СО5̂9, (;

ф(Р,8)=?г М2Л...
( 0 ,5  при \1 = О, ¿р = I  при $ 0) о
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^(®)=(-0^1[а„^9 сх)Л^„,(х)],
I Н»0 ” ,¥

й)р; а -  жесткое смещение оболочки по нормали к срединной 
юрхности в начале координат;

, [>,: -  произвольные постоянные.
(Пункции , ^ П$ (Х )  подсчитываются через функции Том-

111 от аргумента х / Г  по следующим формулам:

( =н у  с кег„ ,

* кегп^ег»<̂>

ê't‘ni>y,s

Через Ш  определяются моменты и перерезывающие силы в 
в»ниях оболочки, а  через ф -  нормальные и касательные силы в 
i йеной поверхности. Интегрирование геометрических соотношений 

пуляет определить перемещения в срединной поверхности и 
|у . Окончательные выражения для усилий и перемещений на о с- 
|||ц;ип работы [4*1 можно записать в виде:

со со
> 7 ,6> N?№  w ê > "[ре 7'95‘Д 4Ь WW’ÍS,
.(p,6)=f ^Л^(х)«я98, Q*( M ) « £  £ ) Q p } ( x ) « > 4 Í 6 ,  (3) 

• “ 7 -  E  ^ U f l í ( X ) c w Í B ,

,(p,e)= - | |  d w\ 29 »Д ue í(x) wi 96,
(«>«♦«. (4)

:десь Q;' -  обобщенная перерезывающая сила в смысле Кирхгофа, 
i > итсльны^ направления усилий и перемещений показаны на рис. 3.
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Рис. 3

Коэффициенты рядов ( 3 ) 5 (4) подсчитываются по следующим 
формулам: л _

т9 (х) • (-0*4 8- ^ е  (а, |а>п} (« 4 Й /7>„, (х)], 
•Мр] (Х) = (-1)^ / г , к 9 >

^,о(х ’ = | у | { ап(Чп( х ’‘ 5 «.«(х )Ь
+ 1?, П “ 2̂0,И ̂ 1} >

= Ш Ж7) Д (Л) * (®)] *

ивНЛ̂ 8 8со 4^Мп?б^^в>|^Ъ^(х)] +
* [ ^5,п9 " 8̂,Й (Х)]} >
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и в дальнейшем ̂ штрихами обозначены производные по Ж . 
нрмулы для функций (Я ) , 3^ (X) приведены в р а -  

[ •!]. Чтобы показать структуру этих’формул, приведем для

. (X.) = (X ) +

|ш выражения для некоторых из них:

• Кш показано в [ 4 ] ,  внутренние усилия в оболочке, действую- 
’|ц контуру р£СОПЬ€ и соответствующие решению ( 2 ) ,  дают 

■ у I и > оповещенную систему сил.
И дальнейшем для практических расчетов перейдем от рядов к 

»пшм суммам, ограничив суммирование в (3 ) - (6 )  до г £ -
Для построения матрицы жесткости оболочки рассмотрим сначала 

гиружение по контуру выреза ( р  = I ,  ¡X = СО ) симметричными 
иительно £ и распределенными силами и моментами, положи- 
|.нис направления которых, совпадают с положительными направле- 
ш перемещений (рис. 3 ) .  Для удобства дальнейших рассуждений 
ншчим их через ^ ( 8 ) , Рг (8 )  » Р5 (б) » 8 ,(0 )  • Представил их 

жжениями по окружной координате

',(в)гХ£.,₽<»си^- р»(9)х1>^)8’ 
р*(0’4 , Ь р̂ е- (7) 

||'и силы можно выразить через внутрёнйие усилия в сечении
I , так что имеют место зависимости

Рг,=-Тда).
P s í - - - | - Q j » H w ) , .  P u r - g - (8) 

Перемещения точек контура выреза обозначим через Щ (0) , 
(6 ), 1/3(8) И U¡,(9) и запишем

О МЭД- О »̂2Ан.
(6)=Е Ujjuaíe, iM9)=f u„ cmíS, o)

Му... $=о.г,ч.„ ■

4П14
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uM = £-[ив г (и)-0,5а>(0, uw »dtO,5w,(W).
Введем матрицы-столбцы* амплитудных значений сил и пс 

ний:

Введем также матрицу-столбец , содержащую жесткое < 
ние оболочки d и произвольные постоянные решения

« - { “ < u2 us м ,  р .{р , рг р} ₽ ,},
е

^m = {^то т̂г — ^ 9  ■■■ } (Я1= Л 3,4)

U 2 = { ^22 ^24 ••• и гФ ... U2fc }

B n s [P|mo ^mz ••• Ви>1 But} (т-1, 3,4)

РгЧР22

jp{d а. 6, а( 6,.... а„ ... qt
Теперь с учетом (1 0 ), (8 ) ,  ( 6 ) ,  (5) можно записать соо’ 

ния 

( I

где А и В -- квадратные матрицы, имеющие следующий блочный

к  Для удобства записи матрицу-столбец будем располагать в 
и заключать ее в фигурные скобки.
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А = ?

a C1) , <« 1
A o A, .. a■ A n •■ A t
A f A f.. A “ >

• A'n •• aT
.(» .W .(3) . (S)
A o A t •.. A „  .. • At
A? Ai •

ДЙ) 
■■ A „ .

- A"’ J
(13)

'o &Ö’ в, ..• X”.. Bf
0 в'.” ВТ .. . в‘Г в“’
0 B»” B‘”  . • в ' " . . • D t

0
CM (If) _w _(W

Во B 1 . . 8 „ . • B i
(14)

Для И = 0, 1 , 2, . i  имеем

Cm) , .Cm) . (m)- й Cm) A (m) ,
n =  L & 0И A i n . . . а9л ... A tn } (m= Л М )

a"’, {a;: A m .<nА и̂ ... A ® }

■ L $0H
„(m )
B jn . . .

cm)
ÖOn

О («1« Ш )

b"Mb£ . . .  в
(2)
On

-  С  ]
Г >

( í * 0 )

( ) * 0 )
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Г \,и 2г ¿по
г а (« ,  , Л ,  А) Г - , '

(Ъо)
•[в"й] = н ? 2

.̂ 2*<

Подматрицы Д имеют размеры 
записываются следующим образом:

А(; 4 - |  I  0 0 - 0 }

а7 Ч т 0 0 -°}
Поскольку в (8) жесткое смещение 

В расширена введением слева нулевого столбца.
Если для матрицы А  существует обратная ей матрица А  

с учетом (12) можно установить связь 
Р = ^ с и ’ 

где С = В А .
Итак, рассмотрев нагружение оболочки по контуру выреза рас

пределенными силами и моментами, мы получили матричную зависима
между'амплитудными значениями нагрузки и амплитудными значение
перемещений в оболочке по контуру выреза.

В дальнейшем нам потребуются зависимости (7) и (9) в матр|
ной записи. Для этого введем функциональные матрицы 

и(0) = {и,(е> иг (б) и,(в) и,(9)}
 Р(9)--{Р,(0) Р2 (0) Р,(9) Р„(0)}

а; ( т  = т, 2, з, 

О) м
- ' { О } -  

с/ отсутствует,

(5)

матриш
-+ 1
* 1

элементы которых определяются конечными
можно записать

суммами (9) и (-7). То:
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и(8)= Х и ,

-  квазвдиагональние

| Х 2 (6)

%2 (б)

соъ^9 ...

Р(8)=%Р, (16)

матрицы следующей структуры35

%,(8)

у  %,(6) | х / 8 ) ]

с«98 ... ияЬй ]

... ... см£8]

> х , х
*  = Г® Х ,(8)

х=Г % ( (в)

Х( (8>[1 см2б

¿,(0) = [ |  СОй2б

%г (0)=[мп29 мМв ... ■млО ... «я18].
При построении матрицы жесткости оболочки, в

1 чиненного состояния относительно осей £ и

■ 1.ч»треть четверть контура выреза. На интервале 

узловых точек (рис. 4 ).

(17)

силу симметрии
, достаточно 

оси О

Рис. 4

Обозначим через 1 ) ^  перемещения узла 

(иний (ГН = I ,  2 , 3 , 4 ) .

Нин тональные матрицы будем располагать в 
июбки вида Г Л •

строку и заключать в
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Составим матрицу-столбец узловых перемещений

Ъг V, V»},

у „  ... и 1 п ... ( т  = Ш ) ,

а  М » «  -  \ г  -  и | . м }
так как в силу симметрии напряженно-дефорвдрованного состоя!

V  = 0.
2 ' г -

Обозначим через 5 матрицу-столбец узловых сил

Зг г} 8«} 

где 

8т »{50>т 5 (,т  ... Ь-т  ... (т--<ДЦ
-  2 1,г -  

Здесь через 5 ^  обозначена сила, приложенная в узле с 
действующая в направлении узлового перемещения (рис. -

Связь между узловыми силами и узловыми перемещениями 1 
быть записана в стандартной форме 

где К  - матрица жесткости.
Между узловыми перемещениями и амплитуднши значениями 

мещений У существует следующая зависимость:

где &( - квазидиагональная матрица вида

о( = ГуоС у 4 г «(,]..
Подматрицы ©( ,| и «4 % суть квадратные матрицы следующей 

структуры
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1в { 1 (®о) ^1(64) ••• ... ХДб^))

¡̂» в { %2, С®<) •••Х 4 (8^)... ^ гС Э ^.р }*
Заметим, что матрица ©(^ получится квадратной, если в 

И'п'ркнуть последний элемент и 2£ • _
При постоянном шаге между узловыми точками матрицы о ( ^ о ( 2 

... ..  свойством симметрии.
Амплитудные значения перемещений можно выразить через узло- 

•нч перемещения оболочки

.Р” Где

Дадим узловым точкам

и = ртг,

*¿1 о(/ в(/].
возможные перемещения

(21)

1 идя приращения перемещений контура выреза оболочки получим

$ и ( 0 ) « % $ и .  ( 2 2 )

Будем полагать, что работа узловых сил на возможных переме- 
и пиих ¿ V  равна работе распределенных нагрузок на перемещениях 

>11(0) > т -е.

ЧГ)Т 5 = г1 £  [У и (0 ) ] Т Р (9 )с 1 9 . (23)

С учетом (1 5 ), (16) и (21) правая часть последнего равенства 
импвт виду,

г ( Р [У и (б ) ]Т Р(6)с18 = г ( ] 8 (« и ) г % т  %Р<(9 =

= ¿ Е .  ( }  т т ) У  ( р  % т  % ¿б) С р V .
В силу ортогональности тригонометрических функций, входящих 

и матрицы % и % г

| 1 х т х
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где I  -  единичная матрица. 
Окончательнб равенство (23) примет вид

Так как элементы матрицы $17 произвольны, то

Сопоставляя это равенство с (18), получим
Т -  а

Таким образом, задача сводится к построению матрицы С 
основании аналитического решения оболочки с круглым вырезом, I 
ле чего для получения матрицы жесткости нужно лишь перемножит] 
три числовые матрицы. При этом следует иметь в виду, что мето] 
может дать достаточную точность, если вырез и обусловленная I 
зона возмущения лежат в пологой части оболочки.

Для оценки точности предлагаемого метода построения матр! 
жесткости была рассмотрена в качестве теста задача о растяжеш 
цилиндрической оболочки с неподкрепленным круглым вырезом. Haï 
ряженно-деформированное состояние оболочки представляется казЕ 
сумма двух состояний: основного и дополнительного. В основной 
состоянии рассматривается растяжение оболочки без выреза, в дс 
нательном -  по контуру выреза прикладываются силы, равные пс 
величине и противоположные по направлению усилиям, возя 
здесь в оболочке без выреза E l] :

где /У -  погонное усилие в оболочке вдали от ыгреза.
Для дополнительного состояния было получено точное 

задачи с использованием рядов (3 ) , (4 ), а также решение 
конечных элементов, когда оболочка представлялась одним 
с узлами по контуру выреза. Расчеты были выполнены для 
с размерами R = 100 см, = 18 см, h = 0,6 см, что соот: 
ствует (0 = 1,493, æ  = 0 ,18 , при Д/ = 100 кг/см . Количест: 
узлов на участке 0 é  0 £  принималось равным 10 и 15.

по ме1

оболо-                
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Таблица I

Точное решение Метод конечных элементов

0 = 0 11а> 10 узлов 15 узлов

9 = 0 И 8=0 е = ^

11 п мм
г ’

0,0627 -0,00784 0,0625 -0,00738 0,0626 -0,00779

ИУ мм 0 -0,662 0 -0,663 0 -0,662

" - и 3

■' СраВД
-1,83 -1,62 -1 ,87 -1 ,63 -1 ,84 -1,62

Результаты вычислении для 9 = 0 и 8 = у - приведены в табли- 
»111 I. Условно принято, что за счет жесткого смещения на контуре 
||Мроза ш  = 0 при 8 = 0. Сопоставление результатов расчета по 
■году конечных элементов с точным решением позволяет утверждать, 
что по предлагаемому методу матрица жесткости оболочки подсчиты- 
•тотся с весьма высокой точностью. 
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