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ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ПОЛОГОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ

Принятые о б о зн ач ен и я .

Й , $ -  ради ус срединной поверхн ости  и толщина оболочки;
г о  -  характерны й  линейный р а зм е р ;

£ , п -  безразм ерны е декартовы  координаты  то ч ек  срединной
п оверхн ости  оболочки , отнесенны е к 1 0  (о с ь  
н аправлена по образую щ ей); .

р = _ 2 к _ ? 0  -  полярные на р а зв е р т к е  цилиндра координаты  (у г о л  9 
3 ° о тсч и ты в ается  от образую щ ей);

■> А в т -  "  безразм ерн ы е парам етры ;
и  ш  -  нормальное к п оверхн ости  оболочки перемещ ение;

и ♦ V  -  компоненты йеремещения то ч ек  срединной п оверхн ости
в полярных к оорд и н атах ;

М1 'е ’е  , Мр , /\19  » Т р е  “  изгибающие моменты, нормальные и 
к асател ьн ы е силы;

Фф  -  функция напряж ения;
-  норм альная п о вер х н о стн ая  н а г р у з к а ;

Е , и  -  модуль уп ругости  и коэффициент П уассона м атериала
оболочки .

При построении  ф ундам ентального решения уравнений  пологой  
цилиндрической оболоч ки , соответствую щ его  действию  на оболочку 
нормальной сосредоточ ен н ой  силы Р  , и спользуем  и зв е с т н о е  

[ 1 , 2 ]  дифференциальное уравнен ие отн оси тельн о  комплексной функ­
ции Е ^ и г + Е Ф , которое может быть п риведен о к виду

( I )
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где ^ = ( а)5 ? 2 Ь , и = , о) = 2 ) х / Г

Как показано в работе Г 3] \  уравнение ( I )  моино свести к 
системе дифференциальных уравнений:

( 2 )
причем Р = ) •

Для построения фундаментального решения подставим в (2)

( 3 )
Здесь 3 ( .^ )  -  обобщенная дельта-функция Дирака, ¿Р -  

нормальная сила.
Согласно [4  ] решение первого уравнения системы (2) с уче­

том (3) имеет вид г  

где 2 = х  1/11 , х  = сор .
Подставим (4) в последние два уравнения системы (2) и пе­

рейдем в них к полярным координатам по формулам
9.

Будем теперь отыскивать и / 2  в виде тригонометриче­
ских рядов по угловой координате. Получающиеся при этом неод­
нородные дифференциальные уравнения относительно функциональ­
ных коэффициентов пройнтегрируем методом вариации произвольных 
постоянных. В итоге фундаментальное решение уравнения ( I )  можно
привести к вйлч

где = при V =и я при V учл,

3^(2)
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Здесь -  функция Бесселя первого рода.
В случае действия на оболочку сосредоточенных моментов от­

носительно осей |  и решение можно получить из фундамен­
тального, дифференцируя его соответственно по или £ .
Это эквивалентно дифференцированию правой части соотношения (4)! 
с дальнейшим решением последних двух уравнений системы (2) по 
указанной выше схеме.

При действии момента относительно оси |  получается ре­
шение

( б )

В случае действия сосредоточенного момента относительно 
оси ц получить частное решение аналогичным образом не уда­
ется, так как оно обращается е нуль. Фундаментальные решения 
уравнений цилиндрической оболочки в декартовых координатах по­
лучены и исследованы в работах А.Л.Гольденвейзера, Э.И.Григо -  
люка, Н.Г.Гурьянова, В.М.Даревского, Ю.С.Демьяновича, Ю.ПДи -  
галко, Б.В.Нерубайло, В.А.Никитина, В,В.Новожилова, В.А.Сиби- 
рякова, В.М.Толкачева, Е.Ф.Черных, Ю.А.Шевлякова, В.П.Шевченко 
и многих других. Выражения вида (5) и (6) получены в работе [ 3 ] 
без использования понятия фундаментального решения как частные
решения однородного уравнения оболочки.

Исследуем поведение функции Р к (1) с ростом аргумента. Для 
этого представим ее в следующем виде: 

р  м п - I I  ЭН <г ) 1
^ и ) - 2 1 у  -1

(1) (2)
где Н н ( ! )  , Н ц (?.) -  первая и вторая функции Ганкеля.

Для функций Ганкеля имеют место [ 5 ] следующие интеграль-

( 7 )Г = к ’

, > -  т, . Здесь Г(х; -

ные представления:
(1) ’•

Н/ г)=

справедливые при - ~  < м л  ъ
гамма-функция. 1 ~

Подставляя соотношение (8) в (7 ) ,  используя разложение би­
нома Ньютона и производя дифференцирование по индексу, получим
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асимптотическое выражение функции Р к (?.) при г 0 0  :

- у ( к - '2 п '- | ) ] * 0 ( г " п ' ' ) } +

¿7“  Г <Г? ) Н | 0 ^ , к
( г ) * 2 о<„,к <г > [ ч ' ( 2 ^ к 4 ) -

-т-11р(.к-2пЦ)Ь0(г ’'"’')]] ( 9 )
)

где
с/ ( , , . Н ) У к . 2 п )

(2а ) г п  ’

Г (п* к + •Р(К,П) = ——---- А.г- ,
г  

Выражение (9) показывает, что функция Р к (г ; является 
возрастающей на бесконечности, а следовательно, и полученные 
решения (5) и (6) являются также возрастающими.

Введем обозначения 
с < ^ х ) * ^ ( х ) . с | . к Р к ( ф к. / г ) - а ^ ( г ) ] ) - '

Отделяя теперь действительную и мнимую части в (5) а ноль 
ауясь известными соотношениями для пологих оболочек [1 ,2 ]  , 
можно получить ряды для усилий в сечениях оболочки и для пере­
мещений точек ее срединной поверхности:

М/ <р.е>-2г1?М? /х)а»9е> Мв <р.е)=^^Мв9(х)со5,)е

МР ( ₽ ,е ) = ^  МР1,(х)со5\>0
-1 М г ,.. .  0 3 9=0,2...
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'W(P,9) = Î  (X)CM\)0

U (j3 ,9)*Z  U v (X)COóV9? V(jp,0) = Ê ^ ( Х ) М П \ ) е .  (

Здесь’ 1
Ш 9 (х ) = -А (-О 2 с<9 (X)

M »“ERA , , Л г , " ,~J= 6WÂ ~ l_à9 (X)+ ^o</X)- - ^ W J

M " (x )=  6¡¡fM ° ’ 4w  ’ * ( X) ■ æ2 * 4 < x’^

Tj (x ' - [jij <x >~ X (x )]

° P4 >2 &<”(x ) * i  X  ( x > -

u0 < x ) .-^ A [s ,(x ) ,  S z t x ) i

U 4 (Ж) ° ~ to G г- i )H ) ’ (x ) ’ G (x)j (J c 2 ^>-)

v 4W)=’ ?a M a H)' ^ (x , ’ S6Cx’1 (^-2'U ) , (

S,(X)=-^"(X)*X p'0 (x), S2(x)=4[o<2 (х;-с/0(х)]

Ss (X ) .- х ? > ) . M i k J i  j i ',(X )- 4 2
? J  (X)

II

12

13

S^(X)= 2[(2>)H)O(¿+ Z (X)+ 2o( 9 (x ) - ( 2 ï)-O ô . 2 (x )J + 

+ 2 x  [</j (X) - 2<À  ̂(X) + O< ;_2 (X)j
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5 6 (х ) - - -5 1/(х ) - 2 ( / - 0 [ 2 о( / х ) - о< ^ 2 (х ) - о< ^ 2 (х )]. (  1 4

Здесь штрихом обозначено дифференцирование по X 
Полученные решения совместно с общим решением однородного 

уравнения ( I )  могут быть использованы для расчета круговых па­
нелей цилиндрической оболочки на локальные нагрузки.
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