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Основной фактор, от которого зависит надежность трубопро­
водов авиационных ГТД, — это вибрационные напряжения, 
возбуждаемые пульсациями внутреннего потока или вибраци­
ями корпусов и достигающие наиболее опасных уровней на 
резонансных режимах. Поэтому для гашения резонансов тру­
бопроводов в последнее время широко используются упруго- 
демпфирующие связи (УДС), позволившие существенно по­
высить надежность ) трубопроводных систем и двигателя в 
целом. ■

Д ля эффективного использования УДС необходимы рас­
четные проектировочные оценки, позволяющие определить оп­
тимальный способ расстановки и оптимальные упруго-демп- 
фирующие характеристики. В работе [1] опубликованы реко­
мендации для проектирования трубопроводных систем, полу­
ченные на базе расчетного анализа прямых трубопроводов с 
УДС методом, предложенным в работе [2].

Кроме проектировочных расчетов, всегда существует пот­
ребность в поверочных расчетах реальных трубопроводов с 
реальными характеристиками и расстановкой УДС и реаль­
ным полем вибраций. Необходимость в таких расчетах воз­
никает также при конструкторско-доводочных работах, когда 
требуется определить эффективность различных мероприятий: 
изменение длины или конфигурации, введение дополнительных 
или перестановка существующих связей.
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Динамические расчеты сложных трубопроводных систем 
под действием реальных нагрузок стали возможными только 
з последнее время в связи с широким внедрением в инженер­
ную практику расчетов с помощью ЭВМ и после разработки 
надежных и хорошо приспособленных для ЭВМ расчетных 
алгоритмов. Здесь особенно следует указать на матричные 
рекуррентные методы динамических расчетов (различные ва­
рианты прогонки), которые позволяют на машине со средни­
ми возможностями, типа М-220, вести расчеты сложных тру­
бопроводных систем. 7

В данной статье излагаются алгоритмы, приспособленные 
для расчета пространственных трубопроводов с УДС при ки­
нематическом возбуждении детерминированной и случайной 
вибрацией. В основе алгоритмов систематически использует­
ся метод динамических жесткостей. В заключение приводятся 
некоторые результаты численной реализации разработанных 
алгоритмов.

I. КОНСТРУКТИВНЫ Е ОСОБЕННОСТИ  
ТРУБОПРОВОДНЫ Х СИСТЕМ *

Чтобы формализовать задачу расчета реальных трубопровб- 
дов, рассмотрим некоторые конструктивные особенности, ко­
торые имеют значение в динамических расчетах.

Каждый отдельный трубопровод представляет собой по­
лый тонкостенный стержень кольцевого сечения, ось которого 
в общем случае представляет собой сложную пространствен­
ную кривую. Все многообразие'конфигураций можно разде­
лить на три типа:

— ось трубопровода имеет вид пространственной ломаной 
линии с небольшими закруглениями в месте гиба, протяжен­
ность закруглений мала по сравнению с общей длиной тру­

бопровода;
— ось трубопровода состоит из дуг окружностей или от­

резков прямой и дуг окружностей с небольшими закруглени­
ями в местах сочленения;

— произвольный криволинейный трубопровод. .
В концевых и средних сечениях трубопроводы обычно сое­

диняются с массивными агрегатами или корпусами,'- которые 
в дальнейших расчетах полагаются жесткими колеблющими­
ся платформами. Связи вследствие их малой протяженности 
полагаются сосредоточенными. Жесткости связей- концевых
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сечений, как правило, бывают на несколько порядков выще 
жесткости связи в промежуточных сечениях.

Весьма распространенным вариантом является связь тру. 
бопроводов между собой или связь между отдельными точ- 
ками в пределах одного трубопровода. В этом случае образу, 
ется сложная связанная система, исследование которой пред­
ставляет большие трудности.

В ряде случаев отдельные участки трубопровода соединя­
ются между собой сильфонными вставками или гибкими ме­
таллическими рукавами. Если сильфонная вставка легкая и 
по протяженности мала по сравнению с общей длиной, то ее 
можно учитывать, как сосредоточенное податливое включе­
ние. В других случаях сильфои и рукав необходимо учиты­
вать как участок трубопровода конечной длины с характерис­
тиками, свойственными гибкому элементу.

Обычно участки трубопроводов между собой соединяются 
с помощью специальных ниппелей и гаек, которые по протя­
женности малы и учитываются в расчетах как сосредоточен­
ные массы.

2. СИСТЕМЫ К О О РДИ НАТ И НЕКОТОРЫ Е СОГЛАШ ЕНИЯ

Будем использовать неподвижную правую систему декарто­
вых координат х\, у\, z x и правую тройку подвижных есте­
ственных координат х, и, z, совпадающую с касательной,

Рис. 1. Схема трубопровода и систе­
ма координат
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нормалью и бинормалью 
(рис. 1). В обоих случаях 
перемещение любого сече­
ния трубопровода характе­
ризуется вектором линейных
перемещений и — { и, v, w] 
и вектором угловых переме-

—У
щений ф =  (ф, ф, * }. Напря­
женное состояние любого се­
чения стержня характеризу­
ется вектором сил q =  {qx , 

.с7у, qz ) и вектором момен­
тов т — { т х , mz } .—> —>
Векторы и и ф образуют об­
общенный шестикомпоненг-



НЬ1Й вектор перемещений U =  { и, <р ), а векторы т  и q обра­
зуют .обобщенный шестикомпонентный вектор внутренних
усилий Q =  {т,  q •

Векторы £/ И' Q ..полностью характеризую т напряженно- 
деформированное состояние стержня и из них можно сф ор­
мировать двенадцатикомпонентный вектор состояния

S — Q} •
Сосредоточенный вектор внешних усилий F  , приложен­

ный в .некотором сечении, будем полагать состоящим из трех
—>■

компонентов вектора силы/.== { / ^ / ^ / Д и  трех компонентов
вектора моментов М =  { М у, M z } . Для дальнейшего бу­
дет полезной зависимость между векторами в системе коор­
динат xi, г/ь и х, у, z  для круговых стержней.

Располагая плоскость круга в плоскости xi, о, у\, совме­
щая центр круга с началом координат и устанавливая соот­
ветствие между системами .координат

Xt — r  cos —? у г _= г sin 0 )
для двенадцатикомпонентного вектора состояния можем за ­
писать:

" ф 0 0 0 ~ 
0 Ф-0 0

cos X
г

X— sm —•г 0

0 0 Ф 0 , ф  = sin X
г

XCOS—- г 0

-  0 0 0 Ф - -  0 0 1 -

(2)

где г — радиус круга.
Д ля удобства расчета все элементы вектора состояния 

должны иметь одинаковую размерность, примем ее равной 
размерности перемещения, а координата х должна быть без­
размерной. Тогда

т 12
? =  ? I, га =  - р у - , F- FI* М:

М /2 ~
“ Г Г ’El ’  ̂~  EI ’ 1 ~  W  ’ 

где 7  — общая длина трубопровода;
£7  — изгибная жесткость сечения трубопровода.

В дальнейшем тильды над соответствующими величинами бу­
дем опускать.



Направление трубопровода в оистеме координат х\, c/i, z
будем характеризовать направлением орта, касательного к 

—>
оси трубопровода т, с проекциями х х: . Д ля кругового
трубопровода

3. УРАВН ЕН И Е СОСТОЯНИЯ  
И М ЕТОД ДИ Н АМ И ЧЕСКИ Х Ж ЕСТКОСТЕЙ

Предварительно рассмотрим одиночный трубопровод без 
особенностей, т. е, без УДС, упругих соединений участков, 
сосредоточенных масс и резких изменений направления, на­
ходящийся под действием гармонического сосредоточенного
усилия с частотой со и амплитудой F, приложенного в некото­
ром сечении x t . Установившееся движение такого трубопро­
вода описывается уравнением состояния

где М ( х ) — матрица, зависящая от упруго-массовых харак­
теристик и геометрии сечения;
ко, Ki — квадратные, 12-го порядка матрицы жесткости за­
крепления концевых сечений.

Учитывая громоздкость вывода матрицы М (х),  приведем 
лишь ее в окончательном виде, опуская промежуточные вы­
воды:

—Мч\—хг \ М 16 =  —М з4=—ту; ^ 2 6 = —М35=тх ;
М47= Ц-ЦТд.2; Л148 =  М57 — ЦТ* Ту', М49 =  Мб7 =  ЦТ*.
М57=  H -p/ty2; 7W59 =  A4qs = цТу ; М69 = 1  +  ц т /;
№7,11=—Mg,10 — — Xz\ М7,12 =  — Мд, 10 =  — %у\ ^

^8>12 =  — х\ — —
. со 2 /4

где а 4 =  - g j -  (рм r  м -J- рж г  ж)>

Рм> Рж— плотность металла и жидкости;.

(3*)

(4)

с граничными условиями

% =  Q, Q (0 )= K 0n (0 ) ;  х = 1 , Q{\)  —KilT(\), (б)
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f u} F ж — площадь сечений нетто и просвета;
р — коэффициент Пуассона.

Остальные элементы матрицы М  (х ) равны нулю.
Уравнение (4) наиболее просто может быть решено ме­

тодом начальных параметров [3]. Однако на высоких часто­
тах колебаний, когда по длине стержня укладывается не­
сколько волн, метод становится плохо обусловленным [4] и в 
результате его применения могут получиться некорректные 
результаты. Поэтому используем устойчивый метод динами­
ческих жесткостей (податливостей) [5]. Д ля этого уравнение 
(4) запишем в виде

-U'{x)' ~-М п(х) М 12 (х)
М21 (х) М2 2(л)

U(x)

Q (*)
(7)

Поскольку трубопровод не имеет внешней нагрузки, то 
для любого сечения, за исключением сечения x t , можно з а ­
писать соотношение, аналогичное (5):
Q ( x ) = K { x ) u \ x ) ,  (8)
где К (х)  — матрица динамической жесткости части трубо­
провода, находящегося с той стороны сечения х, в которой

—>
не содержится внешней силы F .

Продифференцируем выражение (8 )-по х:

Q ' ( x ) = K / ( x ) U ( x ) + K ( x ) i P ( x ) .  . (9)
Уравнения (7), (8), (9) образуют 4 систему, исключая из

"" У
которой векторы U, Q и их производные, получим матричное 
дифференциальное уравнение относительно матрицы динами­
ческой жесткости
К ( х )  = — К(х)  [Afn (х) +  М 12(х) К(х)] + М22(х) К(х)  +
+ М 21(х), (10)

которое может быть проинтегрировано любым численным ме­
тодом,. начиная с х =  0 при К (х) = ko или с х  =  1 при 
К (х) = k \ .

В задачах о вынужденных колебаниях уравнение (10) яв­
ляется вспомогательным и служит только для определении, 
матрицы динамической жесткости произвольного сечения. 
Однако в задачах об определении собственных частот значе­
ние динамической жесткости оказывается достаточным. Так
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частотное уравнение для трубопровода записывае^тя в вид?
! К(1) + « ! ( = о , ' '  щ
где К  (1) — динамическая жесткость трубопровода в конеч­
ном сечении;

k \ — динамическая жесткость закрепления того же се­
чения.

Перейдем теперь к определению реакции трубопровода—̂
на внешнее гармоническое воздействие F. Объединяя равен­
ства (7), (8), (9)7 (10), получим дифференциальное уравне­
ние для вычисления вектора перемещения U:" 
U ' ( x )= [ M u ( x ) + M l2(x )K ( x ) ) U ( x ) .  ‘ , (12)

Начальные условия для интегрирования уравнения (12) 
получим из следующих соображений. В сечении х  =  х } , где
приложен вектор F, вектор U (x L ) непрерывен, а вектор
Q (x i ) терпит разрыв. Обозначим для х  =  x-t + 0 ;  Q (x t ) =  —̂ —> —>

Q + (л:,), а для х = х 1— 0\ Q ('jfi)= Q ~ (A :J. Тогда в сечении 
x = x i F (Xi)= Q+fa)  -f- Q~(Xi)] Q+(Xi) = K+{X;)~U fa);

(Xl),
откуда получаем:

U (x t) =  [К + (xJ  +  К  -  ( X ;)]-1 F ( x t) =  K f ( x d  F (Xt), (13)
t a q K + ( X i ), K ~ ( X i )  — матрицы динамических жесткостей 
трубопровода, полученных при прогоне справа налево и сле­
ва - направо от края трубопровода до сечения х — x t ; 
ATs =  K + ( x t ) +  K ~ ( x t ) — матрица динамической жесткости 
неразрезанного трубопровода в сечении x t.

Таким образом, без' интегрирования уравнения (12) мож­
но определить вектор перемещения трубопровода в сечении 
x t , где приложен вектор внешних усилий. Поэтому при инте­
грировании уравнения (12) сечение х-ь следует считать на-

—>•
дальным, а начальное значение вектора U определяется по 
формуле (13). Интегрирование уравнения (12) позволяет оп­
ределить вектор перемещения любого" сечения, а вектор внут­
реннего усилия при этом определяется по формуле (8). Та­
ким образом, два дифференциальных уравнения (10) и (12) 
с соответствующими начальными условиями и формула (8) 
являются -достаточными для определения вектора состояния 
трубопровода в любом его сечении.



В дальнейшем удобнее оперировать не непосредственно 
в е к т о р о м  состояния, а функциями влияния. Для этого рас­
смотрим два сечения х ь и л:; в сечении x t приложен вектор 
внешней силы, а в сечении х  определяется вектор состояния. 
Введем матрицы функции влияния формулами:

и (х) = Ф Q (X) = Ф<2 *,) F (xt), (14)
тогда уравнение (12) и формулы (13), (8) переходят соот­
ветственно в следующие:

ф,(*/*/)=  М  +  М 12 W  К ф1*1хй > (15>

[K4Xi) + (16> 
( W  ' <17)

4. УЧЕТ ОСОБЕННОСТЕЙ РЕАЛ ЬН ОГО  ТРУ БО П РО ВО ДА

До сих пор рассматривался гладкий однородный трубопро­
вод без особенностей. Особенности в виде упруго-демпфиру- 
ющих связей и соединений участков сосредоточенными упру­
гими включениями удобно учитывать при вычислении матри­
цы жесткости. Введем матрицу жесткостей упруго-демпфиру- 
ющей связи k  и матрицу податливостей ' упругого включе­
ния е :

ьл mu k/n<? € am e uQ

Mqu ^ q® -

С —
. &'тпг e <fQ.

где k qu, k m9, k q9, k mu — квадратные матрицы силовых, мо- 
ментных и смешанных жесткостей размерностью 3X3; 
e uq' e<fm' e <fQ> е ит — линейная, угловая И- смешанные податли­
вости упругого включения.

Элементы матриц k и е — безразмерные величины и опре­
деляются через соответствующие 'размерные величины k тл е 
следующим образом:



9q 2̂ » l' 9m ' i

При интегрировании уравнения (10) особенности типа «к» 
и «е» учитываются в соответствии с равенствами:
К + =  К ~ +  k; (20)
(/С+)-1«  +  е, ' (21)

где К + и К ~  соответственно додагливости в сечении непо­
средственно перед и за особенностью.

Особенность в’ виде сосредоточенного массового включе­
ния учитывается но формуле (20), где элементы матрицы k 
имеют вид:

Мв о>з is J /2
k u  =  kb5 =  kes = E l  ’ ~  E I

I У ОЗ2 l  1 у  (Л‘Ь I
k,22 =  kss =E l  ’ ,v ° E l  ' 5
где M B— сосредоточенная масса включения;
/ г, / у, I z — массовые моменты инерции включения.

Особенность в виде сосредоточенного конечного измене­
ния направления трубопровода учитывается только при вы­
числении матрицы М (х)  обычным способом через изменение
направления касательного орта т. Конечные изменения на­
правления при вычислении К, Фа; Ф*3 не учитываются, так 
как вычисления производятся в неподвижной декартовой си­
стеме координат.

5. П ЕРЕХО ДН АЯ М АТРИЦА  
Д Л Я  КРУГОВОГО ТРУ БО П РО ВО Д А

Рассмотрим участок трубопровода, представляющий собой 
дугу окружности и не имеющий никаких особенностей.

—>
Учитывая выражения для проекций касательного орта х

(3) и, переходя в уравнении (4) от вектора состояния 5  в
системе координат х\, у\, z i к вектору 5  в системе координат 
х, у, z  в соответствии с равенством (2), получим уравнение, 
аналогичное (4), в котором матрица М  будет постоянной мат­
рицей, не зависящей от координат сечения. Запишем элемен-



ты вектора -состояния в другом 
принятого в п. 2:

порядке, отличающемся от

ш 5
ч —̂ 

\ s , ^  Ъ я *  я, 1 W, ф, ф, тх, ту, qz
Тогда уравнение (4) можно переписать в виде:

—̂ 
dS  _

~~dx~
Ми
М21

; М 12 
j М 22

—> 
5, (22)

где матрицы М 12, Мг суть нулевые матрицы, а матрицы Ми
и М22 имеют следующий вид:

0 1
г -1 0 0 0

1
г 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0
Ми = 0 0 0 0 . 1 , . 0 > (23)

—а4 0 . 0 0 0 - 1
Г

0 —а4 0 0 i¥ г 0

~ 0 1 0 0 0 о "
0 0 - 1

Г 1 0 0

0 1
г 0 0 1 + р. 0

М22 = 0 0 0 о
1
г - 1 • (24)

0 • 0 0 . 1
г 0 0

— а4 0 0 0 0 0

Такой вид матрицы М  свидетельствует о независимости 
колебаний кольца в своей плоскости и из плоскости. Уравне­
ния

~>
dS1
dx

& So = М 22 S 2 (25)

соответ-
15 dx

описывают колебания в плоскости й из плоскости, 
ственно.

Рассмотрим решение уравнений (25), Учитывая, что они 
между собой отличаются только структурой матрицы М, ог­
раничимся пока первым уравнением (25):,

8»



£>удем искать решение уравнения, удовлетворяющее на­
чальным условиям

«Si | х  =г о =  5 15о- (^6)
В соответствии с [6] решение уравнения (25) с начальными 
условиями (26) можно записать в виде:

Si =  Si,о ехр (М пх ) .  (27)
Здесь используется понятие функции матрицы. Метод вычис­
ления таких функций изложен в работе [6]. Для этого вво­
дится характеристический многочлен:
\ХЕ —  М \ ~ { Х  — Хх) (А,—Ад) {X — h ) ,- (28)

где Е —  единичная матрица 6-го порядка.
В. случае отсутствия кратных корней (28) функция от матри­
цы вычисляется по формуле:

f ( М ) =  У  Е) -  Е) (M-~lk+iE) ... ( М - \ пЕ) .
(кк -̂l) ••• V'-k ^к—i) ‘ ^n) n

(29)
Характеристический многочлен матрицы Mu имеет вид:

>-” +  2 V ( - f ) V > .2[ ( v ) 4- « 4] - f  a‘ ( - r ) 2 = 0 -  (3°)
Перейдем к другим обозначениям
»' Г  1 . ~  1л =  X — , а — а —  ?

в результате чего уравнение (30) существенно упрощается

X6 Ч- 2A,4 4- X2 (1 — а4) + о4 =  0. -« (31)

Легко показать, что уравнение (31) для X2 может иметь или 
три различных действительных корня, или один действитель­
ный и два мнимых корня. Следовательно, многочлен *(30) 
будет иметь шесть различных корней ±Ал, ±Ад, ± Хз, и можно 
применять формулу (27). Предположим, что все корни дей­
ствительные. В этом случае применение формулы (27) к фун­
кции ехр {Мцх) приводит к следующим результатам:

ехР (МпХ) == ( Xx iX i2 — x l2) ( h 2- X &  h  Ch h  Х +  Ми  Sh h  Х)  +

+  ( X2(X22- X i2) ( X f - X ^  '( £ b c h b x  +  х) +  3̂2)

+  ( £ b c h b x  +  М и  s h Яз х ) .
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Формулу (32) можно записать корочё! 
exp {Мих) — Я 1 =  A ch Я-i х  -г В sh Я1 х  4- С ch Я2 х 4- D sh Я2 х  -Ь 

+  Е  ch Яз х  4- F sh fa х, 
где, например, матрицы А и В имеют вид:
: (Мц2-£ Я 2 2)Г ^ п 2- £ Ь 2) . (Ми> - Е Ы ) ( М и 2- Е %,«)»

Л ~~ й 12 - Ь 2) (Я12- Ь 2) ’ Х\ (Я12 — Я22) (Я12 —  Яз2)
(34)

Из «уравнения (27) видно, что матрица ехр (Мих) связы­
вает параметры вектора состояния в начальном сечении и не­
котором конечном сечении х. Поэтому в соответствии с. при­
нятым обозначением [3] матрицу П\ назовем переходной мат­
рицей участка. Каждый элемент этой .матрицы состоит из 
суммы соответствующих элементов матриц А, В, С ..., умно­
женных, соответственно, На ch Я1 лг, sh fa x, chfox, .......  -

В случае, если какие-либо корни характеристического 
уравнения (30) окажутся мнимыми, то легко убедиться в том, 
что в формулах (32) и (33) нужно только заменить соответ­
ствующие гиперболические функции на тригонометрические.

Характеристический многочлен матрицы М22

Я6 +  2 (-J-) Я4 +  [(-р-) — а4] Я2 +  a4^ - j 2(l + ц) =  0 (35)

по своей структуре не отличается от многочлена для матри­
цы Ми. Отличие заключается только ;во множителе (1 +  ц) 
у свободного члена. Поэтому и переходная матрица участка 
Яг по форме не' будет отличаться от матрицы П\ и при вы­
числении ее элементов можно пользоваться формулами (32), 
(33), (34), в которых необходимо вместо матрицы Ми  исполь­
зовать матрицу Мп  и корни характеристического уравнения 
(35).

Так как для плоского кругового трубопровода колебания 
в плоскости и из плоскости круга независимы, то и векторы
состояния Si и S2 независимы. На основании этого • вектор 
состояния можем записать в виде:

Г 1 4= 'Я . 0 '
. 3  _ . 0 Яг. 2̂>0

(36)

Теперь вернемся к той последовательности элементов век­
тора состояния, как это было принято в п. 2. Тогда элементы 
переходной матрицы участка А
S  -  ASo ( 3 7 )



примут сл едую щ ие значения:
ail =  (Ui)n ; a u = ( n i ) \ r ,  a i6=(Ih) is ;  a™=z(Ih)u;

■ CLui o =  ( Я 1 Д 5 ,  Cl 1 , 1 1  ( F h ) i 6,

a 2 i = ( f h ) 2 i ;  « 2 2  —  ( I J i ) 2 2 ;  . . . .  « 2 , 1 1  =  ( Я ^ ;

« 6 1  =  ( Я  l ) 3i; . . . .. . « 6,11 =  (П  l ) 3fj;

« 9 1 =  ( I J i ) i i ;  .  . • 1 • • • a 9 ’ u  ^  ( П х) %

«10,1 =  (П\)ы;  . «10,11 =  (Ih)56;

« 11,1 =  (/71) 6i; . ...................................... « 11,11 =  (77i)66;
азз =  ( Я 2) и ; « 3 4 =  (П 2)щ  ass — (Я гД з; ам =  (Я г) и;

« 3 8 =  (П 2)\5,‘ аз, 12 =  (ЯгД е;

« 4 3  =  ( Я г Д ц * ................................................................« 4,12 == (Я г) 26|

« 5 3 =  (Я г ) 31 . . . . . . « 5 ,12 =  (Я г) зв;

Й7з =  (Я г) 4i . . , . . . . «7,12 =  (Я г) 46;

« 8 3 =  (Я г ) si . . . . . , . «8,12 =  (Яг)бб;

« 12 ,3 =  (Я г) 61 . . . . . . .  « 12 ,12=  (Яг)зб.

Переходная матрица А_для конечного участка трубопрово­
да позволяет построить, как это будет показано в п. 7, дис­
кретный аналог метода динамических жесткостей (податли­
востей).

v

6. П ЕРЕХ О ДН А Я М АТРИЦ А П РЯМ О Л И Н ЕЙ Н О ГО  УЧАСТКА

Д ля прямолинейного участка трубопровода матрица М (х) 
является постоянной как в неподвижных, так и подвижных 
локальных координатах. Это позволит получить переходную 
матрицу А  прямолинейного трубопровода, как и окружного., 
в замкнутом виде для конечного участка. Ввиду того, что из- 
гибные, продольные и крутильные колебания прямолинейного 
участка не связаны между собой, построение матрицы А су­
щественно упрощается, так как она может быть сформирова­
на из готовых решений. В работе [7] получены подблоки мат­
рицы А, которые здесь приводятся без подробного вывода:



о

о

о

о о

о о

n Ш х )
и л2

smftii) q
I

Т ( \х )
» A'i

О л
О О

0 0 0 0

О -о • 0 В Д л

5(Лсс) 0 Т(Лх^ 0

О cos(V,x) 0 0

Щ ах) 0 5(Ах) . 0

) 0 0 0 5(Л х)

О э-  и И г
sin(AfX)

А, 0 0
U(Ax)

А2 о -
V(Ax)

л3 0

- О О 0 - У(Ах)
Л3

. О О 0 . 0

■ О 0 о.-Ш х )
А2

Ш х )
А О  - U<А х)  

А2
0

(38)

(39)



Л1U
А =

A«fl=

О 0  0  о о

о  ' .  о  аги т  о  т р  о

О Ш х )  0 0 0 A V (A i)

; т Ш \ х ) ' о о  о  о  о

О -А3Г(Ах) 0  : О 0  -А2Ш х )

*. О ‘О -Л3Г(Ах) 0  - л 2и (лх ) О

cos(a’, x ) 0  0 - 0  0  0

О S (А х )  о о  о
А -

О О 5 ( л х )  О - - J —  О

(4 0 )

(41)

О 0  0 .  cos(a'|(x  ) О 0  •

О 0 -лУ (А х) 0 S(a5c) О

О - л У (л х )  О 0 _ 0 . 5 ( л х )

I  геометрические характеристики сечения /-го участка; 
S, Т, U, V —-функции Крылова, . "



7. ТРУБОПРОВОД, СОСТОЯЩИЙ ИЗ ПРЯМОЛИНЕЙНЫХ
и КРУГОВЫХ УЧАСТКОВ

Такой трубопровод можно представить состоящим из конеч­
ного числа прямолинейных и кольцевых участков и при его 
расчете можно воспользоваться замкнутыми переходными  
матрицами А.

Рассмотрим два рядом расположенных сечения /-1 и /, ог­
раничивающих /-й участок, на котором нет связей и отсут­
ствует внешняя сила. Для соответствующих сечений j — 1, / 
введем соотношения:

(42)
где Kj-i  , Kj  — динамические жесткости (/— 1 )-го  и /-го се­
чений.

В соответствии с методом начальных параметров [3] для 
/-го сечения можно записать:

U ^ A T U ^ + A f Q ^
Q ^ A T d ^ - t A T Q i - r .  ' J43)
• Полагая в системах (42) и (43) элементы векторов со­
стояния в сечениях /— 1 и / неизвестными, получим рекуррент­
ную зависимость для определения динамической жёсткости 
сечения /:

К) = (А?  +  A f  К j-,) (АТ + A f  ТС,-,)-1 ■ (44)
Рассмотрим сечение i, в котором, приложена внешняя на­

грузка. Выделим в районе точки i бесконечно малый участок 
трубопровода, представленного на рис. 1, и для сечений, на­
ходящихся бесконечно близко слева и справа от сечения i, 
запишем соотношения, аналогичные (42): : .

Q7=KTUt, Q t ^ K t U ,  ■ ■ ' - (45)

Кроме того, для сечения / можно записать:

= KiUi  (46), Ft = Q T + Q t ,  (47)
1одставляя в (47) соотношения (45) и (46) и сокращая на 
rJ iy получим:

K, = K 7 + K t .  (48)
95



Динамическая жесткость трубопровода в каком-либо се­
чении равна сумме динамических жесткостей, вычисленных 
для участков трубопровода, расположенных слева и справа 
от рассматриваемого сечения. Д ля определения К + , К~~ 
можно пользоваться рекуррентной формулой (44).

Введем далее матрицу функций влияния для перемещений 
следующей формулой:

U j ^ b ^ F j .  ' (49)
Учитывая выражения (46), '(48), (49), можем ■ записать 

для функции , Фиц.

ф и = (КТ + Kt )~ l , (50)
т. е. матрица функций влияния перемещения от силы в сече­
нии, где действует эта сила, равна обратной матрице дина-, 
мической жесткости стержня в 'этом  сечении. Используя за­
висимости (42), (43) и (49), получим рекуррентную формулу 
для вычисления Фу/ :

(51)
В формуле (51) необходимо использовать матрицу дина­

мической жесткости той части трубопровода, куда идет про­
цесс вычисления.

Матрицы функций влияния для внутренних усилий в со­
ответствии с равенствами (42) определяются из соотношения:

Ф%=К]ФЬ-  (52)
Д ля трубопроводов с кусочно-постоянными характеристи­

ками сечения, направления и кривизны при вычислении пе­
реходной матрицы А;  необходимо учитывать сосредоточен­
ные изменения направления, жесткость связей с внешним 
телом, податливые соединения участков. Условимся эти осо­
бенности помещать в конце /-го участка. Тогда матрицу пе­

рехода участка с особенностью А можно связать .с матри­
цей перехода участка без особенностей Л;- следующим .обра­
зом:

A j = B j A j , (53)
где Rj— матрица особенностей.



При сосредоточенном повороте оси стержня в конце /-го 
сечения:

_
0 0 0

-co s  «  sin g sin a  sin gcos 6
0 <\\ 0 0-

, Ф , -
,0 0 0

sin g cos a  cos 6 —sin a  cos g

0 0 0 0 sin a cos a

R

где а, р

При наличии УДС стержня с внешним телом:

Д -

(54)
соответственно углы поворота плоскости ху  отно­
сительно оси Ох и новой плоскости yz  относительно 
новой оси 0г.

£ 0 0 0
0 E 0 0
b“'mu. ьn rnr E 0
ЬKqu K* 0 E

(55)

где £  — единичная матрица третьего порядка.
В случае упругого соединения конечного сечения участка 

j и начального сечения (/ +  1)-го участка:

R

êam ^ H Q 0 0
0 0

0 0 E 0
0 0 0 £

(56)

8. СВЯЗАННЫЕ ТРУБОПРОВОДЫ

Когда одни точки трубопровода связаны с другими упруго- 
Демпфирующими связями (внутренние связи) или два трубо­
провода соединяются между собой, образуется сложная с в я ­
занная система, расчет которой существенно усложняется, 
В работе (7] рассмотрен вопрос о расчете таких систем и по­
лучены рекуррентные формулы для вычисления функций 
влияния. Эти формулы позволяют определять функции влия-
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ния системы со связью по аналогичным функциям для си­
стемы без связей. Многократное применение этих формул 
позволяет получить функции влияния сколь угодно -сложной 
системы. Ниже без вывода приводятся рекуррентные фор­
мулы для вычисления функций влияния сложных систем.

Если между точками k и / трубопровода устанавливает­
ся внутреняя связь с матрицей жесткости kc , то между мат­

рицами функций влияния после ( Фп ) и до ( Ф/г) установ­
ки связи существуют соотношения:

ф “/ =  ФЬ +  (ф “й -  ф j i)[E  +  kc (Фи  +  -  ФЧл -  Фй/)]-1 X

Х К { Ф иц —-Фик1) ,  (57)

Ф% =  Ф% +  (Ф% -  Ф%) [Е +  kc (Фиц  -  Фйй — Ф“* -  ФйО]_1 X
X kc (фи  — Ф**) .

Теперь рассмотрим два несвязанных трубопровода, в точ­
ках г и г', которых может быть приложена внешняя сила, а 
для точек s и s 1 необходимо определить функцию влияния. 
Предположим, что в некоторых точках с и с1 эти два трубо­
провода связаны между собой матрицей жесткости 1гс , тогда:

Ф“, -  ф sr-  ф «  [Е + к с (Ф% +  Фс“,„,)]-■ kcФ?, ;

Ф?г-= ф »  [£  +  К  {Ф“сс 4  ф Л ') ] -1 К Ф ис г ' ;

Ф«, =  Ф« _  Ф« [Е  -г кс ( ф £ +  Ф ^ Г Ч  1 сг ; (58)

Ф?г' =  ф %{E + kc (Ф“с +  К  Ф“'г' •

Функции ВЛИЯНИЯ Ф“г 5 Ф?г ! Ф“'г '5 Ф?'г' вычисляются по
формулам, аналогичным (58), в которых нижние индексы со 
штрихами должны быть заменены соответствующими индек­
сами без штрихов и наоборот.

Формулы (58) могут применяться только при введении 
первой связи между трубопроводами, после чего они уже ста-' 
новятся единой системой, для которой остальные связи будут 
внутренними. Поэтому вычисление функций влияния при 
последовательном введении следующих связей осуществляет­
ся по формулам. (57). Многократное применение формул (57), 
(58) позволяет вычислять функции влияния при последова-



гельном подсоединении к существующей системе какого угод­
но количества новых трубопроводов с каким угодно количе­
ством связей.

9. РЕАКЦИЯ ТРУ БО П РО ВО ДА  
НА КИНЕМ АТИЧЕСКОЕ ВО ЗБУЖ ДЕНИ Е

функции влияния очень удобны при вычислении реакции тру­
бопровода при кинематическом—возбуждений. Так, если от­
дельный трубопровод или система трубопроводов соединены 
с внешним колеблющимся телом упруго-демпфирующимч 
связями с матрицей k t и вектор перемещения точки i внеш­
него колеблющегося тела — at , то векторы перемещения и . 
внутренних усилий при гармонических' колебаниях вычисля­
ются по формулам:

где т — количество связей.
Предполагая, что колебания всех точек внешнего тела 

имеют одинаковую частоту, необходимо иметь в виду, что они 
могут отличаться не только по амплитуде колебания, но и по
фазе. Каждый элемент вектора as при этом имеет множи­
тель e l* i , где в данном случае i = V  — 1, а фу— фаза. Поэто­
му в общем случае вектор a s является комплексным.

В работе [7] показано применение функций влияния при 
вычислении реакции стержневой системы на случайные виб­
рации при кинематическом возбуждении. Обозначим S ip 
матрицу спектральных плотностей взаимных корреляций ком­
понент'вектора перемещений a t v ia р г-й и р-й опор. Тогда 
матрицы спектральных плотностей перемещения.и внутренних 
усилий /-го сечения трубопровода будут соответственно 
равны: ” -

S " (<») =  !  1 9 ) i k ' 4 % k p s ^  ' (60)г* 1 р-1
а  т т ■ Л _

г—1
Например, элемент 2, 3 матриц 5 /  (о>) (или S /  (о) име­

ет физический смысл спектральной плотности перемещения 
вдоль оси у  (или момента относительно оси у) от линейных 
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перемещений точек крепления опор вдоль оси г. Алгоритм 
расчета в соответствий с формулами (59), (60) .позволяет 
получить реакцию по перемещению или внутреннему усилию 
О днако окончательный результат расчета состоит в опреде!
лении'напряжений. Д ля этого попользуются реакции Q п 
S Q (со), вычисленные в относительной форме. Переходя о? 
относительных величин к абсолютным с учетом принятых 
обозначений в п. 2, получим:
-> -> £ / -> %. £[
т — т —  q =  q —  . .

О тсюда вытекают следующие формулы для: 
нормальных напряжений при растяжении 

E I  . ,
° И  ЯX [3 F  5

касательных напряжений при кручении 
~  E I

'ск р =  mx~jrw~(Wp:— полярный момент инерции сечения); 

нормальных напряжений при изгибе

у ту E I  z mz E I
°и ~  ~l*w  "» °и ~  ~B'w  №  — экваториальный момент инерции

сечения); v
касательных напряжений при изгибе

у __ Я у E I  z E I  ■»
хи — я) —[Гр - ; ъи =  v -jrp T  (v—коэффициент формы сечения).

Спектральная плотность нормальных напряжений при 
растяжении:

a Q  О
^ 4* =  -щ гГ  (54й— элемент столбца к-й хматрицы 5 ^ ); 
изгибе: . \
с  <J ___  r Q  Е% ^ — з  - q  Е 3

O g f t  0 5 ft " р Т р у з *  5 О б й  —  <~>6k {4 '

Спектральная плотность касательных напряжений при 
кручении:
о т  _  cQ £ 3Д .01Й —  O l f t

изгибе:
с"  —  q Q т /2  £ 2 / 2  • О" Т/2•J2* — 02Й i/"1 Тё'/’Т 5 ОЗЛ“=ОЗй V 1$р2"
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При вычислении напряжений и спектральных плотностей 
напряжений функции влияния в ф ормулах (59), (60) должны 
быть обязательно приведены к локальной подвижной системе 
координат.

[0_ РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Для варианта трубопроводов, составленных из отрезков 
прямых, была составлена программа для ЭВМ' М-220 на язы ­
ке Алгол-60. В качестве примера приведены следующие ва ­
рианты трубопроводов:

а) прямой трубопровод с тремя промежуточными упруго-- 
демпфирующими опорами;

б) трубопровод, изогнуты й.в одной плоскости, с углом 
гиба 0° (прямой), 30°, 60° и 90°; с углом гиба 90° и двумя про­
межуточными упруго-демпфирующими опорами;

в) трубопровод, изогнутый в двух плоскостях, с углами 
гиба в обоих плоскостях 90°.

Размеры трубопроводов: наружный диаметр 8-К)-3 м,
толщина стенки 10—3 м, длина 0,6 м. Элементы матрицы жест­
кости промежуточных опор /гм — 1 нм, £25 =  2 нм, &36 =  4 нм, 
ka =  5-104 н/м; kb2 =  7,5*104 н/м, 105 н/м. Жесткость заде­
лок принималась на 2 порядка выше. Для всех элементов 
матрицы жесткости k c коэффициент потерь в опоре прини­
мался одинаковым и равным ц =  0,5. •.

На рис. 2 показана зависимость амплитуды приведенных 
изгибных напряжений у левой заделки от частоты для пря­
мого трубопровода с тремя упруго-демпфирующими равно­
мерно-расставленными опорами. Каждой опоре в направле­
нии трех осей задавались перемещения, соответствующие по-, 
стоянкой по частоте виброскорости. Для симметричного на­
гружения (задаваемые опорам перемещения одинаковы) на 
трубопроводе определены три резонанса: 294  ̂ гц, 690 гц,
1557 гц. Для изогнутого в одной плоскости трубопровода 
аналогичные зависимости представлены на рис. 3. Первый 
резонанс соответствует основному тону при колебаниях из 
плоскости гиба, второй и третий резонанс соответствуют .пер­
вому обертону из плоскости гиба и основному тону в плоскос­
ти гиба. По мере уменьшения угла гиба второй и третий ре­
зонансы сближаются и для прямого трубопровода они исче­
зают.
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Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика прямого 
трубопровода с промежуточными опорами для изгиб­
ных напряжений в крайнем сечении при симметричном 
возбуждении

На рис. 4 приведена резонансная кривая для изогнутого 
трубопровода с углом гиба 90° при возбуждении только ле­
вой опоры (несимметричное возбуждение). Сравнение резо­
нансных кривых, полученных при ‘Симметричном и несиммет­
ричном возбуждении (рис. За и рис. 4), показывает, что ре­
зонансные частоты остались неизменными для обоих видов 
возбуждения, но амплитуды первых двух резонансов при не­
симметричном возбуждении снизились в 2 раза, амплитуда 
3-го резонанса осталась прежней. Так как изогнутая трубка 
не является симметричной, то как симметричное, так и не­
симметричное возбуждение вызывает все формы колебаний 
трубопровода.

На рис. 5 приведена резонансная кривая для изогнутого 
в одной плоскости трубопровода с углом гиба 90° и двумя 
промежуточными упруго-демпфирующими опорами при сим-
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метричном возбуждении. Резонансная кривая для трубопро­
вода с 2 опорами отличается от резонансной кривой анало­
гичного трубопровода без промежуточных опор (рис. За). 
Наличие опор приводит к вырождению первого резонанса 
(колебание трубопровода в плоскости, перпендикулярной 
плоскости чертежа), повышению резонансных частот ж умень­
шению амплитуды резонансных колебаний.

Рис. 6. Амплитудно-частотная характеристика 
изогнутого в двух плоскостях трубопровода для 
изгибных напряжений в крайнем сечении при сим- * 
метричном возбуждении

Резонансная кривая для трубопровода, изогнутого в двух 
плоскостях с углами гиба в каждой плоскости 90°, приведена 
на рис. 6. Она посчитана в диапазоне частот 50+1860 гцдля 
симметричного возбуждения. Получены три резонанса, при­
чем первые два — раздвоенные: 112 и 123 гц, -610 и 631 гн,.
третий резонанс— 1106 гц. Раздвоение резонансов объясняет­
ся тем, что изогнутый трубопровод имеет близкие резонанс­
ные частоты.
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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММЫ ПРОЕКТИРОВОЧНОГО 
ПРОЧНОСТНОГО РАСЧЕТА ОСЕВОГО -КОМПРЕССОРА 
Д Л Я  СИСТЕМЫ МАШИННОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ 
ГТД

1. В В Е Д Е Н И Е

Проектирование является важным этапом создания новых из ­
делий, во многом определяющим достижение заявленных па­
раметров, надежность и технологичность конструкции, стои­
мость изготовления и эксплуатации ГТД, а также стоимость 
и длительность доводочных работ.

Для повышения качества проекта существенно обеспече­
ние наибольшей глубины его проработки в отведенный для 
проектирования срок.

Применение ЭВМ • значительно способствовало решению 
этой проблемы, повысив объем и точность расчетных оцецок 
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