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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЙ ИЗГИБ УПРУГОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПРИ КОНЕЧНЫХ ПРОГИБАХI

В статье рассматриваются упругие деформации осесимметрично 
нагруженной сферической оболочки. Исходные дифференциальные 
уравнения в деформациях получены исходя из теории оболочек 
среднего прогиба [1]. Решение нелинейных дифференциальных 
уравнений проводится методом сложной итерации [2]. Приведены 
численные результаты, полученные с помощью ЭВМ.

1. Нелинейные уравнения равновесия [1] применительно к сфе­
рической оболочке радиуса R и толщины б можно записать в виде:

Е  — модуль упругости; ц — коэффициент Пуассона; N u N 2 —  
нормальные усилия; М и М 2 — изгибающие моменты; Q — перере­
зывающая сила; qn, q t — нормальная и тангенциальная составляю­
щие поверхностной нагрузки, отнесенной к единице площади сре­
динной поверхности оболочки.

Штрих означает дифференцирование по углу ф.

А/1  +  (А/ 1 — N 2) c t g ф +  Q + qt =  — *iQ . 

Q '+  Q ctg ф — N x —  TV2+<7„ = 7 / ! * !  + i V 2x2, 

Mi + ( M x — M 2) ctgc{) — 12m2Q =  0 .

(1)

(2)

(3)
Здесь

- ( 1  — и2) m R  1 0 / jqi -  - — qu m = — , 'v =  1 , 2 , 1 = t, n.
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Геометрические соотношения запишем следующим образом:

Е1 =  з Н “ , +  “ ’ + 2^ ( ®  )2] ’ е2 =  ДГ ( ^  +  - (4

\

\ '

=  /? * !  =  i  ( t t  —  w ' Y  =  S r ( u  —  w ' ) c t g < l > .  (5

Здесь xi,  X2 — изменения главных кривизн срединной поверхностг 
оболочки.

Черта над и и w  означает, что перемещения в меридиональ­
ном (и)  и в нормальном ( w)  к поверхности направлениях отне 

,сены к толщине оболочки б. *1
Уравнения неразрывности, вытекающие из соотношений (4) — (5) 

имеют вид:

*2  — (Х 1 — Х2) ctgФ е'2 +  ( 5 , s2) c tg  Ф =  -g- X2 tg ф , (6

( x t +  x2 ) s n ^  +  [ в г э т ф  -ь (е2 — Si)sincp]'= _ - J - g i x ! )  . (7

Выведя новые переменные
е =  £i +  е2, С =  —  2̂>

X =  X j  +  Х 2 ,  X =  X j  +  х 2

и преобразовав, следуя [3], уравнения (1) — (3) и (6 ) — (7), полу* 
чим следующие четыре нелинейных дифференциальных уравнения

/ (е) +  ps =  — ( 1 —р )х  +  qt , (8

/ (х) — рх =  12m2 [(1 +  р) е +  <7х ], (9

С' +  2Сc tg ф =  &о(— К  £'  — ]2Д Г Х' +  ) , ( 10

т' +  2 т c tg ф =  к0(кт: х ' — s ' +  qx ). ( 1 1
Здесь

; d2 , . , d. , ,
/ =  dr  +  c t S % +  ! -

<?e =  qn — Qt — 4t ctg ф +  Д е .  <7x — — qn +  F*., 

qc. =  — qt +  F с. , <7t  =  — qt + Fr  ,

Fc. =  —  ]Vx*"x — JV2*2 — F i Q f  —  * i Q c t g 4 > - ^ - = ^ - [ x f  +  ( х ^ ф Ш

Ax =  A^x, +  A W  A-, =  д а ^ 2  tg'f' -  *iQ>

„  1 — u.—9 . > — 7Г ь 24m2
Ffc =  2 x 2 Xl(^ ’ (1 — ti) (1 + 12m2) ’

12/я2 (1 + p) — (1 — p) fc _ 12m2 (1 — n) — (1 +  | x )  

£ — 9 4 Д 2 » 24m 224m2 ’ 24m2
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2. Обозначив через г*, х*, С* и т* частное решение уравнений 
(8)—( 1 1 ), запишем их общее решение [3] в форме, удобной для при­
менения метода итераций (п  — номер приближения):

е(л) =  2 Т( Г - р ) [ С (1Л)А  +  D[n)qx + С[п)р 2 +  D[n)q2\ +  ср(л)£*(л), (12) 

х<л) =  - 2 ТХ \C[n)qx- D [ n)Pl + C P q 2- D i n)p 2\ + У л)х*(л) , (13)

2£С<Л>
. ( Л )

sin2 ф -2 т (1 + р )  \C[n)r x + D[n)s l +  C[n)r2 + D r s 2] + Т(л)С*(л) ,
(14)

т<л) =  -  2ТА [Ci<n)Si -  D P  Гг +  C ^ -  D[n) г2] +  =р(л) т*(л). (15)

Здесь
А  = z  (X b e ix  + b e r x ), qx = z  (X b e r x  — beix),

p 2 =  г  (X k e i x  +  kerx) ,  q2 =  z(X  k e r x  — Аегх),
С

•Si — Ai +  О — £i +  A> s2 — h2 + q2, r2 — g2 -+• p 2,

2  ] /X  fter'JC +  —  ctg </>) b e r x  J ctg ф,

2  J /T ------------- ^ -----ctg ф) b e i x  j ctgф,

2  ] / T  k e r ' x  +  --ctg ctgф,

h2 = —z  \2 У  \  k e i ' x  +  (- i-  — ^ ф )  k e i x  j  ^ ф ,

k = {J2 ^ E W ! t ' A = l / 1 2 m 2( l - p 2) - p 2, --------------

g  1 =  2 

h x = — z

g 2 - Z

2  (X2 +  (x2)

C ( /Z ) /-> ( П ) /*■> (/l ) ( /2) p> ( Л )
о , С} , С 2 , сЛ , и 2 — постоянные интегрирования, определяе­

мые из граничных условий.
Множитель ср(") введен согласно методу сложных итераций для 

ограничения скачков нелинейных функций [2]. Без этого множителя 
при значительных нагрузках, особенно в случае , расчета пологих 
оболочек, итерационный процесс может не сходиться. Если процесс 
сходится, то Игл 1 .

П  — >- о о  ,

Для каждого значения п вычисления проводятся, следующим об­
разом. Считая уравнения (8)—(9) условно независимыми от (Ю) и (11), 
частные решения г*("> и х*(л> находим методом последовательных при­
ближений (назовем его ^-процессом). В качестве исходного прибли­
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жения (k =  0) принимаем функции е*<л~1> и у.*(п- 1> предыдущег] 
( п — 1)-го приближения. Д ля A-того приближения будем иметь

Е(̂ > “  § {— <7/ s in Ф +  |  [<7л +  ( l + p j s ^ i
ф„ т  ф.

— (1 — р К Г Л ) ]  |  <а?ф,

’•ж, “ 12” 2( я Ь Н - ^ + / га д
.1. Т L

1)

- 1)
Фо Ф»

После окончания ^-процесса переходим к определению С*(л) и т*(л 
по найденным е*(л) и х*<л);

С’(Л) =  Л г .   ̂ [ ~ Ъ  е*'<л> -  J L х*'<л> - q t + Fs in2tp
(л-1)
с sin 2 ф <а?ф,

Т*(Л> =  s lP f S &  Х*'(Л) “  £*'(П) ~ Ч *  +  /Г‘П_1)] sinW

Определив постоянные интегрирования для л-го приближения, п 
формулам (12)—(15) находим е(л), х(л), С(л) и т(л), а затем деформг 
ции е<л ), х<л \  е^л ), х | л ) ,.  используя выражения

в{л> =  i - (в +С)(Л), s(«) =  -i-(E- C ) (,1) ,

' (л) I  /  , \ ( л )  — ( Л )  1 ,  ч(я), XI =  -К- (х +  т)‘ , Х2 =  (х т)'

Затем вычисляем усилия, моменты, перемещения и напряжс 
ния:

N i n) =  е<л]1 +  р з Г ,  Ж  = *in) + ,

V =  1, 2, 7] =  2, 1, v 4̂= У].

Q (n) =  А^л)1ё ф +  <р(л)(2 *(л)>

  'У
Q*(n)= sin фтозф!  ^ Ф  +  - > 1 +  ̂ 2) (Л“ 1, - 9 л + ^ ф ]8 1 п ф С 0 5 ф с /с

&(Л) =  х(2Л) tgф,

и (л) =  С (Я̂ sin  ф + т к С л (эшф In t g 2—ctgcp) 4- т (1  +  p )m  X

X [c[n)gl  +'D[n)hx + [ C P g 2 + D[n)h2] 4&ф +  ®<л) «*<л\
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w(") — C (n) cos ф—mkCon)( 1 +cos<plntgy) +  2 m у [С[n)p x +  D[n)q x +  C ?  }p 2

\p>) («) ctg^>

2m |  X f/ф.

a<n) ( ± 4 ) = e<n) +  (леГ ±  * [*<"> +  (ххГ]

По полученным результатам 
находим правые части уравнений 
(8) — (9) для расчета деформаций 
( az —(— 1 ) -то приближения и так 
далее, до тех пор, пока разность 
между двумя последовательными 
приближениями не станет доста­
точно малой. З а  исходное при­
ближение п — процесса при­
нимается решение линейной з а ­
дачи.

3. В качестве Примера рас­
смотрим сферическую оболочку, 
замкнутую в вершине и жестко 
защемленную по краю ф =  Р 
(фо= 0 ) .  (фиг. 1) . Пусть оболочка 
нагружена равномерным внутрен­
ним давлением #n= < 7  (^t =  0).
Из условия замкнутости оболочки в вершине и отсутствия сосредо­
точенных сил следует:

С (0п) =  Cin) = D[n) 0 .
Остальные постоянные определяются из граничных условий для

ф= р:
1. s (2,l) =  0 ; 2 . =  0 ;  3 . w (n) =  0 .

В развернутом виде эти. условия дают три уравнения с тремя не­
известными С[п) =  А \п), D[4) =  А-2п) и С (п) = Азп), которые можно за ­
писать в таком виде:

а и  Д (л) =  a i0 +  а*(п), ( i j  =  1 , 2 , 3). (16)
Как видно из этого уравнения, постоянные интегрирования в я-ном 

приближении можно вычислять как сумму слагаемых A f \  соответ­
ствующих коэффициентам правых частей линейной задачи— a t0, и из­
меняющихся в процессе приближений добавок \ А \ п), определяемых по 
нелинейным слагаемым a*Sn).
4—5576 97



При использовании метода сложных итераций постоянные ив 
тегрирования вычисляются следующим образом:

Л<л) =  Л<0) +  Т(я) ДА?К
Множитель ф(и> в соответствии с [2 ] определяется по формул

> )  = _______ *(0) О)
*(л_1 , (3)— ДЛ71- 1)^) ’

Ду.(л- 1) (ft =  _  2уХ \ A C r \  (ГЗ) -  A D i " ~ 1>p 1 (ft +  ДС (ft -  j 
-Д М В-1)/»2(Р)] +

Коэффициенты ац уравнений (16) имеют вид:

«и =  Т [(1 +  [f tgU ft +  A i ( f t b  а 21 =  т^МР)> «з1 =  2 т а ( Р ) ,
■■ai2 =  TlO+t*)Ai(P) +  2^1(P)j, 022 =  - т Х ^ ( Р ) ,  о32 =  2уд1 ((3),

O13 — O23 =  0, о33 =  — — cos р,

Ою = о30 =  гТГ+^О ’ а'20 =  

a A A - L [ C * ( f t - e * ( f t ] ('!\  02(n) =  -g- [т*(Р) — х*(Р)](л), 

а *(»)=  A J L  м*(«) (З) _  а *(Л)_
з  /тг \ г /  1 \

Н а фигурах 2— 11 представлены результаты некоторых расч« 
тов, проведенных на ЭВМ «Урал-2» для сферических сегменто! 
жестко защемленных по контуру и нагруженных равномерны! 
внутренним давлением.

Распределение напряжений а* ( ±  A )  =  А  ( A  j 2 0l ( ±  А )  вдол

меридиана оболочки при учете геометрической нелинейности (сплои
ные линии) показано на фиг. 2. Графики построены для q* =  ( A j 4=
=  17,36, г =  100 мм, р =  2°. Пунктирными линиями здесь и на по< 
ледующих фигурах изображены зависимости, полученные в результат 
расчета оболочки по линейной теории.

Г рафики на фиг. 3 и 4 показывают сходимость процесса пр! 
ближений для ф и х. Сходимость процесса, к а к  это видно из таЁ 
лиц, ухудшается с ростом нагрузки и при <7-102 =  2,75 дан/мл 
процесс итераций расходится (табл. 1 ).

Т а б л и ц а

£ан
q • 102-----м м м 2

0 0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 1,75 2,0 2,25 2,5 2,7

п 1 4 6 8 9 ю. 11 15 20 28 41 —
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О влиянии пологости оболочки на результаты расчетов можно 
судить по графикам фиг. 5 и 6 , построенным при q* =  13 и, как 
нее последующие, при фиксированном значении г = 1 0 0  мм. Как 
1шдно из этих графиков, геометрическую нелинейность необходимо 
учитывать для пологих оболочек (при |3 =  0° сферическая оболочка 
превращается в круглую пластинку).
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Фиг. 5.

Графики, представленные на фиг. 7 — 11, позволяют по заданы 
му значению перемещений центра сегмента та (0) получить значеш 
напряжений изгиба аи(0), <з„(р) и растяжения ар(0), ар(|3), а таю) 
значения соответствующей нагрузки q*. Графики построены в инте 
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Фиг. 10.



пале изменения угла 0 ^  р ^  15°. При дальнейшем увеличении угла 
зависимость напряжений а* и нагрузки q* от w  (0) в рассматривае­
мом диапазоне нагрузок практически не отклоняется от линейной.

В Ы В О Д Ы

1. П риведенная методика исследования сферических оболочек 
позволяет рассчитывать нагруженные осесимметричной нагрузкой 
пологие и непологие сферические оболочки с различными гранич­
ными условиями при конечных прогибах. ,

2. Применение метода сложной итерации значительно расш и­
ряет диапазон действующих на оболочку нагрузок,., при которых 
процесс последовательных приближений сходится. Так, для пла- 
ггинки, являю щ ейся предельным случаем сферической оболочки, 
процесс простых итераций сходится при да (0) < 0 ,5 , тогда как  в 
случае применения метода сложной итерации для решения диф ­
ференциальных уравнений, процесс сходится до нагрузок, при 
которых да(0) = 2 ,5 .

3. Расчеты  показываю т (фиг. 5, 6), что учет геометрической 
длинейности необходим при расчете пологих оболочек. •
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