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Вопросы прочности элементов авиационны х конструкций
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НЕКОТОРЫЕ ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИИ  
ИЗГИБА СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

Л, б — радиус и толщ ина оболочки;
и, w  —  перемещ ения точки срединной поверхности оболочки; 

s 1, в, е2 — относительные удлинения срединной поверхности оболочки;
#  — угол поворота нормали к  меридиану оболочки;
А — приращ ение радиуса параллельного  круга оболочки; 

р., Е  •— коэф ф ициент П уассона и м одуль упругости м атериала обо-

М \ ,  М г , Q, N \ ,  N 2—  изгибаю щ ие моменты, перерезы ваю щ ая сила и нормальны е

Основное уравнение осесимметричногб изгиба сферической обо­
лочки  [1,2]

Принятые обозначения

лочки;

усилия;
Ф — угловая координата, определяю щ ая полож ение точки на мери­

диане оболочки.

■ЩГ +  -  Q c tg 2T +  2ix2Q =  О, (1)

можно привести к виду [6]

(2)

где 9X  =  S i n - g -  .

Решение уравнения (1) записывается в форме
Q =  Д а Д ? )  +  £ А ( ? )  +  Л 2а 2(ср) +  £А (ср). (3)

Здесь
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^ = V ^ ber'z ' (4>

b^ V d ~ 9 bei'z ’ t
z  = > ^ 2  xcp.

Формулы для определения усилий и деформаций имеют вид:

N x == A ft (?) + 5 ^ 1  (? )-M 2ft(?) +  B2̂  (?)+/> ̂  +  - ŝ n̂ ,  (5)

^2 =  А д ( ? ) + я 1/ 1Ы + л 2б2(=р)+я2/ 2(?) + / ; 4 - ^ 1 . (6)
М \  =  ^ [Aig^tp) +  +  A jg ^ ? )  +  -^2^2(*?)]» ' (7)
М2 =  8 [ Л М ? )  +  #i<7i (?) +  А р 2(?) +  # 2ft(?)]> (8)

£ 1 =  £ 5' [ i4 lr  1 (?) 4" B XS\ (ср) Л2Г2 (?) ~Ь B 2s2 (?) +

+ (1- Л г£  + <1 + ц 4 Й г Д  ’ <9)
е2 — -£1 [^V l (?) +  ^ l^ l (? ) j  +  A 2t2 (?) +  ^2^2 (?) +  (

+ ( 1 - р ) ^ - ( 1 + р ) 4 § ^ . ]  , (Ю)

^  =  £ 5  I 'V M ? )  +  5 i f t ( ? )  +  Л у М ? )  + ' в 2п2( ср)], ( 1 1 )

Д = -g- (ср) +  B xVi(y) +  Л2и2(ср) +  Д2и2(ср) +
, (1 — ц) р /? 2 s in 2 <p 1 4- Ц N R  sin  cpi) /1r)V

+  25 5 sin  ср J ’ ( ^

и = -]г [  A a i (?) +  В ХЬ2 (ф) +  Л202 (?) +  В 2Ь2 (ср) +

, . , (1 +  a)  N R  sin  ®i / ,  , 9  cos ср \ . 10V
+  С sm ср + ------- ^ ------  ^ln tg  sin2̂ ") ср ’ (13>

w = \  lA f t ( ? )  +  B xd i ( i )  +  Л 2с2 (<р) +  Я 25 2 (ср)] +

+  J - [ ( 1 - ^ ¥ ~ ( 1 + .(x) 4 S £ L ] ~ C coscP -

’ . '  - (1+ 4 ^ Sin"  (l n t g - f ~  w j c o s y .  (14)

Положительные направления усилий и перемещений показаны 
на фиг. 1-

В формулах (15) — (14) использованы обозначения
ft =  - f t ( ? ) c t g c p ,

di =  — M ? ) c t g ? ;
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“  V 2 '  У i ; [ ke iz  + Г Щ  (v  +  ,

:  “ 'V 2 * [  kerz ~т т  ('7 +  c ,g T) '

g x = A  ~t  [§* (?) -  / 1  (?) +  (?)] >

hl =  2^2 T ~  [2^2 / 1  (?) +  e\ (?) +  [L 2x2 ? Л1 ( ? ) ] ;

(16

(I?:

n  El A
^  2x2 в

/7 =  JfL JL
^  2x2 5

2?i (?) ~  / 1  (?) +  « 1  (?)] ,

eA?)  +  2 ^ / 1  (?) +  ^ p - « i ( ? ) ] ;

A =  О (9) -  pe, (9), Sl =  d x (9) -  p / j  (9);
=  A (?) — EA (?), К  =  / j  (9) -  pd, (9);

m, =  2 x 2 ] / • -  
1 r <

9 
sin  tp kei'z ~  ker'z^  ,

- 2х 21/ / ж - ? (Лег/г

(18)

(19)
(20)

(21)

[ A (?) -  EA (9)] sin 9, D! =  -z- [ Д  (ср) — р Д  (9)] sin 9; (22)

A  — (1 + > )y -  a i(?)> = 0  + p ) y - M ? ) i (23)

у  (?) — A  (9) ctg 9, d x =  - J a ( 9 ) -  * i(9) c t g 9 . (24)



Д ля  определения функций с2(ф), ^г(ф) и т. д. следует восполь­
зоваться формулами (15) — (24), подставив в них вместо ke iz ,  
ксг z  соответственно beiz ,  berz .  Приведенные выше соотношения 
выражаются, как видно, через функции, числовые значения кото­
рых могут быть взяты из таблиц [5], составленных достаточно по­
дробно. Заметим, что при z > 6  функции Томсона и их производные 
могут быть удовлетворительно представлены выражениями

Z

, 1 Y T  ( 2ber  z  ~  -= = -  е cos - т ^ -----
. 1 2 к г  \У 2 !

1 V2 bei z ~ —=  е sin
V2jt г ( w - т )

ber 'z  ~  -Д=- ev 2 cos ( - ^  +  —
У2тсг \ У 2

(25)
Z

k e r z ~  ~ \ f  —  е V2 cos f y = + ^
'  2  г ( ] / 2  8

Z

k e i z ^ - V Z  / ^ s in (JL +  - M
r  2z VV2 8 J

Z

ke r 'z  ~  — j / ' —  e V Tcos [-4=
2 г  1 У2

•c

k e i ’z  ~  л /  —  e ^ 2 s i n ( - f L --- —V
V 2 2  \ i 2  8 )

Эти приближенные значения тем точнее, чем больше г. Исполь­
зуя эти формулы, выражение (3) можно свести к виду ,

Q =  T u b  [e~xqp( ^ i C0Sx<P +  ^iSinxcp) +
*

+  e*v (A2cos-x.y +  Z?2sinxcp)]. (26)

Выражения для усилий и перемещений после подстановки (25) 
в (5) — (12) приобретают вид

TVj =  — 1е_х,?( Л1со8хср +  ZJjSinxtp) +  
ysin ср

+  (Л2cos хср +■ В 2sin х с р ) ]  + р ~ +  (27)
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лг2=

+  е**

1/2 ч ( _ е -хо
1'sin с

Л 1 sin ^ 9  +  — В х cos х̂ср +  dL  j +

Л2 cos (хср +  +  В  sin х̂ср +  JL  j  |  +  р  R Â sincpi
, (2f

RМ г= — .п ___
У2 x y s in

+

2 sin 2cp 

Л 1 cos ^xcp +  - j - j  + 5 j S i n ^ x c p  +  y j ]  +

Л2 sin x̂<p +  —5 2' c o s^ x 9 +  dL

M 2 =  pAfj,

/? sinД =
£ 5 -  V-Ni),

(2! 

(3C 

(3
2 x 2

[ —e~ xv (Л! sin X9 — B x cos X9) —
Vsin 9  1

— exv (Л2 sin X9 — B 2 cos X9) ] . (3:

Так как  эти соотношения справедливы при г = у 2 х ф > 6 ,  то с 
ответствующее значение ф определяется условием

ЗУ2
<Р>

Из этого условия видно, что углы ф, соответствующие «болыш 
му» значению аргумента z, для тонких оболочек не особенно велт 
ки. График, ограничивающий значения углов ф по условию (33 
представлен на фиг. 2 -

Фиг. 2.
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Формулы, аналогичные приведенным выше, приводятся в из­
вестной монографии [1 ] на основе решения приближенного урав­
нения

y !V +  4х4у =  0, (34)

где у  =  Q j^s incp .
При этом отмечается, что пользоваться ими можно для углов 

Ф, больших по величине д аж е  для тонких оболочек, у которых R/8 
представляет собой большое число.

То обстоятельство, что формулы (26) — (32) являются частным 
случаем выражений (5) — (12), несколько расширяют границы их 
применения, что особенно важно при их несомненной простоте-

Когда угол ср мал, то j / " — 1 и выражение (3) принимает вид

Q =  A ^ k e r ' z  +  B ^ k e i ' z  +  A 2ber ' z  + B 2be i ’z .  (35)

Этот результат получается и п р и ; подстановке в дифференци­
альное уравнение ( 1 ) первого члена разложения Д^ф в ряд

ctgcp =  ^ L — (36)

Все необходимые выражения в этом случае могут быть получе­
ны путем замены 5Ш ф ~ 1;д ф ~  ф в выражениях (5) — (1.4).

В заключение остановимся еще на одном обстоятельстве. Как 
известно, оболочки бывают «короткими» и «длинными». Д ля  
«длинных» оболочек можно пренебречь влиянием самоуравнове- 
шенных воздействий у одного края на напряженно-деформирован­
ное состояние возле другого края.

Если длина оболочки вдоль меридиана такова, что соответст- * 
вующие верхнему и нижнему краям оболочки углы подчиняются 
условию [3] (при ц = 0 ,3 )

<?! — % >  1,65 (37)

го, с точностью до 1 0 %, такую оболочку можно считать длинной. 
При принятии более высокой, 5%-й точности расчета, условие (37) 
заменится следующим:

? 1 -<Р 2 > 2 , 3  Y ± .  (38)

Будем считать, согласно Новожилову В- В., сферический пояс 
длинным, если центральный угол между краями сферической обо­
лочки удовлетворяет условию

Д а в а я  отношению /? /б р я д  значений, получим соответствующие 
разности (ф!—ф2), которые приведены на фиг. 2 -
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Из фиг. 2 видно, что в практических расчетах сферический пояс 
всегда будет «длинным», и, влиянием одного края на другой мож­
но пренебречь.
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