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МАТРИЦА ЖЕСТКОСТИ ЭЛЕМЕНТА КРИВОГО БРУСА

Среди з а д а ч , которые приходится решать конструкторам при 
проектировании авиационных конструкций, значительное место зани­
мают за д а ч и , связан н ы е с расчетом  оболочек вращения, сопряженных 
с конструктивными элементами типа ш пангоутов. При этом нередко 
в целях снижения веса шпангоуты имеют не п остоян ное, а переменное 
сеч ен и е . Однако получение аналитических решений для шпангоутов 
переменного сечения сопряжено с большими трудностям и; окончатель­
ные формулы имеют громоздкий вид и малопригодны для р асч ето в .Б о л ее  
удобным оказы вается  решение, основанное на использовании метода 
конечных элем ентов, который п озволяет достаточно просто решать 
многие задачи  по р асч ету  не только отдельно взятых конструктивных 
элементов подобного ти п а , но и произвольных, включающих в себя 
указанные элементы конструкций. Шпангоут в этом случае можно пред­
стави ть  набором конечных элем ентов, в пределах каждого из которых 
площадь поперечного оечения п остоян на. Здесь  следует отм ети ть, 
что для н а гр у зо к , действующих в плоскости кривого б р у с а , матрица 
ж есткости получена в работе [ I ] .  В с т а т ь е  [ 2 ]  дан вывод матрицы 
жесткости элемента кривого бруса с нерастяжимой осью от сил и 
моментов, действующих из его  п лоскости , основанный на применении 
теоремы К астилиано. У казы вается , что в этом случае матрица жест­
к о сти , ”по-видимому, не сущ ествует в явной замкнутой форме". В 
настоящей с т а т ь е  р ассм атри вается  получение матрицы ж есткости эл е­
мента кривого бруса с учетом растяжимости осевой линии при про­
странственном  нагружении в явном ви д е . На р и с . I  указаны положи­
тельные направления и обозначения перемещений У х  , Уу , 
точек осевой линии, углов  поворотов 0 Х , 0^ , 9 г  сечени я,' а
также усилий и моментов, возникающих в поперечном сечении кр уго -
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вого кольца радиуса г  » Через х  , , ъ обозначена подвиж­
ная прямоугольная система координат, а через ф -  угловая коорди­
ната точки осевой линии.

Формирование матрицы жесткости базируется на использовании ре­
шений однородных дифференциальных уравнений равновесия тонкого 
кругового кольца относительно перемещений точек осевой линии 1/ж , 

, которые в соответствии с [3 ] можно записать в форме 

А$ у>СС)*1р + А<< у> Д12 ( I )

= * А2 м и ^ А ^ с о ^  + А ^ й п ф *  А5 у+ А6 (2)

, л 
1Г2 = -А1 смф+ А2мп  ̂* А3 (У'йи'р- тту- Ь 0 4 Ч>) ’

- (фсо4ф.+ -ут -̂ ) - А5 , (3)
где = » А1 , Аг , ... , А/2 - постоянные интегрирова­
ния, которые подлежат определению из граничных условий.

Располагая решениями ( I )  -  (3) и пользуясь известными соотно­
шениями теории тонкого кругового кольца для случая, когда оси

X , I -  главные центральные оси инерции поперечного сечения 
[ 3 ] , [ 4 ] ,  можно получить выражения для усилий и углов поворота се­
чения; эти выражения будут также содержать 12 постоянных, интегри­
рования А,, .

Перейдем к рассмотрению конечного элемента, который показан 
на рис. 2 . На данном рисунке через -  и <2 обозначены узло­
вые перемещения точек осевой линии концов элемента в местной сис­
теме координат, положительные направления осей которой совпадают 
с положительными направлениями подвижной координатной системы

X , у , 1 , Там же через - 3 1г обозначены узловые силы, дей­
ствующие сечениях на концах элемента и отнесенные к точкам его 
осевой линии. Положительные направления узловых сил и узловых 
перемещений (линейных и угловых) указаны на рисунке стрелками;
о( -  угол охвата дуги.

Приравняем перемещения 1ГХ , иу , У 1 , определяемые соотно­
шениями ( I )  -  (3 ) , а также соответствующие им выражения для углов 
поворота 9 Х , 0^ , 8 2 к узловым их значениям в сечениях
ф =0 и 1р = с( . Зто приведет к системе 12 уравнений относительно 
постоянных интегрирования вида

(4)
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где

И = { и< , А « { А, Аг . . .  А<г } -  матрищ жзтолбцы.

Подматрицы имеют вид

-  квадратная матрица
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Подматрицы У 1 т  Т<, записываются следующим образом:

Аналогичным образом , приравнивая выражения для усилий к их
узловым значениям в сечениях 1р =0 и (р=-об , получим следую -
щую зависи м оеть:

Я-ТА, (5 )

где

8  = [ г < 2 г . . . 31г ]■ -  м атри ца-столбец ;

Т =
[т, д’ 
о ЪТз 0

О5 -
-  квадратная матрица
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В матрицах Р и Т  введены обозначения:
а -  2  1 -•

* '  с ■ а  1 <■ ЗЕ ’ 5 " у ’

В-ЕР, ВХ =ЕЗХ , Вг =ЕО2> С =
жесткости сечения кривого бруса на растяжение, изгиб и кручение. 
Выразив из (Л) постоянные интегрирования через узловые перемещения 
и подставив их в (5 ) , будем иметь

£ = Т Й * и = К ц ,  (6)

где К = Т Р  -  матрица жесткости элемента кривого брус#'при 
пространственном нагружении.

Если узел находится не на осевой линии элемента, а , например, 
в точке 3 (р и с .З ), то можно показать, что матрица жесткости в этом 
случае будет определяться выражением 

к -  г т к г , (?)
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