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Г.В.Лаз уткин

ШНУВДЕННЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЙ ВИБРОЗДЩИТНЫХ СИСТЕМ 
С КОНСТРУКЦИОННЫМ ГИСТЕРЕЗИСОМ

Теоретическое исследование нелинейных колебаний виброзащитных 
систем (ВС) с конструкционным гистерезисом является сложной задачей 
из-за существенно нелинейных зависимостей упругофрикционных харак­
теристик (УФХ) виброизоляторов и демпферов как от деформации х  » 
так и, по крайней мере, от ее амплитуды Д  и знака скорости <3=Scg/lX 
(случай симметричных УФХ). Запишем дифференциальное уравнение движе­
ния ВС с одной степенью свободы:

X + <p(<o,X ,fl)~F(t), (I)

где <Р(0,Х ,Й )  =  ; /? -  реакция виброизолятора; /77 -  масса ВС;
P (t) ~ периодическая возбуждающая нагрузка; /  -  время.

Наиболее широкое распространение при изучении нелинейных колеба­
ний ВС получили метод малого параметра Крылова-Боголюбова / I /  и ва­
риационный метод Бубнова-Галеркина / 2 ,3 / .  Однако их применение для 
изучения колебаний ВС с конструкционным гистерезисом ограничивается 
и з-за недостаточной точности решения задач, вызванной отсутствием 
ограничений, которые накладываются в первом случае на величину малого 
параметра, во втором -  на выбираемую форму приближенного решения.
Так, по данным автора работы / 4 / ,  приближенное решение по амплитудам 
колебаний ВС на резонансе для случая УФХ виброизолятора, заданных 
петлями гистерезиса в форме параллелограммов, может отличаться от 
точного на 25% и более. Кроме того, если петли гистерезиса имеют при 
вершинах разрыв непрерывности (случай "сухого" трения)

<P=slpaxi-x, {2)
то для гармонической возбуждающей нагрузки с амплитудой ^  при­
ближенное решение задачи о колебаниях ВС вообще невозможно получить.
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В работе /5/ предложен комбинированный асимптотический метод 
(КАМ), основывающийся на сочетании методов малого параметра и Бубно- 
ва-Галер ки на. Суть м етода заклю чается в построении асимптотических 
разложений решения нелинейного дифференциального уравнения ( I ) ,  пре­
образованного с помощью введения искусственны х функций /Р/ / ( Х , / ] 0 )  » 

Q ( i r )  и малого параметра 8 = 1 к виду

X *■Ф„(Х,йе ) = Q ( t ) + е[ф „ (х ,я 0 - W ) ] i . 3 )

При этом коэффициенты функций Фп (Х ,Д 0 )  и Q (f c )  выбираются с по­
мощью метода Бубнова-Галеркина таким образом , чтобы порождающее реше­
ние приблизилось к точному, а  поправочные слагаемые высших приближе­
ний были достаточно малы. Как показано в работе /5/ , преимуществами 
э т о го  метода являются п ростота и высокая точность получаемых прибли­
женных решений.

Рассмотрим применение НАМ для  установившихся колебаний ВС с 
симметричными УФХ при гармоническом возбуждении с амплитудой J i  . В 
соответстви и  с этим уравнение движения ( I )  примет вид

X  +  ( p ( 6 , X , / l ) = J 3 C O S ( c O - t + o C )  ,
( 4 )

где оС -  фазовый угол между колебаниями ВС и вынуждающей нагрузкой. 
В общем случае нелинейных колебаний ВС фазовые углы для  различных 
гармонических составляющих имеют неодинаковые значения. С ледователь­
н о, на выбор сС должно наклады ваться стр огое ограничение: например, 
можно с в я за т ь  значение у гл а  с  экстремумами колебательного процесса 
и для моментов времени fc j€  ^ р ..)п о тр еб о вать

х (Ъ )-о , \x(tj)ha.
\ о ;

В данной работе ограничимся изучением нелинейных колебаний ВС, 
близких к гармоническим в том смысле, что з а  период колебаний 2 j u / gJ  
скор ость только дважды обращается в ноль. Приближенное решение (4 )  
по КАМ, как и по методу малого параметра, находится в виде разложе­
ния по степеням в  • Причем, учитывая и амплитудную зависим ость 
реакции виброизолятора, запишем:



Разложение ( 6 )  можно представи ть и с помощью ряда Фурье, содержащего 
в силу симметрии УФХ только нечетные гармонические составляющие:

М , ао
X=/L cosv i i-Л e d(Z Bid sinia>t)t

d - f  o = 3  6 4  ( 8 )

где Д0  -  полная амплитуда первой гармоники. В силу близости колеба­
ний ВС к гармоническим можно выбрать в к ач естве  порождающего решения 
выражение

x*x0 =ti0 c o s a ;t . (9 )

При таком подходе к решению задачи одна из искусственны х функций 
в уравнении ( 3 )  должна линеаризовать УФХ виброизоляторов в форме

(Ю )

другая -  п р едставлять  возбуждающую нагрузку в виде

Q(i) = A',o cos c o t . ( I I )

По методу КАМ коэффициенты ^ г(В 0 )  и J^c.o  * входящие в формулы (1 0 )  
и ( I I ) ,  должны обеспечивать минимум среднеквадратичной невязки ур ав­
нения (4 )  для формы решения ( 9 ) ,  т . е .

2ж

f  [x0 + Ф(0,хо ,До)-А,о cosa>t]cosa>td(cot)-o, ^
О

откуда следует ^

C ( d o )  =  - z r z —  f ‘P ( <3’ x »  ’ Ло ) c o s a o t d ( a > i ) .  (1 3 )Л Я о Q
Представим возбуждающую нагрузку в виде разложения по степеням 

малого параметра £  = I :

В  c o s  ( c o t +-<*-)= J  e df d  ( t )  »  

d - 0

=  J  C js c i  C O S 0 ) t  +■ 2 d j i s d  S i n  0 ) t .  <14)
d = 0

Учитывая выражение ( 1 0 ) ,  преобразуем дифференциальное уравнение 
(4 )  к форме ( 3 ) :



Г(0, Х,Д)~ f x - Ф(в,ХА) . (16)

Запишем функцию Г (< э ,  X ,  /J}  в виде разложения рядом Тейлора в ок­
р естности точки с  координатами Х = Х 0 * X  =  Х0  » Ф  -  Д 0 .  Предвари 
тельно заметим, что -реакция виброизолятора с  конструкционным гисте 
резисом в с е г д а  может быть представлен а в виде суммы д ву х  функций, 
одна из которых ( Ф с )  описывает геом етрическое место средин петел 
г и ст е р е зи са , д р угая ~ величины сил трения:

Ф ( в , Х ,  Д )  =  Фс ( Х , Д )  +  в ф т  ( Х ' Л ) ,

Отсюда я сн о , что производная по X  функции ф  и соответствен н о 
ф  в с е г д а  равна нулю. Следовательно, можно зап и сать

Г (0,Х, Л) = Г(0, х. ,#„)+- (-Jp )x^  (х-х0>
( д Г \  , д  л  , Я Х  ( I ? )

Т огда дифференциальное уравнение движения (1 5 )  с учетом формул (1 4 )  
и (1 7 )  примет вид

м  у  м d
х + г * Х ~ 2  & в  . c o s  co t  +■ £  £  A  s i c  cot  + •  

0 d = o  ы  d = i  s’

e [ г « , , , Л ) , ( § - )  ) .  (A L)x
p О^йо O=/l0
Следуя процедуре построения разложений решения эт о го  уравнения в
КАМ, представим его  в виде системы линейных дифференциальных ур ав­
нений:

2
Хо + р х 0 - А ,о  CO SO )t ;

(1 8 )

в 1 х ]  4- ^ 2Xi = А . 1 COS c o t  +J s  1 s i n  СО t  

+ Г (б , Х 0 , Д 0 ) ;
(1 9 )

8 2 х2 +■ Х2Х2 -  А ,2 CCS c o t  + А ,  2 S t / l  c o t  +-

(% Г ) * т*о *1 * ( ж ) х =*0 ^  • (20)



Сформулируем основные положения построения приближенного решения 
уравнения ( 4 ) ,  получаемого суммированием частных решений линейных 
дифференциальных уравнений ( 1 8 ) - ( 20) .

Решение уравнения ( 1 8 ) ,  в силу наложенных ограничений ( 1 2 )  и 
(1 3 )  н а  коэффициенты j j c  0 и может быть представлено в  виде

я0 (  f -  и ) ‘ уЛ ' 0 ■ ( Я )

Д ля нахождения решений уравнений ( 1 9 ) ,  (2 0 )  и д р . разложим их 
правые ч асти  в ряд Ф урье, в р езультате для любого номера d  полу­
чим оо

Ч  +  = Л  d  c o s  a t  + A , d  sen. c o t + 2  a u  c o s  о  c o t
o - i

+ -  $1(1 S en  i  c o t ,  

причем для  d  = 1 ( i e  [ 1 ,3 ,5 ,  7 , . . .  J  j  
2ж

а и  =  /  J Г  (6 ,X 0 ,A0 ) c o s  L c o t  d ( a ) t ) ,
о 

~2ж

= j f  *0 r A  )  s i n  i c o t d ( c o t ) ; ( 2 2 )

для
2 Ж

ai 2 = j f  1 ( ж  x i  * l i r ^1) cos 0 (l)t 7D
2JL

/ ( М г * 1 * - % Г Й1 y » n . i 6 f t d ( a » t ) .  ( 2 3 )
О

Чтобы обеспечить в порождающем решении (9 )  выбор полной амплитуды 
первой гармоники, необходимо потребовать о тсу тстви е в поправочных 
слагаемых член ов, содержащих косинусы, откуда вы текает

a i d  ’ (2 4 )

Заметим, что в силу уравнения (1 2 )  CLt1 = 0 ,  следовательн о,

A i  =  o ,

С учетом изложенного частное решение уравнения номера d  может 
быть представлено в виде

12-7018



i - t i r - o v  . ш
Из условия ( 5 )  потребуем для каждого а. - г о  поправочного слагаем о­
го выполнения р авен ства

1 = 3  &  - ь  &

Очевидно, полученное равенство обеспечивает выполнение требования

и д а ет  возможность очень просто найти разложение ( 7 ) .  
Вместе с  этим , находя производную Х ^  и приравнивая е е  к нулю, 
получим

Л *  ~ ~ ( г - ь >  ) Д  f - l 2co* '  ( 2 5 )

Таким образом, неизвестные коэффициенты разложения ( 8 ) ,  пред­
ставляющего собой приближенное решение уравнения движения ( 4 )  в 
форме ( 6 ) ,  могут быть записаны в виде

d i d
Д : г/ ~i d  0Г2- б 2й ) 2

b f i id

™  f a r - ™ '

R  -  ^ l d  
i 'd  ; (2 6 )

гДе d i d  и $ id  вычисляются с  помощью соотношений (2 2 )  и ( 2 3 ) .
При этом амплитуда колебаний ВС с учетом выражения ( 7 )  запи сы вается 
в виде

d = f о=3 ( 2 7 )

Коэффициенты Д/ d  и -Bid. связаны функционально с величиной Д0 
Для ее  определения обратимся к разложению ( 1 4 ) ,  откуда вытекает



гдн с  учетом соотношений ( 2 1 ) ,  (2 4 )  и (2 5 )  получим уравнение для

н dT? ifiid  72

определения /70

L d.=2 d .4  о Ч  и (2 8 )

При этом последний неизвестный параметр -  фазовый угол сС ~ найдем 
формуле

или с учетом соотношений (2 4 )  и (2Ь )

, Л  Я Ц  М i d

d ( r " - ^ ) - 2 a w
d=2

Оценка эффективности KAM проводилась на примере вынужденных 
колебаний ВС с "сухим" трением ( 2 ) ,  наиболее ярко характеризующим 
нелинейность сил трения виброизоляторов и демпферов с конструкционным 
демпфированием.

Воспользуемся соотношением (1 3 )  и найдем = I ,  а по формуле
(18) получим Г ( б , Х 7г ] ) = - б  • Из соотношений (2 2 )  и (2 3 )  находим

• • а -о ,

• * и ~ # М ’ 0 ,  v d e  [ 2 , 5 , . . . ,  М ] .
С помощью выражений (2 6 )  найдем коэффициенты разложения Фурье ( 8 ) :  

Л и = 0  F o e  [3 ,5 ,  •

и, . 4  ~  1 :  т 1  .

С/ ~0

,7 ro (1 -i2ai'J ) V:' е  [ 3 , 5 , . - - е ° ) -
Из соотношения (2 7 )  следует / !  = Д 0 . Для определения амплитуды
запишем уравнение (2 8 )  в следующем виде:

л * - л ;  о -  * 2 ) ’+ Ц г ( 1  -  a ,2 ) ! ( l  i = h X f -

1'азрешим е го  относительно В0  , в р езультате чего  получим

Д-Л - J  JZ 16 Г : С Х
’  ° v o - u j p- f  ( Д , т л ? ) '



Сравнение э т о го  приближенного решения с  точным /б/

/7 /  1 s  2  J7T

( 1 —q jz) 2 ~ с о *  2 a i

п о казы вает, ч т о , например, для  J5  ~ 1 ,2 6 5  при о -  3  погреш ное™ ! 
в определении амплитуд колебаний ВС на резонансе со ста вл я ет  47%, для 
I  = 5 -3 1 % , для Ь = 21-15% , д л я  0 = 101 -  3%. При достаточно 

большом числе гармоник ( в  р асч етах  до (. = 1 0 0 1 ) приближенное реше- I  
ние асимптотически стремится к точному. Следует отм етить, что при I  
выполнении условия ( 5 )  аналогичное приближенное решение задачи о 
колебаниях ВС с  "сухим '’ трением может быть получено и с помощью 
метода Бубнова-Галеркина.

В ы в о д ы

1 . Комбинированный асимптотический метод явл яется  эффективным^! 
средством  исследования особенностей нелинейных колебаний ВС с  к о л е т - I 
рукционным ги стер ези сом . Высокая точность и п р остота приближенных 
решений обесп ечи вается  не только соответствующим выбором искусственно 
вводимых в уравнение движения функций, но и построением дополнитель­
ных асимптотических разложений для возбуждающей нагрузки и амплитуды 
колебаний ЕС с  одновременным наложением стр оги х ограничений н а  вы­
бор ф азового у гл а  между колебаниями и нагрузкой.

2 . Погрешность определения параметров колебаний ВС с конструк­
ционным гистерези сом  свя за н а  с  количеством учитываемых в приближенно 
решении высших гармонических составляющих, порождаемых силами трения
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Р Л ’ .Перельман

ВОПРОСЫ ТЕОРИИ И ИССЛЕДОВАНИЯ
ЭРОЗИОННОЙ ПРОЧНОСТИ КОМПРЕССОРОВ ГТД

Увеличение требований к надежности и ресурсу дви гателей  в у сло ­
виях интенсификации рабочих процессов и всепогодного использования 
привело к возрастанию роли конструкционной прочности -  прочности 
конструкции с  учетом м еталлургических, технологических и конструкцион­
ных факторов в услови ях эксплуатации.

Определяющий вклад в развитие этой области знаний внесен акаде­
миком Н.Д.Кузнецовым. Им показано / I/ , что  эрозионно-коррозионное 
воздействие внешней среды, особенно активное при переменных н агр у з­
ках, вызывает более 4 0 $  прочностных деф ектов. Н .Д.Кузнецов постоянно 
уделяет внимание развитию такого направления конструкционной прочнос­
ти, как эрозионная прочн ость, поскольку эрозионное изнашивание -  
одна из причин ограничения надежности и р есур са  ГТД /2/. Т ак , в США 
досрочно снимается более 300 самолетных ГТД еж егодно, из которых 
до 7 5 $  и з - з а  повреждения (забоин ) лопаток посторонними предметами 
и примерно 30% из них вследстви е эрозии лопаток. Кроме т о г о , крупные 
частицы, вызывающие забоины, могут при этом  дробиться и затем  эроди­
ровать ступени. Интенсивнее изнашиваются ГТД пилонной компоновки и 
вертолетные. Изнашивание обусловли вается  соударением лопаток с т ве р ­
дыми (п есо к) и жидкими (капли дождя) частицами и интенсифицируется 
при последовательном воздействии жидких, а  за тем  твердых частиц /4/.

Прогнозирование, диагностирование и обеспечение эрозионной 
прочности лопаточных машин -  актуальная и важная за д а ч а , изучению 
которой посвящ ается в с е  больше работ / 2 -7 / .

Эрозионная прочность не коррелируется в широком диапазоне с 
общепринятыми механическими характеристиками материалов и их комби­


