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Вибрационная прочность и надежность авиационных двигателей
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С В О Б О Д Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  С О С Т А В Н О Г О  С Т Е Р Ж Н Я  
С М А С С О Й  НА К О Н Ц Е

К олебан ия  составного стерж н я  о то б р аж аю т  динам ическое д е ­
ф орм ирование  ф ланцевы х, шовных соединений. Р ассм о тр ен и е  сво ­
бодных колебании составного стер ж н я  позволяет  получить закон  
зату х ан и я  колебаний, зависимость частоты свободных колебаний от 
амплитуды, а т а к ж е  вы явить соответствие м еж д у  рассеян ием  эн ер ­
гии при статическом деф орм ирован ии  составного стерж н я  и р ассе ­
янием при колебан и ях  в ф орме коэфф ициентов  рассеян ия . Это по­
зволит установить возм ож н ость  использования  статических ко э ф ф и ­
циентов рассеян ия  энергии при расчете дем п ф и рован и я  колебаний, 
эксперим ентальное  определение которых намного  прощ е и точнее.

1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ

П усть составной стерж ень  постоянного сечения толщ иной й0, 
шириной Ь и длиной / (фиг. 1) с массой М0 на конце соверш ает  
свободные колебания  в одной из главны х плоскостей изгиба'. С тер ­
ж ень состоит из двух полос толщиной 1ц  и 1г2, сж и м аем ы х  р а в н о ­
мерной погонной сдавливаю щ ей нагрузкой 
pb. Будем полагать, что поперечные раз­
меры стерж ня  малы по сравнению с сто 
длиной, тогда дифференциальное уравне­
ние свободных колебаний составного 
стер ж н я  может быть получено из диффе­
ренциального уравнения упругой линии 
балки, которое в нашем случае д ля  к а ж ­
дого стерж ня  запи ш ется  [1]:

=  0 )
Применим принцип Д алам бера, т. е. 

будем считать, что стерж ни hi  и h2 н а ­
гружены силами инерции интенсивности:

I < <33у, , ,  d'2i< о
<7/! =  —  p b h i - g j i \  <7/2 =  —  p frA s - ^ г * .  (2 )

%(V,}
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К ром е того, в погонную нагр у зк у  q войдут распределен ны е усилия 
д инам ического  в заим одействия  м еж д у  стерж н ям и  h i  и h2 (фиг. 2).

<7i =  Qh +  <72- 1; q2 =  Qiz 4  q 1- 2 . (3)
Р асп ред елен н ы й  момент m,  действую щ ий на стерж ни  hi и h 2 от 

касательн ы х  усилий в кон такти рую щ ем  слое, будет различны м  в 
разли ч н ы х  ф а з а х  колебания  составного стерж ня. В ф азе  до сколь­
ж ен и я  распределенны й момент будет определяться  распределен ием  
касательн ы х  усилий, как  в целой б а л к е  (фиг. 2).

у.м.
7

I Тц- _

* -

Фиг. 2.

P3t', _
т .

Фиг. 3.

\ ‘‘Eh„3b д3и2
(4)1 4 (1 +  Д)3 дх3 ’ ""л 4(1 +  Д)3 дх3

В ф азе  распростран ен и я  ско л ьж ен и я  величина распределенного  
момента будет различной на отдельны х у ч астках  стерж ней  (фиг. 3 ) .
На участке  0 <  х  <  х с.

th.fi
1 _  2(1 - Л )

т  1 = sign
<52i>j
dtdx

На участке  х с

тл  =

. х  ^  /
Д Ehfi'b 

" 4  (1 Д)3 ' дх3
д Ч к

пи  =

Д//г06

2(1 г У)

\ 2E h 03b  
4(1 +  Д) 3

sign
д'2г ,  

dtdx

д3Г2
д х3

(5)

(6)

В фазе полного скольж ен и я  вели­
чина распределенного момента опреде­
ляется  на основе закона Амонтона зн а­
чением предельных сил трен и я  t  =  \>p 
(фиг. 4).

т, =  —
th„b

sign2(1 +  Д) 
\thJ>

•sign

d3i\
~ W x '’
дЧ’г

Фиг. 4.

т *=  - ^ Т Г + Д ) ‘8!8П - Ш Г -  {7)
П ри  этом предполагается, что по­

гонные уси л и я  динамического взаимо­
действия стерж ней q i_ 2 и q2~\  малы по
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сравнению с погонной сдавливаю щ ей нагрузкой рЪ, т. е. величина 
предельных погонных сил трения \ipb не меняется при ко л еб ан и ях .  

Д е л а я  подстановку  вы р аж ен и й  (2) — (7) в уравнени е  (1), а
т а к ж е  вы раж ения изгибаю щего момента М  — E J 0 ^ J  и учитывая,

что =  ■—- ь а из условия  прилегания стерж ней h x и h2 по
контактирую щ ей поверхности vx =  о2 =  v, получим уравнение сво­
бодных колебаний составного стержня.

, Д /о  д*у _  с п ( д ч > _  _дч>_ \  
д р  ~г  т 01* ' д '*  ~  А  ’ d t d \ r

где обозначено:
1 4 - А3

т о — ?bh0\ A =  h2/hi, е =  (1 +  ; £ =  *//;

)  — во зм у щ аю щ ая  функция; г — некоторый м а­
лый параметр.

В о зм у щ а ю щ а я  ф ункция имеет  следую щ ие значения:
1. Ф а за  до скольж ен и я

/  д 4е д2и ' _  3Д £ / 0 д*и
d t d i  )  ~~ —  (1 +  Д)2т 0/4 ' ~дД

2. Ф аза  распространения  скольж ения
На участке 0 <  S р~С

п /  д*и д2и д /  //70& . д2̂  \
Ẑ \ W ’ ~ d W  — ‘ s lg n "d7ar)'

Н а  участке сс <  1
D f  д*и д -v \ 3 \ E J 0 d i v

d td i  )  ~

3. Фаза полного скольж ен и я
(1 +  Д)*т0/4 с);4

D /  д*и д2и \ _  д /  th0b . д2и \
£^ Л  д;* ’ д/д;  ’ д:_ (  2 mBl  g  d td l  ) ’

Д и ф ф ер ен ц и ал ь н о е  уравнени е  (8) свободных колебаний  состав 
кого стерж н я  является  нелинейным, решение его д ля  начальны х 
условий общего типа представляет  весьма слож ную  задачу . К ак  
показано  в ряде  работ  [2, 3], наличие сил сопротивления, а т а к ж е  
внеш них в озм ущ аю щ и х  сил, приводит к бы строму установлению  
одночастотных колебаний. Более  близкое  п ри ближ ение  к 
одночастотным р е ж и м а м  будут иметь свободны е колебан и я  у п ру­
гих систем, у которых н ач а л ь н а я  д еф о р м и р о в ан н ая  ф орм а  (при

t =  0, и =  о(£), ~ y = 0 ^  бли зка  к собственной форме кон сервати в­

ной системы, соответствующей данной частоте. П оэтому решение 
нелинейного уравнения (8) может быть проведено в форме, ан ал о ­
гичной для  системы с одной степенью свободы в обобщенных
координатах.
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Д л я  реш ения применим метод [2] асимптотических разл о ж ен и й
по степеням м алого  п а р а м е т р а  е. Р еш ен ие  в нулевом  (е, =  0) при­
ближ ении [3, 4] запиш ется:

v =  а  У ( |)  cos 0 (9)

где: а =  const,  6 =  uT-f-0o’— амплитуда и фаза свободных ко л еб а ­
ний. Ч астота  свободных колебаний о> определяется:

0)2 =  a4e _£Z"

а ф ункция прогиба У (?) и корень характеристического  уравнения 
а определяю тся из уравнения [4, 5]:

о - о ,

при граничных услови ях  в нашем сл у ч ае  (фиг. 1):

У (0) =  0; У'(0) =  0,

П ! )  =  0, М 0 ™ \  - E U ^ r
I Х  =  1

2. РЕШЕНИЕ В ОБОБЩЕННЫХ КООРДИНАТАХ

Примем за обобщенную координату q прогиб конца стерж ня 
(фиг. 1), т. е. о (-  =  1, /), тогда

q =  a cos б (10)
а уравнение (9) с учетом (10) запишется:

v (;, /) =  У (!) q. (11)

Б удем  полагать , что динамический цикл совп адает  по ф орме со 
статическим циклом, что соответствует пренебреж ению  изменением 
перерезы ваю щ их сил по длине стерж н я  в сравнении с величиной 
перерезы ваю щ ей силы от инерции сосредоточенной массы на конце

стерж ня  (5 =  1). Таким образом, пола­
гаем, что фаза скольж ения  наступает 
одновременно по всей длине составного 
стерж ня при значении обобщенной к о ­
ординаты q . , величину которой прирав­
няем величине прогиба, соответствую ­
щего началу скольж ения  при статичес­
ком деформировании (фиг. 5).

Д л я  составления дифференциаль­
ного уравнения свободных колебаний 
составного стерж ня в обобщенных ко ­

ординатах  запишем вы раж ения потенциальной энергии.
Ф аза  до ско л ьж ен и я  (фиг. 5, линия 0— 1).
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По Е]  о 
2/а (1 2 )

Фаза скольж ения  (фиг. 5, линия 1— 2).

я . 2 =  - ^ 4 4 - —  (</2 -  Я?) \  { - % -  J
о о

В ы р аж ен и е  кинетической энергии запи ш ется;

Т  =  р b h 0l  I  Y 4 ' :  +  М Л ф .
2 V о '

О бобщ енная сила трения  [6] запишется:

Q =  —  R s i g n - 4 .  г Д е  П=-7Г VPbho-

<К +  - ^ 2 - д / \ ( ^ У # .  (13)

(14)

(15)

Д е л а я  подстановку вы раж ен и й  (12) — (15) в уравнение  Л а г ­
р а н ж а ,  получим ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  уравн ен и я  свободных к о л е б а ­
ний составного стер ж н я  в обобщ енны х координ атах . В ф азе  до 
скольж ен и я

m  п
d2q 

'пр. d{2

В ф азе  скольж ен и я

+  С0пр. Я — О-

(I-q , п  . dq
m„p. - f  Cisnp. <7 =  — R  signdt2 dt ’

(16)

(17)

где
dq

dq
S lg n ^ r  =  i

+  1, при >  0,

— 1, при
dq
dt  < °

и после вычисления интегралов  [4] вы раж ен и й  (12) — (15) будем 
иметь:

«„п. =  - ^ - [ 1  + 7  +  0 ) У 112].

С,о п р . = £ ) ^ 4 г [ 1 + у  +  (1)У1121, (18)

С 121;,  =  е £ / ^ - У - [ 1  4-т +(1)У «*],

а величины у =  М 0/пг01 и Х.= /г0//.
Уравнения (16), (17) запишем в более общей форме:

£  Д 1 ) ,

Q
где со2 =  12пр' , а значения возмущ аю щ ей функции

(19)
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, - j ^ - )  приведены в таблице 1.
Таблица 1

У ч ас то к  
ци к л  а Я COS <р в . . d?  \

ч ц )

2 - 4 Я, ( к -  2) <  

<  Я < Я, к

А — 2
—V— <  cos ф С +  1

/. _ 9
cos ф4 -  к

0 < i s  ф4

А—2 
=  arccos —2~

1 - е
[ ? ,  (А -  

-  1) -9J

4 -  5
— Я, к <  я < 
<  Я с ( к -  2)

, * - 2  — 1 <  COS ф <  —£— ф4 <  ф <  71
о 1—е d?

— ш2 ------ q(. s ing  -г.е ь  d?

5 - 7 -  <?, А- <  q <  

<  -  Яс(к  -  2)

А—2
— 1 <  cos у — — —

А -  2 
cos ф7 к

71 <  ф ;< ф7 
ф7 — п  -}-

к -  2 
-J- a rcco s  g

1 - с
-"■2~  \Яс (к  — 

-  1) +  <7]

7 - 2
-  (А 2) s  

<  Я Я, к

А —2
—  Г —  <  COS Ф —

й  4- 1
ф7 < ( <  2.т 1 - с  dq

~ “ - —  Яс s ign  т

Решение уравнения (19) может быть записано [2J в форме раз­
лож ения по степеням малого параметра s.

q =  a c o s  ф +  £<7i(a, 'у) +  г 2. . . ,  (20)
где

~ j f  =  +  г2---,

=  (О +  еВ1(а) +  S2... (21)

К оэффициенты  А х{а), В х(а) определяю тся выражениями [2]:
I ~к

А х(а) =  —  _L_ J / (a cos б, —  аш sin 4) siri фс/ф. (22)

1 271 fВ х(а) =  —  — !—  f (a  cos ф, —  аш  s in  ф) cos ф й ф . (23)
2каоо

В ы числяя  интегралы  (22), (23) с учетом значений в о з м у щ а ­
ю щей функции (табл. 1) и вводя  обозначение: k =  a jqc — относи­
тельн ая  ам п ли туда  прогиба, получим:

2(о (1 — е) ( A -  1) .
d f  г.еА '

йф Г, | 1 — е\ к — 2 с к —  2 . /д  г I m rv
- ^ Г  =  1 1 Н 2лё~[ С А 2 - £ Г "  V * -  1 } (25)

И нтегрируя  в ы р аж ен и е  (24) при н ачальн ы х  условиях (при 
t =  0, к = к 0),  получим зависимость  относительной ам плитуды  п р о ­
гиба к от времени.
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1п(А0 — 1) — 4 -Ц -^ -х , (26)

где х =  Ы / 2 к — относительное время.

З ави си м ость  частоты от относительной ам плитуды  определим 
по методу эквивалентной л и н еари зац и и  [2] с точностью до вели­
чины второго п оряд ка  малости  (до е 2) .

w (к) =  шф, (27)
где

Ф2 =  1 +  - Ц ^ - [  arc  cos -  2 ) /  k  — 1 . (28)

(fe — 1) +  In (& — 1) =  (£0 — 1) +

Д л я  оценки области  применения полученных форм ул  ( 2 6 ) — 
(28) вы явим  значение м алого  п а р а м е т р а  е, которое до сих пор 
приним алось  равны м  единице, путем сравнени я  величины в о зм у ­
щ аю щ ей  функции с «главны м и членами» диф ф ерен ц и альн ого  у р а в ­
нения (19). Д л я  этого амплитудное  значение в озм ущ аю щ ей  ф у н к­
ции (табл. 1) поделим и ум нож им  на со2а, тогда  м ож но будет з а ­
писать:

/1 =Clt /Jma'x4  (<7,

(29)

и величина м алого  п а р а м е т р а  вы разится :
1 — е 1

6 ~~ е к -

В ы р а ж е н и я  (26) —- (28) будут тем точнее о то б р а ж ат ь  п а р а м е т ­
ры рассм атр и ваем о го  колебательного  процесса, чем меньш е а м ­

плитудное значение будет иметь возм ущ аю щ и й  член е/ по

сравнению  с ам плитудны м  значением  «главны х членов» уравнения
(19), т. е. чем меньш е единицы будет величина м алого  п а р а м е т р а  

( 8 < 1 ) ‘ Беря за границу области применимости вы­
ражений (26) — (28) значение s =  1, определим 
минимальные значения относительных ампли­
туд k m\„ (фиг. 6) из вы раж ения (29):

femin >  ~ Г ~  ! _  д а '- ( 3 0 )

Таким сбразом, в первом приближении будем
иметь:

v ( ! , t) — a Y  (;) cos б,

где а и ф определяю тся выражениями (25), (26). 
Определим зависимость амплитуд свободных 

Фиг. 6 . колебаний от величины коэффициента рассеяния
6, записанного д л я  статического цикла [6]. 

Рассматривая баланс работ за половину цикла, можно записать 
(фиг. 5):
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и/, _  x  V i ) ' '■ ( - 4 o  = W W ) *  (31)

П осле  п реобразований  с учетом зависимости  коэфф ициента  
рассеян ия  из [6], получим вы р аж ен и е  относительной ам плитуды  
прогиба К , I ч через половину периода в зависимости от началь-

G+т)
ного значения  относительной ам плитуды  К-.

1 '  =  _ L F 1 [ V ^ ( t = T S , —  1 ) 2+  4  Т = Л г  — 1 ]  ■ <3 2 >' ( - 4 0 '
Если определить коэфф ициент рассеян ия  ф как  отношение ци к­

лической работы  рассеян и я  A W  к ам плитудном у значению  потен­
циальной энергии W  при отсутствии сил трения по ко н такти рую ­
щ ем у слою в составном стер лене (\>р =  0), то в ы р аж ен и е  к о э ф ф и ­
циента рассеян и я  получит вид:

ф =  8 (1 (33>

С учетом (33) вы р аж ен и е  (24) м ож ет  быть записано:

ч г  =  -  т г  (3 4 >

Если п олож ить  ф =  const,  что имеет место в случае линейной 
зависимости  силы сопротивления от скорости, то из уравнени я  
(34) получим:

k  =  А\,е =  V _ST. (35)

где В =  —  у — логарифмический декремент затухания .2

Уравнение (35) о т о б р а ж ае т  линейную  систему, которой п ри бли ­
ж енно будет соответствовать н аш а  система при весьм а  м алы х  А 
и больш их к, т. е. при е •€ 1.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Э к сп ери м ен тальн ая  проверка  полученных выш е соотношений 
бы ла  проведена путем о сц и ллограф и рован и я  зату х аю щ и х  к о л е б а ­
ний составны х стерж ней. Э ксп ер и м ен тал ьн ая  у стан овка  (фиг. 7 ) ,  
опи сан ная  в [6], п р ед ставл яет  собой однопролетную  рам у, стойки 
которой являю тся  составными стерж н ям и  (фиг. 1), а ригель — 
колеблю щ ейся  массой. У становка см онтирована  на плите, с кото- 
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рой она подвеш и вается  на 
тросах  (фиг. 7) к  рам е д ля  
уменьш ения потерь энергии 
при колебаниях . С вобод­
ные кол еб ан и я  вы зы вали сь  
внезапны м  у дален ием  си­
л ы  —  п ереж и ганием  п р о ­
волоки, со зд ававш ей  пред­
варительную  д еф орм ац и ю  
стерж ней, с одновременным 
вклю чением ш лейфового  
осц и лл о гр аф а  д ля  записи 
колебаний. Н а  фиг. 8 а, б 
приведены о сц и ллограм м а  
зату х аю щ и х  колебаний 
д л я  составного стерж н я  

Фиг. 7. при Л = 1  и зависимость
относительных ам плитуд  к  

от относительного времени х в процессе з ату х ан и я  колебаний 
гд е т о ч к а м и  п о к азан ы  эксп ери м ен тальн ы е  значения , пересчитан­
ные по о сц и ллограм м е  фиг. 8а. Сплош ной линией (фиг. 86) п о к а ­

з а н а  зависимость  по уравнению  (26) при теоретическом  значении
1 +  А3относительной ж есткости  е — ^ 3-, а пунктиром — зависимость по

уравнени ю  (26) при эк сп ерим ентальном  значении относительной 
ж есткости  еэк, определенном у из расчета  статического цикла: 
ш трих — пу н кти р яая  линия  п ред ставляет  зависи м ость  (32), оп­
ределенную  при эксперим ентальном  значении относительной ж е с т ­
кости еэк - Н а  фиг. 9 а при ведена  осц и лл о гр ам м а  зату х аю щ и х  ко л е ­
баний д л я  стер ж н я  при Д =  0,143, а на фиг. 9 б — зависимость  от­
носительных ам плитуд  к  от относительного времени д л я  этой ж е  
компоновки, построенные в том ж е  порядке, что и на фиг. 8 б.

К а к  видно из фиг. 8, 9, эксперим ентальны е значения  у д о в л ет ­
ворительно совп адаю т  с  теоретическими зависи м остям и  к =  к ( т) , 
несм отря  на больш ое значение м алого  п а р а м е т р а  е, т. е. значения
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м алого п а р а м е т р а  соизмеримы е с единицей (при Д = 1  начальное 
значение м алого  п ар ам етр а ,  соответствую щ ее к0 — 3, равно  ео=0,66, 
а при Д =  0,143 и к 0 — 7 в0 =  0,05).

Из фиг. 8, 9 видно, что при таких значениях  м алого  п а р а м е т р а  
огибаю щ ие осц и ллограм м ы  свободных за ту х аю щ и х  колебаний , оп­
ределяем ы е  уравнени ем  (26), искривляю тся. Д л я  сравнени я  на 
фиг. 10 приведены расчетны е зависимости  по уравн ен и ям  (26), 
(32) при больш их значениях  относительных ам плитуд  к0 и р а з л и ч ­
ных А, откуда  видно, что при уменьш ении соотнош ения толщ ин 
стерж ней  (уменьш ение Д) зату х ан и е  уменьш ается , а т а к ж е  п о я в ­
ляется  слабое искривление зависимости  к =  к (т) п р и к ^ Л .

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

1. З а т у х а н и е  колебаний в составном стерж не, х а р а к т е р и зу ю ­
щ ее рассеян ие  энергии или д ем п ф и р о ван и е  колебаний, явл яется  
значительны м . Так, например, полное затухан и е  колебаний со став ­
ного стерж ня , со вер ш аю щ и х ся  со скольж ением  (фиг. 8 а, б) при 
Д = 1 ,  происходит примерно за  1,25 ц и кла  (т =  1,25), а при 
Д =  0,143 полное зату х ан и е  (фиг. 9 а, б) равно  2,5 ц и кла  (т= ^ 2 ,5 ) .

2. Зависи м ость  ам плитуд  зату х аю щ и х  колебаний по времени, 
полученная  по в ы р аж ен и я м  статических коэфф ициентов  рассеян и я  
(32),  удовлетворительно  со в п ад ает  с аналогичной зависимостью

' (26 ) ,  полученной из рассм отрени я  свободных колебаний составного 
стерж н я ,  а т а к ж е  с эксперим ентом  (фиг. 8, 9).  П оэтом у при р а с ­
чете колебаний реальны х  систем, д еф орм и рую щ и хся  по схеме, со­
ставного  стерж ня, с достаточной степенью точности м ож но п ри м е­
нять значения  коэфф ициентов  рассеяния , определенны х по  с тати ­
ческому циклу этих систем [5], что эк сперим ентально  получается  
зн ачительно  проще.

3. З а т у х а н и е  колебаний зависи т  от величины относительной ж е с т ­
кости е (фиг. 8 б ) .  Д л я  более точного определения  величин а м ­
плитуд  колебаний необходимо вводить в расчет  эк сперим ентальны е 
значения  относительной жесткости.

4. Д л я  получения коэфф ициентов  рассеян и я  ф (л о гар и ф м и че­
256



ских декрементов зату х ан и я  (6 =  -^-ф) по эксперим ентальны м  ос­

ц и лл о гр ам м ам  необходимо эк сперим ентальную  осц и ллограм м у  
построить в ф орм е зависимости  относительной ам плитуды  к  от 
относительного времени т, а затем  по зависимости  (33) опреде­
лить  д ля  к аж д о го  значения  к  величину коэф ф иц иента  рассеяния .
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