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В. П. ИВАНОВ, А. С. СЕРДОТЕЦКИЙ

О СОБСТВЕННЫХ ФО РМ АХ И ЧАСТОТАХ 
ПОВОРОТНО-СИММЕТРИЧНОЙ СИСТЕМЫ 
С НЕСОВЕРШЕНСТВАМИ

Известно [1], что при свободных колебаниях строго сим­
метричных лопаточных венцов амплитуды сходственных точек 
описываются в окружном направлении гармонической функци­
ей центрального угла с целым числом волн т :

s
0 ̂ /nsSby- Для S  четного;

С _ J
0 ^ / га ^ —2— для 5 нечетного,

5
где s — число лопаток. Для чисел волн т ф 0, -ту- существуют
пары идентичных взаимноортогональных форм с равными, т. е. 
кратными собственными частотами.
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Рис. 1.
Упругая стержневая система 

с поворотной симметрией

5-1 Л

В работе [2] отмечается, что если венец не вполне симмет­
ричен, то его собственные формы (в окружном направлении) 
перестают быть гармоническими, а кратные частоты расщепля­
ются. Эти особенности собственных форм и частот венцов с 
асимметрией вызывают при работе турбомашин разброс резо­
нансных напряжений по лопаткам.

В настоящей работе исследуется влияние асимметрии, вве­
денной в венец, на искажение его собственных форм и расщеп­
ление частот.

Если решается задача о свободных колебаниях строго сим­
метричного венца, то обычно учитываются динамические осо­
бенности, присущие телам с поворотной симметрией [1]. Благо­
даря этому задача фактически сводится к рассмотрению коле­
баний единичного периода симметрии с соответствующими 
граничными условиями. Такой подход существенно упрощает 
решение задачи; без учета свойств симметрии задача становит­
ся весьма громоздкой.

Наличие асимметрии в венце не позволяет непосредственно 
воспользоваться указанными упрощениями. Однако приближен­
ное решение задачи может быть получено достаточно просто, 
если воспользоваться методом возмущений [3, 5].
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Рассмотрим применение этого метода на примере стержне- 
noil системы (рис. 1), совершающей свободные колебания в 
плоскости чертежа. Линейная упругая система образована из 
5 жестко заделанных радиальных стержней (с изгибными жест­
костями Cs, s =  0, 1, 2, ...., 5-1) и точечных масс M s, соединен­
ных упругими связями (жесткостью D s), которые замыкают 
стержни в единую упругую систему.

Данная схематизация венца является весьма упрощенной, 
однако позволяет проследить влияние асимметрии. С другой 
стороны, для данной системы точное решение может быть полу­
чено также достаточно просто, что дает возможность оценить 
точность приближенного решения задачи методом возмущений.

Согласно методу возмущений рассматриваем систему (рис. 1) 
как симметричную, невозмущенную, т. е. с идентичными элемен­
тами C s =  С, M s =  М, Ds =  D, на которую накладывается асим­
метрия — возмущение ДCs, АЛД, AD s.

Решение будем искать в виде суммы решения, соответствую­
щего невозмущенной системе, и поправок, учитывающих возму­
щение.

Движение s-й массы (предполагая cos а / 2 ~ 1 ) невозму­
щенной системы выражается уравнением

qs+cqs + d(2qs — qs^r ~  qs+l)=  0 , s =  0 , 1, ... , 5 — 1, ( 1)

гдt d  — D lM \ c =  CjM\ qs — перемещение s-й массы; q0= q s~i.
Частотное уравнение системы может быть записано в виде

A~q=)-(0}q, (2)
где c + 2d — d 0 . — d

А = —d c + 2d — d... 0

—d 0 0 . . —d c + 2d

Я — {Яо* Яъ „••• > Яs, ■■■ , <?s-il — собственный вектор матрицы А, 
Х(0)— собственное значение А. Верхний индекс <0) здесь и далее 
означает, что величина соответствует невозмущенной системе. 
Уравнение (2) имеет 5 собственных значений Х(0) и собственных 
векторов q. Векторы q ^описывают собственные формы упругой си­
стемы (рис. 1) с частотами p — V 'A (0).

Собственные значения уравнения (2) можно представить в виде

'4 °)=  c + 2d(\ — cos as), s =  0, 1, ... , 5 — 1.



Так как а — 2тс/5, cos as =  cos ж ( S — s), то различными собствен­
ными значениями будут

— c + 2d (1 — cos а от), (4)
In i 5 —  1 „и, 1, , —д—  при 5 нечетном,

jO, 1, ... , —  при S  четном,

причем обладают кратностью два.
Компоненты qms , 5 =  0, 1 S  — 1 собственных векторов qm

составляют дискретные значения гармонических функций с числом 
волн т . При этом кратным соответствуют пары векторов qmj, 
7 =  1, II, определенные с точностью до ортогонального преобра­
зования. Будем считать, для определенности, начальную фазу од­
ного из векторов равной нулю. Кроме того, поскольку собствен­
ные векторы однородной системы определяются с точностью до по­
стоянного множителя, то для конкретности пронормируем векторы, 
положив {qm, qm) =  1. Круглые скобки в данном случае означают 
скалярное произведение. Векторы с нормирующими множителями 
могут быть записаны следующим образом:

q0=  Y J / S  {I, 1, ... , 1);
qmi =  V"2/S {... , cos a ms, ...}

Q
для 1 S^m < —  ; 

qmll=  у  2/S (... , sin a ms, ...j (5)
<7s/2= У 1 /S { 1, — 1, I, ...}, если 5 четное.

Для случая симметричной (невозмущенной) системы частоты 
форм qmI и qmU 0̂ < т  совпадают. Для указанных т  соб­
ственными векторами системы (2) будет также любая линейная
комбинация

ет ) = 'fjqml+^qmll ■ (6)
Рассмотрим колебания возмущенной упругой системы (с вве­

денной асимметрией), предполагая, что неидентичность величин 
Cs, M s, D s мала. Составим уравнения, подобные ( 1) и (2). По­
следнее будет иметь вид

A 'e = \ i ,  (7)
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непосредственное решение его, как отмечалось выше, затрудни­
тельно. Предположим, что матрицу А ' можно представить суммой

А ' =  А + гВ, (8)
где еВ  — возмущение;

е — достаточно малый параметр;
В  — некоторая матрица.

Согласно методу возмущений предположим также, что собст­
венные значения А и векторы е  возмущенной системы можно пред­
ставить сходящимися степенными рядами:

оо
х =  х<0)- ! -а < 1> + а (2,+ ...  =  2  (9)

х — О 
оо

ё = 7°> + е71)+з%<2)+... =  2  е*е<*>, ( 10)
х= 0

где >.(0) и е (()) — собственные значения (4) и векторы (5) невозму­
щенной системы;

А(к) и е(х) — поправки /.-го порядка, подлежащие определению. 
Определенные особенности решения накладываются кратностью

^т\0< т< -^-. В результате замены в (2) А на А + еВ в (7) соб­
ственные значения в общем случае перестанут быть кратными и 
расщепятся. Вместо образуется пара Хт1ф \ т П . Каждому 

, 7 =  1, II соответствует единственный вектор ет]-. Если рас­
смотреть вт ) =  lim e mj  (s), то становится очевидно, что линейная

£ —̂-0
комбинация (6 ) для возмущенной системы должна быть одно­
значно определена через коэффициенты ц и v.

Учитывая сказанное, в (7) подстщвим (8 ), (9) и (10). Фор­
мально перемножая ряды и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях е, получим систему уравнений:
п р и е °= 1  Ле(0)=  А(0)е(0); (11)
при s1 Лё(1)+ £ ё (0,=  А(0,ё (1,+ А(1,^ (0); (12)
при в2 Ле(2) + В е {1)=  А<°>ё(2) + А(1)ё (1) + Х<2)? 2). (13)

Равенство (11) выполняется автоматически, поскольку сов­
падает с (2 ); последующие равенства позволяют получить ре- 
курентные соотношения для определения поправок ех и Xх.
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Определим коэффициенты г) и fl в (6), т. е. приспособим 
собственные векторы к данному возмущению., Для этого урав­
нение ( 12) умножим скалярно на qml:

(А ё £ ; qmi) + (B ? m°}, qmi) = ( X ^ } ,  qmi) + ( l (1)? m°J, qml) , (14)
t , j  =  I, II.

Так как матрица А самосопряженная (см. (3), то '

(Aelnj, =  Aqmi)= (em }, X^) qmi)=  L̂0) (4 n  qmi),
кроме того,

( a  ■ a  ■) —  8 • Й —  f 0  При 1 ф  jqmi) — o „, 'u j— j j при i =  J

Поэтому после подстановки в (14) равенства (6) и последних 
соотношений, получим для каждого т  (0 < т <  систему урав­
нений

\ У)Ьп +  п =  Х(1)т; (15)
\ -цЬи I +  Я&ц п =  Х(1) ft,

где
t*ip b ip (t i i )= : (Bq тр-, q mi), i , p = l ,  I I ;

7j =  7j (m j); & =  (mjy, X(1) =  X^) .
Если рассматривать (15) как систему уравнений относитель­

но пеизвестных г) и #, условием нетривиальное™ решения будет 
равенство нулю ее детерминанта. Из этого условия Д 1) опреде­
ляются как собственные значения (15); '

'Х-т] =  1 /2 [b \ \(т) +  Ьц п (т) - \ -У \ь и (т) —  Ьи п (т))2 +  4Ь* ,, (яг)],

J  =  I, II. (16)
Первые или главные поправки Хф1] к Х ^  определяют в (9) рас­

щепление спектра собственных значений (и частот).
Коэффициенты у и %• могут быть определены с точностью до 

постоянного сомножителя С:

ri — ^CAmj— п (яг));
■й и (т). (17)

Посредством (17) и (6) невозмущенные собственные векторы
приспособлены к возмущению: ; М

вт ) — V 2 / S  {... , sin(ams + bmJ), ...}, (18)
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где
О<ш<-тр; s = 0 ,  1,2, ... , S - 1 ;  у =  I, II:

§ ягг+о-ът ]— arctg у .

Для т  =  0 и m — S/2 (при S  четном) получается единственная 
поправка а векторы е^ ] в приспособлении к возмущению не 
нуждаются.

Главные поправки e(J }  ищем по методу Шредингера [4] в ви­
де разложения в ряд по собственным невозмущенным векторам:

n,i
ini (m j) e(n°\  (19)

./, i =  I, II; m, n—

5  I
0, 1, ..., — —̂  ПРИ S  нечетном,

5
0 , 1, ... , -ту при 5 четном.

2

Для определения коэффициентов ini вновь воспользуемся урав­
нением (12), составленным для вт), и умножим его на е(п°/. Под­
ставляя вместо вт ) его выражение (19), получим

(20)
т  п

где dni (m j) =  (Вёт ), eff), п ф т .
Коэффициент 1т j (m j) определим из условия нормированности 

(emf ,e mJ) =  1, откуда
i m i ( m j )  =  0. (21)

Для определения lm r(mj), (У, У '=  Г  II, У '# У )  уравнение (13), 
составленное для emj, умножим на Уравнение (11), со­
ставленное для е(т }', умножим на е(т )  и вычтем из предыдущего. 
После преобразований получим

е 1 V '  dmj (пг) dmj '  ( n i) /0оч
w w -  x<о z  X(0, _ X(0) -

mj mj n, i m n
где штрих у знака суммирования означает, что слагаемые с ин­
дексом п =  т  пропускаются.

Выражениями (20), (21) и (22) определены все коэффициенты 
разложения (19) и вместе с тем главные поправки е„/ к _собст- 
венным векторам в рядах ( 10).
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Поступая, как при выводе выражения (22), но положив j ' = j ,  
получим выражение для вторых поправок в рядах (9) к собствен­
ным значениям:

) (2)   "V ( dnl (т Л ) 2
'"О ^   ̂(0 )  А (0) ’

п, I т  п

т ,  п =  0, 1, ... ,

Таким образом, полученные формулы позволяют приспосо­
бить собственные векторы к возмущению и уточнить их в пер­
вом приближении; собственные значения уточнены до второго 
приближения. Повторяя описанный процесс, можно определить 
последующие приближения.

Выражения для поправок выведены в предположении само­
сопряженности матрицы В. Такое предположение не является 
необходимым, но упрощает конечные выражения.

Вид матрицы В  определяется характером асимметрии упру­
гой системы. Например, если асимметрия заключается в раз­
бросе жесткостей Св, возмущение имеет вид

Ьс0 0 ■ 0
гВ = 0 Sn j 0

0 0 :§Cs-i
c s — сгде ьс.5—  ^  относительное отклонение жесткости х-го

стержня от некоторой номинальной жесткости С; совпадает 
также с квадратическим отклонением парциальной частоты стержня 
без связей D.

Приведем результаты расчета для системы (рис. 1) из 12 
стержней (S= 12, C — 2D, m =i0,1, ..., 6 ). Рис. 2 иллюстрирует 
искажение одной из собственных форм ( т  =  1) при увеличении 
жесткости лопатки №  1. Как видно из графиков, искажение мо­
жет быть существенным. Примечательно, что отстройка одного 
стержня ведет к перераспределению амплитуд колебаний во всей 
системе. Так, если увеличение жесткости лопатки №  1 слабо вли­
яет на ее амплитуду, то амплитуды лопаток №  0 и 2 существенно 
увеличиваются.

Наибольшее влияние на рассматриваемую форму оказывают 
формы с близкими частотами. На искажение приведенной на 
рис. 2 формы т = А  доминирующее влияние оказывают формы 
т  =  0 и т  =  2 .
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Рие. 2. Искажение собственной формы т  =  1, / =  I I  
при увеличении на 6rs жесткости стержня № 1 (s = 1 )

Особое значение имеет вопрос о применимости метода воз­
мущений в зависимости от степени асимметрии системы, т. е. 
о границах сходимости рядов (9) и (10). Теория [3] показыва­
ет, что для обеспечения их сходимости необходимо, чтобы

Л X
II г в  || =SC-2 ^  ,

где || sВ  || — норма возмущения, ДХ„г =  гшп | Xh0)— Для е8
П

вида (23) наибольшее возмущение, не нарушающее сходимости (9) 
и ( 10), ограничивается

max | оcs I ^ Д Х т /2. (24)
S

Расчеты показывают, что условие (24) довольно жесткое; 
в приведенном примере для т = 1  возмущение бcs не должно 
превышать 7% С- Здесь не приводятся оценки погрешностей 
от пренебрежения членами высших порядков малости в рядах 
(9), (10). Однако можно показать, что в рассмотренном приме­
ре для т  =  0 и т — 6 погрешность на границе радиуса сходи­
мости в определении собственных значений не превышает 
6 -10~3% , а собственного вектора 2,5%.
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С решениями, полученными методом возмущений, были со­
поставлены точные решения. Последние были найдены путем 
непосредственного решения системы (7) на Э Ц В М  БЭСМ-4. 
Сравнение результатов расчетов показало, что в пределах со­
хранения приемлемой точности решения границы применимости 
метода возмущений могут быть существенно расширены. Так, 
в рассмотренном примере при 6е =  0,6 расхождение компонент 
собственного вектора с точным решением не превышает 10%.

Точность определения собственных значений методом возму­
щений весьма высокая даже вне области сходимости, что видно 
из следующей таблицы (для т =  1):

«Осо 
/

/ 
°

/ 
^ 0 0,001 0,01 0,1 0,2 0,6 1,2

По методу возмущений 1,1340 1,1342 1,1357 1,1502 1,1654 1,2171 1,2264

Точное решение 1,1340 1,1341 1,1355 1,1500 1,1645 1,2060 1,2371

Метод возмущений, формально примененный и за пределами 
сходимости рядов (9) и (10), позволяет, по меньшей мере, ка­
чественно оценивать изменение собственных форм и частот 
упругой системы при введении асимметрии.

Метод возмущений может быть использован для расчета 
не только упругих систем с дискретными параметрами. Нами 
получены решения, позволяющие определять расщепление и 
искажение в линейно-упругих системах с непрерывными пара­
метрами, заданных дифференциальными операторами или ди­
намическими жесткостями.

Приложение метода возмущений к определению расщепле­
ния позволяет эффективно и простыми средствами решать за­
дачи об искажении собственных форм и частот упругих тел при 
введении асимметрии.
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А. И. КРЮКОВ

ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
СКОМПЕНСИРОВАННОЙ
ТРУБОПРОВОДНОЙ СИСТЕМЫ

Одним из распространенных средств повышения надежности 
трубопроводных систем является применение компенсаторов 
перемещения, выполненных из гибких металлических или фто­
ропластовых рукавов (М Р ). Наличие упругой вставки (компен­
сатора) позволяет устранить монтажные и термические дефор­
мации трубопроводов, эффективно воздействовать на частот­
ный спектр коммуникации и в ряде случаев использовать дис­
сипативный эффект проволочной оплетки компенсатора.

Динамические характеристики таких систем отличаются ря­
дом особенностей, которые можно рассмотреть на расчетной 
схеме трубопровода с компенсатором (рис. 1).

Полагая, что изгибная жесткость компенсатора и его осе­
вые деформации при колебаниях пренебрежимо малы, а вся 
система не имеет статического прогиба от силы веса, получаем 
следующие уравнения упругой линии для жесткого трубопро­
вода М Р  [1]

X l (х ) =  A (ch jx  — cos jx ) + В  (sh jx —sin jx ) ( 1)
и для компенсатора P N

X i ( x )=  К  sin (L c— x), (2)

где X l (x ) и X i  ( x )  — функции смещения стержня М Р , соответст­
вующего жесткому трубопроводу и нити 
P N , моделирующей условия работы ком­
пенсатора;
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