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В ибрационная прочность и надеж ность авиационны х двигателей

В. И. БУЗИЦКИЙ, В. П. ИВАНОВ

О КОЛЕБАНИЯХ АМОРТИЗИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ 
С ОДНОСТОРОННИМ ЖЕСТКИМ ОГРАНИЧИТЕЛЕМ

Из п р акти ки  ам орти зации  известно, что больш инство ам о р ти ­
зирую щ их устройств в той или иной форме имеют ограничители 
перемещений. Эти ограничители п редохран яю т  ам о рти заторы  от 
разруш ен и я  при больш их статических и ударн ы х перегрузках; кр о ­
ме того, введение их в некоторых случаях  б ы вает  необходимым 
средством ограничения ам плитуд  при переходе системы через р е ­
зонанс.

Введение ограничителей д ел а е т  систему сущ ественно нелиней­
ной. Это приводит к возникновению таких явлений, свойственных 
нелинейным системам, к ак  «затягивание» , «жесткий» х арактер  
возникновения некоторых движ ений, возм ож н ость  появления  суб ­
гармони ч аских дв и ж  ени й .

О писанный в ряде  работ  [1], [2] эф ф ект  « затяги ван ия»  является  
весьм а  неж елательны м , т. к. р асш и р яет  зону опасны х частот; 
возм ож н ость  ж е  появления субгармонических резонансов м ож ет 
с дел ать  ам орти затор  вообщ е непригодным к эксплуатации.

К ак  правило, ж есткость ограничителей значительно превы ш ает  
ж есткость  ам орти затора ,  поэтому выход колеблю щ ейся  системы 
на ж естки е  участки х ар актеристики  (вклю чение ограничителей) 
м ож но р ассм атр и в ать  как  удар , поскольку  врем я кон такта  с ог ­
раничителями , к а к  п оказы вает  анализ , весьм а  м ало  в сравнении 
с периодом действия во зб у ж д аю щ ей  силы.

В связи  с этим, есть основания д ля  расчета  ам орти заторов  с 
ограничителям и использовать достаточно хорош о р азр або тан н ы й  
метод припасо'вывания, ш ироко исп ользовавш ий ся  при расчете 
виброударн ы х  м еханизмов, [3], [4], [5], [6] и др. Отметим, что этот 
метод  д л я  определенной категории движ ений д ает  точное решение, 
тогда как  метод эквивалентной линеари зации , использованный, в 
частности, в р або тах  И ориш а Ю. И. [1], является  приближ енны м  
и при существенной нелинейности, приводящ ей к значительном у 
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отклонению зак о н а  д ви ж ен и я  от гармонического, не обеспечивает 
необходимой точности.

Обычно, при введении ограничителей стрем ятся  обеспечить их 
симметричное располож ение . Д ости чь  этого практически не всег­
да  п ред ставляется  возм ож н ы м , а необходимость в этом не оче­
видна. В самом деле, если ж есткость  симметричны х ограничите­
лей велика , то срыв с р е ж и м а  «затяги ван ия» , к ак  п о казы вает  опыт, 
м ож ет  происходить на весьм а  высоких частотах, в 7— 10 р аз  пре­
вы ш аю щ их  резонансную  частоту системы без ограничителей. В ве­
дение ж е  одностороннего ограничителя в этом отношении к а р д и ­
нально меняет картину, и частота, до которой м ож ет  происходить 
«затягивание» , д а ж е  в случае абсолю тно ж есткого  ограничителя  
и отсутствия рассеяния  в системе, не м ож ет  превы ш ать  более чем 
вдвое резонансную  частоту системы без ограничителя.

Н и ж е  рассм атр и вается  система, и м ею щ ая  односторонний а б ­
солютно жесткий ограничитель; учиты вается  рассеян ие  энергии 
на ж естком  участке  х арактери сти ки  — коэфф ициентом  восстан ов­
ления  скорости при ударе , как  это было сделано, в р аб о тах  [3], 
[4], [5] и др., а т а к ж е  и на упругом участке  — сопротивлением, п р о ­
порциональны м  скорости.

В такой  системе, к а к  известно, во зм о ж н а  р еал и зац и я  р а зл и ч ­
ных типов периодических движ ений, качественный хар ак тер  кото­
рых оп ределяется  д вум я  числам и — i и /, где i — лю бое целое 
число, у казы ваю щ ее ,  во сколько раз  период д ви ж ен и я  превы ш ает 
период действия во зб у ж д аю щ ей  силы, а /  — целое число, у к а з ы ­
ваю щ ее на число ударов  за  один пери од  движ ени я  системы. П р а к ­
тический интерес п редставляю т , к а к  наи более  опасные, о д н о у д ар ­
ные д ви ж ен и я  ( / = 1 ) .  Здесь  рассм атр и ваю тся  т а к ж е  только одно­
у дарн ы е  движ ени я .

У равнение д ви ж ен и я  системы (фиг. 1) для  одноударны х д в и ­
ж ений м ож ет  быть запи сан о  следую щ им образом:

у

Фиг. 1. Схема системы с одно­
сторонним ограничителем.

а) 5)

где т —  масса;
п — коэффициент зату х а ­

ния;
с — ж есткость  ам орти за­

тора ;

k =  у  — резонансная  частота системы без рассеяния;

F — амплитуда гармонической возбуждающ ей силы; 
ш — частота возбуж даю щ ей силы;
a — ф аза  возбуж даю щ ей силы, отсчитываемая от момента

удара;
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U — скорость системы в момент времени, предш ест­
вующий удару;

R  — коэффициент восстановления скорости при ударе; 
3i(0> ai Т)  — импульсные функции первого рода;

Т  — период движ ения.
Д в и ж е н и е  в пром еж утке  м еж д у  у д ар а м и  об ограничитель с к л а ­

д ы вается  из вы нуж денного  д ви ж ен и я  под действием гармонической 
во зб у ж д аю щ ей  силы  и свободного движ ения.

Р а с с м а тр и в ае м  периодические движ ени я , которы м до лж н ы  соот­
ветствовать вполне определенны е нач альны е  условия  — скорость в 
момент, предш ествую щ ий удару , ф а за  во зб у ж д аю щ ей  силы, отсчи­
т ы в аем ая  от момента у д ар а ,  и перем ещ ение, оп ределяем ое  в д а н ­
ном сл у ч а е  величиной за зо р а .  Н еизвестны м и явл яю тся  скорость 
у д а р а  и ф аза .

П ереходя  к относительным величинам, определяем  одно из н а ­
чальны х условий — скорость в момент, предш ествую щ ий у д ар у

где U =

и =

и_
F

тк
\
F

тк2

е(1 у R) (1 + В )  

о тносительная скорость удара;

-относительный зазор;

X =  1 / ( 1 — Е2)2 +  482^ ;

8 =  4  коэффициент демпфирования;

(2)

■относительная частота возбуждения;
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Ф а за  во зб у ж д аю щ ей  силы м ож ет  быть определена из
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cos а =  Л (1 -  g«) +  2£75— у = = ^  - у  К252— 1 +  «2) ф + 2Н  1— 32 ],

г д е

Л ,Х  1/1 — 82
с sin 2та   ?-----

Ф =
2г- 'Т  >/ 1 — о2

1 — е cos 2к/ S
З ам ети м  такж е ,  что одноударны е периодические движ ени я мо­

гут иметь период, равны й или кратный периоду действия в о з б у ж ­
д аю щ ей  силы

Т  =  Т у  I,

где T F =  —  — период действия возбуж даю щ ей силы,
1 = 1, 2, 3...

Р еал ь н о  возм ож н ы  только  те периодические движ ени я , кото­
рым соответствую т полож ительн ы е и вещ ественны е значения ско ­
рости удара .

А нализи руя  в ы р аж ен и е  (2) д ля  скорости у д ар а ,  мож но о п р е ­
делить  области  п олож ительн ы х и вещ ественны х значений скоро­
сти.

Д л я  г = 1  (основное движ ени е)  хар актер  располож ен ия  о б л а ­
стей полож ительности и вещественности д л я  определенных б и R  
п о казан  на фиг. 2. В области  S*, выш е границы полож ительности , 
возм ож н о сущ ествование только  одного вида периодического д в и ­
ж ен ия  — в ы р аж ен и е  (2) имеет один полож ительны й и вещ ествен­
ный корень. В области S i**, заклю ченной м еж ду  границ ам и  поло­
ж ительности  и вещественности, вы р аж ен и е  (2) и м еет  два  п о л о ж и ­
тельны х корня и возм ож н о сущ ествование двух  различны х 
движ ений. Н а  фиг. 26 п о к азан а  зависи м ость  скорости у д ар а  (по­
лож и тельн ы х  и вещественных корней вы р аж ен и я  (2) от частоты
при зад ан н ом  а =  -S-,6 и R.  В реальны х условиях  всегда а  <  1; ни­

ж е  все р ассу ж д ен и я  соответствуют этому случаю . А нализ п о к а ­
зы вает, что в области двузначности скорости ни ж н яя  ветвь соот­
ветствует неустойчивым движ ени ям . Здесь  же, на фиг. 26, показан  
хар актер  изменения скорости у д ар а  при увеличении и уменьш ении 
частоты.

Д л я  1 =  2, 3, . . (субгармонические д ви ж ен и я)  т а к ж е  могут
быть определены области полож ительности  и вещественности ско ­
рости у д ар а  и, соответственно, сами значения  скорости. Н а  фиг. 3 
п оказан ы  эти области д ля  i — 2. О бласть  полож ительности (д,ля 
лю бы х г) остается  той ж е  самой — 5*;

в пределах  ж е  частот от | = 1  до у ж е  будут имрть место
две области, в которых скорость принимает  два  полож ительны х 
значения  — области  б** и S 2**. О днако, движ ени я , соответствую- 
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щие области  б** р еал и зо в аться  не могут, поскольку  эти движ ени я 
связаны  с заходом  массы  за плоскость ограничителя, и здесь р е а ­
лизую тся движ ени я  t = l .

В области  ж е  S 2 **  возм ож н о появление субгарм онического  
д ви ж ен и я  г =  2. Д л я  того, чтобы это движ ени е  возникло, нуж но 
либо создать  специальны е н ачальны е условия, либо перейти из 
области S*  плавным изменением £ и а.

5
Фиг. 2. Расположение об- Фиг. 3. Расположение об­
ластей положительности и ластей положительности и
вещественности скорости вещественности скорости
удара для i =  1 (а) и зави- удара для i =  2  (а) и зави­
симость скорости удара от симость скорости удара от

частоты (б). частоты (б).

А налогичная  к арти н а  н аб л ю д ается  и д л я  други х  i. В тех о б л а ­
стях, где имеют место два  полож и тельн ы х  и вещ ественных зн а ч е ­
ния корней вы р аж ен и я  (2), но располож ен ны х на ч астотах  £<1, 
движ ени я, соответствую щ ие дан н ом у  i реал и зо ваться  не 
могут. С ледовательно, кож дом у  i м ож ет  реальн о  соответст-

^  О * *вовать только одна ооласть  р асп о л о ж ен н ая  на частотах
£ > 1  (для  i =  2 эта область  р асп о л о ж ен а  в д и ап азо н е  2 < | < 4 ,  д ля  
г' =  3 — в д и ап азо н е  3 < £ < 6  и  т . д . )  .

О тметим хар актер н у ю  особенность, свойственную системам  с 
резким изломом характери сти ки  упругости — появление с у бгар м о ­
нических движ ени й  при зад ан н ой  интенсивности во зб у ж д ен и я  (а) 
если и возмож но, то только при специальны х н ачальны х  условиях.

П оскольку  принято при а н а л и зе  вы нуж денн ы х колебаний тех 
или иных систем строить резонансны е кривые в виде зависимости 
«ам плитуда-частота» , п редставляет  интерес построение р езо н ан с­
ной кривой и для  данной системы. О днако  д ля  существенно нели­
нейной системы понятие ам плитуды  тер яет  смы сл, гак к а к  закон  
дви ж ен и я  сильно отличается  от гармонического. Н ап р яж ен н о сть  
реж и м а  колебаний системы м ож ет  х а р актер и зо в аться  м а к с и м а л ь ­
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ным отклонением ее от полож ения равновесия, но и это не всегда 
приемлемо, как  например в случае  с двухсторонним ограничите­
лем. Очевидно, наи более  п р ав и льн о  х а р а к т е р и зо в а т ь  степе'нь 
опасности д ви ж ен и я  значением  полной энергии системы. В то ж е  
время, в нелинейной системе, вообщ е говоря, за  период движ ени я  
полная  энергия м ож ет  изм еняться . В частности, в р а с с м а т р и в а е ­
мом случае  п олная  энергия будет достигать  м акси м ум а  в момент- 
времени, предш ествую щ ий удару . П оэтом у д л я  оценки степени 
опасности того или иного движ ени я  строим резонансны е кривые 
в виде зависимости полной энергии системы в момент, предш ест­
вующий удару , от частоты.

П о л н ая  энергия м о ж ет  быть определена , к а к
<77а х £  *о-..- п  с А2 . m il '2

Е =  - З Г + Т ,  
или, в относительны х величинах 
В =  (дг _|_ у 2) р г г Гд е обозначено

Е  =  —саг
2

т а к 2

На фиг. 4 представлена зави­
симость полной энергии от часто­
ты при заданны х а, 8 и R  и р а з ­
личных i \  на фиг. 5 — фазы воз­
буж даю щ ей силы, отсчитываемой 
от момента удара.

Д л я  оценки о б л ас ’ и применения и работоспособности ам о р ти ­
з ато р а  с ограничителем  в а ж н ы м  моментом яв л яется  определение

Фиг 4. З ави си м ость  полной эн ер ­
гии от частоты.

Фиг. 5. Зависим ость  фазы 
удар а  от частоты.

Г

1.5

i ' i  .
а *  <3,5 
R. .0,7

\
0 0.1 02 U.i 

а!

V

L =1
а. --0,5 
б =0,05

(0 R
6>

Фиг. 6.  В лияние  коэфф ици­
ента демпфирования (а) и 
коэфф ициента  восстано вл е ­
ни я  скорости при ударе (б) 
на частоту сры ва  системы.
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частот, до которых возм ож н о «затяги ван ие»  при основном д в и ж е ­
нии (г =  1 ), и условий, при которых возм ож н о  п оявлен и е  с у б га р ­
монических движений.

К а к  п о к азы вает  анализ , в случае одностороннего ж есткого  ог­
раничителя «затяги ван ие»  д а ж е  при отсутствии дем п ф и рован и я  
( 6  =  0 , R = l )  не м ож ет  превы ш ать  резонансную  частоту более, чем 
в два  р аза .  Введение дем п ф и рован и я  ( 6 > 0 ,  i ? < l )  у м ен ьш ает  « за ­
тягивание» — срыв системы с ударн ого  р е ж и м а  р аботы  происхо­
дит при частотах, меньших, чем | = 2 .  Н а  фиг. 6  п о казан о  в л и я ­
ние дем п ф и рования  на частоту сры ва  | *  ( / = 1 ).

С другой стороны, при основном движ ени и  п олн ая  энергия с и ­
стемы без д ем п ф и рования  м о ж ет  достигать  ск о л ь  угодно больших 
значений (на частоте £ =  2). Введение д ем п ф и рован и я  огр ан и ч и ва ­
ет рост полной энергии в системе — чем больш е дем пфирование , 
тем меньше м акси м альн ое  значение полной энергии.

Таким образом , введение рассеян ия  в р ассм атр и в аем у ю  систе­
му, с одной стороны, су ж а е т  д и ап азо н  опасны х частот  (при i =  1 ) 
и, с другой стороны, как  и следовало  ож и дать , ограничивает  ин­
тенсивность движений.

В озм ож н ость  появления  субгармонических движ ени й  при л ю ­
бом а  <  1 зависит от д ем п ф и рован и я  в системе (от 6  и R ) . Чем 
больш е 6  и меньш е R,  тем при больш их значениях  а исклю чается  
возм ож ность  появления субгармонических движ ений. Если вел и ­
чина а  т акова , что на отрезке  £ от 2  до со  мы не попадаем 
в области  S  . соответствующ ие различ ны м  i (см. например 
фиг. 3), то возм ож н ость  появления  субгарм онических движ ений 
будет исключена. Увеличение 6  и уменьш ение R  поднимает  эти 
области. О днако , необходимо заметить , что в том случае, если 
ам плитуда  вибросм ещ ения основания при изменении частоты  со­
хран яется  постоянной (а =  c o m t;  ам п ли туда  во зб у ж д аю щ ей  
силы проп орцион альн а  к в а д р а ту  ч астоты ), то минимумы кривых, 
ограничиваю щ и х области  5**  практически д л я  всех i находятся  
примерно на одном уровне с минимумом области  п о л о ж и тел ь ­
ности. Это означает, что д л я  исключения возм ож н ости  появления 
субгарм онических резонансов  необходимо обеспечивать такое  р а с ­
сеяние при зад ан н ы х  ам плитуде  вибросм ещ ени я  и за зо р е  А, при 
которых выход на ж естокий участок  х ар актер и сти ки  вообщ е был 
бы исклю чен на любой частоте, вклю чая  резонансную  частоту.

И з  практики ж е  известно, что с увеличением частоты  ам п л и ту ­
д а  вибраций основания а падает. В технических условиях  на ис­
пы тание ам орти заторов  обычно зад ается ,  что ам п ли туда  ви бросм е­
щ ения меняется  обратно пропорционально частоте  (ам плитуда  
во зб у ж д аю щ ей  силы  п р о п о р ц и о н альн а  ч а с т о т е ) .

В этом случае, д а ж е  вы ходя на ж есткий  уч асток  х а р а к т е р и с т и ­
ки при основном движ ении (t =  1 ), в связи  с п адением  амплитуд  
вибросм ещ ения  по частоте, п оп адани е  в области  S * *  м о ж ет  быть 
исключено, если обеспечено соответствую щ ее д ем п ф и р о ван и е  на
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упругом участке  х ар актеристики . Тем более это прощ е обеспечить 
в случае постоянства ам плитуды  во зб у ж д аю щ ей  силы по частоте. 
Таким образом,  появляю тся  условия исключения возмож ности 
появления  субгармонических резонансов при использовании о г р а ­
ничителя, как  средства  облегчения перехода через основной р е зо ­
нанс.

Н еобходим о отметить, что введение рассеян ия  только  на ж е с т ­
ком участке  характеристики  (при ударе)  не исклю чает во зм о ж н о ­
сти п оявл ен и я  субгарм они ческих  резонансов при любом законе 
изменения ам плитуд  по частоте.
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