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Вибрационная прочность и надежность авиационных двигателей

В. П. ИВАНОВ, Н. Д.  СТЕПАНЕНКО

К ВО П РО СУ ОБ О П Р Е Д Е Л Е Н И И  
СП ЕК ТРО В СО БСТВЕН Н Ы Х ФОРМ  

И ЧАСТОТ ЛО П АТО К ТУРБОМ АШ ИН

У современных турбом аш и н  зн ачи тельн ая  часть  сп ек тра  соб ­
ственных частот  л о п ато к  расп о л агается  в д и ап азо н е  частот  воз­
буждения, где вероятно появление в о зб у ж д аю щ и х  сил высокой 
интенсивности. Об этом свидетельствую т ф акты  высокочастотны х 
усталостных р азруш ен ий  л о п ато к  при доводке  и э к сп л у атац и и  га­
зотурбинных двигателей.

А н али зи руя  причины д еф ектов  этого рода, а т а к ж е  р а з р а б а ­
ты вая м ероприятия  по борьбе с ними, необходимо четко ори ен ­
тироваться  в спектре собственных форм и частот.

К  сож алени ю , чисто теоретические методы в н асто ящ ее  время 
пс могут явл яться  той базой, на основе которой с необходимой 
достоверностью м ож но определить полный спектр собственных 
форм и частот  лопаток, соответствую щ ий зад ан н ой  полосе частот 
возбуж дения. В связи  с этим приходится о тд а в а ть  предпочтение 
эксперим ентальны м  методам.

О днако  использование  чисто эксперим ентальны х методов не 
исключает возм ож н ости  существенных, а порой принци пиальны х 
ошибок, главны м и причинами которы х являю тся :

1) бо льш ая  вероятность полигармонического  состава  в о з б у ж ­
даю щ ей силы. Это м ож ет  привести к  ош ибочному вклю чению  в 
задан ны й д и ап азо н  частот во зб у ж д ен и я  «лож ных» собственных 
движений;

2) вер о ятн ая  ортогональность во зб у ж д ен и я  к р яду  собствен­
ных движ ени й  лопаток. Это м ож ет  повлечь за  собой их пропуск;

3) в спектр собственных дви ж ен и й  л о п ато к  могут быть ош и ­
бочно вклю чены собственные д ви ж ен и я  системы « л о п атка— вибро- 
стенд».



В связи с этим р а зр а б о тк а  рекомендаций, которые при прове­
дении эксперим ента  облегчили бы ориентацию в спектре собст­
венных движ ени й  лопатки, представляет  определенный практиче­
ский интерес.

Н аи более  систематической, на наш  взгляд, попыткой, пред­
принятой в этом направлении, явл яется  работа  Гринстеда*. Она 
явилась  результатом  обработки , а н а л и за  и обобщ ения большого 
количества эксперим ентальны х м атери алов  по определению 
спектров узловы х линий и частот д ля  различного  рода пластин, 
в том числе и лоп аток  турбом аш ин.

В настоящ ей  работе  сделан а  попытка подойти к вопросам 
класси ф и к ац и и  собственных движ ени й  лоп аток  с других пози­
ций.

I. К Л А С С И Ф И К А Ц И Я  С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  Д В И Ж Е Н И Й  П Р Я М Ы Х  С Т Е Р Ж Н Е Й

П од прям ы м  стерж нем  будем понимать упругую и прямую  
линию с распределенной по длине массой.

Всю совокупность соб-Ч

/
ЭЕ

■1,

ственных движ ени и  сте ­
рж н я  мож но подраздели ть  
на три класса  — по числу 
измерений пространства  
(фиг. 1).

К  кл ассу  X  относятся
продольны е колебания
стерж ня. К классу  У изгиб- 

- /  • ные колебан и я  стерж н я  в
плоскости У ОХ. К  классу  Z 

у изгибные колебания  в пло­
скости ZO X.

Фиг. 1. Стержень. Система координат. g  случае  прямого  стер­
ж н я  движ ени я , относящ иеся 

к различны м  классам , ортогональны  геометрически и поэтому 
могут рассм атр и ваться  изолированно.

а) И зги б н ы е  к о л е б а н и я  свободного  прям ого  стержня. К лассы  
У и Z  качественно идентичны, поэтом у остановимся только  на 
рассмотрении собственных движ ений класса  У.

П ервы м  собственным движ ени ем  этого к л асса  явл яется  по­
ступательное перемещ ение стерж н я  в нап равлени и  оси У. Ему 
соответствует нулевая  собственная частота. Вторы м собственным 
движ ением , т а к ж е  имею щ им нулевую частоту, является  поворот 
его вокруг центра тяж ести  в плоскости У О Х ■ Третье  собственное 
движ ени е  у ж е  соп ровож дается  д еф орм аци ей  связей  и частота 
его отлична от нуля. Ф орма колебаний имеет три пучности и два  
узла . Ч етвертое собственное дви ж ен и е  имеет четыре пучности и

* G r i n s  t e d  В., Nodal Rattern analysis, Pros. AIM E, 1952, v. 166, № 3'
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||>п узла при более высокой частоте и т. д. Н ом ер собственного 
т ш ж е н и я  соответствует числу пучностей его.

К аж д о м у  собственному движ ени ю  стерж н я  соответствует м и­
нимальная эк ви вал ен тн ая  модель с дискретны м и м ассам и , позво ­
л я ю щ а я  качественно описать этот вид движ ени я .

М инимальной эквивалентной  моделью первого собственного 
движения будет одна дискретная  масса, м оделью  второго — две 
ввязанны х дискретны х массы, м оделью третьего — три упруго 
ввязанны х дискретны х массы и т. д.

М ин им альная  экви вал ен тн ая  модель данного  собственного 
движения пригодна д л я  качественного описания веех преды дущ их 
(во частоте) собственных движ ени й  данного  класса , поскольку 

ома о б лад ает  необходимым числом степеней свободы (м асс) ,  но 
во отношению к ним у ж е  не будет минимальной.

Очевидно, что если определено собственное д ви ж ен и е  данного 
м а с с а ,  описываемое минимальной  эквивалентной  моделью  с д и с­
кретными м ассам и , то на отрезке  частот от 0 до Р к, где Р к — ч а ­
стота дан ного  собственного дви ж ен и я ,  д о лж н о  р асп о л а га ть с я  К — I 
собственных частот  (вклю чая  нулевы е) ,  соответствую щ их более 
простым собственным д ви ж ен и ям  этого класса .

При монотонном изменении п ар ам етр о в  сечений по длине 
стерж ня зависимость собственных частот его от соответствую щ их 
Номеров представляется  плавной кривой с первой и второй поло­
жительными производными.

б) Вариант ы за к р е п л е н и я  стержня, п о луч ен н ы е  налож ением  
элемент арны х связей  на р а зн ы е  точки его. Э л ем ен тар н ая  связь 
данного класса  исклю чает  возм ож ность  перем ещ ения  точки, к  ко­
торой она при лож ена , в направлени и , соответствую щ ем д ан ном у 
классу.

Н алож ен и е  элем ентарной  связи  эквивалентно  неограниченно­
му увеличению элем ентарной  точечной массы, к которой она п ри ­
ложена. П оэтом у н ал о ж ен и е  на стерж ень одной дополнительной 
элементарной связи, независим о  от того, в какой  точке она при­
лож ена, м ож ет  только понизить частоты собственных движ ени й  
п.пи оставить некоторые из них без изменения. О дна дополнитель­
ная э л ем ен тар н ая  связь  сн и ж ает  до нуля  м иним альную  собст­
венную частоту (из числа отличных от ну л я ) .  Если предполож ить , 
вто точка, на которую н ал о ж ен а  эл ем ен тар н ая  связь, всегда со­
ответствует пучности с бесконечно малой амплитудой п ерем ещ е­
ний, то собственные д ви ж ен и я  стерж н я  с лю бы ми в ар и ан там и  з а ­
крепления могут быть описаны теми ж е  эквивалентны м и м оделя­
ми, что и собственные д ви ж ен и я  свободного стерж ня.

Н а  фиг. 2 представлены  собственные д ви ж ен и я  прямого  с т е р ж ­
ня с различны м и в ар и ан там и  н ал о ж ен и я  связей. В столбце 
таблицы внесены качественно одинаковы е собственные движ ени я , 
т. е. такие, которым соответствуют м иним альны е эквивалентны е 
модели с одним и тем ж е  числом дискретны х масс. Этим д в и ж е ­
ниям, несмотря на р азличие  в закреп лен иях , соответствует равное
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число м аксим ум ов  н ап ряж ений . З ащ ем л ен и е  эквивалентно  д о с т а ­
точно бли зком у располож ению  двух элем ен тарн ы х  связей.

Д л я  облегчения исследования  нумерацию* собственных д ви ж е  
ний стер ж н я  с тем или иным закреп лен ием  м ож н о  вести, исклю 
чив собственные дви ж ен и я  с нулевыми частотами . Тогда номер 
собственного д ви ж ен и я  м ож ет  быть определен к а к  т  =  к — f,  гд( 
f  — число элем ентарны х  связей , налож ен н ы х  на свободный стер 
жень.

, к
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Фиг. 2. Собственные движения стержней при различных граничных условиях 
и соответствующие им эквивалентные минимальные модели.

в) Собственные движ ения  д р у г и х  к ла ссо в  и п о л н ы й  спектр 
собственных частот и движ ений прям ого  стержня. Д в и ж е н и я  к л а с  
са Z, к а к  у ж е  отмечалось, качественно идентичны движ ениях 
класса  У. К классу  X  относятся продольны е перем ещ ен ия  и ко- 
л еб ан и я  стерж ня. К а к  и в преды дущ ем  случае, к а ж д о м у  собст- 
венному движ ени ю  класса  X  будет соответствовать  минимальна? 
экви вал ен тн ая  модель, м асса  которой св я за н а  упругими э л ем ен та ­
ми, ориентированны м и в н ап равлени и  оси X. К ачествен н ая  сторо- 
на вопроса остается  прежней.

I I .  К Л А С С И Ф И К А Ц И Я  С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  Д В И Ж Е Н И Й  
П Р Я М О У Г О Л Ь Н О Й  П Л А С Т И Н К И  постоянной толщины

Всю совокупность собственны х движ ени й  пластинки  п о д р аз­
делим  на три класса  —  по числу измерений пространства . В п р я ­
моугольной системе координ ат  (фиг. 3) — это классы  X, У, Z  

У прям оугольной плоской пластинки  собственные движения 
различны х классов  ортогональны  геометрически, поэтому движе- 
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Пия различны х классов м ож но рассм атр и вать  изолированно . Н а ­
ибольший практический интерес представляю т  изгибны е к о л е б а ­
н и я  класса  Z.

Главной задачей  при теоретическом и эксперим ентальном  ис­
следовании колебаний п ластинок  яв л яется  определение и при­
в е д е н и е  в соответствие собственных форм и частот.

Ф ормы свободных изгибных колебаний плоской пластинки
класса Z  описываю тся уравнением:

д т  0 (9W d*W
дх* +  дх*ду* "*■ ду*

—  k * W  =  О,

где W  (х , у)  — смещение точек 
срединной поверхности в на­
правлении оси Z.

E h 3
здесь D  =  " j2 (1 _ |JL2) ц и ли н­
дрическая  ж есткость; 

у — весовая  плотность матери­
ала пластинки; 

h  — толщ ин а пластинки ;
Е  —модуль упругости  1-го рода; 
р.— коэффициент П уассона;
Р  — собственная частота.

И звестно, что точное реш ение этого уравнени я , п озволяю щ ее 
построить весь спектр собственных движ ений, м ож ет  быть получе­
но только д л я  случая  ш арнирного  закр еп лен и я  дву х  противопо­
лож н ы х сторон. Н о  наи больш ий интерес п р ед ставл яет  случай  с 
пластинкой, защ ем лен н ой  одним краем .

В то ж е  время, если упругие свойства пластинки  ослабить 
соответствующ им образом , точное решение м ож ет  быть получено 
для  любого в ар и ан та  закр еп лен и я  сторон.

а) Гипотетическая пластинка. Т акой  гипотетической моделью 
пластинки постоянной толщ ины  м ож ет  быть конструкция, состоя­
щ ая  из достаточно больш ого ч исла в заим н о  перпендикулярны х 
стерж ней равного  сечения, осевые линии которы х располож ен ы  на 
срединной поверхности, а в точках  пересечения их осущ ествлена 
ш арн и рн ая  связь, доп у ск аю щ ая  свободный поворот элементов 
стерж ней к а к  в плоскостях, п ар ал л ель н ы х  X O Z ,  т а к  и в плоскостях, 
параллельн ы х  V O Z .  О сущ ествление связи  ли ш ь  в точках  пересече­
ния осевых линий позволяет  предполож ить, что р =  0. О сущ ествле­

нии/ „
ние ж е  только  ш арн ирны х связей позволяет  считать, что 2 — О-

Формы и частота свободных колебаний такой гипотетической 
пластинки опишутся уравнением:
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Фиг. 3. Прямоугольная пластинка. 
Система координат.



a w .  a w ,
■Л*Г* =  0,d x 4 ' dy*-

где  li7* (x, г/) — смещение точек  гипотетической пластинки  в на­
правлении оси z,

12тР*2 .k 4 =
£А* g

Р * — собственная частота гипотетической пластинки .
Р еш ен и е  этого уравнени я  д ля  лю бого  ва р и а н т а  закр еп лен и я  

прямоугольной гипотетической пластинки м ож ет  быть представ-:  
лено в виде:

W * — X uK(x) vL (y),
к ,  L  =  1

где «в (*) и У ь (у )— собственные формы изолированных взаимно­
п ерпендикулярны х стерж ней, со ставл яю щ и х  
гипотетическую  п ластинку , при граничны х у с ­
ловиях , соответствую щ их характеру  закреп­
л ен и я  сторон.

П олны й ж е спектр собственных частот  ее оп р ед ел яется  из
Р»2 _  D2 I D2
r K X L  ~  Г к Т г 1 '

где Р к и P l  — собственные частоты соответствую щ их стерж ней .
П олны й спектр собственных форм и частот  м о ж ет  быть по­

строен по спектру собственных форм и частот со ставл яю щ и х  
стерж ней.

J.V
i s c i J

ли___ _4Ц_ iV

Ф иг. 4. Спектр собственных форм свободной гипотетической пластинки 
и соответствующие минимальные эквивалентные модели.
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К а к  следует  из реш ения уравнени я , у зловы е линии, с о о т в е т с т - • 
вую щ ие лю бы м  ф о р м ам  колебаний независим о от граничны х ус­
ловий, п ред ставляю тся  прям ы м и линиями, перп ен ди кулярны м и 
сторонам пластинки.

Н а  фиг. 4 п редставлен  спектр собственных форм (узловы х 
линий) свободной гипотетической пластинки.

В случае  п рям ого  стерж н я  лю бое собственное дви ж ен и е  дан- 
ного класса  качественно хар актер и зу ется  одним числом. Д л я  к а - : 
чественного ж е  о х а р ак тер и зо в ан и я  лю бого  собственного д в и ж е ­
ния класса  Z  пластинки  требую тся  два  числа.

Н ум ерац и ю  собственных д ви ж ен и й  м ож но вести по соответ­
ствую щ ей нум ерации собственных дви ж ен и й  стержней, со ставл я ­
ю щ их это движ ение.

Например: движ ени е  К х Ь  с собственной частотой P kal  (фиг. 4), 
где k  — номер собственного д ви ж ен и я  (зклю чая  нулевые), стерж н я ,  \ 

параллельного оси X;
L  — номер собственного д ви ж ен и я  с т ер ж н я  (вклю чая нулевые), 

параллельного оси Y.
В каж до й  области  данного  собственного д ви ж ен и я  гипотети­

ческой пластинки, ограниченной узловы ми линиям и и ее к о н ту -J 
ром, м ож но расп олож и ть  по одной дискретной  массе, к которой ’ 
приведена вся р асп р ед ел ен н ая  м асса  о бласти  и тем сам ы м  постро- ] 
ить миним альную  эквивалентную  модель. Н а  фиг. 4 приведены 
эти м и н им альны е эк ви вален тн ы е  модели д ля  свободной пластин-': 
ки. Ч исло  масс  м ин им альной  экви вален тн ой  модели дан ного  соб-^ 
ственного движ ени я , равное  I \ X L ,  соответствует м иним альном у 
числу степеней свободы, необходимому д л я  качественной р е а л и ­
заци и этого  движ ени я .

О пи рание  какого-либо к р а я  пластинки м ож ет  быть п р ед став ­
лено к а к  неограниченное увеличение элем ен тарн ы х  концевых масс 
составляю щ и х  стерж ней, перпендикулярны х этом у краю. З а щ е м ­
л е н и е — к ак  неограниченное увеличение двух концевых э л е м е н т а р -1 
ных масс, располож ен ны х достаточно близко  и т. д. Это д ае т  
возм ож н ость  построить единую кл ассиф икацию  собственных дви-. 
ж ений пластинки.

Н а  фиг. 5 приведена еди ная  кл асси ф и кац и я  собственных д в и ­
ж ений гипотетической пластинки с различны м и вар и ан там и  за - '  
к реп лен ия  краев . Собственны е дви ж ен и я ,  которым при различ ны х  
в а р и а н т а х  закреп лен и я  соответствуют одинаковы е сочетани я  чи­
сел К  и L  качественно равнозначны .

Н ал о ж е н и е  одной элем ентарной  распределенной связи  на 
край  пластинки отнимает у каж до го  из составляю щ их стерж ней, 
п ер п ен ди кулярн ы х»этом у  краю , одну степень свободы. П о ско л ь ­
ку пластинка  содерж ит  в себе неограниченное число т аки х  стер­
жней, то н ал о ж ен и е  этой связи  д ел а е т  н евозм ож ны м  проявление 
неограниченно больш ого числа собственных движ ени й  опреде­
ленной категории. Н а  фиг. 5 столбцы  и строки, относящ иеся  к 
этим категориям  движ ени й , оставлены  свободными. П ереход  от
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данного вида закреп лен и я  пластинки к более ж естком у  (с боль­
шим числом эл ем ентарны х  распределен ны х связей) влечет за  
собой падение  частот собственных движ ений, имею щ их те ж е  з н а ­
чения К  и L  в единой классиф икации .

В тех случаях , когда р ассм атр и ваю тся  пластинки задан ного  
вида закреп лен ия , нумерацию  собственных движ ени й  удобнее вес­
ти, исклю чив те виды дви ж ен и я ,  которые производиться  не могут, 
т е. вычтя соответствую щ ее число степеней свободы. Т а к  д л я  кон­
сольной пластинки, защ ем ленн ой  по краю, п ар ал л ель н о м у  оси У, 
нумерация будет: т Х п ,  где т  = к — 2 и n = L ;  д ля  пластинки, з а ­
щ емленной по двум см еж ны м  сторонам: т х л ,  где т = к — 2 и 
и = L — 2 и т. д.

И з форм улы  д ля  частот гипоФетической пластинки, имеющей 
то или иное закреп лен ие , следует: если определено дан ное  собст­
венное движ ение, т. е. определены числа К  и L, соответствую щ ие 
ему, и найдена собственная частота его, то на отрезке  частот от 
пуля до данной частоты д о лж н о  расп о л агаться  не менее, чем 
/ \ Х Т  собственных частот (вклю чая  нулевы е),  соответствующ их 
более простым движ ениям .

С толбец  K — i и строка  L ~ j ,  соот­
ветствую щие данной форме, д ел ят  
т абли ц у  форм на квад р ан ты  (фиг. 6).
Ч астоты  форм, располож ен ны х в I 
квадран те ,  вклю чая  п ри м ы каю щ ие к 
нему заш три хован н ы е  клетки, всегда 
меньше, а частоты форм, р а с п о л о ж е н ­

ных в I I I  квадран те , вклю чая  п ри м ы ­
к аю щ и е  к нему заш тр и х о ван н ы е  кл ет ­
ки, всегда больш е данной собствен­
ной частоты. Ч астоты  форм, р а сп о л о ­
ж енны х во II и IV к вад р ан тах ,  
могут быть меньш йми, больш ими и, 
в частности, равны м и частоте Ры у.
К онкретно это зависи т  от соотнош е­
ния р азм ер о в  пластинки.

Таким образом , любое собственное движ ени е  гипотетической 
прямоугольной пластинки постоянной толщ ины м ож ет  быть к а ­
чественно о х арактери зован о  д в у м я  числами, а приведение в соот­
ветствие этих чисел и частот позволяет  д ел ать  определенные 
заклю чен и я  о полноте спектра собственных движ ений, соответст­
вующ его дан ном у  д и ап азон у  частот.

С овокупность частот собственных движ ений, располож енную  
в к-то'м столбце, будем именовать У и семейством (Уm семейством), 
а совокупность форм в L-той строке — Х ь  семейством (X l  -се­
м ейством). Ф ормы, расп олож ен ны е в д иагоналях , крайними из 
которых являю тся  формы  k  х  1 (т X 1) и 1 X L (1 х п ) ,  определим как  
[X  У)х,= к -семейства.

* 1 2 л 4 /#/ 11*2
1 ф 1 _
2 г Ух 1 :

//
3 \

У /
КГ4

У I P

г- щ ''Л / / /

Фиг. 6. Квадранты таблицы 
форм.
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б) Р е а л ь н а я  п р я м о у г о ль н а я  пластинка постоянной толщины. 
Гипотетическая  п ластинка  отличается  от реальной  устранением 
определенных упругих связей. Если теперь эти с зя зи  вновь плавно 
н алож и ть , то тем сам ы м  будет обеспечен плавны й переход от ги­
потетической пластинки к реальной.

В процессе перехода к а ж д о м у  собственному движ ению  п л а с ­
тинки будет соответствовать  строго определенный эк ви вал ен т  из 
неограниченного числа собственных движ ени й  гипотетической 
пластинки, хотя формы  колебаний и частоты у них могут опреде­
ленны м о б р азо м  отличаться.

Т аки м  образом , спектр собственных движ ени й  гипотетической 
пластинки определяет  полный спектр собственных движ ени й  ре­
альной.

К а ж д о е  собственное дви ж ен и е  реальной пластинки качествен­
но м ож ет  быть о х ар ак тер и зо в ан о  д ву м я  числами, номер его будет 
определяться  номером соответствую щ его собственного движ ени я 
гипотетической пластинки. Ф орму колебаний гипотетической п л а ­
стинки с тем ж е  номером, что и у реальной  будем именовать 
исходной формой колебания.

П ри переходе от гипотетической пластинки к реальной после­
довательность  в изменении собственных частот соответствующ их 
семейств собственных движ ени й  X l  и  Y k наруш иться не может, 
поэтому общие частотные свойства табли ц ы  форм, определенные 
д ля  гипотетической пластинки, сохраняться  и д л я  реальной.

I I I .  П Р И Н Ц И П  С О Х Р А Н Е Н И Я  С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  Д В И Ж Е Н И Й

К ласси ф и кац и я  собственных движ ений, построенная д ля  п ря ­
моугольных пластинок постоянного сечения, м ож ет  быть перене­
сена на плоские пластинки  лю бой геометрической ф ормы, если 
воспользоваться  принципом сохранени я  собственных движений, 
который сф орм ули руем  следую щ им  образом:

если д л я  л'ю бой м атери альн ой  плоской пластинки определен ; 
полный спектр собственных движений, то при произвольном из- ■ 
менении распределен ия  толщ ины, формы  в плане и граничных : 
условий ее, к а ж д о м у  собственному движ ени ю  пластинки первона- ] 
чальной конфигурации будет соответствовать  единственное экви- 1 
валентное собственное движ ени е  в новой конфигурации, которое ? 
качественно м ож ет  быть о х арактери зован о  двум я  числами, р ас ­
ставленны м и в определенной последовательности.

С праведливость  этого принципа мож но показать , производя 
плавное изменение геометрии пластинки и следя  за  изменением 
собственных форм и частот ее.

П ри плавном  изменении геометрии пластинки собственные фор- : 
мы и частоты будут изм ен яться  плавно, без скачков , при этом 
имевш иеся собственные дви ж ен и я  не исчезнут, а новые не по- : 
явятся.

Т аким  образом , к а ж д о м у  собственному дви ж ен и ю  к л асса  Z  пло- ']
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ской пластинки и произвольной конфигурации будет соответство. 
вать  определенный экви вал ен т  из неограниченного числа собст ­
венных движ ений плоской прямоугольной пластинки постоянной 
толщ ины и, следовательно, определенный эк ви вален т  из н ео гр а ­
ниченного числа собственных движ ений гипотетической п л асти н ­
ки. П оэтом у номер каж дого  собственного д ви ж ен и я  пластинки 
произвольной конфигурации будем определять  номером соответ­
ствующего собственного д ви ж ен и я  гипотетической.

Систем а форм колебаний гипотетической по отношению к си­
стеме форм данной пластинки будет являться  системой исходных 
форм.

I V .  Ч А С Т О Т Н Ы Е  СВОЙСТВА Т А Б Л И Ц Ы  С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  Ф ОР М  К Л А С С А  Z.

Соотнош ения разм еров  лоп аток  таковы , что частотные свой­
ства таблиц ы  форм, определенны е д л я  гипотетической пластинки, 
остаю тся в силе.

Если определено дан ное  собственное движ ение, т. е. определены 
числа К { т )  и L ( n ) ,  соответствую щ ие ему, и н ай дена  собственная 
частота  его, то на отрезке  частот от нуля до дан ной  частоты 
д олж н о  расп о л агаться  не менее, чем K X L ( m X n )  собственнных 
частот, соответствую щ их более простым движ ени ям .

Столбец  и строка  табли ц ы  форм, относящ и еся  к д ан ном у 
собственному движ ению , д елят  табл и ц у  форм на четыре к в а д ­
ранта (см. фиг. 6). К а к  и д ля  гипотетической пластинки, в первом 
квад р ан те  и в п ри м ы каю щ их к нему заш три хован н ы х  граф ах  

столбца и строки частоты собственных движ ени й  ниж е данной, 
а в третьем и в при м ы каю щ их заш три хован ны х  гр а ф а х  выше.

У гипотетической пластинки частота  той или иной формы из 
числа располож ен ны х во II и IV к в ад р ан тах  могла быть меньшей, 
больш ей или р авн о й  д ан ной  частоте.

У реальной  пластинки с одной осью симметрии, которой в 
частности явл яется  консольная  прям оугольн ая  пластинка посто­
янной толщ ины, частоты двух движений, относящ ихся к симмет­
ричным семействам  ( m X l ,  т х 3, т Х 5 и т. д.) не могут принимать 
равны х значений из-за  связанности  деф орм ац и й  в двух взаимно 
перпендикулярны х нап равлени ях . В равной степени это относится 
и к частотам  кососимметричных семейств. (п Х 2, пХ4, п Х 6 и т .д .)  
Тогда к а к  две  собственные частоты, одна из которых относится к 
симметричному, а д р у га я  к кососимметричному семейству, могут 
приним ать при определенных условиях равны е значения. Таким 
образом , частоты тех или иных собственных движ ени й  сим м ет­
ричной пластинки из числа располож ен ны х во II и IV к вад р ан тах  
таблиц ы  форм могут приним ать  большие или меньшие значения, 
чем д ан н ая ,  равенство  ж е  данной частоты другой м ож ет  быть д о ­
стигнуто только  в том случае, если одна из них п р и н адл еж и т  сим ­
метричному, а вторая  кососимметричному семейству.
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V . РАСШИФРОВКА РИСУНКОВ УЗЛОВЫХ л и н и й

Ц елью  расш и ф ровки  рисунков узловы х линий явл яется  опре 
деление места  д ан н ого  собственного д ви ж ен и я  в табли ц е  форм 
о тр а ж а ю щ е й  полноту спектра  собственных дви ж ен и й  класса  Z 

Р и сун ок  узловы х линий л о п ато к  м ож ет  более или мене< 
существенно отли чаться  от рисунка исходных форм.

Ф иг. 7. Спектр собственных движений класса г консольной прямоугольной 
пластинки постоянной толщины.

Н а  фиг. 7 приведен полный спектр форм консольной п рям о­
угольной пластинки постоянного сечения на отрезке частот от 
О до 17500 гц.  Больш ин ство  собственных форм ее м ож ет  быть без 
труда  расш и ф рован о . О д н ако  некоторые из них сильно отличаю т­
ся от исходных форм. Главной  причиной этого яв л яется  близость 
частот двух собственных движ ени й  эквивалентной гипотетической 
пластинки. Эти собственные д ви ж ен и я  при тр ан сф орм ац и и  гипо­
тетической пластинки в реальную  перестаю т быть ортогональными, 
т. е. ортогональны е собственные движ ени я  гипотетической п л ас ­
тинки преобразую тся  в ортогональны е собственные движ ени я  
реальной.

Н а  фиг. 7 ф о р м а  3X3, о тн осящ аяся  к симметричному семей­
ству т Х 3, сильно и ск аж ен а ,  тогда  к ак  формы  2X 3 и 4 X 3  того 
ж е  семейства иск аж ен ы  слабо. Это и скаж ен и е  явл яется  следстви­
ем интерференции исходных форм 3X3 и 4X1. С целью  проверки 
рисунки узловы х линий могут быть получены графически  извест­
ным способом — сум м ированием  соответствующ их исходных форм 
в ф а зе  и противоф азе  (фиг. 8 ) .  У зловы е линии проводятся  чере-< 
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области, где перем ещ ен ия  взаимно погаш аю тся  и р а зд ел я ю т  об­
ласти с удвоенным перемещ ением. Аналогичным путем м о ж ет  быть 
истолковано взаи м н ое  и скаж ение  симметричных 5 X 3  и 2 X 5  и 
кососимметричных форм 4X2 и 1X4. Н етрудно видеть, что интер­
ферирую щ ие формы  расп олагаю тся  по  отношению друг  к другу  
но II и IV кв а д р а н т а х  табл и ц ы  форм и имеют сравнительно б ли з­
кие частоты. О д н ако  появление таких  искаж ен н ы х  ф орм  нельзя  
рассм атри вать  как  р езу л ьтат  простого слож ения  двух  независи­
мых движ ени й  с бли зки м и частотами — это, к а к  отмечалось, пре­
о б разован и е  собственных д в и ж е ­
ний гипотетической пластинки  в 
собственные д в и ж ен и я  р е а л ь ­
ной, соп ровож даю щ ееся  изме­
нением и р а зд в и ж к о й  частот.

Д л я  появления  и скаж енны х  
форм необходима б ли зость  ч ас ­
тот и возм ож н ость  связанности  
исходных форм. Е сли  частоты 
достаточно д алеки , то и с к а ж е ­
ние будет слабы м . Е сли  ж е  ч ас ­
тоты близки, но связан н ость  от­
сутствует, то и ск аж ен и е  не по­
явится. Н ап р и м ер  ф орм ы  3X2 
н 2X 3 (фиг. 7) имею т весьма 
близкие частоты, но взаим ное 
искаж ение  их отсутствует, т. к. эти ф орм ы  ортогон альны  у ж е  в 
силу симметрии пластины  и переход от гипотетической и р е а л ь ­
ной пластины интерф еренции не вызовет. Д л я  того, чтобы п ояви ­
л ась  связанность  этих движ ений, нуж но вести асимметрию .

Ч а щ е  всего и ск а ­
ж ен ие  и с х о д н ы х  
форм происходит по 
пути объединения 
пучностей, имеющих 
один зн а к  перем е­
щений и п р и м ы к аю ­
щих к точке пересе­
чения узловы х л и ­
ний н а  исходной 
форме- 

Очевидно, что в 
этом -случае в ер о ят ­

но проявление  различны х вари ан тов  объединения, но их число ог­
раничено. К а к  нап рим ер , фиг. 9 представлены  различны е в а р и а н ­
ты возм ож н ого  проявления  формы  2 X 3  и 3 X 2 .  К акой  именно в а ­
риан т  проявится  — зависи т  от геометрических соотношений п л а ­
стины. К ак  правило, общ ее число пучностей после их объединения 
соответствует номеру диагонали , в которой расп о л агается  д ан н а я
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Фиг. 9. Искажение исходных форм путем 
объединения пучностей с одним знаком. 
а)  форма 2 x 3 ; б) форма 3X 2.
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Фиг. 8. Построение рисунка узловых 
линий ортогональных форм по 

рисунку исходных форм.
а ) исходны е формы ; б) о ртогон альн ы е 

формы.



ф орм а в таблице. П ри затрудн ен и ях  в расш и ф ровке  это свойство 
м ож ет  быть использовано — число пучностей определяет  д и а г о ­
н аль  таблицы . М есто ж е  формы  в д и агон али  м о ж ет  быть опреде­
лено путем исклю чения (другие формы  данной диагон али  п рояви ­
лись четко) или при построении частотных кривых.

О дн ако  число пучностей не всегда соответствует номеру д и ­
агонали. В частности, как  правило, в тех случаях , когда пучность

Фиг. 10. Спектр собственных форм и частот консольной симметричной 
трапециевидной пластинки постоянной толщины.

, Фиг. 11. Спектр собственных форм и частот консольной 
асимметричной трапециевидной пластинки постоянной толщины.
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не имеет выхода на границ у  (зам кн у тая  область)  общ ее число 
пучностей будет на единицу больш им, чем номер диагон али ,  в ко­
торой эта  ф орм а располагается .  Н апри м ер , ф орм а 5X3 на фиг. 7.

В озм ож н ы  и другие  исклю чения, но расш и ф р о вк а  этих соб­
ственных движ ени й  не вы зы вает  особых затруднений, если поло­
ж ен ие  ряда  форм у ж е  определено.

Фиг. 12. Спектр собственных форм и частот лопаток двух 
модификаций III ст. компрессора.
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Фиг. 13. Спектр собственных форм и частот лопаток двух 
модификаций X ст. компрессора.

Н а  фиг. 10— 13 в качестве  прим ера  приведены спектры соб 
ственных движ ений класса  Z  плоских защ ем лен н ы х  трап ец и еви д­
ных пластинок постоянной толщ ины  и ком прессорных лопаток. 
Здесь  ж е  представлены  частотные кривые Хп семейств.

Т абли ц а  форм определяет  полноту спектра собственных д в и ­
ж ений класса  Z. П омимо собственных дви ж ен и й  этого класса  
возм ож н ы  собственные д ви ж ен и я  классов X  и Y. К  классу  X  пре­
ж д е  всего относятся продольные колебания  пластины  в н а п р а в ­
лении оси X,  а к классу  У — продольные в н ап равлени и  оси Y  и

55



изгибные ко лебания  в плоскости максимально й жесткости.  Д л я  
пластины с плоской срединной поверхностью собственные д в и ж е ­
ния различ ных  классов  всегда независимы.

Ре а л ь н ы е  ж е  лопатки имеют обычно зак рученную и изогнутую 
срединную поверхность.  Это влечет за  собой появление  с в я з а н ­
ности собственных дв иж ени й разл ичных  классов,  что в свою оче­
редь м ож ет  привести к к а ж у щ е м у с я  появлению дополнительных 
собственных движ ени й кл асса  Z  с рисунком узловых линий, н а ­
поминающим рисунок одной из ра сш и фро ван ны х  у ж е  форм это­
го класса.  К а к  по к азы вает  опыт, в д иа па зо н частот,  п р ед ста в л я ­
ющий практический интерес,  попада ет  первая  изги бная  форма  
колебаний в плоскости м акс им альн ой жесткости.  Не  исключено 
такж е,  что сильная  изогнутость и закрученность  срединной по­
верхности приведет к существенному снижению низших собствен­
ных частот продольных колебаний классов X  и У. Это т а к ж е  при­
ведет к появлению на за дан н ом  отрезке  частот дополнительных 
собственных движен ий  помимо тех, которые описываются  т а б л и ­
цей форм кл асса  Z. Поск ол ьк у  эти частоты ле жа т ,  ка к  правило,  
вне интересующего нас д и ап азо н а  частот,  то кла ссиф ик аци ю соб­
ственных движен ий  удобнее вести, ра с с м ат р и в а я  дв иж ен и е  только 
кл асса  Z, имея  в виду возмож но сть  появления,  ка к  исключение,  
дополнительных движений,  частоты которых могут быть ориен­
тировочно оценены при бл иж енн ым  расчетом.


