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ДВА ВИДА ДВ И Ж ЕН И Я  СОО СН Ы Х К О С М И ЧЕ С КИ Х  

АП П АРАТО В П ЕРЕМ ЕН НО Й  М А С С Ы

Соосные космические аппараты (КА) представляю т собой весьма распространенный 

класс [1, 2. 3]. Описание движения КА с двойным вращением можно проводить на основе м е­

ханической системы соосных тел. При соверш ении активных маневров соосного КА с то р ­

мозной двигательной установкой (ТДУ) происходит изменение его инерционно-массовы х па­

раметров, поэтому описание пространственного движения соосных тел переменной массы 

представляет собой важную практическую  задачу.

Уравнения движения системы соосных тел переменной массой получены в работе [3] 

и имеют следующий вид:

где B (t)  -  C ( t ) ~  A (t)  ,C ( t )  -  C 2 +  С , ( f ) ,  A (t)  -  A 2 + Д , ( / ) ;  А. и С, экваториальны й и

продольный моменты инерции тела /, вычисленны е в связанной с телом  системе координат 

(для тела 2 -  Охуг, для тела 1 -  Ox'y'z',)\ М 6 - момент внутреннего взаимодействия тел.

Следует отметить, что за полюс О, вокруг которого рассматривается пространственное 

движение, выбрана точка, совпадающ ая с начальным полож ением центра масс системы  тел. 

Тела системы могут вращаться относительно друг друга лиш ь в направлении общ ей продоль­

ной оси. Угол и скорость относительного закручивания тел обозначим , соответственно, как S  

и <т, причем а  = S

Добавим к динамическим уравнениям (1) и (2) следую щ ие кинем атические уравнения: 

у = psin^? + qzostp, \j/ = —-— (р cos sirup),

(a ( 0  -  m p c  ( t ) ) p  + B { t) q r  + C 1(t)q < j = 0, 

U ( ‘ ) ~  m p l  ( t ) ) q - B ( t ) p r - C l ( t ) p c r  = 0, ( 1)
C 2r  + C l ( t) ( r  + & ) = 0, 

C x( t ) { r  + & ) = M S . (2 )

CO S/

sin / ,  ч
(P = r \pcos(p  -  qs\r\ (p)y 8  =  0

cos /

(3)
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Будем полагать, что масса, продольны е и поперечны е моменты инерции убы ваю т по 

линейном у закону:

А  = c o n st, С  = c o n s t , Л2 =  c o n s t, С 2 = co n st, 

где т, - начальная м асса тела ;; v - секундны й расход массы; А : , С, А1Л, C llt - величины эк­

ваториальны х и продольны х м оментов инерции тел, соответствую щ ие началу и концу работы 

ТДУ; Г -врем я работы ТДУ ; А, С  -  коэффициенты  пропорциональности, связываю щ ие вели­

чины м оментов инерции тела 1 с его массой.

Если допустить, что м еж ду телам и присутствует м омент внутреннего взаимодействия 

M s ( t ) , то из уравнений ( 1) и (2 ) следую т следую щ ие квадратуры для продольных компонен­

тов угловы х скоростей:

Рассмотрим  случай, когда этот м омент отсутствует: Л /Д 1) = 0 ,  т.е. реализуется случай 

движ ения с пренебреж им о малым трением  и выклю ченным двигателем  раскрутки маховика- 

гиростата (одного из соосны х тел). В этом случае продольные компоненты угловых скоро­

стей будут постоянны : г = г0, а  = а 0 .

С изменением  массы координата центра масс системы является функцией времени, 

причем, как показано в [3], слагаемое m p ^(t)  можно исключить из уравнений ( 1) как величи­

ну вы сш его порядка малости

В уравнениях (1) от переменны х {р , q j  перейдем к переменным {G , F} типа “амплиту­

да-ф аза' с пом ощ ью  следую щ ей замены:

В новых переменны х (5) с учетом малых относительны х смещ ений центра масс первые два 

уравнения ( 1) прим ут вид:

m (t)  = m ] + m , - v t ,

A ,(I)  = A, = А ( т , -  v t ) ,  C ,( t)  =  С, =  C (m , - v t ) , (4)

p ( t )  =  G ( /) s in  F ( t) ,  q ( t )  =  G ( t ) c o s F ( t ) . (5)

(6)
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Реш ения уравнений (6) им ею т вид:

G = Lo, F(t) = s0 + cot + jut2, (7)

поэтому для экваториальных угловы х скоростей будут справедливы следую щ ие аналитиче- 

с кие зависимости:

p(/) = £0sin(s0 + [® + / / / ] / ) ,  q(l) = L0cos (se + [ffl + /if]/) .  (8)

Рассмотрим два возможных случая движения соосных тел, характеризую щ ихся совпа­

дением и различием знаков а  и /г

1) sgn а  = sgn ц ; 2) sgn со = - s g n ,/ / . (9)

Из кинематических уравнений (3) и зависимостей (8) следует, что дтя углов простран­

ственной ориентации системы в случае малых углов нотации и медленной скорости собст­

венного вращения справедливы следую щ ие соотношения: 

f  = L0s m (s 0 + [co + M t] t) ,  v> = A)Cos ( s 0 +  [ »  +  / / / ]  г). (Ю )

Из (10), во-первых, следует, что линеаризованны е уравнения для пространственных 

углов представляют собой неавтономную  систему, поэтому возможны пересечения ф азовы х 

траекторий (ФТ) в пространстве углов {у, ц/} и, во-вторых, так как функции sin(x) и cos(x) не 

могут одновременно равняться нулю, то не сущ ествует стационарны х положений углов (пре­

дельных при /-> о о  точек ФТ), соответствую щ их аттракторам динамической системы (10), 

под которыми понимаются множества точек, к которым притягиваю тся ФТ.

Проиллюстрируем последние замечания примерами фазовых портретов в пространст- 

ве {у, V) А™ обоих случаев (9). Н а рис.1 представлен соответствую щ ий первому случаю  фа­

зовый портрет, из которого видно, что ФТ скручиваю тся к некоторым предельным полож е­

ниям, отмеченным крестиками. Н а рис.2 представлен фазовый портрет системы во втором 

случае, из которого видно, что ФТ сначала раскручиваю тся из своих начальных точек, а затем 

скручиваются к весьма удаленным предельным положениям

При малых углах нутации 0  будет справедливо выражение 0 ! г  у 2 + i//2 , поэтому при­

веденный рисунок 1 дает весьма простую  геометрическую  интерпретацию  условия ум еньш е­

ния амплитуды колебаний угла нутации около своего предельного значения (“ конечная” то ч ­

ка ФТ) [3]: длина радиус-вектора, проведенного из начала координат фазового пространства в 

точку ФТ, соответствует величине угла нутации (рис.З).

Выполнение того или другого условия (9) определяется инерционно-массовы ми и ки­

нематическими параметрами системы  соосны х тел, что необходимо учитывать при проекти­
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ровании соосных КА переменной массы, выбирая способ разм ещ ения твердотопливны х паке­

тов торм озной двигательной установки и начальны е условия движ ения таким  образом, чтобы 

реализовы вался случай 1, обеспечиваю щ ий ум еньш ение амплитуды  нутационны х колебаний 

КА. Н апример, для получения одинаковы х знаков величин со и р  следует максимально увели­

чить конечное изменение величины экваториального м омента инерции ( 4  - 4 и )п о  сравне­

нию  с изменением продольного (О, -  С , . ) ,  т  е. наиболее выгоден случай выгорания ТДУ, 

представленны й на рис.4а, а наименее выгоден случай, соответствую щ ий рис. 46. (на рисун­

ке 4 ось z является продольной осью  ТДУ).

Рис. 1 Ф азовы й порт рет  сист емы  в случае совпадения знаков величин а и р

( а = 1 0 с ' ,  р ~ 2 . 5 с \  Lo=0.75 с ' . so=0.5 рад)

\ч>

0 6 -С. 4 -0.2

t

Р ис.2 Ф азовы й порт рет  сист емы  в случае несовпадения знаков величин а и р

( а  =10 с ' ,  р  = -2,5 с 2, L0=0. 75 с ' ,  so^ 0 .5  р а д )
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Рис.З Величина угла  нут ации как длина радиус-вект ора т очки Ф Т

состояние

(а) (о)

Начальное
состояние

Рис. 4 Д ва  случая вы работ ки т оплива в ТДУ
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