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ВВЕДЕНИЕ

1. Исходным понятием теории вероятностей является случайное 
событие -  событие, которое может произойти или не произойти при 
воспроизводимой совокупности условий опыта (испытания, наблюде­
ния). Например, появление орла при бросании монеты, выпадение 11 
очков при бросании двух игральных костей, попадание в поле допуска 
размера очередной детали с автоматической производственной линии, 
существенное улучшение состояния у группы больных после лечения 
определенным препаратом и т.д. Из перечисленных примеров видно, 
что каждое событие обладает некоторой степенью возможности. В 
примере с монетой и игральными костями сразу можно решить, что 
выпадение орла более возможно, чем выпадение 11 очков при броса­
нии двух игральных костей, а для анализа стабильности технологиче­
ского процесса или действия лекарственного препарата необходимо 
иметь фактические результаты наблюдений. С понятием случайного 
события связано другое фундаментальное понятие теории вероятно­
стей -  понятие случайной величины (СВ). Под случайной величиной 
понимается величина, которая в опыте с несколькими возможными 
исходами может принимать то или иное значение. Например, число 
очков при бросании игральной кости, частота появления «орла» в се­
рии повторных опытов с монетой, фактическое количественное значе­
ние параметра при контроле и испытаниях промышленной продукции, 
очередной результат в серии повторных измерений и т.д. Законом рас­
пределения случайной величины называется любое правило (функ­
ция), позволяющее однозначно определить вероятности возможных 
значений случайной величины. Наиболее просто обстоит дело, когда 
множество возможных значений случайной величины конечно либо 
счетно и может быть отождествлено с пространством событий. На­
пример, появление любого из чисел от «1» до «6» при бросании иг-

1
ральнои кости равновероятно с вероятностью р  = —; множество воз-

6
можных значений частоты появления «орла» при трех бросаниях моне­

5

ты составляет v = jo ;— ; l l  с вероятностями р(0) = р{\) = —.
( 3 3 J 8

1 2 3
Р( - )  = Р ( - )  = ~  ■3 3 8

Очень важную роль при анализе СВ играют ее числовые характе­
ристики, позволяющие определить ее положение на числовой оси, 
величину рассеивания -  степень случайности и форму рассеяния. 
Важнейшей числовой характеристикой СВ является ее среднее значе­
ние или математическое ожидание, определяемой как

i=1
Если под р(х)  понимать дискретное распределение единичной 

массы на тонком невесомом стержне, то среднее значение можно ин­
терпретировать как х -  координату центра масс такой системы. Рас­
сеивание СВ около своего среднего значения характеризуется диспер­

сией D[X] = M [ X - j U x ]2 = м [ х 2] - М2х = ^ Р к 4 - М 2х  ■
к

В механической интерпретации 1)[Х ] есть момент инерции 
стержня переменной плотности относительно перпендикулярной оси, 
проходящей через точку х = М [ X  ]. Для большей наглядности рассеи­
вание СВ характеризуют стандартным или средним квадратичным 
отклонением (СКО) а х = Щ х \ ,  которое имеет такую же размер­
ность, что и сама СВ. Для более детального описания СВ используют

0 М [ Х - и х  ]3 ^ M \ X - u x t  „
также асимметрию = ------------ гу-— и эксцесс г.,. = ------------ ^------ 3 .

( D [ X ] f 12 (D[X f
Для симметричного относительно р х  плотности распределения 
Sx = 0 , Л'„ > 0 . если распределение быстрее стремится к нулю слева 
от , и Sx < 0 -  если справа. Эксцесс характеризует рассеивание СВ 
около среднего значения по сравнению с нормальной СВ, у которой 
Ех=0. Из определения М\ Х  | и D [X]  вытекают их следующие свойст­
ва:
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-  среднее значение неслучайной величины а равно ей самой, 
М \а\ = а ;
-  для любой пары СВ X  и Y  и неслучайных чисел а и b 
М[аХ + bY] = аМ[Х] + Ъ М Щ ;
-  дисперсия неслучайной величины а равна нулю, D\a\ = 0 ;
-  для любой пары независимых СВ X  и Y  и неслучайных чисел 
а и b D[aX + bY] = a 2D[X] + b2D[Y],
2. Наиболее употребительными являются следующие виды дис­

кретных СВ. Гипергеометрическое распределение в наглядной интер­
претации представляет собой распределение числа черных шаров в 
случайной выборке или без возвращения из корзины (числа дефектных 
единиц при выборочном контроле партии штучной продукции). Это 
распределение совпадает с законом «Спортлото»

Qfl-k
Р { Х  = к} = —- — . где N  -  объем партии, D -  число дефектных еди-

CN
ниц, п -  объем выборки1. Среднее и дисперсия гипергеометрического 
распределения равны:

_nD 2 _ , d 3 { N - D )  , , ( Д ( Д - 1 )  D 2
N ’ х  1V2 JV(JV-l) N 2

Биномиальное распределение. Рассмотрим асимптотику при
У1

—  « 1 .  Разлагая биноминальные коэффициенты через факториалы,

CknCl~kD D\ (N  -  D)\n\ (N -п) \получим----------------- --------------------------------------------------
C nN k \ ( D - k ) \ ( n - k ) \ ( N - D - n  + k)\N\

Б ин ом и альн ы й  коэф ф и ц иент С™  =   — : — есть число различ им ы х  п ерестан овок т
т \ ( п - т ) \

красны х и п-т белы х ш аров. П ри  больш ом  количестве цветов п оли н ом иальн ы й  коэф ф и ц иент

о /  ч ( п 1 + п 2 + п з ) !оп ределяется  как К ( п j, / ь ,  Щ )  = ------------------------- .
И ] ! и 2 -и З-
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После группировки сомножителей и выделения С к , будем иметь

C kDC nN kD ^  D \ ( N - D ) \ ( N - n ) \
------------ = С „ ----------------------------------------- . Попарно сокращая факто-

с ;  { D - k ) \ { N - D - n  + k)\N\
риалы числителя и знаменателя, преобразуем последнее выражение к 
виду

к  п - к

ск D { D - l ) . X D ^ k  + l ) { N - D ) { N - D - l ) I { N - D - n  + k + l) 
N{N- l ) . . . {N-n  + l)
4------------------------------- V--------------------------------J

п = к + п - к

Откуда получаем асимптотику Р{Х = k } » C kqk( \ - q ) n~k , где 
Dq = —  « const.
N
В чистом виде биноминальное распределение возникает в выборке 

с возвращением, когда вероятность успеха каждого испытания не за­
висит от результатов других испытаний и является величиной посто­
янной.Числовые характеристики биномиального распределения име­
ют вид: \ix =nq; а 2х  =nq(\~q) .

В предельном случае, когда количество опытов п в испытаниях 
неограниченно возрастает, а вероятность успеха q неограниченно убы­
вает, но так, что их произведение nq имеет конечный предел:

lim nq = Л .
ft—» со 
g->0

Перепишем биномиальный закон в виде

к\ v п )  \ п  )  (п - к ) \ \

1 Л t !  й - m  (, X
= 'Tj'l 1 — — I Af П  —  I 1 - — Г •к\ V п )  т= 0  п V п J

Первые три сомножителя на основании второго замечательного

кпредела дадут  Л . Последний сомножитель при конечном к  стре-
к\

мится к 1. Логарифмируя оставшийся сомножитель, получим



^  о {л т Л 1 ^  ( к - \ ) к> Ы \  ~ —> т  = - ------   >0 .
I  п )  2 п

Таким образом, для распределения числа редких событий получа-
-1

см асимптотику в виде распределения Пуассона: Р{Х = к \ ~  Я .
к\

Помимо рассмотренного «предельного» случая, распределение 
Пуассона (распределение вероятностей редких событий) является од­
ним из фундаментальных результатов во многих других приложениях 
теории вероятностей (теория надежности, теория случайных процес­
сов и т.д.). У пуассоновской СВ среднее и дисперсия равны между 
собой: цх = а х = X.

3. Муавр, а позднее независимо от него Лаплас исследовали би­
номиальное распределение при больших п и установили приближен­
ную формулу (теорема Муавра-Лапласа):

(к-пд)
т  га

у ;  с ; у ”(1
0  2 n g ( l - g )

к=0 к=о ^ 2 m q ( \ - q )
m - n q

При этом дискретные точки нормированной СВ Z m =
j n q ( \ - q )

располагаются на числовой оси настолько тесно, что ряд в функции 
распределения можно заменить интегралом:

1 2   -1
~7Zi 1 ■Jmi't-q) i „е 1 г

%0^ 2 m q ( \ - q )  J b r  ’ Д у/пд(1 -  q ) ’

л/1 - Ч

а нижний предел в интеграле при больших п  можно положить 
равным -  со.

9

1 2
1 —2

Функция, стоящая под интегралом <р{] (z) = ,—  е 2 , называется
Ы2л

плотностью распределения стандартной нормальной случайной вели­
чины.

1 г - ~f2
Функцию распределения СВ Z F(z)  = , I е 2 dt  удобнее

d 2 n  J
—оо

представить в виде F{z)  = - j  + Ф0 (z) , где Ф0 (z) -  функция Лапласа, 

или интеграл вероятностей, определяется уравнением

ф »( г ) = 2

1 ,2

О
Таким образом, можно осуществить переход от дискретных СВ к 

непрерывным, важнейшей из которых является именно нормальная 
СВ.

Плотность распределения и числовые характеристики СВ X,  
связанной с СВ Z  отношением X=cZ+p , имеют следующий вид:

(*-/й2 (*~/й2
9 2 оо - 2

f x ( x )  =  - — A f [ ^ ] =  j  - — j = ^ x d x  =  p  ;
П - у Ц л  J <ТУ/27Г

—оо

( x - / / ) 2

00 1гг2
D[X]= \ ( x - p f e— f = -dx = а 2.

Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

1.1. Преобразования случайных величин 
и сущность метода Монте-Карло

1. Задача установления закона распределения и числовых характе­
ристик функций от случайных величин представляет собой один из 
основных элементов статистического моделирования. Для простоты

10



рассмотрим только случай функций с ограниченным количеством ин­
тервалов монотонности.

Пусть СВ X  и Y  связаны между собой соотношением Y=X2 . В 
этом случае получим

f y ( y )  = ^ Г ¥ у(У') = ^ Г р {у < У } = ^ Л х \ < л й =dy dy dy

Для обратного преобразования Y= 4~Х будем иметь

f Y (y) = 2yfx ( y 2).  (1.1.2)
Эти соотношения используются при построении многих важных 

для практического применения композиционных законов распределе­
ния. В частности, если СВ X  имеет стандартное нормальное распреде­
ление, то СВ Y=X2 , имеющая плотность распределения

1
е~2у

/ у ( У ) = - п г = ,  (1 1 3 )
у]2ку

представляет собой Х\ (Хи-квадрат) с одной степенью свободы и ши­
роко применяется в математической статистике. Среднее и дисперсия 
СВ с плотностью (1.1.3) равны: М[Г]=1; D[Y\=2.

Пусть случайные величины Y  и X  связаны соотношением 
Y = 1 п Х . Найдем ПР / 7 (у ) :

f r  (У) = ^ P { Y < y }  = ^ - P \ x < e y }=eyf x (ey ).  (1.1.4) 
dy dy

Для показательного преобразования Y  = ехр (Х ), обращая (1.1.4), 
получим

f r ( y )  = ~ f x Q n y ) .  (1.1.5)
X

Рассмотрим преобразование Y = — . ДляП Р f Y{y) получаем
X

11

i - щ ! )
У

ш Ф р {Г <у } - . ± р \ х Р - 4
dy dy  у у )  dy

2. Применим к непрерывной СВ X  собственную ФР, т.е. рассмот­
рим преобразование Y  -  Fx  (X ) . В силу первого свойства ФР величи­
на Y  будет сосредоточена на отрезке [0,1]. Для ПР f Y(y) полу-чим

Ф )  = <у} = У - р \ х <  F?(y)},
d y  dy

где Fx l -  функция, обратная к ФР X  , существование которой следу­
ет из монотонности Fx .

Продолжив преобразование, получим

, Fx  (у) ,
f y{y )  = YT  1 f A ^ x  = - — YT— f x [Fx \ y ) \ = Y  (1.1.7)

dy t  fx W x  O')]
Таким образом, автопреобразование Y = Fx (X)  переводит любую 

непрерывную СВ в 7Д0Д). Отсюда с очевидностью вытекает и обрат­

ное утверждение: преобразование Fx l переводит СВ /Д0.1) в СВ с ФР 
Fx  . Полученное тождество используется при статистическом модели­
ровании случайных процессов методом «Монте-Карло».

Генератор псевдослучайных чисел в серии повторных обращений 
выдает последовательную выборку из 7Д0Д) (имитирует рулетку с

единичной окружностью). Преобразованием Fx l получается выборка 
из совокупности с ФР Fx . Например, преобразование

Х  = —— 1 n(1 -  Y) дает СВ с показательным распределением 
А

f x  (х) = Ае_кс , х > 0 . Все типовые ПР реализованы в качестве стан­
дартных функций в [6].

3. Моделирование целочисленных случайных величин осуществ­
ляется путем разбиения единичного отрезка на интервалы, равные ве­
роятностям их возможных значений. Пусть, например, требуется смо­
делировать (разыграть) полиномиальную СВ, у которой три возмож­
ных значения реализуются с вероятностями:
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Pl,P2,P3 = l ~ P \ - P 2 -  
Разбивая единичный отрезок на три интервала:

[о,a ]; (a .a  + a J ;  (а  + а >Д]>
интерпретируем попадание равномерной на [0,1] СВ Г в каждый из 
интервалов как реализацию соответствующего исхода. Если дискрет­
ная СВ имеет N  равновероятных значений, то моделирующим соотно­
шением будет [iVy]+l , где [•] означает целую часть числа, заключен­
ного в скобки. В качестве примера рассмотрим виртуальный лототрон, 
реализующий в пакете Mathcad-2001 последовательность независимых 
тиражей «Спортлото 6 из 49» (рис. 1.1.1). Более содержательные при­
меры приведены в приложении I.

13

for i е 1.. m

jm<— trunc[md(l) • (n -  i + 1)] + 1

ns. i, г t.jm
for j e  jm.. n -  i if  jm < n -  i

t.
J V l

return ns

ns =

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 35 1 39 43 19 24 29 25 48
2 11 15 27 25 38 34 37 8 35 8
3 30 5 31 44 49 1 22 21 7 40
4 19 8 9 47 29 14 38 26 8 10
5 42 49 23 26 12 30 29 38 36 39
6 9 7 4 21 40 42 36 9 21 7

Рис. 1.1.1. Текст программы-имитатора и таблица 10 тиражей

1.2. Системы случайных величин

1. На практике часто бывает необходимо определять вероятности 
совместной реализации нескольких СВ. Например, если известно, что 
двигатель автомобиля безотказно работает 100 тыс. км с вероятностью 
Р \ ,  а ходовая часть с вероятностью /у. то какова вероятность их совме­
стной безотказной работы?

Если эти два события независимы (обозначим их А  и В), то веро­
ятность совместного осуществления определяется формулой 
14



P{AB) = P{A)P{B) ( 1.2 . 1)

Если события не являются независимыми, то вероятность их со­
вместного появления определяется через условную вероятность:

Р(АВ)  = Р( А)Р(ВIА)  = Р ( В ) Р ( А / В ) . (1.2.2)

Под условной вероятностью Р(В  / А) понимается вероятность на­
ступления события В  при условии, что событие А  произошло. Для 
независимых событий Р( В /  А) = Р(В),  Р ( А /  В) =Р( А ) .

Установление независимости событий, либо определение услов­
ных вероятностей, часто делается из соображений по существу иссле­
дуемого процесса.

Рассмотрим пример. В механизм входят две одинаковые шестерни. 
Технические условия нарушаются, если они обе окажутся с плюсовыми 
отклонениями по толщине зуба. У сборщика имеется 10 шестерен, из ко­
торых 3 «+» и 7 «-». Определим вероятность нарушения технических 
условий при сборке. Пусть событие А  -  {первая шестерня «+»}, собы­
тие В  -  {вторая шестерня «-»}. По правилу умножения находим 
Р ( А В )  = Р ( А ) Р ( В /  А ) . Непосредственным подсчетом находим

3 2 3 2 1
Р(А) = — ; Р ( В /  А)  = - ;  Р(АВ) = --------= — .

10 9 10 9 15
Если же шестерни последовательно устанавливаются на двух ра­

бочих местах и у двух сборщиков одинаковые партии шестерен, то А  и 
В  можно считать независимыми. В этом случае

Р ( В / А ) = Р ( В )  = — ; Р( АВ)=Р(А)Р(В)  = —  .
10 10

Из соотношения (1.2.2) следует формула Байеса:

P ( B , A ) - P( B) F(A, B)  . (1.2.3)
Р(А)

Пусть событие А  по условиям опыта может осуществляться 
только совместно с каким-нибудь из событий полной группы (одной 
из гипотез) Н х, Н 2, . . .  Н п, удовлетворяющих условиям

Е р ( Я Д  = 1,Р(Я(Я Д  = 0 п р и / * . / .
к = 1
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Безусловные вероятности Р{Нк ) , к  = \ ,п,  и априорные условные 

вероятности Р ( А / Н к), к = \ ,п,  предполагаются известными. Тогда 
вероятность события А  определяется формулой полной вероятности:

Р(А) = ^ Р ( Н к) Р( А / Нк) .  (1.2.4)
к=1

Апостериорные условные вероятности гипотез Р(Нк/А), то есть 
правдоподобие гипотез при условии, что событие А  зафиксировано, 
определяются по формуле вероятностей правдоподобия гипотез 
Байеса:

P ( H J A )  =  - P — A P — L l L  (1 2 .5)

• £ P ( H t ) P ( A / H t )
к = 1

Пусть в партии смешаны изделия от трех поставщиков в количе­
стве п\,п2,щ. Известно, что вероятности дефектности для изделия l-ro, 
2-го, 3-го поставщиков равны соответственно q\,q2,q2- Взятое наугад 
изделие оказалось дефектным. Требуется найти вероятность того, что 
оно принадлежит Ему, 2-му и 3-му поставщикам.

Пусть событие А  -{изделие оказалось дефектным}. Еипотезы, об­
разующие полную группу, заключаются в следующем:

-{изделие l- ro  поставщ ика}:Я 2-{изделие 2-го поставщика}; 
Н 3 -{изделие 3-го поставщика}. Их вероятности равны:

Р( Нк) = ------^ -------,* = 1,2,3.
пх + п2 + «з

Из контекста задачи условные вероятности события А  составляют: 
P { A / H k) = qk , k  = 1,2,3.

Апостериорные вероятности гипотез, вычисленные по формуле 
Байеса, после элементарных преобразований будут иметь вид

Р ( Нк /А)  = -------- ^ ---------, к = 1,2,3 .
Ш  + ni<h + пъЧъ

2. Пусть совокупность объемом N  образуется по схеме Бернулли с 
вероятностью успеха р. Для наглядности представим, что корзина по­
следовательно заполняется N  шарами, которые независимо друг от
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друга могут быть черными с вероятностью р  и белыми с вероятностью 
1 - р  . Ряд распределения числа черных шаров будет иметь вид

Р { х  = k}  = c kN p k a - P ) N ~k .

Из корзины извлекается безвозвратная выборка объемом п< N. 
Пусть Y число черных шаров в выборке. Ряд условного выборочного 
распределения согласно п. 1.1 составит

л/или-т
P{Y = m\X = k}= к N-k

С ” (1.2.6)

т < к < N - п + т .
Найдем ряд безусловного распределения Р { Х =  т}.  Применяя фор­

мулу полной вероятности, получим
N-n+m

P{Y = т}= Y jP ^X  = k }p iY = т \Х  = к } =
к=т

N-n+m s~in-m
= t ,  c n N

k=m N
Комбинаторный множитель в последнем выражении после эле­

ментарных преобразований составит C™CkN mn . Продолжив преобразо­
вания, получим

N-n+m
P{Y = т} = С™ £  C kN-mnPk (1 -  P f ~ k =[l = к - т ]  =

к=т
N—n

s~im т /л „\ft~m Х™' п  ^\N-n-l= Сп р  (1 - р )  N CN-nP (1~Р)
1=0

Сумма в последнем выражении представляет собой полную сумму 
биноминального ряда В (р, N-n), стало быть равна 1.

Таким образом доказана следующая теорема:
Безвозвратная выборка из конечной биноминальной совокупности 

сохраняет биноминальный закон распределения с той же вероятно­
стью успеха: В(р,  N ) —> В(р,  п ) .

3. Рассмотрим другую ситуацию. Пусть имеется двухзвенная тех­
нологическая цепь с вероятностями успешного завершения операций 
Р\ и р 2 соответственно. Положим, что результаты последовательного
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прохождения компонентов полуфабриката (заготовок) независимы в 
совокупности, т.е. реализуется схема Бернулли. Пусть п -  число заго­
товок, поступивших на вход первого звена. Тогда Y\ -  число безде­
фектных полуфабрикатов на выходе первого звена будет подчиняться 
биноминальному закону P{Y\=m\}~B{p\n). Выход первого звена явля­
ется входом второго, и условное распределение P{Y2=m2 \ Yt =т,}. я?, > 
т2, также будет биноминальным: В(р2 ,т{). Безусловное распределение 
P{Y2 =т} согласно формуле полной вероятности составит:

p {Y2 = m 2} =  f j P { Y l = m 2} P { Y l = m 2 \ Y i = m l } =
т1= т 2

= Z  с Р " ' о  -  P l y - " ' c ; ; р~-  (1 -  р г ) - - .
т1= т 2

Объединяя комбинаторные множители и перегруппировывая фак­
ториальные сомножители, получаем тождество

£  пц nij   ^ л т 2 ^ п - т ' 1    ^ т 2 ^ Щ ~ Р 1 2
п т\ п п-Ш2 п п-Ш2

Далее, вынося из под знака суммы множители, не зависящие от 
т\, искомые вероятности получим в виде

Р{Г2 =Ш2} = С ( № Г ( 1 - А ) '

V  с щ-/  3 п — п р  1
1~/>2

1~Рх

\т\ —m2
(1.2.7)

Совершив замену индекса к  = т 1 — т 2 , сумму в последнем выраже­
нии преобразуем к виду

'*_
Z c .

к
п - т 7

к=0

(

P i
х - р 2 
1~ р ,

к
п - т 7

1 + Pi Х - р 2
1 _ т,

P i
V

\ п - т

Х - р 2 
1~ р ,

( 1.2 .8)1 ~  P i P 2 

,  1~ р <
Возвращая (1.2.8) в (1.2.7), окончательно получаем следующее 

тождество:
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P{Y2 = m 2} = С™2 (Plp 2) m2 (1 -  p x p 2y ~m2,
что является доказательством следующей теоремы:

Число успехов при испытаниях по двухзвенной схеме Бернулли 
подчиняется биноминальному закону с вероятностью успеха, равной 
произведению вероятностей успеха составляющих звеньев:

В{р1,п}хВ{р2п p j ^  В{р р 2,п).

Из этой теоремы вытекает доказываемое с помощью элементарной 
индукции следствие: для любого числа последовательных звеньев схе­
мы Бернулли число успехов на выходе подчиняется биноминальному 
закону с вероятностью успеха, равной произведению вероятностей 
составляющих звеньев.

4. При совместном рассмотрении нескольких СВ следует разли­
чать два принципиально различных типа взаимодействия.

Пусть имеется партия подшипниковых шариков, состоящая из 
продукции двух различных автоматов. Фактический диаметр шариков 
первого автомата имеет нормальное распределение с параметрами 

второго - р 2, а 2 . Доли шариков первого и второго сорта равны 
соответственно р х = а , р 2 = 1 — а  . Плотность распределения диаметра 
шариков в репрезентативной выборке из такой партии по формуле 
полной вероятности будет равна:

(d-Щ )2 (d~^2)2

f ( d )  = — т = е  2СТ!2 + - Ц ^ = е  2а* . (1.2.9)
о х\ 2 к  о 2 \ 2 к

Если при этом |//j -  р 21 > CTj + <J2, то кривая плотности распреде­

ления будет иметь двухмодальный (двухгорбый) вид. Такой тип взаи­
модействия, когда с вероятностью ОС появляется СВ J b а с вероятно­
стью р  = 1 -  сс -  СВ Х 2, называется суперпозицией законов распреде­
ления. Если же продукцией автоматов являются, скажем, электриче­
ские сопротивления, которые затем соединяются в последовательную 
цепь, то номинальное сопротивление составных резисторов будет 
иметь ПР
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V27Z-(o :1 + ° 2 )

Такой тип взаимодействия, представляющий собой сложение не­
зависимых СВ, называется композицией.

При этом, если резисторы с двух линий смешиваются в общем на­
копителе в пропорции р х = а ,  р 2 = 1 -  а , а затем соединяются в цепь, 
то номинал составных резисторов будет иметь трехмодальное распре­
деление с плотностью

(r -2 / д ) 2 (г -Щ -^ 2 )2

г . ч а 2 4о? y l Y a ( l - a )  2( a ^ + a h
j ( r )  =  j=e 1 + . e 1 1 +

2схл/л д/л(о2 + o 2)

_ ( r - 2/f2

+  0 4o2 ( 1.2 . 11) 

2a2yfn
В данном случае имеет место совместное проявление суперпози­

ции и композиции двух СВ. Из этого простого примера ясно, что для 
результативности и эффективности любого статистического анализа 
необходимо детальное предметное рассмотрение схемы возникнове­
ния и взаимодействия СВ, что на практике нередко упускается из ви­
ду-

s. В приложениях математической статистики часто встречается 
задача установления закона распределения функции нескольких СВ. 
Сумма двух СВ Y=X\+Х2 является частным случаем функции двух СВ. 
Исчерпывающей характеристикой пары СВ является функция их со­
вместного распределения, которая определяется как вероятность со­
вместности выполнения двух неравенств:

F ( x x, х 2) = Р { Х х < х х, Х 2 < х 2). (1.2.12)

Функция распределения (1.2.12) обладает свойствами, аналогич­
ными свойствам функции распределения одной СВ. Однако знание 
функций распределения E)(xi) и Б2(х2) недостаточно для описания со­
вместного распределения Х х и Х 2. так как между ними возможно нали­
чие стохастической зависимости — связи. При условии независимости 
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X] и Х 2. что эквивалентно независимости событий А ]={Х]<Х]} и 
А 2={Х2<х2}, функция совместного распределения факторизуется и для 
ее определения достаточно знать функции распределения компонент

F(Xly 2)=F(Xl)F(x2). (1.2.13)
Точно так же факторизуется и плотность совместного распределе­

ния:
d2F(x l , x2) dF(xl ) d F ( x 2) <л i  лл\

Д хi , х2) = — - - = — Н  = А  (xi ) /г  (хг)- (1-2.14)дххдх2 8х1 дх2
Функция распределения СВ Y=X\+Х2 представляет собой интеграл 

G(y)=  f / ( x j , х2 )dxldx2 = f A  (xi ¥ х\ Г  1Л  (x2 У̂ х 2 ,
J  J —oo J —oo

D(y)
(1.2.15)

где D(y) - область плоскости XiOX2, определяемая из условия x,+x2<v 
(рис. 1.2.1).

Рис. 1.2.1. Область интегрирования для определения ПР суммы двух СВ

Дифференцируя (1.2.15) по у, находим плотность распределения 
суммы:

g ( y ) = = | / i ( xi ) / 2( J - xi ¥ xi, (1.2.16)

или, учитывая симметрию функции Y=Xt+X2.
СО

g ( y ) =  •
(1.2.17)

Интеграл (1.2.16) и эквивалентный ему (1.2.17) называется сверт­
кой и обозначается символом
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g = /i* /2. (1-2.18)
При композиции двух дискретных СВ интегралы (1.2.16) и (1.2.17) 

преобразуются в суммы:

Р( у ) = '^ JP\(Xi'l))P2(y  ~ х /1"1) = ^  Д (у -  x1(l))T’2(x2(l)) . (1.2.19)
1 =1 i= l

В примере, приведенном в предыдущем пункте, был использован 
тот факт, что сумма двух нормальных величин также является нор­
мальной, среднее значение и дисперсия которой равны соответственно 
сумме средних и сумме дисперсий слагаемых: ju = jUi+ju2 ,
«г2 — и А + сг22. То же самое справедливо для любого числа независи­
мых нормальных СВ. При этом плотность распределения суммы из п 
слагаемых будет представлять собой результат «-кратной последова­
тельной свертки. Суммы непрерывных СВ с распределением, отлич­
ным от нормального, уже не сохраняют закон распределения слагае­
мых, даже если слагаемые распределены одинаково. Однако с увели­
чением числа слагаемых сумма всякий раз достаточно быстро норма­
лизуется, что напрямую следует из центральной предельной теоремы.

Для иллюстрации центральной предельной теоремы рассмотрим 
сумму независимых СВ с равномерным распределением на отрезке

П
[ОД] та = ' ^ Х 1 . Последовательно производя преобразования (1.2.16),

1=1

получим для ПР g n (у )  следующие рекуррентные соотношения:

Г1,уе[0,1];
§АУ)=  п „ Гп11 (1.2.20)[0 ,yg[0 ,lj;

g n+i (y)= jg„(x)dx.  (1.2.21)
y - l

Графики функций g 2 т  g 4 изображены на рис. 1.2.2.
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Рис. 1.2.2. Нормализация суммы случайных слагаемых R(0,1)

Как видно, последовательность gn достаточно быстро приближа­
ется к кривой плотности нормального распределения с параметрами

п 2 пц  = • <т“ = — . Если ввести нормированную величину

Z n = (Yn -  —) • J —  ? т0 ПРИ и ̂  6 получим кривую, практически не- от-
2 V п

личимую от стандартной нормальной кривой Гаусса: (р0 (г )  =

1 2 Z
2

у[2ж

6. В п. 1.1 была найдена плотность распределения квадрата стан­
дартной нормальной СВ. Используя соотношение (1.2.16), найдем 
плотность распределения суммы квадратов двух независимых стан­

дартных нормальных СВ: Y = Z,2 + 7.\ :

1
Г'

dzx = —  f
‘ ? 7 T  J

dz
Уf l x i y - z J  1 2Л I ^ z ( y - z )

i i  =

Z у 2_
1

2 У
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1 1
1

1 ~ yarcsin ii
—У 1  У

e 2 r du e 2
= - e  2 . (1.2.22)

2n  _iV(i - » 2) 2;r
При произвольном k>2, разделяя образующуюся последовательность

к

по четным/нечетным номерам, ПР xl = Z Z ;2 по индукции получаем в
7 =  1

виде

r-(.v) _  е  2>Г ?  = -  Г 7 (1.2.23)
xi к  -

Г ( - ) 22

где Г{г)  = jt~~ le~ldt -  гамма-функция Эйлера, обладающая следую-
о

щими свойствами:

r ( z  +  l )  = z T ( z ) ,  г ф  =  ^ , Г (  1 )= 1 .

Для целого аргумента Г (п  +1) = п\

Распределение Хк играет очень важную роль при решении мно­
гих прикладных задач математической статистики. Среднее и диспер-

2сия Хк равны:

М [ х 1 ] = к -  D[x2k }=2k . (1.2.24)
В приложениях часто встречаются распределения, получающиеся

2 / 2  из Хк путем его преобразования. Например, хк  = VХк ■ Плотность

распределения Хк найдем, используя полученное в п. 1.1 соотношение
( 1 1 2 ):

/ , » = * ' У ,  0-2.25)
г ^ г -
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При k = 2 возникает распределение Рэлея -  распределение эксцен-
— —х 2

триситета параллельных осей вала и отверстия: f  (х) — хе 2 .

При к = 3 возникает распределение Максвелла -  распределение ве­
личины скорости молекулы газа в трехмерном пространстве:

Л з ( Х )  =  Д Х ' е  2 "  •
71

Среднее и дисперсия величины равны:

V 2 Г ( — )

м \ х Л = -
л |

" l / . М ' Ы ]  ' « I / . :  I»’ -

2 Г '
к +1

7. Пусть СВ Х 1;Х 2 имеют ПР совместного распределения 

f x ^ x 2(х,.х2) . а 7  = - их произведение. Область / ) ( у ) . удовле­

творяющая условию {7 < у } , показана на рис. 1.2.3.

•ы  2 = у = а xlf2 =У = ~а

Рис. 1.2.3. Область интегрирования для определения произведения двух СВ

Интегрируя ПР совместного распределения по области D( y ) , на­
ходим ФР Y :

О со

_У_

со x i

G ( y ) =  j  (  +  { (  • ( 1 -2 .2 6 )
О -со

25

Дифференцируя по у , находим ПР произведения:
О 7 со 7

уч ах 
- ) —  
X X

M y )  = ^ G ( y )  = - \  / ( х Д * + Г / ( х А * .  (1.2.27)
пл> J X X J г г

Если Х 1 и Х 2 независимы и симметричны относительно нуля, то 
(1.2.27) преобразуется к виду

(у  dx „ г „„ уч „ „ ч dx 
х х i  х х

СО у СО у

/г  O') = l \ f { x ) f 2{ ^ ) —  = 2 f y ; ( - ) / 2(x)—  . (1.2.28)
J г г J Г г

Если же Х 1, Х 2 независимые положительно-определенные СВ, то 
множитель 2 исчезает.

у
8. Для преобразования Y = —-  область D(y)  показана на

х \

рис. 1.2.4.

D(y

Рис. 1.2.4. Область интегрирования для определения 
отношения двух СВ

Интегрируя, получаем ФР Y  в виде
О со оо Ух  1

G O 0  =  j  (  j  f ( x 1, x 2)dx2)dx1+ j ( j f ( x 1, x 2)dx2)dx1 . (1.2.29)
- с о  y x 1 0 - со

Дифференцируем по у , находим ПР Y :

d  00 ^
f r  ( у )  = ~ f G ( y >> = j xf ( x , y x )dx  -  j x f ( x , y x ) d x  . (1.2.30)

•У 0 —со

Для пары независимых и положительных СВ (1.2.30) преобразует­
ся к виду

/ г  (у) = \x f i  (x ) f 2 (yx)dx . (1.2.31)
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у 2
Пусть, Y  = —f-. Подставляя в (1.2.31) ПР (1.2.23), получим 

Х„

[ \  т-2
т + п \ -

J y УУ) = ,  W V --------- — ,У > 0. (1.2.32)

^  1 2 /1  2Для отношения средних квадратов Z = — Х т ~  Х п • связанного с
да / и

VI
Y  линейным соотношением Z = — Y  , будем иметь

т

г {  Е Ш Х  ZY

/ , ( * ) =  1 2  „ , . * * < > ■  ( .  2 3 3 )

< т К Ш * = ) '
Соотношение (1.2.33) есть ПР диперсионного отношения Фишера 

-  основной инструмент дисперсионного анализа.
8. Найдем дисперсию суммы двух СВ, полагая наличие связи ме­

жду ними. Используя свойства средних и дисперсий, получим

D[X + Y]= М[Х + Y]2 ~(fix +fiY)2 = м [ х 2]+M[Y2] -  fix -  / 4  +

+ 2(AY[XY] — /2х/2у) = <гх  + <rY + 2(AY[XY] — /2х/2у). (1.2.34)
С помощью тождественного преобразования вида X  -  jux + jux 

получаем, что последнее слагаемое в (1.2.34) представляет собой сме­
шанный второй центральный момент 2М \{Х  — p x ){Y — p Y) \ . Таким 
образом, окончательно дисперсию суммы получаем в виде

° x+y = ° х  + CTY + 2cov(X ,7), (1.2.35)
где cov(X ,Y ) = М \(Х  -  jUx )(Y -  jUY)]- ковариация, служащая мерой 
линейной зависимости между X  и Y. Удельная мера, или коэффициент 
корреляции, определяется как
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Подставив (1.2.34) в (1.2.35), для дисперсии суммы будем иметь

a x+Y = a x + a Y + 2 р ( ^ , л ^ х а ¥ • (1.2.36)
Коэффициент корреляции, очевидно, сохраняет постоянное значе­

ние при масштабировании X  = а Х , Y =bY  , где а и b -  произвольные

положительные константы. Полагая а = -^— , b = — . получим
<тх a Y

ctI+y = + CTf  + 2/о(Х,Т)сгхсг? . Так как а х = a Y = 1,

ст|+у = 2(1 + р { Х . Y ) ) . Левая часть последнего соотношения неотрица­

тельна, следовательно |/о(Х,Т)| < 1.
Множественная ковариация системы СВ Х к задается симметрич­

ной ковариационной матрицей п*п. На главной диагонали стоят дис­
персии а 2 = cov(X к, X к ) . Внедиагональные элементы представляют

собой соответствующие ковариации c o v ( X k , X m) . Путем деления
ковариационной матрицы на соответствующие дисперсии образуется 
корреляционная матрица, сохраняющая симметрию. На ее главной 
диагонали стоят 1, вне диагональными элементами являются коэффи­
циенты корреляции р { Х к, X т ) .

1.3. Закон совместного распределения выборочных значений

1. Все множество объектов, из которого производится их случай­
ный равновероятный отбор, или, в терминах случайной величины, 
множество всех ее возможных значений, называется генеральной сово­
купностью. Группа из конечного числа «объектов, охваченных об­
следованием, называется случайной выборкой, или просто - выборкой, 
а их количество п - объемом выборки. Выборка называется репрезен­
тативной (представительной), если она достаточно точно повторяет 
пропорции генеральной совокупности. В вероятностной интерпрета­
ции набор выборочных значений х 1, х 2, . . . ,хп представляет собой п 
«экземпляров» одной и той же СВ X,  т.е. последовательность значений 
СВ X, полученных в результате п независимых в совокупности испы- 
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таний. Именно это априорное умопостроение, кажущееся, с одной 
стороны, несколько искусственным, а с другой стороны, почти оче­
видным, позволяет применять к выборочным значениям аппарат тео­
рии вероятностей. При этом следует заметить, что полная и замкнутая 
теория выборочных распределений построена только для выборок из 
нормальных совокупностей. В связи с этим в дальнейшем изложении 
все рассматриваемые совокупности будут априорно полагаться нор­
мальными (если не оговорено обратное). Интерпретация выборки как 
последовательности независимых реализаций одной и той же СВ по­
зволяет однозначно установить связь между законом совместного рас­
пределения выборочных значений и законом распределения исследуе­
мой СВ X:

^ х 1х 2 - х п ( Х1’ Х 2 ’ - " ’ Х п )  =  f rx ( x 1) F x ( x 2 ) . . . F x ( X n )  . ( 1.3 . 1)

В случае непрерывной СВ аналогичное соотношение справедливо 
и для плотности совместного распределения:

f х \ х 2-.х  п ( Х1’ Х 2 ’ • • • ,х „ )  =  f х  ( Х1 ) . / х  ( Х 2 )* * ' f x  ( Х п )  • ( 1 - 3 - 2 )

При этом, поскольку все выборочные значения равновероятны с

вероятностью р  = ~ ,  выборочное среднее, определяемое как среднее 
п

п  X .  1  ”

арифметическое x = 'S \—  = — У ]хг , представляет собой СВ
и  и n t t

—  1  ”  1Х = _ £ Х (0 (и - кратную композицию величины —X  с
n T i п

самой со­

бой). Плотность распределения выборочного среднего можно полу-
П

чить, воспользовавшись тем, что СВ Un = ^  X ir) имеет ПР, представ-
! = 1

ляющую собой п - кратную свертку плотности распределения СВ X:
f n (1-3.3)

Так как величины Unи Х  связаны линейным соотношением, то на 
основании правила линейного преобразования (п. 1.1.) получим

f x ( x ) = nf u A n x ) .  (1.3.4)
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2. Чтобы прояснить смысл соотношений (1.3.3), (1.3.4), рассмот­
рим следующий пример. Пусть X — стандартная нормальная СВ 
Л'(0.1). Выборка объемом п = 2 представляет собой две независимых
СВ Х ] , Х 2 с плотностью совместного распределения

1 _x[ + xl

f(x1>х2) = — е 2 •
I n

Свертка (1.3.3) дает следующий результат:

л(х2+(и-х)2)  ̂ е 4 г
е - J ах =

1 / • ---------[ X + { и - х г  I
f v (и) = —  Г е 'dx =

U2 ■ J I n  J I n

' = V2| x - —u 
2 2л/тг

. Совершив второе преобразование путем

деления на 2, находим f =  (х) = 2 f v (2х) = 6
yfn

Выборочное среднее в данном случае имеет нормальное распреде­

ление с параметрами и  = 0 , и  = —j= . С увеличением объема выборки
V2

из Х(0,1) CKO выборочного среднего уменьшается по закону

а  = - \=  . При распределениях, отличных от нормального, выборочное 
ып

среднее, представляющее собой композицию нескольких СВ с одним 
законом распределения, достаточно быстро нормализуется с увеличе­
нием объема выборки. Этот факт, являющийся следствием централь­
ной предельной теоремы, был проиллюстрирован в п. 1.2

Математическая статистика решает как бы «обратную задачу» 
теории вероятностей. То есть, если при классическом определении 
случайного события и вероятности по известным характеристикам 
генеральной совокупности вычислялись вероятности выборочных зна­
чений (результатов независимых испытаний), то в практических при­
ложениях, наоборот, по имеющимся в распоряжении «наблюденным» 
выборочным значениям оцениваются неизвестные числовые характе­
ристики и законы распределения генеральной совокупности.
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1.4. Выборочные оценки параметров распределения

1. При практическом применении статистических методов для 
анализа качества продукции, стабильности и точности технологиче­
ских и измерительных процессов чаще всего приходится иметь дело со 
статистическим материалом ограниченного объема - 1 Ох-100 измере­
ний, либо сериями 5-К25 проб - малых выборок по 3^7 измерений. Та­
кого ограниченного материала недостаточно, чтобы найти заранее не­
известный закон распределения, хотя можно определить его важней­
шие числовые характеристики: среднее и дисперсию либо параметры 
априорно известного закона распределения. Оценкой неизвестного 
параметра в  называется СВ, представляющая собой функцию выбо­
рочных значений х1,х 2,...,хп : в  = ср(х1,...,хп) , вид которой определяет­
ся, исходя из «физического смысла» параметра 9 и информации о за­
коне распределения СВ X.

В качестве оценки математического ожидания fi  чаще всего ис-
1 и

пользуется выборочное среднее: fi = х  = — у  xi .Числовые характерн­
е й

—  —  —  а 2
стики X  равны: A f[x ]=  /г , П[Х] = —

п
Несмещенная выборочная оценка дисперсии, как известно, имеет

вид
1 П 1 П

2 1 V  /  — \ 2  1 V  2 П  — 2s = ------ > ( х , - х )  = ---------- > X , --------- X
и - 1 “  п - i f f  и - 1

1 ”
Однако выборочное CKO s = J  - ^ ( х ( - х )  не является несме­

щенной оценкой параметра а . В этом легко убедиться, рассмотрев 
дисперсию 5: = м [б '2] -  (А/[.V])2 .

Поскольку Л7 [.V2 ] = сг2. приходим к очевидному выводу, что 
M\S\ < а .

Это отрицательное смещение оценки s при выборках небольшого 
объема может приводить к заниженной оценке средней ширины зоны 
рассеивания процесса, приводя тем самым к завышенной оценке чи­
словых индексов (Ср, Срк и т.д.).
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2. Для установления ПР величин Sn , Sn и определения несмещен­

ной оценки S* рассмотрим нормированную сумму квадратов откло-

X2~  1 ” S
нений: Qn =— 'У'(хк - х ) 2 =— . Используя тождественное преоб-

С  к = 1 С

разование, представим Q n в следующем виде:

Qn = - т Й % -  М~(х~ Ц)\ = \ \ ^ ( х к - ц ) 2- 2 ( х - ц ) ^ ( х к - ц )  +
а  к = 1 а  U = 1

п(х-  /и)2} = \ ^ ( х к -/и)2 - J L ( x - n ) 2 = \ ^ { х к -/и)2

к = 1 

\ 2

— L ( x - j u ) 2. (1.4.1)

Внося а 2 и а \  под знак квадрата, убеждаемся, что каждое из 

слагаемых представляет собой СВ Х\ - квадрат стандартной нормаль­

ной СВ. Перепишем (1.4.1) в виде Qn + Х\ = x i  ■ Поскольку xL  адди­

тивна по степеням свободы (%2Щ +%2mi =%2т1+1П2), приходим к выводу, 

что

Qn = ^ f ^ -  = l l  1- (1-4.2)
а

Величина Хт была рассмотрена в п. 1.2. Используя формулу ли­

нейного преобразования Y = а Х  ( а = ----- ), найдем ПР —у :
1 S 2

 ), найдем ПР —-
и - 1  а

Л г ( х) = /  2 (х) = ( « “ ! ) /  2 ( ( « - ! ) х) =
£и Va_ 4-1
с 2 и -1

и -1  п - 3 (и-1)л;

(и -1 ) 2 х 2 е 2
и -1  ,  . ( 1 4 3 )
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s 2
Среднее —т- равно 1. Дисперсию найдем, используя соотношение 

с
а 22 = 2(и - 1) и формулу для дисперсии нормированной СВ

*п - 1

= а 2ст2х  . Полагая а = ------ , получаем
и - 1

2 2 2(w - 1 )  2
= ( 7 тЗ, = 7 — ^  = — - •  (1А 4)2V-i_ ( и - 1 )  И - 1

сг2 и-1 4 /

Числовые характеристики выборочной дисперсии соответственно 
составят:

Vs2 = ° 2 , ° ] г  = — v  (L4-5)Ъп ъп VI — 1

2
S I У

Для нормированного выборочного СКО —  = J  " 1 ПР найдем,
с  V и -1

используя преобразование Y = 4 х  :

= = (1-4.6)  я —  / Д-1
“ 2 2 2 Г

2

Рассмотрим структуру последовательности /us = jun . Для и = 2,3

jnn = j" х/^ (x)dx легко вычисляются и составляют: //2 =
J  —  V  л -О о-
л/тг

ju3 = ------. Рассмотрим случай п > 3:

и -1  ( и - 1 ) * 2

Р „ = 2 |
(и-1 )  2 х” 'е 2

и -1  ,  л

2 2 г ( П

-dx =

33

и —3 (и —1)х
T v»-2„ 2

=  - 2
(и -1 ) 2 х” е

- 2(и -  2) J

п —3 (и —1)х
Т г » - з й Г -(и -1 )  2 х” е

-dx.

Первое слагаемое равно 0. Второе слагаемое подстановкой

t =
п - 3
и - 1

х , используя рекуррентное свойство T(z),  преобразуем к

виду
П-3

(и -  1 ) 4 п - \  г (и -  3) 2 С~3 р-
л /и -3

п и  -  з; z t
J  и-i 7 7„ , - r J  и -12 2 Г

2
п —3

2(и -  Т ) 4 п - \  г (и -  3) 2 f - 2 -
и -1  J и̂ З .. ~

2 2 л/п — З 0 2 2 Г Г

и - 2
7(и -  1) (и — 3) /“„-2- (1.4.7)

Заменяя в рекуррентном соотношении (1.4.7) п' = п — 2 (и  > 4 )  и 
используя рекуррентное свойство Гамма-функции, по индукции по­
лучаем формулу общего члена последовательности /гп :

л/и--Тг| и -1
и > 2 . (1.4.8)

Таким образом, несмещенную точечную выборочную оценку СКО 
получим, устранив отрицательное смещение M[S] тем же приемом, 
что и для s2:

Г
s = ■

и - 1

V 2 r f | | V “
Ё ( х г - х ) 2. (1.4.9)
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В табл. 1.4.1 приведена величина относительной ошибки
s — S

s s = — ;— х 100% в зависимости от объема выборки.
S

Таблица 1.4.1

п 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20

Ss,% 20,21 11,38 7,78 6,01 4,85 4,06 3,50 3,07 2,74 2,25 1,77 1,31

сией СВ

3. Эффективность полученной оценки будет определяться диспер-

СТ-* = М
Sn

1 * 1

г Г<Г1ЛГ
ь

I

— м п

V а
У

п - 1
п - 1

- 1 ,  (1.4.10)

и при больших п имеет место асимптотика сг% = — | 1 + О
sn 2 п

Можно указать еще один способ вычисления сг“2 = оу . Внося

п - 1
в (1.4.10) под знак квадрата и используя рекуррентное свойство

r ( z ) , получаем рекуррентное соотношение: 

_ 2 1 -  (и -  1)сг п
0 , п > 2  , а ;  = ------ 1.

(и-1)(1 + <7п2 ) - 2
(1.4.11)

Точные значения и п приведены в табл. 1.4.2 в столбце ст& .

4. Другой способ получения оценок параметров распределения 
основан на порядковых статистиках. Рассмотрим выборку непрерыв-

35

ной СВ объемом п, полученную при стандартных условиях из сово-
dF  Лх1

купностисФ Р F Y(x) = P { X  <х]  иП Р  fx (x) = — 4----- • х1,х п,...,хп .
dx

Выборка, упорядоченная по возрастанию у п1, у п2,...,уп п 

(Vт > к . у п т > у пк) , называется вариационным рядом. Член вариаци­

онного ряда с фиксированным номером у п к называется элементар­
ного порядкового статнстнкогО. Каждому номеру k  (1 < к <п) соответ­
ствует случайная величина Г„ к с законом распределения, зависящим 

от F x , f x ,n,k.  Основным исходным пунктом при установлении закона 
распределения Yn к служит биномиальное (точное полиномиальное) 
распределение дискретных случайных величин.

Используем универсальное автопреобразование U( X)  = Fx (X)  
(п. 1.2) и рассмотрим вариационный ряд Uп к , все члены которого бу­

дут сосредоточены на отрезке [0;1] (рис.1.4.1).
II

n-k

Рис. 1.4.1. Схема расположения вариационного ряда 
выборки из совокупности R(0,1)

Вариационный ряд Uпк , очевидно, разбивается на 3 группы: I со­

держит к - 1 значение, меньшее Uп к ; II -  само значение Uп к ; III -  

п -  к  значений, больших Uп к . Пусть значение Uп к находится в точ­

ке t (t = F x {Unk)). Тогда вероятность того, что к - 1 значение ока-
к—\ 1жется левее точки t составит t , вероятность того, что п -  к  значе­

ний окажется правее точки ^соответственно (1 -  /)" * . Вероятность 

всей композиции будет равна произведению tk~l{\ — t)n 1 . Количест­
во комбинаций, реализующих такое расположение, согласно формуле
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полиномиального распределения (см. ссылку, на стр. 7), составит

Щ к - \ Х п - к ) =   ----------.
(Аг-1)!1!(и-А-)!

Таким образом, функция распределения Unk составит

п\
( к - Щ п - к ) \

Дифференцируя последнее выражение по х и вспоминая, что

и |

FTJ (u) = P{Un t < i i } = [    tk- \ \ - t f - kd t . (1.4.12)
и п , к у > х  '  U k - m n - k v

и = F y (x ) , —  = f  у ( х ) , получаем плотность распределения Yn к
dx

f „ k(x) = nCk;-[Fx { x y - l[l -  Fx (x)]"~ f x (x) , (1.4.13)

или, используя свойство биномиальных коэффициентов С* , получаем
тождественную форму:

/„,*• (х) = kCk„Fx  (х)к-1 [1 -  Fx  { х ) Т к f x  ( х ) . (1.4.14)
В частности, для крайних членов вариационного ряда плотность 

распределения получаем, полагая к = 1 - для минимального:

f n , \  (х) = и[1 -  Fx  ( х ) Г 1 f x  (х), (1.4.15)
и к  = п - для максимального:

f njf x )  = nFx { x f - \ f x {x) . (1.4.16)
В статистических приложениях большее распространение получи­

ли не сами элементарные порядковые статистики, а их композиции. 
Главным образом это размах Rn = Yn п - Y nl и медиана выборки четно­

го объема М п = — (Т и +Yn,H±l) = представляющие собой соответствен- 
2

но разность и сумму двух членов вариационного ряда (медианой вы­
борки нечетного объема служит статистика Г и+1).

п,-----
2

Для установления законов распределения размаха и медианы не­
обходимо знать закон совместного распределения двух элементарных 
порядковых статистик. Пусть их номера к и т  (т> к ). Как и в пре­
дыдущем случае, применим универсальное автопреобразование 
U( X)  = I f  (X)  и используем аналогичную схему рассуждений. В
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данном случае ряд Uk окажется разбитым на 5 групп (рис. 1.4.2) чис­
ленностью к - 1, 1, т - к - 1, 1, п — т соответственно.

О U*,m 1
Рис. 1.4.2. Схема расположения вариационного ряда выборки 

из совокупности !?(0Д) с двумя фиксированными членами

1

и2

ul

О 1Ul
Рис. 1.4.3. Схема области интегрирования для определения 

закона совместного распределения двух порядковых статистик

Функцию совместного  распределения двух порядковы х 
статистик получаем в виде: 

рк,Ли 1,1с )  = 7?{Д1,С )е П }  =
f l\  С С 1 1 т -к -1

г Я  о{к - 1) !1! (т -  к - 1) !1! (и -  т) ! ■

Чк,т (W1 ’ 112 j

D

Дифференцируя F k т (и ], г р ) по х, и х2 и учитывая, что

и = к'у (х , ). — -  = f y  (х .): у = 1,2, окончательно получаем плот-
J J у-Чл/' JdXj

ность распределения / к „,(х1, х2) в виде
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f  (X , X, ) = ------ n' f x ( Xl)fx(X2)  p  ( }A-1 [F ( } _
1 - ( k - \ ) \ ( m - k - \ ) \ ( n - m ) \  x 1 1 -

- F v (x1) r fr-1[ l - F v (x2) r ' ” . (1.4.17)
Эту схему рассуждений очевидно можно экстраполировать на лю­

бое количество членов вариационного ряда, и ПР совместного распре­
деления всех членов вариационного ряда будет иметь вид

П
f ^ . . . J xi ,x 2 , - , xn) = и!П - ^ ' Ц ) > Ь < х 2 <...,х„. (1.4.18)

j=1
5. Закон распределения выборочного размаха найдем как частный 

случай разности между двумя членами вариационного ряда: 
= Ynm -  Ynk , т> к . Плотность распределения разности двух 

случайных величин имеет вид
оо

Д ь » Л 1/)= j fk.n, (x,y + x)dx,  °» (1.4.19)
—оо

где f km -П Р совместного распределения (1.4.17).
Рассмотрим два частных случая:

•  межвариационный (последовательный) размах. Полагая в 
(1.4.19) т = к + 1 , 1 < к < п - 1 ,  получаем

оо
Д ы -+1 0 0  = ф  -1  )Ск„:\ \ f x  (X)fx  (у  + x ) F ^  [1 -  Fx  (у  + х ) Г - dx ,

— 00

у > 0 , п > 2 \  (1.4.20)
•  полный размах выборки (в дальнейшем просто размах).
Полагая в (1.4.17), (1.4.19) к  = 1, т = п , получаем

оо
Л „  (У) = «(« -1 ) \ f x  (x ) f x  (у + Х)[^г (у + х) -

—оо
- ^ . ( х ) Г 2* , у > 0 .  (1.4.21)

Статистика Rn выборки из нормальной совокупности является 
одной из наиболее популярных, поэтому рассмотрим ПР f R более

детально. Как обычно в подобных случаях, рассмотрим совокупность 
jV(0,1) , поскольку Rn от // не зависит, а при произвольном а  раз­
мах определяется умножением на с  размаха выборки из
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Л'(0,1) (другими словами рассматривается нормированный размах —-
а

выборки из произвольной нормальной совокупности).

1 -1*2 1 
При оговоренных условиях . (х) = ,—  е 2 , к',, (х) = — I- Фа (х).

у/ 2л ‘ 2
Подставляя п = 2,3 в (1.4.21), находим:

~\у2 - У

/к2{у)=е~ 7 Т  5 Л з ° ;)= ^ 7 ^ Фо(7 б ) ' ( L 4 ' 2 2 )

Для п > 3 точные формулы ПР существуют только в квадратуре и 
для больших п  нужно исследовать их асимптотическое поведение. 
Вид ПР Rn для п = 2 -г 4 , 10 представлен на рис. 1.4.4.

0.4

0.2

ОО 1 2 3 4 5 6

Рис. 1.4.4. Плотность выборочного размаха 
в зависимости от объема выборки 11

Асимптотика числовых характеристик нормированного размаха

Я ,—  имеет вид 
сг

41пи-1п1пи-1п4л- + 2С г——  л
Мп„ ~ -------------- # = =  ~2л/21пи, сгд » . . (1.4.23)

— V 21пи —  у/Ыпп
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ГГ ”  R nПри этом нормированный размах — —, очевидно, есть несмещен-
M r „•П

ная оценка генерального СКО, т.е. a R = — — . В свою очередь, СКО
И-Кп_

а
полученной оценки будет совпадать с коэффициентом вариации нор­
мированного размаха с й^ = v Rn , предельное значение которого со­

ставит
п

(1.4.24)
4-\/31пи

Сравнительная эффективность оценки a R приведена в табл. 1.4.2. 

Числовые характеристики и квантили нормированного размаха
а

даны в приложении III.
6. При установлении закона распределения выборочной медианы 

рассмотрим два случая:
• медиана выборки нечетного объема.
В этом случае п = 2к +1, и медианой служит серединная порядко­

вая статистика с номером к + 1. Подставляя параметры статистики 
2к +1, к + 1, получаем общий вид плотности распределения медианы 
нечетной выборки:

с , , . ,  м = Л 2„+Ц „  = W [ F '-M [ 1 " (r)11‘ ( 1 4 25)

Для совокупности N(0,1) получаем

fn v iw  «  = ■ W[ - 7 - ф о (*)]* ; (1.4.26)

•  при четном объеме выборки п = 2к в качестве медианы, вообще 
говоря, может рассматриваться любая точка из интервала (у„ к, у„ д+1). 
Для определенности медианой принято считать середину указанного

т-г ~ ~ Т д  ^п,к+1интервала. Плотность распределения случайной величины —— — —

найдем путем последовательных преобразований. Сначала найдем
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плотность распределения суммы, используя формулу суммы и ПР 
(1.4.14) и учитывая, что у„ д.+1 > у„ д. :

00 1 1

f y nJ: yrLk+] O ’) =  \ f k . k  I ( - у  -  x , - y  +  x)dx. Искомую ПР медианы
о

получим из ПР суммы:
ОО

fn,e2k (^> = 2 \ f k ,к+1 (У  ~  Х> У +  X )d x  ■ ( 1 -4 '2 7 )
О

Для нормальной совокупности окончательно получаем 

fm e2k 0 0  =  2 {  Фп(>’ "  X)(Po(j +  X)[[I  +

+  ф 0 ( У  -  х ) ]  [ |  -  ф 0 ( У  +  х ) ] ] " - 1 dx . (1.4.28)

При п=2 медиана совпадает с выборочным средним. Вид ПР ме­
дианы для п=3^5 представлен на рис.1.4.5.

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Рис. 1.4.5. Плотность распределения выборочной 
медианы в зависимости от объема выборки п

При больших п для серединной порядковой статистики справед­
лива асимптотика

т]р0-~Р)  ч т
■ ^ (хг ’ДГ— — Н > где р  = —  

f x (xp)Jn И
(1.4.29)
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Таким образом, серединная порядковая статистика является асим­
птотически нормальной оценкой генеральной квантили хр

ТН
(р ~ —) при любом законе распределения f x  ( х ) . В частности, для

п
нормальной совокупности N( p , c j ) выборочная медиана распределена

л
по нормальному закону N( p , c r J — ), являясь несмещенной оценкой2 п
генерального среднего. При этом оценка по медиане при больших п в 

л
— ~ 1,253 раз менее эффективна, чем по выборочному среднему, у

которого С Г у  =
а

■Jn
Сравнительная эффективность оценки генерального среднего 

нормальной совокупности по выборочной медиане в зависимости от п 
приведена в табл. 1.4.2.

Таблица 1.4.2. Сравнительная эффективность

п
те |

СТАГ
%

с й,
%

2 0,707 0,707 0 0,756 0,756 0

3 0,577 0,670 16,1 0,523 0,525 0,4

4 0,500 0,546 9,2 0,422 0,427 1,2

5 0,447 0,536 19,9 0,363 0,372 2,5

6 0,408 0,463 13,5 0,323 0,335 3,7

7 0,378 0,459 21,4 0,294 0,308 4,8

8 0,354 0,410 15,8 0,272 0,288 5,9

9 0,333 0,408 22,5 0,254 0,272 7,1

10 0,316 0,372 17,7 0,239 0,259 8,4
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Окончание табл. 1.4.2.
15 0,258 0,319 23,6 0,191 0,217 13,6
20 0,224 0,271 21,0 0,163 0,194 19,0

оо**) 1
1*

25,3 1 л л  J6n
■Jn \2п ■Jin 4-\/з In и 12 In п

* Символы f i , о  означают несмещенные выборочные оценки гене­
ральных параметров, индексы соответствуют используемой статисти­
ке.

В последней строке приведен асимптотический вид СКО соответст­
вующих статистик при больших п .

Приведенные в табл. 1.4.2 СКО используются, в частности, для 
определения контрольных границ при построении контрольных карт 
количественного признака (умножением на 3).
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Глава 2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПЛАНИРОВАНИЯ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

2.1. Факторы эксперимента.
Понятие об эффекте фактора

1. Под экспериментом в контексте данного раздела будем пони­
мать получение данных об исследуемом объекте в процессе много­
кратной реализации искусственно созданной или контролируемой и 
неограниченно воспроизводимой совокупности внешних условий. 
Схематично модель системы «объект-эксперимент» можно предста­
вить, как показано на рис. 2.1.1.

Рис. 2.1.1. Кибернетическая модель исследуемого объекта

Основоположником планирования эксперимента принято считать 
английского математика Р. Фишера, который в своей работе «Плани­
рование эксперимента и его статистическая основа» сформулировал 
основные принципы использования аппарата дисперсионного анализа 
для обработки результатов и оптимизации сельскохозяйственных экс­
периментов, главным образом, в растениеводстве. В связи с этим, 
сформировавшаяся в планировании эксперимента терминология во
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многом сохранила отпечаток этого исторически первого объекта ис­
следования, как, например, «планы с расщепленными делянками», 
«эффект способа обработки», «эффект дозы» и т.д. Специфика данно­
го объекта очевидно такова, что конечный результат -  урожай (7  на 
рис. 2.1.1) -  зависит, как правило, от множества внешних условий -  
факторов (Аща рис.2.1.1): сорт растений, состав почвы, агротехниче­
ские приемы и т.д. Кроме того, влияние оказывают погодно­
климатические и другие неподдающиеся управлению и контролю воз­
действия -  случайные факторы (Zk на рис. 2.1.1). Другими немаловаж­
ными обстоятельствами являются принципиальная ограниченность в 
объеме исходного статистического материала и то, что для повторения 
эксперимента необходимо ждать как минимум год. Таким образом, 
вероятностной моделью в планировании эксперимента является ин­
терпретация зависимости Т(ХЬ.. J Q  как стохастической. Причем, зада­
ча установления причинно-следственных связей, т.е. какого-либо есте­
ственно-научного механизма в данной зависимости, изначально не 
рассматривалась в качестве осуществимой, как, например, в статисти­
ческой физике.

Доказав свою эффективность в сельском хозяйстве, математиче­
ское планирование эксперимента стало с успехом применяться в био­
логии, медицине, а затем при оптимизации технологических и других 
производственных процессов. Такой подход к исследованию много­
факторных систем получил название кибернетического (безотноси­
тельно природы причинно-следственных связей). Таким образом, ос­
новные исходные понятия планирования эксперимента заключаются в 
следующем. Факторы эксперимента (или просто факторы) -  входные 
параметры системы, непосредственно формирующие выходной пара­
метр -  отклик. Откликов, вообще говоря, может быть несколько, но в 
дальнейшем ограничимся рассмотрением ситуации с одним.

Основные требования к факторам:
• измеримость -  возможность непосредственной количественной 

оценки;
• возможность контролирования постоянного значения (на фик­

сированном уровне) в процессе единичной реализации эксперимента;
• априорная взаимная независимость.
Факторы подразделяются на два типа:
• Факторы с количественными уровнями (температура, давле­

ние, ток и т.д.).
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• Факторы с альтернативными уровнями, т.е. такие, которые 
можно лишь пронумеровать натуральными числами (способы обра­
ботки, индивидуальные технологические линии, контролеры- 
операторы и т.д.).

К отклику предъявляется по существу единственное требование -  
однозначная измеримость.

2. Помимо факторов на формирование отклика оказывают влияние 
и другие входные параметры, остающиеся вне поля зрения экспери­
ментатора (Z на рис. 2.1.1). Поэтому существует опасность ошибочной 
интерпретации результатов эксперимента, так называемого «ложного 
эффекта», когда флуктуация неконтролируемых входных параметров 
приводит к значимому изменению отклика и воспринимается как ре­
зультат воздействия факторов. Эта проблема особенно актуальна при 
проведении серии параллельных испытаний (повторении откликов) на 
всех или нескольких сочетаниях уровней факторов. Для сведения к 
минимуму возможности подобных ошибок применяется рандомизация 
-  установление случайной очередности реализации индивидуальных 
опытов. Например, если единственный фактор варьируется на четырех 
уровнях, и на каждом уровне проводится серия из двух повторных 
испытаний, то очередность осуществления восьми индивидуальных 
испытаний определяется случайной последовательностью натураль­
ных чисел 1 н- 8, получаемой с помощью генератора случайных чисел. 
«Физически» этот процесс можно представить как случайную выборку 
без возвращения восьми пронумерованных шаров из лототрона. В ре­
зультате рандомизации возможные флуктуации неконтролируемых 
факторов равномерно распределяются по всей совокупности индиви­
дуальных значений отклика и проявляют себя как увеличение случай­
ной ошибки (погрешности) эксперимента.

3. Совокупность исходных данных, полученных в процессе экспе­
римента, представляет собой выборку, расслоенную на группы (под- 
выборки). Группообразующим признаком является постоянство соче­
тания уровней факторов, при котором были получены индивидуаль­
ные значения. Такая группа образует элементарную ячейку экспери­
мента. В различных ячейках может содержаться, вообще говоря, не­
одинаковое число значений. В вырожденном случае ячейка может со­
держать одно значение.

47

Условимся факторы обозначать заглавными буквами Л. В, С,..., а 
прописными а, Ь, с,... - количество уровней соответствующего факто­
ра. Количество ячеек при этом очевидно составит а-Ь-с ■..., в каждой 
из которых содержится р  индивидуальных значений. И, наконец, об­

щее количество индивидуальных значений ^  /у условимся обозна-
i

чать N.
Представим для наглядности структуру результатов однофактор­

ного эксперимента, где фактор А варьируется на а уровнях, в виде 
табл. 2.1.1.

Таблица 2.1.1. Структура результатов 
одно факторного эксперимента

N 1 2 а

1 У  и У  21 У  а\

2 У 12 У22 У а2

3 У \ з У23 УаЗ

Столбцы в табл. 2.1.1 являются элементарными ячейками с 
И;,/= 1,о, индивидуальными значениями в каждой. В качестве наи­
лучшей оценки значения отклика на i-м уровне фактора естественно 
принять групповые средние

Пг1й
Внутригрупповую изменчивость у» -  y i , поскольку она не обу­

словлена никакими контролируемыми воздействиями, естественно 
интерпретировать как случайную ошибку эксперимента. Для оценки 
контролируемой изменчивости единственно возможным началом от­
счета является общий средний результат

У = - ^ Ц У у = - 1 1 У г -  С2 ' 1'2)
N y

Таким образом, полную изменчивость индивидуальных значений 
можно представить в виде суммы двух компонент: эффекта фактора и 
случайной ошибки:
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У у -  У = (у г ~ у ) + (Уу ~ У г )• • (2.1 .3)

2.2. Аппарат дисперсионного анализа

1. Рассмотрим структуру эффектов однофакторной схемы (2.1.3) 
(эффект Д  и ошибку £(;). Для эффекта Д , согласно (2.1.2), очевидно

соотношение

Х ( у г- у )  = 0. (2.2.1)
!=1

Для двух других отклонений справедливы аналогичные соотно­
шения:

~ у ) =  0 ’ Z f e  ~ У г ) =  °> г' =  • (2-2-2)
У У=1

Рассмотрим сумму квадратов отклонений 2  = S O v  “ j ) 2 • Произ-
У

ведя то же самое действие с правой частью (2.1.3), получим

в = Z Z [О7.- - З7)2 + 2(уг - 7)(уу -7 ,.)+ (уу - д ) 2].
г=1 ; =1

Суммируя почленно, будем иметь

£ £ ( й  -  ^ )2 = S O 7.- -  Я 2! ] 1= У У  О7, -  з7)2 = СД-;
z= l j = 1 г=1 _/=1 г=1

X X G v  - д ) 2 = & •
2=1 У=1

Суммируя оставшиеся слагаемые, получаем

2Ц ( У г  -у)(уу -y,) = 2Yjiy, - j E f c  “ ?.■)>
2=1 У=1 2=1 У=1
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откуда, на основании (2.2.1), (2.2.2), получаем тождественный ноль. 
Так, приходим к тождеству

У i У

или, в принятых обозначениях:
Q = Qa +Qs • (2.2.3)

Полученное соотношение (2.2.3) носит название основное уравне­
ние дисперсионного анализа. Каждая из компонент суммы квадратов 
имеет число степеней свободы, как было показано в п. 1.4, равное ко­
личеству независимых нормальных СВ (совокупности, из которых 
получены групповые выборки, априорно полагаются нормальными). 
Для определения числа степеней свободы существует простое мнемо­
ническое правило:

число степеней свободы = количество слагаемых в связывающей 
их сумме -  количество уравнений.

Для суммы квадратов эффекта QA имеем а слагаемых и одно 
уравнение (2.2.1). Следовательно, число степеней свободы составит 
гА = а - 1. У суммы квадратов случайной ошибки О.. на N  слагаемых 
приходится а  уравнений (2.2.2) (по количеству групп). Число ее сте­
пеней ошибки re = N  -  а . И, наконец, для полной суммы на N  сла­
гаемых приходится одно уравнение (первое (2.2.2)). Таким образом, 
приходим к следующему очевидному тождеству (используемому в 
практике дисперсионного анализа в качестве одной из операций про­
верочного расчета):

г = N - l  = rA +rs = a - l  + N - а .
Таким образом, численной мерой изменчивости отклика служит 

сумма квадратов отклонений Q, которая, как гласит основное уравне­
ние дисперсионного анализа, может быть представлена в виде суммы 
парциальных сумм квадратов Qa+Q.- -  компонент, характеризующих 
вклад в полную изменчивость отклика каждого из источников измен­
чивости. Однако непосредственное сравнение величин QA и О.. не по­
зволяет сделать обоснованный вывод о том, какой из источников явля­
ется более значимым (весомым). Поскольку у каждой компоненты 
свое число степеней свободы, то представляется естественным срав­
нивать между собой средние квадраты отклонений (на одну степень 
свободы):
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S 2a = ^ A ,  S 2e = ^ .  (2.2.4)
ГА Ts

При этом вполне очевидно, что методика сравнения (оценки зна­
чимости эффекта фактора) должна строиться исходя из вероятностно­
го содержания основных исходных допущений (о нормальности и вза­
имной независимости всех индивидуальных значений). Единственно 
возможным в данной ситуации представляется использование аппара­
та дисперсионного анализа, конечно, если сами исходные данные не 
находятся в явном противоречии с теми самыми исходными допуще­
ниями.

2. В предыдущем пункте путем простых рассуждений было уста­
новлено, что численной мерой, характеризующей каждый из источни­
ков изменчивости, является средний квадрат отклонения и обоснована 
применимость дисперсионного анализа. Вероятностное содержание 
исходных допущений при более детальном рассмотрении заключается 
в наличии всего двух альтернативных гипотез:

• Н о -  все групповые выборки получены из одной нормальной 
совокупности;

• Я, (альтернатива) -  групповые выборки получены из нор­
мальных совокупностей с одной генеральной дисперсией, но с 
разными генеральными средними.

По существу, все проблемы дисперсионного анализа, так или ина­
че, вращаются вокруг этих двух альтернатив. При этом к формулиров­
ке гипотезы Я 1 следует сделать небольшое уточнение:

1) очевидно, что она (вместе с Я 0) вложена в общую гипотезу о 
нормальности и постоянстве генеральной дисперсии. Сама же эта 
внешняя гипотеза непосредственно в дисперсионном анализе не про­
веряется.

2) поскольку Я 0 и Я 1 образуют полную группу внутри общей 
внешней гипотезы, правильнее было бы сказать: «не все генеральные 
средние групповых выборок равны между собой».

Для уяснения «механизма» использования дисперсионного анали­
за найдем МО средних квадратов (2.2.4) для каждой из гипотез. Для

будем иметь
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m [s 2 s]=m
1 а Щ

N  - а
= М

1
N  - а Z

i=i v;=i2=1 j = 1

Используя свойство МО (п. 1.1), последнее соотношение преобра­
зуем к виду

M » 1 = ^ f z z M r | ] - Z ' 2 . " [ E ] '
1У °  V 2=1 У=1 2=1 у

Далее, используя соотношение для дисперсии, получим
а Щ1 I а 1 а I гг-1

м Ш = т г ~  ZZk2+ft2)-Z«,р-
1

N  -  а
(

. 2=1 2= 1

N - a

\
=  < х 2 .(Я  -  а )а 2Е + у  пгр 2 -  у  пгр 2

\  Z=1 (=1

Данное тождество было получено применительно к условиям Я 1. 
Очевидно, что оно справедливо и для Я 0 (//, = / /) .  Таким образом, 

приходим к выводу, что S 2 является несмещенной оценкой генераль­

ной дисперсии (дисперсии случайной ошибки) а 2е .

Теперь найдем МО S 2A для Н 0:

м [ у ] = м ^ у « Д ^ - т ) 21 = м Г ^ у ^ 2 - т 2у

Применяя аналогичную последовательность преобразований и 
учитывая, что //, = / / .  получаем

~ { t к 2п\ - ^  + р
И ,-

(
- N  L

г2 Я

N
= (2.2.5)

/ /

Таким образом, можно считать доказанной теорему Фишера, ко­
торую в контексте предыдущего изложения можно сформулировать 
так:

При справедливости гипотезы Н 0 средние квадраты эффекта и 
ошибки есть несмещенные оценки генеральной дисперсии ошибки
m [s 2a ] = m [s 2e ] = cj2e .
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Отсюда следует, что отношение средних квадратов есть рассмот­
ренное в п. 1.2 дисперсионное отношение Фишера:

_ X U ( N ~  а) 
S i

■ = F ( a - \ , N - а ) . (2 .2 .6)
X l - a i f l -  О

Здесь следует сделать следующее замечание. Закону Фишера бу­
дет (в рамках Я 0) подчиняться и обратное отношение:

^  = F ( N - a , a - 1).

Однако практический интерес представляет лишь ситуация 
S \>  , и поскольку исторически сложилась практика оценки прав­
доподобия Я 0 по верхней 5% точке, т.е. когда /' > 1. в литературе 
дисперсионное отношение фигурирует в виде (2.2.6). Возможно будет 
уместным замечание более общего характера о том, что в любом при­
кладном статистическом анализе никогда не следует отождествлять 
объект исследования с априорными вероятностными схемами, поло­
женными в основу модели. В противном случае, как это не парадок­
сально звучит, в погоне за точностью можно не только потерять адек­
ватность модели, но и вовсе прийти к абсурдным результатам и выво­
дам. Впрочем, при ближайшем рассмотрении, никакого парадокса 
здесь нет, и это обстоятельство является естественным следствием 
специфики стохастических закономерностей.

Для МО S 2a при справедливости Я, по аналогии получим:

m [s 2a \=м

В последнем выражении общее генеральное среднее ju находим 
по правилу суперпозиции (п. 1 .2 ):

П гМ г (2.2.7)

В результате после элементарных преобразований окончательно 
получаем
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m [ s 2a] = ct2£ + - ^ | > . ( а  - М У  , (2 -2 .8 )
о - 1  м

где a j = -j j  - парциальная доля /-й группы. Сумму во втором слагае­

мом (2 .2 .8 ) естественно интерпретировать как «дисперсию эффекта
фактора»:

= ^ а г(Мг - м У  • (2-2.9)
z=l

Несмещенная оценка этой компоненты дисперсии согласно (2.2.8) 
будет иметь вид

(2  2 1 0 )

Таким образом, доказана теорема Эрвина о выделении эффекта 
фактора, и алгоритм дисперсионного анализа в простейшем однофак­
торном случае заключается в следующем:

1) вычисляются средние квадраты S 2A , S 2. :

S 2
2) вычисляется их отношение и сравнивается с правой 5%

S£
точкой статистики Фишера -  с квантилью Fx_a(a -  \ ,N  -  а) . Если вы- 

S 2
полняется условие <Fx_a( a - \ , N  -  а ) , то Я 0 принимается как

Se
правдоподобная (генеральные средние групповых выборок равны ме­
жду собой ~ эффект фактора отсутствует). При этом наилучшей оцен­
кой генеральной дисперсии ошибки будет средневзвешенный средний 
квадрат:

(а -  X)S2a + {N  -  a )S 2
Ge ~ -----------------------------^N - 1

S 2
3) если —rr > F, (a - 1 ,N  -  a ) , то более правдоподобной признает-

S l
ся альтернативная гипотеза Я 1 . Соответственно ряд групповых сред-
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них признается неоднородным, что эквивалентно значимости эффекта 
фактора.

3. Изложенные в предыдущем пункте результаты и методика лег­
ко обобщаются на случай двух и большего числа факторов. Наиболь­
шую сложность и, соответственно, интерес представляет переход от 
однофакторной к двухфакторной схеме. Пусть факторы Л и В варьи­
руются на а и b уровнях соответственно. В каждой из а-Ъ элемен­
тарных ячеек содержится ni}. индивидуальных значений отклика. В

дальнейшем, чтобы избежать громоздких формул, примем непринци­
пиальное ограничение ni}. = п . Каждое индивидуальное значение те­

перь будет иметь 3 индекса: у(;/, , где / - номер уровня фактора A ; j  - 

фактора В , к - порядковый номер внутри ячейки. Как и в однофак-

_ 1 ”торном случае, средний результат по ячейке y tj = — ̂ y ijk дает оценку
П  к = 1

отклика на пересечении уровней / и j . Смысл средних по уровням
каждого фактора вполне очевиден из их определения:

1 ь 1 а
й . = т 1 л - ;  у ч = - Ц у и -

°  j= \  а  ;=1

Точками условимся обозначать индексы, исчезающие при повы­
шении порядка усреднения. Принимая за начало отсчета общий сред­
ний результат

_  1 а _  1 ь _  
у = - Ц у 1-

а  i= 1 °  j = 1

соотношения для эффектов получим в виде:

Уф - У  = (у,- ~у )  + ( у  - у ) +  (уу- -  У,. -  y. j +у)+ О у -  Уу), (2.2.11)

где y t. - y  = Ai; y . j - y  = В .\ у ц - у г. - у %] + у  = А  х В г],

У Ф Уij ~ ^Ф '

Соотношение (2.2.11), являющееся очевидным тождеством, со­
держит уже 4 источника изменчивости. Принципиальным отличием 
двухфакторной схемы является наличие третьего слагаемого в (2 .2 .1 1 )
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-  так называемого взаимодействия факторов. Первые два называются 
главными эффектами факторов. Последнее, как и в предыдущем слу­
чае, ошибка эксперимента. Для лучшего уяснения смысла вновь воз­
никшего феномена -  (А х5)-взаимодействия -  следует сделать неболь­
шое отступление.

Факторы А  и В  априорно независимы. Поэтому термин эффект 
взаимодействия звучит на первый взгляд несколько странно. Взаимо­
действие факторов проявляется в том, что при варьировании одного 
фактора отклик меняется по-разному в зависимости от уровня вто­
рого фактора.

Наглядно это можно легко себе представить на простом модель­
ном примере. Пусть у  - выход продукта, а А  и В  соответственно 
давление и температура в реакторе. Пусть, для простоты, каждый фак­
тор варьируется всего на двух уровнях.

Изобразим графически зависимость у (Т ), а Р  интерпретируем 
как параметр.

-Рт

У

тт

У

т

Рис. 2.2.1. Схема двухфакторного взаимодействия

На рис. 2.2.1а, б у(Т )  изменяется одинаково (или почти одинако­
во) на обоих уровнях Р , что свидетельствует об отсутствии значимого 
взаимодействия (если и есть, то слабое). В варианте рис. 2.2.\в  картина 
принципиально иная. Здесь налицо явные признаки значимого взаи­
модействия. То же самое будет наблюдаться в координатах Р — у  , ко­
гда Т  будет служить параметром.

При большем числе факторов геометрическую интерпретацию 
дать уже невозможно, но «механизм» взаимодействия будет тем же 
самым.

56



Возвращаясь к схеме дисперсионного анализа, возведем обе части 
(2 .2 .1 1 ) в квадрат и просуммируем по всем / ,  / .  к :

e ^ + a + o ^ + a ,  (2 .2 .1 2 )
где частичные суммы соответственно равны:

Qa = nbYu (я . -  у)2 ; бв = naYu f e ;  -  r f 2 ’
’ _ \2 (2-2.13)

б л х в  =  f e y  -  J ; .  -  y . j  +  y f ; С Л  =  X  f e y *  “  у  a f  ■
ij ijk

Вывод (2.2.12) не содержит ничего принципиально отличающего­
ся от (2.2.3): перекрестные произведения при суммировании обнуля­
ются, а это, в свою очередь, напрямую вытекает из соотношений, ана­
логичных (2.2.1), (2.2.2). Число степеней свободы каждой частичной 
суммы определяется, как и в однофакторной схеме: количество сла­
гаемых, входящих в сумму, -  количество уравнений -  связей. Для QAxB 
при фиксированном / получим b уравнений. Добавляя к ним остав­
шиеся а — 1 уравнений, образующихся при других значениях / и фик­
сированном у, получаем а + 6 - 1  уравнений. Таким образом, для 
взаимодействия число степеней свободы составит:

гАуВ = ab -  a - b  + \ = { а - 1)(6 -1 ) .  (2.2.14)
Для остальных компонент соотношение очевидно, и получаем

гА = а - 1; гь = Ъ - 1; re = ab(n - 1) . (2.2.15)
Далее, как и в однофакторной схеме, находим средние квадраты 

отклонений:

е 2 _ Qa . е 2 _ Qb . с  2 _ QaxB . с  2 _ Qe / о т  1
А ~  1 ’ в  ~  и  1 ’ А уВ  -  /  л \ / 7 £ ~  и !  ' vz z l D lа - 1 о - 1  ( а - 1) ( о - 1) a b ( n - 1)

Значимость каждого из трех источников контролируемой из­
менчивости оценивается по величине дисперсионного отно-

s lшения ——.

4. При увеличении количества факторов соотношения, аналогич­
ные (2.2.11)-г (2.2.13), остаются справедливыми. Основное отличие 
заключается в том, что резко возрастает количество взаимодействий 
высших порядков. В силу коммутативности взаимодействий 
(А х В ~ В  х А) количество взаимодействий кратности т в к -
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факторном эксперименте составит С ” . Парных взаимодействий будет 
к ( к - 1) „ к ( к  -  \ ) { к  -  2 )
----------- , тройных   и т.д. 1 аким образом, структу-

2  6
ра эффектов трехфакторного эксперимента будет содержать три глав­
ных эффекта, три парных взаимодействия, одно тройное и ошибку:

Ai В) с к ЛхВУ
У,]Ш ~У = {у,.. -  у)+ fey. -  j f e  (у..к -  у)+ f e .  -  у,.. -  y.j. + jfe

-A
+ {у,.к -  У,.. -  У.. к + у)+ (y.jk -  y.j. -  У.. к + j f e

ВхС jfc

+ (угУк -  У г]. -  У,.к -  y.jk + У,.. + У.]. + у..к -  j f e  (y,jki -  У ijk)- (2.2.17)
А х  В  х С  у к  e i jk l

Частичные суммы квадратов и числа степеней свободы составят 
соответственно:

Qa = Ьсг̂ 1 у,.. -  у)2 ; га =-a - 1; Qb = a c n ^ jp .j. ~ у? ; гв =ь ~ 1->
I j

Qc = abr^J y ..k  - y f \ r c = c - 1; QAxB = c n ^ jy y . -  y„. -  y .}. + y f ;
к ij

гА , в  = (« -# - i) ;
QAEC=bn Y iy ,.k -y ,. .- y . .k  + y f ' ,  ^ x c = ( « - l ) ( c - l ) ;  (2 .2 .1 8 )

ik

Q b x c  = а п ^ Ь щ к  -  y . j .  -  y . . k  + y f ; rBxC = ( b ~  i)(c - 1);
J'k

Q a x B xC =  « S f e *  “  У у  ~  У * к  ~  У  4 k  + + У - У  +  У " к  -  y f  ’
ijk

гАхвхс = ( o  - 1 ) ( *  - 1 X е  -  0 ;
Qx =  Z  f e w  “  У ijk? ’ rB =  -  O'

ijkl

Значимость каждого из 7 источников контролируемой изменчиво­
сти оценивается точно так же по величине дисперсионного отношения

S.

2
Э_
2 •
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5. Одной из важнейших задач дисперсионного анализа является 
ранжирование значимых источников изменчивости. По завершении 
процедуры собственно дисперсионного анализа значимыми признают­
ся только те эффекты и взаимодействия, у которых средние квадраты 
значительно превышают средний квадрат случайной ошибки
( S i  > S 2), а остальные смешиваются со случайной ошибкой так же,

как в однофакторной схеме. При этом в качестве более правдоподоб­
ной принимается альтернатива Н г, и несмещенной оценкой соответ­
ствующей компоненты дисперсии (парциальной дисперсии) является 

г
a 2. = -^ -(S 2i/ -  S 2). В сущности говоря, этот факт есть прямое следст­

вие правила вычисления дисперсии суперпозиции (вероятностной 
смеси) СВ, рассмотренного в п. 1.2. Оценкой дисперсии полной измен­
чивости будет сумма всех парциальных дисперсий, включая диспер­
сию случайной ошибки:

* 2 = 2 Х + * . а ’ (2 -2Л9)
i

где а 2е = s 2 . Ранжировать эффекты и взаимодействия, признанные
значимыми по результатам эксперимента, целесообразно по величине
удельной доли соответствующей парциальной дисперсии:

о\.
Ущ = —-5-х 1 0 0 %. (2 .2 .2 0 )

Именно на основании полученного по (2.2.19), (2.2.20) числового 
ряда и делаются выводы об объекте исследования в знакомой всем 
формулировке примерно такого содержания: «... продолжительность 
жизни на 30% определяется чистотой воздушной среды, на 20% - ка­
чеством потребляемой питьевой воды и т.д. ...».

2.3. Планы со смешиванием эффектов и 
дробные многофакторные планы

1. В п. 2.2 было определено понятие межфакторного взаимо­
действия , заключающегося в том, что изменчивость отклика при 
варьировании одного фактора зависит от уровня другого фактора (или 
других факторов). При явно значимом двухфакторном взаимо­
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действии наблюдается инверсия эффекта одного фактора при смене 
уровней второго фактора. При этом аппарат многофакторного дис­
персионного анализа (п. 2 .2 ) позволяет оценивать значимость как 
главных эффектов, так и взаимодействий любого порядка, посредст­
вом единообразной вычислительной процедуры. Однако в ряде случа­
ев возникают ситуации, когда взаимодействие, даже если оно является 
явно значимым, не может быть сколько-нибудь вразумительным обра­
зом интерпретировано. Одним из наиболее характерных примеров 
являются так называемые эксперименты с группировкой, или иерархи­
ческие. Такая ситуация возникает, когда уровни одного фактора лока­
лизованы (сгруппированы) внутри уровней другого фактора (или 
внутри пересечения уровней нескольких факторов). В этом случае 
уровни вложенного фактора, очевидно, не пересекаются с уровнями 
внешних и, стало быть, ни о каком взаимодействии говорить не имеет 
смысла. В двухфакторном эксперименте с группировкой следует мо­
дифицировать схему дисперсионного анализа таким образом, чтобы 
эффект взаимодействия смешивался с главным эффектом вложенного 
фактора. Полученную смесь, т.е. сумму эффектов, вполне естественно 
можно интерпретировать как уточненный эффект вложенного факто­
ра.

В качестве примера рассмотрим эксперимент, целью которого яв­
ляется оценка однородности продукции нескольких многопозицион­
ных станков. Пусть 5 станков, на которых изготавливаются стеклян­
ные держатели катода электронных ламп имеют по 4 позиции (голов­
ки), на которых формуются держатели. В результате образуется план- 
матрица двухфакторного эксперимента типа 5x4. Приняв численность 
каждой из 20 элементарных ячеек эксперимента п =4 индивидуальных 
значений деформации держателя, получим N=80 индивидуальных 
значений. Результаты полностью рандомизованного эксперимента 
приведены в табл. 2.3.1.

Таблица 2.3.1. Исходные данные эксперимента
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Окончание табл. 2.3.1
7 0 7 0 3

4 4 3 2 8 7
7 4 5 6 4
9 1 4 5 0

Структура эффектов такого эксперимента будет иметь вид

У  у к  - У  =  (y.j - у )  +  (у ij -  y . j )  +  ( У у к  - У  у ) -  (2.3.1)
Слагаемые в правой части (2.3.1) интерпретируются как эффект

станка, эффект головки внутри станка и случайная ошибка экспери­
мента соответственно.

Возводя обе части (2.3.1) в квадрат и суммируя по всем j,i,n, полу­
чим сумму квадратов, структурированную по источникам изменчиво­
сти:

Q = Qs + Qg(s) +Qs ’ (2.3.2)
где

Qs = fey  -  y f ; Qo(s) = E  f e  -  у -j f  ’
i = l  j = 1 i = 1

. (2.3.3)
j = \  i=1 k=1

Легко заметить, что смешивание эффектов в данном случае сво­
дится к суммированию соответствующих величин двухфакторного 
эксперимента с пересекающимися уровнями:
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Qg(S) - Q g +Q ?x G  j 'G ( S) -b r, (2.3.4)

где r* -  число степеней свободы парциальной суммы квадратов. Ре­
зультаты вычислений по (2.3.3) сведены в таблицу дисперсионного 
анализа (табл. 2.3.2).

Таблица 2.3.2. Результаты дисперсионного анализа
Источник

изменчивости
Число 

степеней 
свободы, г

Сумма квад­
ратов, Q

Средний 
квадрат, S2

Дисперсионное 
отношение, F

S 4 45,08 11,27 0,58

Окончание табл. 2.3.2
G(S) 15 282,87 18,86 1,76

е 60 642,00 10,70 -

I 79 969,95 - -

Следует отметить еще одно отличие в рассмотренной схеме дис­
персионного анализа по сравнению с «обычным» двухфакторным экс­
периментом. Значимость эффекта вложенного фактора оценивается по 
дисперсионному отношению со средним квадратом ошибки

S2( Fats) = a(s) )• Если эффект оказывается незначимым, то его следует

смешать с ошибкой, объединив строки «в» и «G(S)» в строку «в» по 
вышеизложенному алгоритму. Если же эффект оказывается значимым, 
то мерой для оценки значимости изменчивости между станками будет

изменчивость между головками одного станка (р  = s )
<~<2
° G ( S )

EIo результатам табл. 2.3.2 можно сделать вывод, что следует об­
ратить внимание на различие между головками одного станка. Дис­
персионный анализ данных табл. 2.3.1 по схеме с выделенным эффек­
том взаимодействия привел бы и абсурдному выводу об однородности 
как головок, так и станков, но при наличии значимого взаимодействия 
между ними (рекомендуется убедиться в этом, проделав вычисления 
самостоятельно).

Сходная с рассмотренной ситуация возникает при интерпретации 
исходных данных контрольной процедуры статистической оценки 
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воспроизводимости и сходимости измерительного процесса, пропи­
санной в разделе MSA ISO. Выборка операторов из состава опера­
тивного персонала проводит серию контрольных измерений партии 
стандартных образцов. В образующемся двухфакторном эксперименте 
изменчивость между операторами (воспроизводимость) следует вы­
числять по схеме смешения главного эффекта оператора и взаимодей­
ствия оператор х образец. В противном случае затруднительно интер­
претировать результат индивидуального оператора, усредненный по 
всем образцам и попыткам.

2. В рассмотренных ситуациях необходимость смешивания эф­
фектов и схема смешивания определяются, исходя из интерпретации 
самих исходных данных. Гораздо более интересными как в теоретиче­
ском, так и в практическом аспекте являются ситуации, когда смеши­
вание является неизбежным следствием неполноты (усеченности) ис­
ходных данных, т.е. когда исходные данные представляют собой не 
все, а только часть точек (комбинаций уровней) факторного простран­
ства. Усечение факторного пространства возможно двумя способами : 

- разбиением на блоки (блочные многофакторные планы)',
-  насыщением дополнительными факторами, что фактически 

является построением одного блока из пространства большей раз­
мерностью (дробные многофакторные планы).

Следуя хронологии развития и сложившейся традиции изложения 
в учебных курсах по планированию эксперимента, блочные и дробные 
планы излагаются раздельно и именно в такой последовательности. 
Однако, поскольку имеется ввиду, по существу, один и тот же фено­
мен, представляется целесообразным рассмотреть эти два типа планов 
совместно и с единых позиций. Попутно следует заметить, что именно 
на примере этих планов становится очевидным, насколько существен­
ным является сам термин планирование и насколько велика его (пла­
нирования) практически значимость.

В качестве иллюстрации рассмотрим следующий пример. Предпо­
ложим, химик желает определить однородность раствора в лаборатор­
ном сосуде по глубине и расстоянию от стенки. Для этого он решает 
взять пробы в 4 точках сосуда в соответствии со схемой рис. 2.3.1.
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Рис. 2.3.1. Расположение точек забора проб

Полученный план имеет тип 22, А - расстояние от оси, В - глубина 
погружения. Однако у лаборанта всего две руки, и без специального 
приспособления он может брать только две пробы. Для реализации 
всего эксперимента потребуется два погружения, между которыми 
пройдет некоторое время, и концентрации в растворе, вообще 
говоря, могут измениться. Таким образом, весь эксперимент разделя­
ется на два блока, которые являются «паразитным» источником из­
менчивости и выступают как неизбежное зло. Вопрос заключается в 
том, как путем надлежащего планирования минимизировать ущерб. Из
С4 = 6  пар проб можно составлять 3 различных блока по 2  непересе- 
кающиеся пары проб, как показано в табл. 2.3.3.

Таблица 2.3.3. Варианты блоков
№погр.\№вар. I II III

1 1 ,Ь 1. а 1, ab
2 а, ab b, ab а, Ъ

Легко видеть, что в I варианте главный эффект А и А хВ взаимо­
действие смешиваются с эффектом блока. В варианте II с эффектом 
блока смешиваются В и А*В. И только в III варианте оба главных эф­
фекта отделяются от эффекта блока. Смешанным остается только АхВ  
взаимодействие.

З.Что бы оценить, в чем заключается сходство и различие между 
блочными и дробными планами, используем ту же самую модель экс­
перимента. Дополним эксперимент третьим фактором - временем С , 
который будет варьировать также на двух уровнях: / 1 ~ 1. t2~c. В ре­
зультате образуется эксперимент типа Т  . Для удобства вычислитель­
ной процедуры проведем кодирование уровней факторов, положив 
нижний - 1, верхний + 1, и впишем все 8 комбинаций условий экспери­
мента в табл. 2.3.4.
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Таблица 2.3.4. Комбинации условий испытаний
А В С АВ АС ВС ABC
-1 -1 -1 1 1 1 -1
+1 -1 -1 -1 -1 1 +1
-1 +1 -1 -1 1 -1 +1
+1 +1 -1 +1 -1 -1 -1
-1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
+1 -1 +1 -1 +1 -1 -1
-1 +1 +1 -1 -1 +1 -1
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

Желая уложиться в 4 опыта, исследователь должен смириться с 
неизбежной потерей части информации. Априорно наименее цен-ным 
является старшее взаимодействие АхВхС. Группируя опыты (строки 
табл. 2.3.4) так, чтобы значение в столбце ABC  имели одинаковый 
знак, получим 2 блока (2 полуреплики) эксперимента 23. При этом 
тройное взаимодействие станет «невидимым», кроме того, произойдет 
смешивание главных эффектов с парными взаимодействиями: А ~ 
±ВС, В ~ ±АС, С ~ ±АВ. Таким образом, дробный многофакторный 
план представляет собой один из блоков полного плана. Знак в схеме 
смешивания определяется выбором блока, который, в свою очередь, 
выбирается случайно (блоки рандомизуются). Если блок рассматри­
вать как источник изменчивости, равноправный с факторами (число 
уровней этого дополнительного фактора очевидно равно количеству 
блоков), то принципиальное различие между блочными и дробными 
планами и вовсе исчезает. Алгоритм разбиения на блоки, так называе­
мый метод определяющих контрастов, строится с помощью элемен­
тов теории групп. Кемпторн предложил рассматривать линейную фор­
му:

L = Л1Х 1 + Л2Х 2 +... +ЛпХ  п , (2.3.5)
где -  показатель степени /-го фактора в определяющем контрасте, X t 
- уровень /-го фактора в данной комбинации условий. Сам опреде­
ляющий контраст записывается как взаимодействие (или главный эф­
фект), смешиваемое с эффектом блока. В рассмотренном примере кон­
траст -  парное взаимодействие АхВ  имеет линейную форму L=X\+Х2. 
Все комбинации условий (уровней факторов) разбиваются на классы 
эквивалентности, как группа L  mod т, где т -  число уровней факторов 
(должно быть одинаковым). Блоки формируются из комбинаций, при­
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надлежащих одному классу эквивалентности. При этом блок, содер­
жащий комбинацию ( 1) (все факторы на нижних уровнях), называется 
основным. Для рассмотренного примера будем иметь:

( 1): X = 1-0  + 1-0  = 0  = 0  mod 2 , a : Z = l - l  + l -0 = 1 = 1 mod 2 , 
b : L = 1-0 + 1-1 = 1 = 1 mod 2, ab : L  = 1-1 + 1-1 = 2 = 0 mod 2.

В результате получаем III вариант разбиения на блоки в соответ­
ствии с табл. 2.3.3.

В экспериментах типа 2П при п>2 количество возможных вариан­
тов разбиения будет существенно большим. Для эксперимента 23 при 
возможности реализации лишь четырех комбинаций условий и сме­
шивании с эффектом блока старшего взаимодействия АхВхС , будем 
иметь: L = X \ + Х 2 + Х 3,
(1):Z= 0 mod 2, а : L= 1 mod 2, b : L= 1 mod 2, с : L= 1 mod 2, 
ab : L=2 =  0 mod 2, ас : I = 2 =  0 mod 2, be : 1 = 2 =  0 mod 2, 
abc : L=3= 1 mod 2.

Группируя комбинации с равными значениями L  mod 2, получаем 
2  блока:

Блок I (L=0) Блок II (L= 1)

В таком блочном плане с эффектом блока смешивается старшее 
взаимодействие АхВхС. Все главные эффекты и парные взаимодейст­
вия остаются выделенными. В общем случае, при разбиении экспери­
мента типа 2 П на т блоков ( т  должно быть кратно 2 ) с эффек-том бло­
ка смешиваются т-l  эффектов или взаимодействий. Какие именно 
эффекты будут смешаны с эффектом блока и составляет, собственно, 
предмет планирования эксперимента. В качестве примера рассмотрим 
эксперимент 2  в ситуации, когда в один блок мо- гут входить только 
4 комбинации условий, что соответствует 4- блочному плану экспери­
мента 24. В качестве двух альтернатив рассмотрим две схемы смеше­
ния: а) АхВ, CxD, AxBxCxD; б) АхВхС. В х (’х/). AxD. Легко заметить, 
что каждая тройка эффектов представляет собой группу относительно 
умножения mod 2  (при перемножении любых двух эффектов из тройки
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получится третий). Для каждой из альтернатив получаем два опреде­
ляющих контраста:

a) Li = Х + Х 2, Ь2= Х 3+ Х4; 
б) L l = X l + X 2 + X,. Ь2= Х 2 + Х Ъ+ Х 4 (илиХ х + Х 4). (2.3.6)

Блоки формируются по принципу соответствия Li (mod 2) и L2 
(mod 2). Значения контрастов в 16 точках полного плана приведены в 
табл. 2.3.5 а, б.

Таблица 2.3.5 а
1 а b с d ab ас ad be bd cd abc abd acd bed abed

L, 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0

ь 2 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0
Таблица 2.3.5 б

1 a b с d ab ac ad be bd cd abc abd acd bed abed
L, 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

l 2 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1

Группируя комбинации условий по классам эквивалентности пары 
(Lb L2), получаем два варианта разбиения на блоки, как показано в 
табл. 2.3.6 а, б.

Таблица 2.3.6 а
Блок 2 Блок 4

ас

acd
bed

abc
abdabed

Таблица 2.3.6 б
Блок 2 Блок 3

Li =0,
L2= 1

Блок 4

abd
acd

ас
bedabc abed
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4. Планы типа wn, где w>2 простое число, разбиваются на кратное 
w число блоков. Блоки формируются в соответствии со структурой 
группы (mod w). Например, если эксперимент типа З2, содержащий 9 
комбинаций условий, разбивается на 3 блока и с эффектом блока сме­
шивается взаимодействие АхВ2, то определяющий контраст имеет вид

L = X \ + 1Х2. (2.3.7)
Значения контраста в 9 вершинах факторного пространства при­

ведены в табл. 2.3.7.
Таблица 2.3.7

1 a a2 b b2 ab a2b ab2 a2b2
L 0 1 2 2 1 0 1 2 0

По классам эквивалентности L  (mod 3) получаем 3 блока экспери­
мента З2, как показано в табл. 2.3.8.

Таблица 2.3.8
Блок 2 Блок 3 

L = 2

В таком блочном плане остаются выделенными оба главных эф­
фекта и парное взаимодействие. Причем, взаимодействие, как и глав­
ные эффекты, имеет число степеней свободы гду ц =гд =rg =w-1

(в полностью рандомизованном эксперименте З2 АхВ -  взаимодейст­
вие имеет (w -l) 2 степеней свободы). Недостающие ( i t - 1 )(и'-2) степеней 
свободы переходят в эффект блока, и в результате 8 степеней свободы 
эксперимента З2 разделяются, как показано в табл. 2.3.9.

Таблица 2.3.9
Источник

изменчивости
Число степеней 

свободы
A 2
В 2

АхВ 2
АхВ2+блок 2
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5. Как уже было отмечено, дробный план, назначением которого 
является минимизация трудоемкости (ценой частичной потери инфор­
мации), представляет собой один из блоков полного многофакторного 
плана. Соответственно, все вышесказанное о смешивании эффектов и 
об алгоритме расщепления полного плана на блоке остается справед­
ливым и для дробных планов. Единственным отличием , имеющим 
скорее терминологический характер, является то, что в роли эффекта 
блока выступает один из эффектов или взаимодействий.

Некоторые авторы трактуют построение дробных планов как на­
сыщение плана меньшей размерности дополнительными факторами. 
Пример насыщения эксперимента 22 третьим фактором (до полуреп- 
лики 23) был рассмотрен в плане параграфа. Следует заметить , что 
данный пример носит чисто иллюстративный характер, поскольку 
дробные реплики эксперимента типа w3 по большому счету не имеют 
практического значения (снижение трудоемкости незначительно, а 
потеря информации непомерно высока). Польза от дробных планов 
становится очевидной лишь при большом числе факторов (п>4).

В качестве примера рассмотрим план типа 27, содержащий 128 
комбинаций условий. Переходя к полуреплике из 64 комбинаций це­
ной потери старшего взаимодействия, получим определяющий кон­
траст в виде

L=ABCDEFG. (2.3.8)
Схему смешивания определяем поочередно, умножая (2.3.8) на 

символы главных эффектов и взаимодействий младших порядков, учи­
тывая, что четные степени исчезают 0  ( mod 2 ) :

А ■ L  = BCDEFG; АВ ■ L = CDEFG и т.д.
Таким образом, в полуреплике 27 наряду с исчезновением (смеши­

ванием с эффектом блока) старшего взаимодействия, взаимодействия 
6 -го порядка смешиваются с главными эффектами (не участвующими 
во взаимодействии), взаимодействия 5-го порядка смешиваются с не- 
пересекающимися парными и, наконец, взаимодействия 4-го порядка 
смешиваются с непересекающимися тройными. При однократной 
реализации полуреплики 2 7 с выбранной схемой смешения взаимодей­
ствия 3-го и 4-го порядков можно использовать в качестве оценки 
ошибки, тогда, пренебрегая взаимодействиями более старшего поряд­
ка, можно оценивать все главные эффекты и парные взаимодействия.
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При построении % реплики эксперимента 27 оказывается предпоч­
тительнее исключить 2 взаимодействия 5-го порядка (а стало быть, и 
их произведение). В результате все главные эффекты сме-шиваются с 
взаимодействиями 3-го и более высокого порядков, но при этом из 2 1  

парных взаимодействий 6  оказываются смешанными 
между собой. Исключив взаимодействия AxBxCxD xE  и CxDxExFxG, 
получим определяющий контраст следующего вида:

L = ABCDE = CDEFG = ABFG. (2.3.9)
Схема смешения, соответствующая контрасту (2.3.9), приведена в 

табл. 2.3.10.

Таблица 2.3.10. Схема смешения У* реплики эксперимента 27
Эффект Совместные эффекты Эффект Совместные эффекты

А BCDE~ACDEFG~BFG CD CD~ABE~EF G~AB CDF G
В ACDE~BCDEFG~AFG CE CE~ABD~DF G~AB CEF G
С ABDE-DEF G~AB CF G CF CF~ABDEF~DEG~ABCG
D AB CE-CEF G-ABDF G CG CG~ABDEG~DEF~ABCF
Е AB CD-CDF G-ABEF G DE DE-AB C~CF G-ABDEF G
F AB CDEF~CDEG~AB G DF DF~ABCEF~CEG~ABDG
G ABCDEG~CDEF~ABF DG DG~ABCEG~CEF~ABDF

АВ CDE~ABCDEFG~FG EF EF~ABCDF~CDG~ABEG
АС BDE-ADEF G~B CF G EG EG~ABCDG~CDF~ABEF
AD В CE-ACEF G-BDF G ACF ACF~BDEF~ADEG~B CG
АЕ В CD-ACDF G-BEF G ACG ACG~BDEG~ADEF~BCF
AF В CDEF~ACDEG~B G ADF ADF~BCEF~ACEG~BDG
AG BCDEG~ACDEF~BF ADG ADG~BCEG~ACEF~BDF
ВС ADE-BDEF G-ACF G AEG AEG-B CD G~ACDF~BEF
BD ACE~BCEFG~ADFG BEG ACDG~BCDF~AEF
BE ACD-B CDF G-AEF G —

В некоторых случаях насыщение планов дополнительными фак­
торами и переход к дробным репликам оказывается предпочтительнее 
полных планов с меньшим числом факторов.

2.4. Планы эксперимента для исследования 
поверхности отклика
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1. Под понятием поверхность отклика подразумевается геометри­
ческая интерпретация точной регрессионной зависимости, как функ­
ции многих переменных -  факторов эксперимента:

Мт ...хп = Я Х 1, . . .Х п). (2.4.1)

Целью эксперимента в данной ситуации является не столько уста­
новление собственно формы зависимости (2.4.1), а то, чтобы с мини­
мальными временными и иными затратами по возможности опреде­
лить положение экстремальной точки этой поверхности в реализуемом 
диапазоне варьирования факторов. Если отклик интерпретируется как 
выход некоего продукта, то очевидно целью является точка максиму­
ма. Если же отклик представляет собой издержки, то, соответственно, 
целью будет точка минимума. Задачи подобного типа известны в чис­
ленных методах оптимизации, когда требуется найти экстремум неко­
торой детерминированной функции многих переменных, имеющей 
сложный вид. Общей проблемой здесь является то, что для гарантиро­
ванной результативности какой-либо из простейших схем последова­
тельного поиска необходимым условием является гладкость и унимо­
дальность (существование не более чем одного экстремума) в иссле­
дуемой области пространства. Из сказанного ясно, что реальная прак­
тическая польза от экспериментов данного типа определяется тем, 
насколько соответствуют действительности эти априорные гипотезы.

Простейший вариант схемы эксперимента для поиска экстремума 
включает 2 этапа. Сначала по минимальному числу эксперименталь­
ных точек N= 2k, где к- число факторов, строится линейная аппрокси­
мация регрессии. На полученной плоскости определяется направление 
градиентной линии, точки (ядро плана) смещаются в нужном направ­
лении (по градиенту в сторону максимума и в противоположном -  в 
сторону минимума), и эксперимент повторяется при новых значениях 
уровней факторов. Критерием остановки такой итерационной проце­
дуры служит либо инверсия градиента на очередном шаге (такая си­
туация характерна при большом шаге смещения), либо стабилизация 
направления градиента значений отклика. Вторая ситуация характер­
на для малой величины шага смещения по факторному пространству. 
В геометрической интерпретации это означает, что аппроксимирую­
щая плоскость заняла положение, близкое к горизонтальному (достиг­
ла почти стационарной области). В рассмотренной процедуре, вообще
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говоря, существует возможность выхода за границы реализуемого 
диапазона варьирования факторов без попадания в почти стационар­
ную область. Это означает, что либо экстремума не существует, либо 
траектория движения прошла мимо области экстремума.

Вторая фаза активного эксперимента заключается в более деталь­
ном обследовании области предполагаемого экстремума. Для этого к 
ядру плана добавляется еще некоторое количество точек (рассмотрим 
схему N=2 +2к+1). Для оценки случайной ошибки эксперимент по 
рандомизованной процедуре дублируется во всех или нескольких точ­
ках нового плана. Затем по средним значениям методом наименьших 
квадратов регрессия отклика аппроксимируется поверхностью 2 -го 
порядка. Если полученная аппроксимация имеет удовлетворительную 
адекватность, то в качестве искомого экстремума отклика принимает­
ся точка экстремума аппроксимирующей поверхности 2 -го порядка. 
При этом следует сделать оговорку, что достоинства поверхностей 2- 
го порядка исчерпываются их полной классификацией (4 типа), мини­
мальным объемом вычислений по методу наименьших квадратов и, в 
целом, тем, что они представляют собой простейшую степенную 
функцию, имеющую экстремум. О «физическом» смысле такой ап­
проксимации в общем случае сказать ничего нельзя.

2. Детали алгоритма и, в частности, ортогональные преобразова­
ния и вычислительную процедуру метода наименьших квадратов рас­
смотрим на модельном примере. В качестве модельного двухфактор­
ного объекта возьмем биквадратный параболоид

Y = —х,4 + —х2 (2.4.2)
4 4

в области Z) : 2  < Xj < 2  П - 2  < х2 < 2 }.
Минимум (2.4.2) очевидно находится в точке (0,0), но для нагляд­

ного представления о процедуре последовательного линейного гради­
ентного спуска условимся, что наш виртуальный эксперимент будет 
заключаться в вычислении функции (2.4.2) в выбранных эксперимен­
тальных точках плоскости XiOX2. При этом «притворимся», что сама 
поверхность, задаваемая (2.4.2), нам не видна. В принципе можно до­
биться большого сходства с натурным экспериментом, добавив к
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(2.4.2) случайное слагаемое Z с нулевым средним. Тогда при повтор­
ных вычислениях в одной точке функция будет изме-няться, и вместо 
поверхности будем наблюдать поле рассеяния в 3-мерном про­
странстве, регрессией которого будет поверхность (2.4.2).

Пусть на первом шаге факторы варьируются в соответствии с 
табл. 2.4.1.

Таблица 2.4.1. План-матрица эксперимента 
на первом шаге_____

*1 ■*2 Y

3
— 1 1.52
2
2 2 8.00
3

— 2 5.27
2
2 1 4.25

Линейную аппроксимацию регрессии ищем в виде
Y = а0 +агхг +а2х2, ( 2 . 4 . 3 )

а неизвестные коэффициенты из условия минимализма суммы квад­
ратов отклонений:

Q  =  J ] ( Y J - Y t ) 2 = Y J ( a 0 + a i x i 1 + « 2 х 2 г - Y i f  ->min. ( 2 . 4 . 4 )
i i

Дифференцируя сумму квадратов по а0,а1,а2и  приравнивая част­
ные производные к нулю, получаем систему нормальных уравнений:

T P - =  2 Y j  ( ° 0  +  ° 1 Х 1г +  ° 2 Х 2 г -  ¥ г )  =  0  >ш 0 .=1

‘ 1 Г  =  2 1 Х  ( « о  + ° 1 х 1г + ° 2 х 2 г ~ Yi )  =  0 ,  ( 2 . 4 . 5 )дах ТГг

=  2 Y j  Х 2 г ( ° 0  +  ° 1 Х 1г ° 2 х 2 г -  ¥ г )  =  0  •да2 “
Чтобы избавить себя от необходимости на каждой итерации ре­

шать систему уравнений вида ( 2 . 4 . 5 ) ,  перейдем к безразмерным пере­
менным (кодированным факторам), что дополнительно позволит уни­
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фицировать вычислительный аппарат безотносительно фактического 
диапазона варьирования факторов:

хк2 +%!
к' 1  х к- ~ х кzk. = 2 -------------*-------= 2— ------- .  (2.4.6)

хк2 ~ ХИ *Xk
План-матрица в кодированных уровнях приведена в табл. 2.4.2.

Таблица 2.4.2. План-матрица эксперимента 
 в кодированных факторах

zi z 2 Y

-1 -1 1.52

-1 +1 5.27

+1 -1 4.25

+1 +1 8.00

Суммы столбцов Zj и z2 , а также их скалярное произведение те­
перь равны нулю, и система уравнений (2.4.5) автоматически приобре­
тает диагональный вид:

4 « о = 2 Х
( -1

4oi (2.4.7)
2 = 1

4

4 «2 =
z=l

откуда получаем систему разрешающих соотношений для коэффици­
ентов линейной регрессии:



Подставляя в (2.4.8) данные табл. 2.4.2, получаем уравнение ли­
нейной регрессии на первой итерации:

7  = 4,76 + 1,37^+1,88^2. (2.4.9)

Линии уровня плоскости 7 ( z j , z 2 )  = const, очевидно представляют 
собой семейство параллельных прямых. Координаты направляющего 
вектора линии уровня в пространстве ( z l , z 2) (с точностью до линей­
ного преобразования) находим, разрешив (2.4.9) относительно 

а
z 2 : ес = (1;---- - )  = (1;—0,73). Направляющий вектор градиент-ной

а2
линии (перпендикуляра к линиям уровня) находим из условия 

(eg,ec) = 0: eg = ( 1 ;^ )  = (1;1,37).
°i

Значения линейной аппроксимации (2.4.9) в точках плана (2.4.2), 
линии уровня и градиентная линия, проходящие через центр плана, 
показаны на рис. 2.4.1.

(5.27) (8 .01 )

-1.46
1-0.73 XI. 73

-0.73

.51 (4.25)

-е

Рис. 2.4.1. Значения линейной аппроксимации 
и направление градиента на первой итерации

Из схемы на рис. 2.4.1 очевидно, что антиградиент направлен вниз 
и влево (противоположное направление является направлением гради­
ентного восхождения). Примем “осторожную стратегию” движения, а 
именно, за новый центр ядра плана примем точку пересечения анти-
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градиента с границей исходного ядра (рис. 2.4.1). Новые уровни z\ и z2 

возьмем симметрично (влево/вправо, вверх/вниз) относительно нового 
центра: Zi={-1,46;0}, z2 ={-2;0}. Для «реализации» эксперимента необ­
ходимо совершить пересчет новых уровней вещественных факторов Х\ 
и х 2. Обращая преобразования (2.4.6), получим

Д 2 )  _  - ( 1 )= X, ?
(2.4.10)

где верхний индекс соответствует номеру итерации. Подставляя в
(2.4.10) данные табл. 2.4.1, находим:

х" ) = 7 - Т 1 4 6  = 1’39;
х(2) - - -  12 ~ 4

х&  = 1 - 1 . 2  = 0 ,5; x g }- -

- • 0  = 1,75;

- • 0  = 1,5.
22 2 ^ 2  

Подставляя найденные значения в (2.4.2) (реализуем новый экспе­
римент), и учитывая универсальность плана в кодированных перемен­
ных, получаем план-матрицу табл. 2.4.3.

Таблица 2.4.3. План-матрица эксперимента

Zl Z2 У
-1 -1 0,95
-1 +1 2,2
+1 -1 2,36
+1 +1 3,61

По данным табл. 2.4.3 получаем уравнение линейной регрессии на 
второй итерации:

у  = 2,28 + 0,7 Ц  + 0,63z2. (2.4.11)
Аналогично рис.2.4.1 строим новую схему расположения линии 

уровня и градиентной линии (рис. 2.4.2 ):
ес =(1;-1ДЗ), eg =(1;0,89).
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(3.62'( 2 .2 0 )

'С ” (2.36)(0.94)
-е,

Рис.2.4.2. Значения линейной аппроксимации 
и направление градиента на второй итерации

Сравнивая рис. 2.4.2 с рис.2.4.1, замечаем, что градиентная линия 
немного развернулась по часовой стрелке. Новые значения уровней z\, 
z2 составят Z |={-2 : 0}, z2 ={-1,88; 0}. Соответствующие им уровни хь 
х2 находим, обновляя значения в (2.4.10):

х® = 1,57- - р - 2 = 1,21; х® = 1,57+ - ^ - 0  = 1,57;

х® = 1 - - - 1,88  = 0,06; xS} = 1 ч—— - 0  = 1 .
21 2  2

Обновленная план-матрица эксперимента приведена в табл.2.4.4.

Таблица 2.4.4. План-матрица эксперимента 
________на третьей итерации________

Zl Z2 У
-1 -1 0,54
-1 +1 0,79
+1 -1 1,52
+1 +1 1,77

Уравнение линейной регрессии теперь примет вид:
j> = 1,16 + 0,49^ +0,13z2. (2.4.12)

Схема плоскости (2.4.12) показана на рис.2.4.3.
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( 1 .78 )

------ 1Г “

-  е
“ *(1-52)(0 .54 )

Рис.2.4.3. Значения линейной аппроксимации 
и направление градиента на третьей итерации

Значения уровней z и х теперь составят:
zi={-2;0}; z2 ={-0,54; 0}; х1={1,03; 1,39}; х2={0,28; 0,53}.
Новая план-матрица приведена в табл. 2.4.5.

Таблица 2.4.5. План-матрица эксперимента 
_______на четвертой итерации_______

Z l z2 У
-1 -1 0,28
-1 +1 0,3
+1 -1 0,93
+1 +1 0,95

3. Как показывают результаты последовательного спуска, «осто­
рожная» стратегия приближает к цели, хотя и не так быстро, как хоте­
лось бы. В принципе, шаги в направлении антиградиента могли быть и 
больше. Однако в реальности вид исследуемой поверхности далеко не 
всегда так очевиден, как в нашем модельном примере. При большем 
числе факторов ситуация еще более усложняется, и потеря направле­
ния спуска на очередной итерации может привести к необходимости 
начинать эксперимент практически заново.

Предположим, что на очередной итерации алгоритм последова­
тельного линейного градиентного спуска позволил достичь почти ста­
ционарной области, и ядро плана составили точки с координатами 
X i= {-0 ,2 ;  0 ,3 } ,  х2= { - 0 ,3 ;  0 ,1} .
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Далее переходим ко второй фазе активного эксперимента -  ап­
проксимации поверхности отклика полиномом второго порядка. Урав­
нение регрессии теперь будем иметь в виде

у  = а0 +агхг +а2х2 +аи х 2 +а12х1.х2 +а22х2. (2.4.13)
Уравнение (2.4.13) содержит уже 6  неизвестных коэффициентов, и 

соответственно система нормальных уравнений метода наименьших 
квадратов содержит также 6  линейных уравнений.

Для приведения этой системы уравнений к диагональному виду 
используется ортогональное преобразование (ортогональный цен­
трально-композиционный план второго порядка). Рассмотрим данное 
преобразование в общем виде, т.е. для произвольного числа факторов 
к. К ядру плана, содержащему 2к точек (вершин гиперкуба с координа­
тами - 1 ;+1), в пространстве кодированных переменных добавляется 2 к 
точек (по 2  для каждой оси), расположенных симметрично относи­
тельно центра плана на расстоянии а. Эти точки принято называть 
«звездными», и ортогонализация плана достигается за счет выбора 
величины а  -  «плеча звездных точек». Здесь сразу следует отметить, 
что радиус гиперсферы, проведенной из центра плана через звездные 
точки, возрастает с увеличением к, т.е. с увеличением числа факторов 
звездные точки раздвигаются от центра, увеличивая таким образом 
эффективный объем обследуемой области факторного пространства.

Обозначим через ф средний скалярный квадрат (на одну точку 
плана) столбца уровней фактора. Учитывая, что из N=2k+2k+\ элемен­
тов столбца (точек плана) 2 k_1 равны - 1, столько же имеют значение 
+ 1, по одному значению -а  и +а , а остальные равны 0, получим

2к +2 а 2 2к +2 а 2 г ^ л л л \(р=--------------= —,------------- . (2.4.14)
N  2к +2к + 1 

Таким образом, столбец z 2 = z] -  ср будет иметь нулевую сумму. 

Приравнивая нулю скалярное произведение двух столбцов ( z,2, z 2 )=0, 

получаем уравнение относительно а:
2к(\-<р)2 -4<р(а2 -<р) + (2к-\)<р2 = 0 . (2.4.15)

Исключая из (2.4.15) ф, используя (2.4.14), после элементарных
преобразований получаем

«  = д/-\/(2* + 2к + 1)2к~2 -  2 ~ .  (2.4.16)
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При увеличении к  от 2 до 4, а согласно (2.4.16) возрастает от 1 до
л / 2 .

Разрешающие соотношения метода наименьших квадратов в орто­
гональных переменных будут иметь вид:

N

N У ? 2у|  j v  2 iV  '

= T i aJ =- —J £ - 2  tT  2 * + 2 a 2
Jl

Z=1

I N  Z  Z p y  2

a i i  N  T 2fc+1/ J  2 \j1-' 1 svz\
Y ( z 2)2 1=1 k + 2 a 2(a 2 - 1)

p) 2k +2k + l
N

NI iv Z ^ /^ '-T '

a f l  =   ----------------------Z Z 22^ z  J z  = ^ 4 r k ------------• ( 2  A - 1 ? )

l l ( z fizu)2 i=1
z =1

Соотношение (2.4.17) можно облечь в простую естественную 
формулировку: коэффициент квадратичной регрессии определяется в 
виде дроби:
скалярное произведение столбец - отклика * столбец - аргумент 

скалярный квадрат столбца - аргумента 

При переходе от переменных z( и z( требуется пересчитать толь­
ко свободный член:

N 2к +2 a 2 N. ^ ' Z, ~г Z-Сл ^ '
ц =ап -а>> о.. = а п  ; > о...
0 0 ^  " 0 2 +2к + l~~f

(2.4.18)

Возвращаясь к модельному примеру, получаем план-матрицу 
ц к п  в виде табл.2 .4.6 .

Параметры плана 22 составят: а=1, ф= —.

Таблица 2.4.6. План-матрица ЦКП второго порядка 22
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i Zl Xl z2 x2 Zl Z2 2? ?! у x 10'3

1 -1 -0,2 -1 -0,3 1 1 i 2,43
3 3

2 -1 -0,2 1 0,1 -1 1 1 0,43
3 3

3 1 0,3 -1 -0,3 -1 1 1 4,05
3 3

4 1 0,3 1 0,1 1 1 1 2,05
3 3

5 -a(-l) -0,2 0 -0,1 0 1 2 0,43
3 3

6 a(l) 0,3 0 -0,1 0 1 2 2,05
3 3

7 0 0,05 -a(-l) -0,3 0 2 1 2,03
3 3

8 0 0,05 a(l) 0,1 0 2 1 0,03
3 3

9 0 0,05 0 -0,1 0 2 1 0,03
3 3

Подставляя данные табл. 2.4.6 в (2.4.17), находим коэффициенты 
уравнения квадратичной регрессии, умноженные на 1 0 0 0 :

j) = 1,49 + 0,8 Ц  -  z2 + 2,72zf + 2,25z2 , (2.4.19)

или, возвращаясь от переменных z f  к z f  ,

j> = -1,82 +0,8 Ц  - z 2 +2,72z2 +2,25z2. (2.4.20)
Минимум квадратичной формы (2.4.20) достигается в точке z\= 

-0,149; z2 =0,222, что соответствует уровням вещественных перемен­
ных Xi=0,013; х2 = -0,056.

Таким образом, как показывает приведенный демонстрационный 
пример, аппроксимация поверхности отклика полиномом 2 -го порядка 
имеет сугубо ориентировочный характер. Поэтому при интерпретации 
результатов анализа такой модели, построенной по усеченным выбо­
рочным данным, следует соблюдать осторожность. По крайней мере, 
эти результаты не стоит абсолютизировать.

Глава 3. СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ КОНТРОЛЬНЫХ 
И ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ
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3.1. Модель функционирования системы контроля

1. Общая постановка задачи выборочного контроля в простейшем 
варианте одинарной выборки заключается в следующем. Объектом 
контроля является партия, содержащая N  изделий или полуфабрикатов 
(единиц продукции). Каждая единица продукции в результате кон­
трольной процедуры может быть однозначно отнесена к одной из двух 
категорий: годная (соответствующая) или негодная (несоответствую­
щая). Из партии методом случайного отбора извлекается безвозврат­
ная выборка объемом n<N. и по результатам контроля выбранных п 
единиц выносится заключение о качестве не- проконтролированного 
остатка партии в количестве N—n единиц. Заключение о качестве пар­
тии, в конечном счете, сводится к одной из двух альтернатив: партия 
либо принимается по выборке, либо отклоняется (бракуется). В по­
следнем случае, в принципе, возможны также две альтернативы: воз­
врат поставщику, либо разбраковка (сплошной контроль остатка пар­
тии). В дальнейшем ограничимся только рассмотрением этапа приня­
тия решения по выборке, то есть приемка либо браковка предъявлен­
ной партии по результатам контроля единиц продукции, попавших в 
выборку. Для применения к такой контрольной процедуре аппарата 
теории вероятностей, очевидно, необходимо установить однозначные 
критерии принятия решения и годности партии. Такими критериями 
являются: число дефектных единиц в выборке d  и предельно допусти­
мое число дефектных единиц в партии D. То есть, если в предъявлен­
ной партии содержится не более чем D  дефектных единиц, то она счи­
тается пригодной для использования по назначению (в противном 
случае -  нет), и соответственно, если при контроле обнаружено не 
более чем d  дефектных изделий, партия принимается. В противном 
случае бракуется. При этом очевидно, что поскольку фактическое чис­
ло дефектных единиц в партии, точнее говоря в непроконтролирован- 
ном остатке, в результате выборочного контроля остается неизвест­
ным, то существует возможность ошибочных решений.

Можно напрасно забраковать годную партию (ошибка 1 рода, ве­
роятность которой принято называть а  - риском), либо с вероятно­
стью Р  (/? - риск) принять несоответствующую партию. Таким обра­
зом, в терминах вероятностной схемы приходим к следующей системе 
СВ: Х 0 - число дефектных единиц в предъявленной партии -  цело­
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численная СВ с множеством возможных значений (0.1..... Л '[ ; Y - чис­
ло дефектных единиц в выборке -  целочисленная СВ с возможными 
значениями (0.1.....я } : Х х - число дефектных единиц в принятой пар­
тии с возможными значениями {0,1,...,jV-« + Y}; Х 2 - число дефект­
ных единиц в забракованной партии - {Y. Y + I.....Y + N  — п \ .

Каждая из СВ имеет свой ряд распределения, причем Y  в резуль­
тате контроля принимает определенное значение, а относительно Х 0, 
Х ] , Х 2 можно оперировать лишь оценками правдоподобия двух аль­

тернативных гипотез: Н 0 ~ [X  < D }, Н г ~ { Х  > D} . Пусть Х 0 прини­

мает фиксированное значение: Х 0 = к . Тогда априорное условное рас­
пределение P{Y = l \ X  = k},  поскольку выборка бесповторная пред­
ставляет собой закон «Спортлото»:

P{Y = l \ X 0 =k} = & f * - ,  1 <к .  (3.1.1)
N

Частичная сумма ряда (3.1.1) для l=0,...,d называется оперативной 
характеристикой контрольного тана:

L (N ,n ,d ,k ) = j ^ P { Y  = l \ X 0 =k}  = . (3.1.2)
1=0 1=0 ' - ' N

Сам же контрольный план (в простейшем случае одинарной вы­
борки) полностью характеризуется тройкой чисел (N,n,d). Оперативная 
характеристика (3.1.2) однозначно определяет вероятность приемки 
партии в зависимости от числа дефектных единиц в предъявленной 
партии к. В литературе и нормативных документах, посвященных во­
просам выборочного контроля, а  - и /? - риски устанавливаются непо­
средственно по оперативной характеристике. Это связано с тем, что 
априорный безусловный закон Рк = Р {Х 0 = к } , как правило, неизвес­
тен. Однако следует иметь в виду, что задание одной только оператив­
ной характеристики и определяемых по ней априорных рисков само по 
себе никак не характеризует фактическую эффективность контроля.

В терминах системного анализа этот факт становится очевидным. 
Оперативная характеристика представляет собой преобразователь, х 0 
- вход, а Х х, Х 2 - два выхода (рис. 3.1.1).
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Рис. 3.1.1. Структурная схема системы выборочного контроля

Для однозначного определения выходных «сигналов» помимо ха­
рактеристики преобразователя, очевидно, необходимо задание входно­
го сигнала. Естественной вероятностной схемой в данной ситуации 
будет рассмотренная в п. 1.3 формула вероятностей правдоподобия 
гипотез:

P { X 0 =k}L(k)
Р { Х х = k \ Y < d }  =

Р {Х 2 = к  I Y > d )  =
P { X 0 =k}[ \ - L( k ) \

2 > { x 0 = c } [ i-z (c ) ] -

(3.1.3)

(3.1.4)

Величины в знаменателе (3.1.3), (3.1.4), представляющие собой 
вероятности приемки пх и браковки п 2 соответственно, связаны оче­
видным соотношением жг + ж2 = I .

2. Для уяснения «механизма» функционирования системы выбо­
рочного контроля рассмотрим модельный пример. Пусть из партии 
объема N  = 100 отбирается для контроля « = 10 единиц. Решение о 
приемке принимается по «чистой» выборке (d = 0). Оперативная ха­

рактеристика такого плана будет иметь вид L(k ) =
С10

1 0 0 -Г

Пусть число дефектных единиц в предъявленной партии может 
принимать значения 0 = 5 и имеет ряд распределения согласно табл. 
3.1.1.

Таблица 3.1.1. Ряд распределения числа дефектных

0^0 О О

4 °
0̂ )7 0,£2 0$1
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Результаты вычислений по формулам (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) све­
дены в табл. 3.1.2.

Таблица 3.1.2. Оперативная характеристика и распределение числа 
дефектных единиц в предъявленных и проконтролированных партиях

к L Р0 Р Р2

0 1 0,400 0,444 0

1 0,900 0,300 0,299 0,305

2 0,809 0,200 0,179 0,388

3 0,727 0,070 0,056 0,194

4 0,652 0,020 0,014 0,071

5 0,584 0,010 0,006 0,042

Как видно из табл. 3.1.2, в результате выборочного контроля про­
исходит частичная сепарация предъявляемых партий. Ряд распределе­
ния Р1 (к ) смещается влево по оси к  (к нулю), а ряд 1\ (к ) , соответст­
венно, вправо. Величины средней дефектности составят: //,-> = 1,040, 

= 0,905 , / / 2 = 2,157. Вероятности приемки /г, = 0.902 и браковки 
7г2 = 0,098 численно равны удельной доле принятой и забракованной 
продукции в объеме поставки (при данном плане контроля и неизмен­
ном качестве поставок).

Условимся, что партии с не более чем двумя дефектными едини­
цами являются приемлемыми (D = 2).  Тогда Д  , = Х > 0(* )= о д  и

к> 2

/3* = '^^Рх{к) = 0,076 являются оценками рисков потребителя в случае
к  >2

приемки без контроля (Д ,) и при наличии контроля (полный апосте­
риорный риск потребителя). При такой же системе подсчета удельная
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доля годных партий среди забракованных (риск поставщика) оказыва­
ется непомерно велика: а  = = 0,693.

к >2

Однако если принять «справедливую» оценку -  удельную долю 
напрасно забракованной продукции в объеме всей поставки (полный 
апостериорный риск поставщика), то результат выглядит вполне при­
емлемым: а* = п 2а  = 0,068 .

3. В рассмотренном примере был принят «нуль - дефектный» план 
контроля (d  = 0). Главным недостатком такого плана является пологая 
оперативная характеристика. Однако при требовании нуль -  дефект­
ности поставок все многообразие планов естественным образом огра­
ничивается планом с нулевым приемочным числом. Планы с r f> 0  и 
п > пп имеют более крутую оперативную характеристику. Оператив­
ные характеристики /.(100.10.0./:) и /.(100.30.2./:). рассчитанные по
(3.1.2), показаны на рис. 3.1.2.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0о 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Рис. 3.1.2. Оперативные характеристики нуль -  дефектного 
плана ( 1) и плана с d  = 2  (2 )

Собственное «качество» контрольного плана определяется кру­
тизной наклонного участка оперативной характеристики. Идеальная 
оперативная характеристика, имеющая вид ступенчатой функции (1 

при к < D  и 0 при к > D ), достигается только при сплошном контроле 
п = N .
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Соотношение (3.1.2) не очень удобно для практических расчетов,
У1

поэтому при больших N  и —  « 1  целесообразно пользоваться бино­

миальной асимптотикой гипергеометрического распределения (п. 1 .1):

L ^ C W { \ - q ) n-1 , (3.1.6)
1 =  0

где q = . В свою очередь, при условии qn < 1 биномиальный закон

имеет пуассоновскую асимптотику:
d f

<3.1.7)
1 =  0  ' •

где A = nq .
При этом соотношения (3.1.3), (3.1.4) остаются справедливыми 

при любом виде оперативной характеристики.
4. Более гибкими с точки зрения «настройки» оперативной харак­

теристики по сравнению с планами одинарной выборки являются сту­
пенчатые планы. Рассмотрим план двойной выборки, заключающийся 
в следующем:

1) Из партии извлекается выборка объема щ (первая ступень).
2 ) Устанавливается приемочное число dl и браковочное d 2 > с/}. 

то есть если число дефектных единиц в первой выборке < d ] партия 
принимается, если > d 2 - бракуется.

3) Если число дефектных единиц имеет промежуточное значение 
dl < Y < d2 , то извлекается вторая выборка объема п2 .

4) Если суммарное число дефектных единиц не превосходит d2. 
партия принимается. В противном случае - бракуется.

Вторая ступень, очевидно, представляет собой план с оперативной 
характеристикой L (N ,пг + n2,d 2,k ) , которая «включается» в случае 
браковки первой ступенью: L (N ,n1,d 1,k ) . Вероятность включения 
второй ступени составляет 1 -  L(N,nl ,dl, k ) .

Таким образом, согласно формуле полной вероятности (п. 1.2) 
оперативная характеристика двухступенчатого плана будет иметь вид

Z(2) = A + ( 1 - A ) Z 2 . (3.1.8)
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Е1реимущества характеристики (3.1.8), по сравнению с Ц и Z2 , 
заключаются в том, что она более приближается к идеальной. Данную 
схему рассуждений можно обобщить на произвольное число ступеней. 
В результате приходим к рекуррентному соотношению:

Z(”+1) = Z » +  ( l - l ! m))Lm+l, (3.1.9)

где l i m) - оперативная характеристика т - ступенчатого плана, Lm+l - 
характеристика плана одинарной выборки объема п = щ + п2 +... + пт+1 
с приемочным числом dm+1. За счет увеличения числа ступеней можно
при меньшем среднем объеме контроля все более приближать брако­
вочный уровень дефектности к средней дефектности поставок либо 
при прочих равных условиях уменьшать априорные риски потребите­
ля и поставщика, определяемые по оперативной характеристике.

Вычисление оперативной характеристики по рекуррентной фор­
муле (3.1.9) представляет известные неудобства. Однако существует 
более простой способ приближенного задания плана с неограниченно 
большим числом ступеней, так называемого плана последовательного 
контроля [7,10].

3.2. Принцип накопления и анализа информации.
Оценка эффективности контроля

1. Выборочный контроль по альтернативному признаку штучной 
промышленной и сельскохозяйственной продукции явился хронологи­
чески первым объектом практического приложения теории вероятно­
стей еще в раннеиндустриальную эпоху. Примечательным является 
тот факт, что в данной ситуации классическая комбинаторная (урно- 
вая) вероятностная схема применима без всяких дополнительных до­
пущений (единственным и естественным допущением является рав- 
новозможность попадания в выборку каждого из индивидуумов об­
следуемой совокупности). При этом, в силу условий тогдашнего про­
изводства и уровня развития транспортной инфраструктуры, не пред­
полагалось какой-либо связи между качеством очередной партии и 
результатами контроля предыдущих партий. Все партии рассматрива­
лись, как изолированные. В соответствии с этим устанавливались про­
цедуры контроля, включающие возможность полной разбраковки



(проверки) остатка партии, отклоненной по выборке, и формулировал­
ся математический аппарат. В современных же условиях такой подход 
является, по большей части, анахронизмом, поскольку производство 
осуществляется на автоматических поточных линиях с длительным 
периодом стабильности , а сотрудничество с поставщиками осущест­
вляется на долгосрочной основе . Такая ситуация в соответствии с 
принятой терминологией характеризуется как установившееся произ­
водство, и последовательные партии вполне обоснованно можно рас­
сматривать как час-ти одной однородной большой партии. В настоя­
щее время по данным нормативных документов ISO отчетливо наме­
тилась общемировая тенденция перехода от контроля изолированных 
партий к однородному потоку штучной продукции. Такой поток пол­
ностью характеризуется одним числовым параметром -  вероятностью 
выхода несоответствующей единицы р  и, стало быть, число несоот- 
вет-ствующих единиц подчиняется биномиальному закону распреде­
ления. Статистическую оценку можно неограниченно уточнять по 
мере накопления результатов контроля. По данным официальных от­
четов компаний -  мировых лидеров в области качества -  дефектность 
их производства составляет несколько PPM  (1PPM  = 1 x 10 ' ), При 
этих условиях, если объемы партий не превышают несколько тысяч 
единиц, то реальностью становится заветная мечта -  нуль-дефектное 
производство, и сама актуальность выборочного контроля по существу 
утрачивается. Однако эра благоденствия пока еще к сожалению насту­
пила не повсеместно, и выборочный контроль в обозримом будущем, 
по-видимому, останется весьма распространенным инструментом про­
тиводействия браку. В качестве переходной системы контроля, позво­
ляющей частично реализовать выше- упомянутый принцип накопле­
ния и анализа информации, приняты две основные схемы:

1) многоступенчатый контроль (не путать с многоступенчатыми 
планами!);

2 ) skip lot (контроль с пропуском партий).
Многоступенчатый контроль предполагает выборочный контроль 

каждой из последовательных партий и может функционировать в трех 
режимах : усиленный, нормальный и ослабленный контроль. Усилен­
ный контроль вводится при начале поставок либо при аномальном 
возрастании засоренности предъявленных партий. При этом партии 
рассматриваются как изолированные, но результаты контроля архиви­
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руются для последующего анализа. Переход от усиленного к нормаль­
ному контролю, заключающемуся в уменьшении объема контроли­
руемых выборок, осуществляется при стабилизации качества поста­
вок, т.е. когда в значительном числе партий, прошедших усиленный 
контроль ( это число зависит от конкретной специфики производства), 
уровень засоренности не превышает установленного норматива. При 
длительной стабильной работе нормального контроля осуществляется 
переход на ослабленный контроль, при котором объемы выборок ста­
новятся еще меньше.

Процедуры многоступенчатого контроля, включая правила пере­
хода с одной ступени на другую, весьма подробно изложены в стан­
дартах, других нормативных документах, а также в литературе, по­
священной выборочному контролю. Поэтому представляется целесо­
образным сосредоточить внимание лишь на теоретико-вероятностном 
аспекте данной схемы. Получается парадоксальная, на первый взгляд, 
ситуация, когда по мере уменьшения засоренности поставок уменьша­
ется и объем выборок, уменьшая тем самым вероятность попадания в 
выборку дефектной единицы. Получается, грубо говоря, что для ви­
зуализации все более мелких объектов используется менее мощная 
оптика. Однако этот парадокс является только кажущимся, поскольку 
при объединении партий объединяются также и выборки, и при мень­
шей удельной доле контролируемой продукции можно получить опе­
ративную характеристику, по крайней мере, не худшую, чем при кон­
троле изолированных партий с большей удельной долей контроля. 
Например, при переходе от приемки изолированных партий объема 
N= 100 по чистой выборке объема п =7 удельная доля контроля снижа­
ется с 10% до 7%. При этом оперативная характеристика приобретает 
большую крутизну (т.е. лучшую фильтрующую способность). При 
уменьшении доли контроля до 4% за счет объединения 4 последова­
тельных партий при объеме выборок п = 4 оперативная характеристи­
ка в пересчете на удельную до-лю дефектных единиц становится еще 
более круто падающей. Сравнительный вид трех вышеперечисленных 
оперативных характеристик показан на рис. 3.2.1.
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Рис.3.2.1. Оперативные характеристики планов:
1-(100,10, 0); 2-(200,14,0); 3-(400,16,0)

Аналогичная закономерность имеет место и в случае приемочного 
числа d>0 , и весь вопрос заключается в том, насколько обоснованным 
является объединение нескольких последовательных партий и сколько 
партий можно объединять в одну.

Альтернативой многоступенчатому контролю является контроль с 
пропуском партий, именуемый в англоязычной литературе «skip lot». 
В данной процедуре контролю подвергается лишь одна, случайно вы­
бранная из нескольких подряд предъявляемых партий. При этом сни­
жение удельной доли контролируемой продукции достигается также 
за счет объединения нескольких последовательных партий в одну, но, 
в отличие от многоступенчатого контроля, контрольная выборка ассо­
циируется не только с проконтролированной партией, а результаты ее 
контроля экстраполируются на пропущенные партии. Выбор между 
процедурами многоступенчатого контроля и контроля с пропуском 
партий определяется соотношением между фиксированными затрата­
ми на контроль (установка контрольно-испытательного оборудования, 
командировка персонала и т.д.) и себестоимостью контроля единицы 
продукции. Если фиксирован-ные затраты составляют значительную 
долю в общей себестоимости контроля, то более целесообразной с 
экономической точки зрения является процедура skip lot. При этом, 
очевидно, необходимой является большая «доверительность» в отно­
шениях между поставщиком и потребителем, поскольку более поло­
вины предъявленных партий потребитель принимает без контроля.
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2. Оценить фактическую эффективность контроля и сформулиро­
вать критерии оптимальности контрольного плана представляется 
возможным только при наличии надежной априорной информации о 
качестве предъявляемых поставок, полученной в течение значимого 
производственного периода (по достаточно большому числу прокон­
тролированных партий). В большинстве случаев эта априорная ин­
формация может быть сведена к одному численному показателю — к 
оценке вероятности несоответствия предъявленной партии Д . При 
оценке фактической эффективности контроля и формулировке крите­
риев оптимальности контрольного плана следует исходить из наличия 
трех компонент совокупных издержек, возникающих из-за возможно­
го наличия несоответствующей продукции и, как следствие, необхо­
димости контроля:

1) издержки от пропущенного брака, пропорциональные апосте­
риорному риску потребителя, / Г ;

2 ) издержки от напрасно забракованной продукции, пропорцио­
нальные полному апостериорному риску поставщика, а *;

3) затраты на контроль, пропорциональные среднему объему вы­
борки, п* (или средней удельной доле контролируемой продукции

*
п  \ v  = — ).
N
Переменные составляющие совокупных издержек будут опреде­

ляться следующим образом:

р* = -----------ёоР ----------- (3.2.1)

а = ( \ - р п) а ,  (3.2.2)

i n i ^ l n -  Р
п = ------ ^ — -± = 4 -. (3.2.3)

I n k i n '  Я]
. . . .  1 -? о

Критерием фактической эффективности действующего плана кон­
троля, очевидно, будет условие

Z { v ) - C pp 0 < 0 , (3.2.4)

а в качестве критерия оптимальности естественно принять условие 
минимума положительно-определенной линейной формы:
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Z(v)  = Caa  + С p/3* + Cvv —> min , (3.2.5)

где Ca , Сp , Cv - удельные затраты, соответствующие каждой из трех 

компонент, в пересчете на единицу продукции. В зависимости от со­
отношения удельных затрат величина оптимальной доли контроля у *, 
в принципе, может изменяться от 0  (приемка без контроля) до 1 

(сплошной контроль).
Задача существенно упрощается при условиях нуль-дефектного 

производства. В этом случае риск поставщика исчезает а  = а  = 0 , а 
все многообразие планов исчерпывается планом одинарной выборки с 
приемочным числом d  = 0  .

3.3. Сущность процесса измерения и основные 
элементы измерительной системы

1. Технические измерения являются неотъемлемой и очень важной 
составляющей любого производственного процесса. Адекватная оценка 
качества продукции и состояния производственного процесса возможна 
только при условии устойчивого функционирования измерительных и 
контрольных процессов, позволяющих делать выводы и принимать ре­
шения на основе фактов. Любой измерительный процесс с функцио­
нальной точки зрения заключается в сравнении какой-либо из характе­
ристик измеряемого объекта с некоторым эталонным значением, приня­
тым за единицу (мерой), и присвоении измеряемому объекту численно­
го значения, полученного в результате такого сравнения. Однако срав­
нение осуществляется не напрямую, а при помощи измерительной сис­
темы, включающей в себя измерительное устройство, методику измере­
ния и, как правило, человека (оператора).

Кроме того на функционирование измерительного процесса оказы­
вает воздействие окружающая среда, изменение параметров которой 
(температура, влажность, запыленность, вибрации и т.д.) приводит к 
ошибке (погрешности) измерений.

При рассмотрении погрешностей измерений следует начать с де­
композиции процесса их образования и, по возможности, классифици­
ровать для более детального изучения. Ошибки при измерении линей­
ных размеров, имеющих наибольшую совокупную трудоемкость среди 
контрольных операций в машиностроительном производстве, принято 
подразделять на следующие составляющие:
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-  погрешность показаний средства измерения;
-  погрешность мер, по которым устанавливается средство измере­

ния;
-  погрешность, вызываемая отклонениями температуры измерений 

от нормальной температуры («температурная» погрешность);
-  погрешность, вызываемая деформацией объекта под действием 

измерительного усилия и собственного веса;
-  погрешности макро- и микрогеометрической формы объекта, свя­

занные с измеряемым его размером.
При составлении нормативов на предельные погрешности измере­

ния длин в машиностроении практически учитывают лишь первые три 
«слагаемых».

Погрешность всякого метода или средства измерения и любого их 
«слагаемого», кроме того, подразделяется на две «составляющие»: сис­
тематическую и случайную.

Систематическая составляющая будет оставаться постоянной при 
измерениях, либо изменяться определенным образом в зависимости от 
изменения определенного, неслучайного фактора. В последнем случае 
систематическую ошибку можно было бы отнести к категории «функ­
циональных» ошибок. Систематическая составляющая может получить­
ся, например, за счет погрешностей мер, при установке в исходное по­
ложение данного средства измерения и за счет отклонений температуры 
измеряемого объекта и средства измерения при различных коэффици­
ентах их линейного расширения от нормальной температуры при дан­
ной серии измерений. Ошибка, получающаяся от первой причины, бу­
дет постоянной, а ошибка от второй причины будет изменяться с изме­
нением отклонений от нормальной температуры.

Случайная составляющая будет меняться от измерения к измере­
нию случайным образом; она будет вызываться многочисленными фак­
торами, действие которых по-разному складывается в повторных изме­
рениях.

Наличие случайных ошибок приводит к тому, что результат каждо­
го отдельного измерения представляет собой некоторую случайную 
величину. При нормальном законе распределения случайных ошибок с 
параметром рассеивания а  и при наличии систематической ошибки 
(смещения) 8  результат измерения объекта, истинное значение которо­
го равно а, будет случайной величиной Х а, распределенной по за-кону:
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l x - ( a + S ) ] 2

<Pa(X )  =  l = e  ^  • ( 3 - З Л )
crV 2  ж

Трудность в определении погрешности измерений заключается в 
том, что оценка «истинного» значения величины на практике добывается 
из тех же или из других аналогичных измерений, не свободных от неко­
торых погрешностей в силу несовершенства измерительных инструмен­
тов и органов чувств наблюдателя. Поэтому «истинные» значения изме­
ряемых объектов представляется возможным рассматривать лишь теоре­
тически, как некоторую научную абстракцию, и затем производить их 
оценку надлежащими методами.

2. С понятием точности измерительной системы неразрывно связано 
другое фундаментальное понятие -  разрешающая способность, характе­
ризующее минимальное различие в величине параметра двух измеримых 
объектов, которое может быть обнаружено данной изме-рительной сис­
темой. Точность и разрешающая способность измерительной системы 
являются понятиями хотя и близкими, но не тождественными. Напри­
мер, наличие систематической ошибки (смещения), постоянной в преде­
лах некоторого диапазона, не ухудшает разрешающей способности сис­
темы. Однако точность при значительной величине такой ошибки может 
оказаться неприемлемой. Таким образом, разрешающая способность 
является необходимым (но еще недостаточным) условием обеспечения 
точности или, другими словами, разрешающая способность характери­
зует максимальную (принципиально достижимую) точность измери­
тельной системы. В свою очередь, разрешающая способность чаще всего 
определяется ценой деления, являющейся одной из основных характери­
стик любого измерительного устройства.

При считывании показаний с измерительного устройства, имеющего 
градуированную шкалу, результат единичного измерения всегда будет 
представлять собой целое число, кратное цене деления шкалы. Это про­
исходит вследствие того, что «фактические» показания округляются до 
ближайшего деления шкалы. При этом, очевидно, что если показания 
индикатора различаются на величину, меньшую половины минимально­
го деления шкалы, то они становятся неразличимы. Таким образом, ве­
личина, равная половине цены деления шкалы, может рассматриваться в 
качестве предельной разрешающей способности из- мерительной систе­
мы. Для измерительных устройств с цифровой индикацией предельная
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разрешающая способность будет определяться ценой последнего фикси­
руемого знака. Если измерения являются «грубыми», о чем будет свиде­
тельствовать незначительное рассеивание результатов повторных изме­
рений одного объекта (образца) при постоянных условиях или же полное 
отсутствие рассеивания, то вывод о приемлемости или неприемлемости 
измерительной системы можно сделать только на основе анализа пре­
дельной разрешающей способности. Для «точных» измерений, когда 
результаты серии повторных измерений одного образца обнаруживают 
рассеивание, значительно превосходящее величину цены деления, вывод 
о пригодности можно сделать только по результатам статистического 
анализа измерительного процесса. Однако в любом случае детальный 
анализ имеет смысл только при условии, что предельная разрешающая 
способность измерительной системы позволяет получить не менее 10 
градаций измеряемого параметра внутри установленного по техниче­
ским условиям поля допуска. Еще лучше, если разрешающая способ­
ность позволяет получить 10 и более градаций внутри фактического ра­
бочего диапазона варьирования измеряемого параметра, если этот диа­
пазон сколько-нибудь значительно меньше ширины поля допуска.

3.4. Модель функционирования измерительной системы

1. Пусть X  -  истинное значение измеряемого параметра объекта 
(единицы продукции), случайного выбранного из некоторой со­
вокупности, или истинное значение аналогового сигнала (напряжение, 
давление, температура и т.д.), поступающего на вход измерительного 
устройства. Результат измерения Y , вообще говоря, будет представ­
лять собой случайную величину, отличную от X  из-за наличия по­
грешностей. Модель функционирования будем строить в соответствии 
с общей схемой для двух случайных величин, находящихся в стохас­
тической связи. Погрешность измерения будет иметь плотность рас­
пределения, соответствующую априорному условному распределе­
нию:

1г/х(х ,У) = - ^ р {¥  <У\Х  = х )- (3.4.1)

Априорное безусловное распределение (входного сигнала) будем 
полагать известным - f x ( x ) .
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Тогда ПР совместного распределения согласно п. 1.3 будет иметь
вид

/ х А х ,У) = /v M /r /A 'te jO  (3.4.2)
Закон распределения Y  и ПР апостериорного условного распреде­

ления будут равны соответственно:
оо

f r  (т) = J* fxY ( Х y)d x , (3.4.3)
— 00

= ■ (ЗА4) Л  O')
В качестве первого варианта модели рассмотрим нормальный за­

кон распределения случайной ошибки. Положим, что погрешность 
имеет только случайную составляющую (систематическая устранена 
метрологическими приемами). Тогда плотность распределения (3.4.1) 
будет иметь вид

О '- * ) 2

/г/1'(*,3;) =  \т = е , (3.4.5)
сгт\  2п

где оу - СКО случайной погрешности. Пусть входной сигнал X  так- же 
имеет нормальное распределение:

х2

1 ^
Гт-

где ay -  СКО входного сигнала. Среднее значение без ограничения 
общности принято за начало отсчета. Введем в рассмотрение отноше­

ние и = ——̂ и переобозначим а  = а х . В  новых обозначениях ПР

/ v W  = -----т = е " Х , (3.4.6)
oy-v/ 2  п

f XT(x ,y)  = — ^ r e x р[ (^ 2 _  + х2)]. (3.4.7)

(3.4.2) примет вид

I ^ p , -  ‘ < < £ ^ )3 ■ -  
2 па  v 2(7 v 

Подставляя (3.4.7) в (3.4.3), (3.4.4), после элементарных преобра­
зований получим:

/ г ( т ) =  , 1 „ ехр[- У ] , (3.4.8)
cry 2 7 r(\ + v~) 2 ст (1 + н )
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Л ч г ( х у ) =  ^  +̂ - е х р [-  1 + 1/
2  v V (X 1 + v 2

(3.4.9)
V G

Как видно из последних выражений, результат измерения Y  пред­
ставляет собой сумму независимых между собой истинного значения 
X  и погрешности Z=Y-X. Апостериорное условное распределение

(3.4.9) также имеет нормальный вид с СКО стх/г = ■ °'х
<т2 +<т2

Однако более интересным результатом является то, что линия 
регрессии /их {у) не совпадает с прямой х = у  (рис. 3.4.1). Имеет 
место отрицательное смещение, линейно зависящее от у  :

Мх(У)~У =
У

1 + щ -У = - l + v -У- (3.4.10)

-2

- 4 -3 -2

Рис. 3.4.1. Линия регрессии и 6 - сигмовая полоса измеряемого 
сигнала при v=0,3 в сравнении с идеальной линией х=у 

Таким образом, главный вывод состоит в том, что случайная ком­
понента погрешности индуцирует систематическую составляющую 
погрешности. Эта составляющая («ножницы» между регрессией 
JU\-(y) и главной биссектрисой, соответствующей идеальным измере­
ниям) приводит к тому, что результат измерения Y  завышает истинное 
значение X, и эта разница возрастает пропорционально удалению от 
центра рассеяния входного сигнала. Другой вывод состоит в том, что
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коэффициент корреляции р ( Х , Y)  =
л/b

убывает до нуля по мере

увеличения среднеквадратичного отклонения случайной погрешности. 
Это является следствием того, что с увеличением рассеяния отклоне­
ния Y — X  ковариация cov(X, Y)  остается постоянной.

2. В качестве другой модели случайной погрешности рассмотрим 
ошибку отсчета -  округление показаний при считывании с градуиро­
ванной шкалы измерительного прибора с ценой деления И. В этом 
случае (3.4.1) будет иметь вид:

/т/х(х ,У)= Т (3.4.11)

Приняв распределение входного сигнала в том же виде (3.4.6) и 
проделав аналогичную предыдущему случаю цепочку вычислений, 
получим

/ 1Т(х,у) =
2 с

ha-j2%
х  >  ■

f r ( y ) =  § f x / r ( x , v ) d x

h ,
•v+i

.  Г * 2сУ
ha-Jbi

dx =
h

У~1

(3.4.12)

y - y-
= у[Фо(:- ^ ) - Ф о ( ----- :h a  a

2

f r / x  (x> У) ='

>л/2п\ФГ1(

l  Iх -  v | < - ,

с  с
В данном случае регрессия будет иметь вид

(3.4.13)

(3.4.14)
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h
-V+2

K v O ’)-
а- - V

е 2 I
У

!
V   hJ  rs у -

, ;Ц2 ,(v-y) О'+у)

а\е 2а — е 2а ]

v + т  У - ~
ф „( — Ц - ф л — Ц

а  а

(3.4.15)

Нормируя все величины на а  и обозначив е = ----- , приведем
2а

(3.4.15) к виду

И:ЛУ) =
<РЛУ- £ ) - щА у + £)
Фп(у + £ ) - Ф Г1( у - £ )  

Вид зависимости (3.4.16) показан на рис.3.4.2.

(3.4.16)

3

2

1

О

•1

■2

■3

Рис. 3.4.2. Регрессия точного значения на показания 
измерения при наличии ошибки отсчета /?=0.1а: ст 

3.5. Модель функционирования измерительной 
системы при приеме по допуску

1. В предыдущем пункте была рассмотрена модель функциониро­
вания измерительного процесса при использовании по прямому назна­
чению, т.е. когда на выходе измеряемому объекту присваивается чис-
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ленное значение -  результат измерения. Однако очень часто задачей 
технических измерений в производственных условиях является разде­
ление измеряемых объектов на две категории соответствую­
щие/несоответствующие в зависимости от того, попадает либо нет 
результат измерения в заданный диапазон -  поле допуска. В данной 
ситуации измерительный процесс работает в режиме калибровки, и его 
функционирование во многом аналогично рассмотренному в П.3.1 
контролю по альтернативному признаку. При построении модели, как 
и в п.3.4, условимся, что СВ X  - точное (фактическое) значение изме­
ряемой величины, СВ Y - результат измерения. Погрешность (ошибку) 
измерения Y -  X  будем интерпретировать как нормальную СВ со 
средним значением 8  и СКО и  . Тогда ПР априорного условного рас­
пределения получим в виде

А '-'(х-1, ) = ^ к е х р }  ( 351 )
Параметр 8 - смещение начала отсчета измерительной шкалы 

примем за положительную константу. Началом отсчета будем считать 
центр поля допуска шириной 2А . При этих условиях ПР ошибки из­
мерения (3.5.1) будет иметь вид, показанный на рис. 3.5.1.

1

0.

0.6

0.4

0.2

0

Рис. 3.5.1 Плотность распределения ошибки/  (1) и оперативная 
характеристика L (2) измерительного процесса 

Вероятность признания годным измеряемого объекта с фактиче­
ским значением X  = х ,Р { -  А < Y < А\Х = х} по аналогии си . 3.1 будем 
называть оперативной характеристикой приемки по допуску:
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Д
L(x)  = p { - A < Y  < А\ Х = х}= \ f T\x ( x , y )dy

у -  х -  8  
t =  -----------

у[2ж
7 х + А + 8 А — х — 8

с - Л  = Ф 0{--------------) + Ф 0(--------------)• (3-5-2)
Д + x + S

Как видно на рис. 3.5.1, максимум L(x)  величиной 2ФП(—) сме­
ет

щается от центра поля допуска зеркально симметрично по сравнению 
со смещением ПР случайной ошибки.

Такое смещение оперативной характеристики происходит вслед­
ствие того, что измерительная система со смещением 5 принимает за 
ноль точку с координатой -5. Само смещение 5 может быть легко 
скомпенсировано метрологическими средствами. Однако этот пара­
метр может, в принципе, служить настроечным для минимизации со­
вокупных издержек, если нет возможности уменьшить с , и при этом 
выход за одну границу поля допуска приводит к неустранимому де­
фекту, а за другую -  к устранимому.

2. Оперативная характеристика, как и в контроле по альтернатив­
ному признаку (п. 3.1), сепарирует исходную совокупность на две 
фракции: принятую и отклоненную. Обозначая f 0(x) ПР измеряемой 
величины в исходной совокупности, для выходных по формуле прав­
доподобия гипотез (см. п. 1.3) получим соотношения, аналогичные
(3.1.3),(3.1.4), заменяя суммы интегралами:

/ ; w =  Ш И Ф  . ш =  Л(Х)[1 - L M ]  (3  5  3) 

J /o  (x)L(x)dx J / 0 (х)[1 -  L(x)]dx
— СО — ОО

Для нормальной исходной совокупности

/ П(Д) = — L = e 2ао (3.5.4)
о пу12л

и оперативной характеристики (3.5.2), производя вычисления согласно
(3.5.3), получим:
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Г(Т) fo(x)L(x)  j . ^  = f 0{x)[ l -L{xj \
7Zn

(3.5.5)

где

Л\= | / о ( у ) ^ ( у ) а ' у  = Ф0( ; А + <?' ) + ф о ( / А 5  . X л 2 = \ - я х . (3.5.6)
V СГ02 +СГ2 чСГ02 +СГ2

Вид ПР (3.5.5) показан на рис. 3.5.2.

Рис.3.5.2. Плотности распределения измеряемого параметра 
в исходной (1), принятой (2) и забракованной (3) совокупностях

Глава 4. ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАДЕЖНОСТИ  
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ И ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ

4.1. Потоки случайных событий и их свойства

1. Основным исходным понятием теории надежности является от­
каз -  нарушение работоспособности объекта, в результате чего объект 
перестает функционировать в заданном режиме, и становится невоз­
можным его дальнейшее использование по назначению.

Отказы подразделяются на две принципиально различные группы:
-  постепенные или параметрические -  причинно обусловленные 

износом или старением составных частей изделия.
-  внезапные -  не имеющие видимой причинно-следственной свя­

зи, т.е. вызванные случайным сочетанием неблагоприятных факторов.
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Объектом исследования математической теории надежности яв­
ляются отказы второго типа, и поскольку в данной ситуации отказ ин­
терпретируется как случайное событие, основанием математической 
теории надежности служит аппарат теории вероятностей и математи­
ческой статистики.

С понятием отказ неразрывно связано второе исходное понятие -  
наработка до отказа -  время, исчисляемое от начала функционирова­
ния до момента отказа. Причем, наряду с собственно временем, вели­
чина наработки может иметь и иную физическую природу (пробег, 
количество циклов срабатывания и т.д.).

При такой трактовке отказа и интерпретации объекта как невос- 
станаелиеаемого, наработка до отказа представляет собой положи­
тельно определенную СВ. Пусть fT(t) -  ПР наработки до отказа Т. Ее

t
ФР имеет вероятностный смысл: FT (t ) = \ f r  (r]dr = P{T < t} . Функция

о

надежности (ВБР) определяется как дополнение FT до 1, т.е.
оо

Рн (0  = 1 -  FT {t) = \ f T ( T ) d T  = P{T>t } .  (4.1.1)
t

Классификация технических объектов на нееосстанаелиеаемые и 
восстанавливаемые определяется не собственно физической природой 
объекта, а, главным образом, выбранной в соответствии с целью ис­
следования вероятностной схемой его функционирования. Например, 
осветительная лампа в светильнике или элемент в цепи электрическо­
го агрегата по своей природе являются одноразовыми, т.е. невосста- 
навливаемыми. Однако сам агрегат путем замены отказавшего элемен­
та восстанавливает свою работоспособность. Показатели его надежно­
сти, очевидно, будут определяться законом распределения временного 
интервала между последовательными отказами. Если поиск и замена 
отказавшего элемента осуществляются не мгновенно, а также зани­
мают некоторый временной интервал (детерминированный или слу­
чайный), то вероятностная схема должна быть соответствующим обра­
зом изменена. Но при любых возможных вариациях очевидно, что ис­
ходной, базовой вероятностной моделью служит поток однородных 
случайных событий. Поток случайных событий, или просто случай­
ный поток, образуемый последовательностью однородных событий, 
происходящих в случайные моменты времени является принципиаль-
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но отличным от ранее рассмотренных систем СВ. Наглядными приме­
рами случайных потоков могут служить поток автомобилей на шоссе, 
поток вызовов на телефонной станции, заявок на станцию техническо­
го обслуживания, поток сбоев в работе компьютера, технологической 
линии и т.д. Смысл термина случайное событие применительно к по­
току заключается не в том, какова вероятность его осуществления, а 
в том, сколько событий произойдет в течение временного интервала 
фиксированной длительности или через какое время произойдет оче­
редное событие потока. Наиболее изученным и, в то же время, наи­
более интересным с точки зрения практической применимости теоре­
тических выводов являются ординарные потоки. Свойство ординар­
ности заключается в том, что события происходят по одиночке (а не 
группами) или, строго говоря, вероятность одновременного появления 
двух и более событий пренебрежимо мала. При таких условиях един­
ственным системообразующим элементом потока является интервал 
между соседними событиями Т  , представляющий собой положитель­
но-определенную СВ. Время, исчисляемое от начала отсчета до насту­
пления m -го события, представляет собой сумму

m
0m = ^ T K.

k = 1

Наибольший интерес и практическую значимость представляет 
ситуация, когда все интервалы Т\, Т2... являются независимыми в со­
вокупности СВ с одним законом распределения. Такой поток называ­
ется рекуррентным или потоком Пальма. Сам термин время не следу­
ет воспринимать буквально. Под ним может подразумеваться величи­
на иной физической природы: расстояние (пробег), тонно-километры, 
киловатт-часы и т.д. Время может и не иметь размерности, и быть дис­
кретным: количество циклов срабатывания, объем последовательной 
выборки, в частности, число испытаний по схеме Бернулли.

2. В качестве модельного примера рассмотрим поток «счастливых 
билетов». Каждый трамвайный билет имеет шестизначный десятич­
ный номер, и «счастливым» принято считать билет, у которого сумма 
трех первых цифр равна сумме трех последних. Покупка очередного 
билета увеличивает дискретное «время» на 1, при этом, результат оче­
редного испытания не зависит от предыдущих (другая смена, другой 
маршрут и т.д.) и определяется постоянной (стационарной) вероятно­
стью р . Таким образом, поток является рекуррентным, и после по­
купки счастливого билета отсчет начинается заново.
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Вероятность р  найдем по классической комбинаторной схеме. 
Общее число различимых номеров составляет N= 10' (ООО 000x999 999). 
Для определения числа счастливых комбинаций рассмотрим Л’11'1 -  
сумму п случайных десятичных цифр. Для п= 1 ряд распределения оче­
виден:

4 9 = ^ ( 1 ) = £} = _ 1 д  = р .  (4.1.2)

Для п> 1 по теореме о свертке (п. 1.3) будет справедливо рекур­
рентное соотношение:

P ln+r> = , * = ОДи + 1). (4.1.3)
/= т а х { 0 ,£ -9 }

Для рассматриваемой задачи достаточно найти ряд Р'р! , к 0,27, 
приведенный в табл.4 .1 .1  для одного из симметричных отрез- 
ков{0-13}; {14-27}.

Каждая комбинация первых трех цифр, удовлетворяющая усло­
вию S{P=k , может сочетаться с любой из комбинаций трех вторых, 
удовлетворяющей тому же условию. Следовательно, искомое число 
счастливых комбинаций равно скалярному квадрату строки Р (р  из

27

табл. 4.1.1: N ' ! = Ж 3)] 2 =55252,и искомая вероятность составит
к - 0

=55252 10 б« — .
18

Таблица 4.1.1. Ряд распределения суммы 3 случайных десятичных цифр
к 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

р& х  103 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 63 69 73 75 75

чэоX
счW 

к 1 9 36 100 225 441 784 12962025 3025 39694761 53295625 5625

Интервал между последовательными событиями Т  будет иметь 
геометрическое распределение /„  = Р{Т = п} = р ( \ - р ) п̂ ,п  = 1,2,... 
Для вычисления числовых характеристик Т  введем производящую 
функцию:
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F(t) = p t ^ { q t ) n = (4.1.7) 
l~ q t

F (t) = ^ f ntn, (4.1.4)
П -1

где 0 < 1 < 1 — веще ственная переменная. Дважды дифференцируя
(4.1.4), получим:

СО СО

F  (0  = 2  n f f -1, F" (0  = 2  «(« -  1 Ш "“ 2 • ( 4 -1 -5)
я=1 и=2

со

Подставляя в (4.1.5) 1 = 1, замечаем, что F  (1) = Y n L  = м [ п
П -1

СО СО СО

F"(l) + F '(l)  = 2 > ( « - 1) / „ + 2 > /„  = ^ > 2/„  = М [Г 2].
и=2 «=1 я=1

Таким образом, получаем соотношения:
M [T] = m = F {  1) , П[Г] = Т,,,(1) + Т,,(1 )-[Т , (1)]2. (4.1.6)

Раскрывая ряд (4.1.4), производящую функцию F{t) получим в 
виде

pt_

п =О

Подставляя (4.1.7) в (4.1.6), находим числовые характеристики:

т — —— ~ 18 , D[T] = \  * 306. (4.1.8)
Р Р

На основании (4.1.8) перепишем ряд распределения в виде

/ „ = - (  1 - - Г 1 (4.1.9)
т т

и условимся, что каждое испытание занимает время A t « 1, так что 
nAt = t , mAt = р Т .

Тогда для (4.1.9) будет справедлива асимптотика:
t - A t  t

/ ( / )  = J — (1 - ~ J — e ~FF^ (4.1.10)
A t juT m juT

Выражение (4.1.10) представляет собой ПР показательного закона
= (4.1.11)

3 1где А =  параметр распределения.
Иг
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Величину е м = J’ Ае ;лс!т можно истолковать как вероятность то-
t

го, что за время t не произойдет ни одного события. Соответственно, 
\ - е ~ м = е~м {ем - 1) - есть вероятность наступления хотя бы одного

события. Разлагая в последнем выражении e'J в ряд Маклорена, полу­
чаем полную группу по числу событий:

1 -  Р {Т > t) = e -xt {Ft + -  {Ft)2 +... + — ( k t f  + ...). (4.1.12) 
2  k\

Объединяя (4.1.11) и (4.1.12), приходим к выводу, что число собы­
тий в потоке за интервал t имеет пуассоновское распределение с пара­
метром A t :

P{Nt = k} = e-M^ L , k  = 0,1,... (4.1.13)
к\

Пусть Т'к> - время реализаций к  событий, тогда

Р\т{к) < t] = P {N t > к }=  1 -  Р{Л7( < к }=  1 -  e (4.1.14)
1=0 ^

Дифференцируя (4.1.14) по t, найдем ПР 1*®:

Г к - ' (At)1 кМ м ) Л _  , _ м { м ) к-1( к - \  (  Л Л 1 к - 2

1\ ±f, п\1=0 11 1=0
= Ле~м ) 7 ч . (4.1.15)

оt - 1)

Полученная ПР представляет собой закон Эрланга к-го порядка {к- 
кратная автосвертка показательного закона).

3. Возвращаясь к простейшему показательному потоку, остано­
вимся на условиях его возникновения. В большинстве практически 
значимых ситуаций модель исследуемого потока представима в виде 
суммы (суперпозиции) нескольких парциальных потоков. Так, напри­
мер, рассмотренный поток счастливых билетов, представляет собой 
суперпозицию 28 элементарных парциальных потоков по числу воз­
можных значений суммы 3 десятичных цифр. Сущность сложения 
потоков очевидна из рис. 4.1.2.
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* —

Рис. 4.1.2. Сложение случайных потоков

Суммарный поток складывается из событий всех парциальных по­
токов, так что время ожидания в суммарном потоке определяется как

R = mm{Ru R2,...Rn}. (4.1.16)
Закон распределения минимума в пределе при п—>сс имеет показа­

тельный вид. Стало быть, такую же показательную ПР имеет интервал 
между соседними событиями потока. Чтобы среднее значение интер­

вала /гЕ =
L  к=1

не стремилось к нулю при увеличении п, время в

суммарном потоке можно отмасштабировать i'=ni. что эквивалентно 
прореживанию потока в соотношении п : 1. Тогда получим простей­
ший поток с усредненной плотностью:

/С -
1 ” 1 

т 1 -
к=1

(4.1.17)

Таким образом, показательный закон / ( t) = е ' ,  наряду с jV(0,1) и 
7?(0,1), является одним из трех важнейших законов (стационарных 
точек) в пространстве непрерывных распределений. Для случайных 
потоков с непрерывным временем показательный закон имеет такое 
же значение, какое нормальный закон имеет для сумм СВ.

4.2. Парадокс инспекции и смежные вопросы

1. Сами по себе числовые характеристики (4.1.8) носят сугубо ил­
люстративный характер, и собственно задача про счастливый билет 
выбрана из большого ряда аналогичных комбинаторно-вероятностных
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схем для большей занимательности и наглядности. Гораздо более 
принципиально важным является фундаментальное свойство геомет­
рического распределения, для иллюстрации которого и был приведен 
этот демонстрационный пример.

Зададимся вопросом: какова будет сравнительная продолжитель­
ность ожидания покупки счастливого билета, если в одном случае вес­
ти отсчет от очередного счастливого билета, а в другом -  от первого 
попавшегося?

Предположим, что из первых к  испытаний ни одно не привело к 
успеху, тогда условная вероятность успеха в (к+1) -ом составит

р _ fk+1 _ fk+1 ( л  т I \
Г к ,к  + 1 “  к  ~  оэ •

1 Z /
2=1 i=k+1

Подставляя в (4.2.1) ряд распределения, получим

РкМ1 = -----------------------    = Р- (4.2.2)

p ( l ~ p )kY j ( l ~ р У
2 =  0

Таким образом, знание «истории» никак не влияет на прогноз от­
носительно результата очередного испытания. Стало быть, каждый 
билет может считаться первым, и на поставленный вопрос можно дать 
вполне определенный ответ: время ожидания не зависит от начала 
отсчета, и «счастливчик» имеет ровно такие же шансы на очеред­
ной успех, как и его менее удачливый попутчик.

2. Из независимости от начала отсчета следует, что в качестве не­
го может служить произвольная (случайная) точка t* на оси t. Но тогда 
расстояние до ближайшего следующего события потока (вре-мя ожи­
дания К) и время, прошедшее от ближайшего предыдущего события 
(время опоздания Q на рис.4.2.1), имеют такой же закон распределе­
ния, как и интервал между событиями. В силу стационарности потока 
R  и Q независимы, стало быть, их сумма -  интервал, накрывающий 
случайную точку t* имеет распределение Эрланга второго порядка: 
f T*(t) = l 2te-u .
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Рис. 4.2.1. Схема расположения событий потока на оси времени

Но, с другой стороны, интервал между соседними событиями име­
ет показательную ПР / 7 (/) = /Дс /Л . Возникающий, так называемый, 
парадокс инспекции разрешается довольно просто. В качестве наводя­
щих рассуждений рассмотрим модельный пример. Пусть интервал 
между событиями (неперекрывающиеся отрезки на оси t) может при­
нимать только два возможных значения т1,т2 с вероятностями /у и
р 2= 1 -р соответственно. На ось t бросается случайная точка t*. Требует­
ся найти закон распределения интервала, в который попала брошенная
точка. В данной постановке применима формула Байеса. Гипотезы
Я 1:{Г = т1} и Н 2 :{Т = т2} имеют априорные маргинальные (безус­
ловные) вероятности

р (Н 1) = - ^ ,  р (Н 2) = ^ — , (4.2.3)
Т1 +?2 Т1 + Т2 

а р  и I — р  есть условные априорные вероятности. Искомые апосте­
риорные вероятности после сокращения полученных дробей, составят:

А* = р { г =г,}=— рг’ ,
P 4 + ( l ~PF2

р 2 = р { Г  = т2 }= {1~ о )Т\  • (4.2.4)рт2 + (\-р )т 2
Легко заметить, что оба выражения (4.2.4) можно объединить в 

одно:

p i  = ^ , к  = \,2. (4.2.5)
Мт

Ряд (4.2.5) сдвигается в сторону большего значения Тк, и среднее 
Т* составит
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(4 = 2  = —  2  х1Рк = ^  +(?Г = Рг + —  • (4.2.6)
* Р г  к Р г  Р г

Для численной иллюстрации положим = 1, т2 = 5, р  = 4  . Ре­

зультаты сведены в табл. 4.2.1.
______________________________________________________ Таблица 4.2.1

т Р р* Р ст2 ц* ст*2

1 1 1
2 6 3 4

13 20

5 1
2 05 

| L
/1 3 9

Увеличивая количество возможных значений интервала и перехо­
дя в пределе к непрерывной ПР получим следующее соотношение

f T.(t)  = £ ® ,  (4.2.7)
Р г

со

где цг = J’ tfT (t )d t .
о

В частности, для показательной ПР f T ( t ) = X e - Xt , 

f T„(t) = \ 2te~x J. ц7„ = 2ц7 . Таким образом, случайная точка (инспек­
тор) изменяет закон распределения покрывающего ее интервала в сто­
рону больших значений. Прежде чем этот парадокс инспекции был 
разрешен в 30-40 гг. прошлого века, он изрядно попортил нервы спе­
циалистам, занимающимся испытаниями на надежность.

3. Рассмотренная интерпретация является проявлением законо­
мерности более общего характера. Пусть вероятность попадания слу­
чайной точки в область пространства, соответствующую dx пропор­
циональна (p(x )fx (x), где У -  положительно-определенная СВ, а ф(х) - 
произвольная положительно-определенная функция без особенностей. 
Проделав цепочку рассуждений, аналогичную только что рассмотрен­
ной, получим

( 4 2 8 )
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где Мчр = {ф (х) /х (хК  •
(4.2.9)

Пусть, например, f x { x )  — ПР гранулометрического спектра по­
рошкового материала (удельная доля числа частиц диаметром х  среди 
попавших в поле микроскопа с большой глубиной резкости), частицы 
которого без большой натяжки можно считать шарами. Для пересчета 
ПР массогранулометрического спектра (удельной доли массы, содер­
жащейся в частицах диаметром х ) нужно положить ср(х)=х3. Если час­
тицы имеют форму дисков, то ср(х)=х2 и т.д. В частности, для частиц 
игольчатой формы решение совпадает с (4.2.7). Можно решить и об­
ратную задачу, т.е. если путем непосредственных измерений может 
быть определена f v, а требуется знать /х. Поделив (4.2.8) на ср(х), про­
интегрируем левую и правую части по всей полубесконечной прямой:

= — } / х ( х ) ь  = — .
\ ф (х ) ц г у х У И  ц г

Разрешая (4.2.8) относительно f x  с учетом (4.2.10), получим:

(4.2.10)

/ х ( х ) =
/ф(*)
ф (х)

(4.2.11)

4.3. Очереди и задачи обслуживания

1. Рассмотрим несколько иную логическую схему вывода соотно­
шений (4.1.12) -  (4.1.15). Определим процесс Пуассона с помощью 
следующей конструктивной схемы. Обозначим Pn(t) вероятность того, 
что в течение интервала времени (0 ,1) произойдет ровно п событий и 
рассмотрим два смежных интервала (0,1) и (1,1+й), где /?= о (1 ) . Исход­
ные постулаты Пуассона заключаются в том, что условная вероятность 
осуществления одного события в интервале (t,t+h) не зависит от 1 и 

h
равна \-o(h), а вероятность осуществления более чем одного собы-

М т

тия есть величина высшего порядка малости о(И) .
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Обозначим для большего удобства записи последующих соотно­

шений: X = —  . Тогда для Pn(t + h) при п> 1, учитывая, что п событий 
Мт

в интервале (0,t+h) могут осуществляться двумя альтернативными 
способами: 1) п событий за время (0 ,1) и ни одного -  за время (t,t+h) с 
вероятностью -  Xh + 0 (/?)): 2)п-1 событий за время (0 ;1) и одно -
за время (t,t+h) с вероятностью Pn(t)(Xh + 0(h)), по формуле полной 
вероятности будем иметь:

Pn(t + h) = P M l- M )+ P „ - l ( t )X h  + 0(h), (4.3.1)
откуда получаем разностное соотношение:

Pn(t + h)~P n(t) = _ хр^  + ^  ( ,)+ 0 | ) .  (4 .3 .2 )
п п

В пределе при h—>0 (4.3.2) преобразуется в систему рекуррентных 
дифференциальных уравнений:

^ M  = -XPn{t) + XPn_l{ t \n >  1. (4.3.3)

При и=0, полагая в (4.3.3) Рп4 (l)=  0 , получаем однородное урав­
нение

решением которого, удовлетворяющим условию
0 < P0(t)< 1, будет P0(t) = е-и , (4.3.5)

что соответствует формуле общего члена (4.1.13) при к= 0. Подставляя
(4.3.5) в (4.3.3), находим P[{t)=Xte~'kt и все последующие члены ряда 
(4.1.13).

Вывод (4.3.1) -  (4.3.3) предпочтительнее, чем используемый в 
п.4.1, с той точки зрения, что естественным образом допускает даль­
нейшие обобщения.

Процесс Пуассона можно рассматривать как простейший частный 
случай процесса чистого размножения. Его более общей стационар­
ной формой является ситуация, когда X зависит от и. В этом случае 
система дифференциальных уравнений (4.3.3), (4.3.4.) преобразуется к 
виду
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\ ^ M = _K pn(t)+ K _lPn_ i ( o , « > i ,

dP0(t)
-  к л  (0  •

(4.3.6)

В соответствии с такой вероятностной схемой протекают процес­
сы последовательных атомных радиоактивных превращений, накопле­
ния повреждений при эксплуатации технического объекта и т.д.

2. В зависимости от специфики реального процесса структура
(4.3.6) может варьироваться, например, наличием терминального (по­
глощающего) состояния с номером т, так, что для всех п>т
K = P n( t h o .

Начальным состоянием может быть необязательно нулевое, а про­
извольное п=к, такое, что i \(0 )= l ,  а для всех пФк Р„(0)=0.

Следующим обобщением, более содержательным с точки зрения 
практических приложений задачи массового обслуживания, модели­
рования очередей и т.д., является ситуация, когда количество событий 
(объектов) с течением времени может не только возрастать, но и 
уменьшаться, так называемые процессы размножения и гибели. Сис­
тема дифференциальных уравнений (4.3.6) в такой ситуации преобра­
зуется к виду

' dPn{t).

^ M  = -X 0P0(t) + a lPl(t),
(4.3.7)

где со„ -  величина, обратная средней продолжительности жизни в п-м 
поколении. Система (4.3.7) имеет предельное (при 1—»со) стационарное 
решение. Приравняв к нулю левые части (4.3.7), находим стационар­
ные вероятности перехода:

P „ . „ , = P { U „ ^ U „ J  = - 4 * — ;

Л" +Ш" (4.3.8)

/ > „ - , =  Г {Ц , ^  £/„_,} = ■ ®-
К  +(0П

3. Прежде, чем переходить к содержательному рассмотрению 
приложений схемы процесса размножения и гибели, рассмотрим про­
межуточную ситуацию, когда продолжительность «жизни» является
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детерминированной величиной. В наиболее наглядной (естественной) 
интерпретации суть рассматриваемой проблемы такова. При пересе­
чении нерегулируемого перекрестка по второстепенной дороге необ­
ходимо дождаться «окна» длительностью т между автомобилями, 
движущимися по главной дороге. Каков будет закон распределения и 
числовые характеристики СВ Т* -  времени ожидания на переезде 
«check time», если поток автомобилей на главной дороге образуется 
СВ Т -  интервалом между последовательными прибытиями (пересече­
ниями) с показательным законом распределения:

f T(t) = \e~ Xt ? (4.3.9)
В другой интерпретации пуассоновский показательный поток об­

разуется последовательными сбоями компьютера. Время, необходимое 
для решения задачи при безаварийной работе -  т. Если при сбое про­
исходит сброс программы, то время решения имеет закон распределе­
ния, подобный первому случаю. Единственным отличием будет сдвиг 
вправо по оси t на величину т. Аналогичная ситуация имеет место при 
работе счетчика радиоактивных частиц (первых моделей), последова­
тельных разладках технологической линии и т.п. Далее будем рас­
сматривать естественную интерпретацию «check time». Е1ервое оче­
видное заключение состоит в том, что Т* является комбинированной 
СВ, непрерывной справа от точки 1=0 и с квантом в точке 1=0. Сле­
дующее заключение состоит в том, что при случайном начале отсчета 
(момент появления на переезде никак не связан с потоком автомоби­
лей) время ожидания первого события потока имеет тот же закон рас­
пределения, что и интервал движения (4.3.9). Данный факт, известный 
в литературе как «парадокс времени ожидания», был рассмотрен в 
п.4.2. Таким образом задачу можно переформулировать, совместив 
начало отсчета с одним из событий потока. Вывод ФР Т* начнем с 
кванта в нуле:

р{Т* = 0} = р{Г>т} = е-?а. (4.3.10)
Функцию распределения /'{ /*  < l} при 1>0 будем искать, разлагая 

в полную группу по числу пропущенных автомобилей:
СО

FTt(t) = ^ F „ ( t ) .  (4.3.11)
П -1

Рассмотрим структуру ряда Fn(t) более детально. При п= 1 полу­
чим
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Fl(t) = P{Tl < t< x ,T 2 > x }= e-x\ l - e - ' AT)
l - e -Xt

l - e - X t
(4.3.12)

где Zj - время от начала отсчета до первой машины, Т2 - интервал меж­
ду первой и второй. Для п=2 будем иметь

F2{t) = P{Tl <х,Т2 < х,Т3 > х,Тг +Т2 <t} =

= e-x\ l ~ e - Xy F _ (2){ t \  (4.3ЛЗ)

где F _ ^ 2) _ с У м м а  Д В У Х  независимых исходных СВ, усеченных на отрез­

ке [о, х]. Продолжив аналогичные рассуждения, получим ПР Т* в сле­
дующем виде:

со

/ г - ( О  =  е " "  I  (1 -  е-1’ У (О, ( 4 .3 .14)
П-1

где А  - п-кратная автокомпозиция СВ Т, усеченной на отрезке [0, х]. 

Рассмотрим последовательность /_(„) (0  •

При п= 1 вид ПР вполне очевиден:

’ Xe-xt

и  1) ( 0 Н
,0  < t < т

(4.3.15)
l - e ^
0 , t > х .

При п=2 воспользуемся приемом, рассмотренным в п. 1.3. и схемой 
рис. 4.3.1

Рис. 4.3.1. Схема области интегрированиядля 
вычисления автосвертки в интервале Т  < t < 2т

На интервале x < t <х ПР составит
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гС) _ (1 — е т̂)2 •

Для т < t < 2т сначала найдем ФР, используя рис.4.3.1:
г, 2 Г т t - x  т

F^ ( 0  = -

(4.3.16)

(1 -  е~Хт)2
J" е Xydy J" е ^ d x  + j"e Xydy J" e ^ d x  k

,.0 0 0 t -т

После дифференцирования окончательно получим
X2e-xt \ t ,0 < t< x ,  

f {2) ( l - e - Xx)2 \ l x - t , x < t  <2x .
Для n=3 аналогичным образом получим

—12,0 < t<  t  ,
2

3
3 x t  t 3 - t 2 ,x < t <2x

2

■j (3x - 1)2 ,2 t < t < 3x .

(4.3.17)

•4(3)

л з  — XtA e
Xt \ 3( l - e  )

(4.3.18)

Выражение в фигурных скобках представляет собой ПР трехкрат­
ной автокомпозиции СВ i?(0, т ). Таким образом, по индукции получа­
ем формулу общего члена /_(„) (0  и окончательный вид ПР Г*:

f r 4 t)  = e-X(t+T)Z ^ g A (4.3.19)

где g„(x) - ПР автокомпозиции СВ R(0,1), рассмотренная в п. 1.3;

Г1,0 < х < 1 ,
& (*) =

0 , x < 0 U x > l ;
X

g n+Лх )= \ g ni.y)dy  ■ (4.3.20)
Х - \

Переходя к безразмерным переменным а = Ат, х = —, получим

/ * ( x )  = e -fl(*+1)y y g „(x). (4.3.21)
П=1
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При больших значениях а для практических расчетов следует пе­

рейти к логарифму — .
X

Вид зависимости (4.3.21) при а = 1,5 приведен на рис. 4.3.2.

0.3

0.2

0.1

0

Рис.4.3.2. Плотность распределения относительного времени ожидания

Благодаря структуре ряда (4.3.21) для вычисления числовых ха­
рактеристик достаточно вычислить характеристики исходного распре­
деления, усеченного на отрезке [0,1]. Суммируя полученные ряды, 
находим:

ju* = ea- а - 1  
а * 2 = еа + 4 а + а2 - < Г ‘7(1 + а)2.

При больших значениях а имеет место асимптотическое тождест-

(4.3.22)

В О  С ’ ц* что эквивалентно пуассоновскои асимптотике с па-

( Т  * 'i
раметром Ха = е а . В свою очередь, преобразование I  еа \е 2

будет иметь стандартную нормальную асимптотику Л'(0.1). Получен­
ное решение соответствует первой интерпретации «check time». На 
рис. 4.3.3 приведены результаты статистического моделирования ме­
тодом Монте-Карло.
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Рис.4.3.3. Результаты статистического эксперимента 
по модели «check time»

Пример с ЭВМ позволяет придать задаче другую, более актуаль­
ную применительно к теории надежности, интерпретацию. Пусть за­
явки на станцию техобслуживания, вызовы на телефонную станцию и 
т.д. образуют пуассоновский поток (нагрузку) с интенсивностью X . 
Если время обработки одной заявки фиксировано и равно т , то сред­
няя длина образующейся очереди составит:

=е Хх-Хт.  (4.3.23)
4. Естественным обобщением задачи check time (в интерпретации 

с работой ЭВМ) является ситуация, когда время обслуживания являет­
ся СВ. Далее ограничимся рассмотрением только показательного вре­
мени обслуживания. Простейшая задача в естественной (и, историче­
ски, первой) формулировке выглядит следующим образом. Пусть име­
ется бесконечно большое число телефонных линий, на которые посту­
пает пуассоновская нагрузка с интенсивностью X. Положим, что про­
должительность одного разговора есть показательная СВ со средним

значением ц = — . Тогда, интерпретируя п как количество занятых ли­
га

ний, вероятности P„(t) находим из системы уравнений (4.3.7), подстав­
ляя

Хп = Х, гаи =«га, п>  0 . (4.3.24)
Для предельных вероятностей (приравняв к нулю производные по 

времени) получим систему линейных уравнений:
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V " = “ n ' (4 3 25)
(X +  m >)p,  =  V , - i  + ( "  +  • ) » f .ft+1 ’

откуда следует

'X
x

Pn = -p- . (4.3.26)
n\

Таким образом, предельное распределение числа занятых линий

есть распределение Пуассона с параметром — .
со

В более реалистичной постановке, когда число линий конечно и 
равно т, нужно рассматривать два случая:

1) при п<т результаты полностью совпадают с (4.3.25), (4.3.26);
2 ) при п>т дифференциальное уравнение имеет вид

= -(Х  + mca)Pn(t)+ Х Р ^ (t)+tm>Pn+1 (t) . (4.3.27)

Предельные вероятности для п>т составят

X'

(4-3.28)
т\т

и образуется очередь длиной п-т.
00 А,

Сумма ряда Рп ПРИ — > т расходится, что означает неограни-
п= О

ченное удлинение очереди (как и в модели check time).
5. Небольшое изменение в вероятностной схеме приводит к 

«шведской» модели обслуживания автоматов (наиболее полные ре­
зультаты по данной проблеме были получены Эрлангом и, впоследст­
вии, Пальмом).

Пусть т автоматов (станков) подчиняются показательному закону

функционирования со средним периодом нормальной работы ц = ^- •

Положим, что все т автоматов обслуживаются одним наладчиком, а 
время обслуживания подчиняется показательному закону со средним 

\ ( Х
значением ц = — — « 1  

со с̂о
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Вероятности распределения числа простаивающих автоматов 
Pn(t), п=0 , 1, . . . ,  т, будут решением системы дифференциальных урав­
нений (4.3.7) с коэффициентами:

[Х =  тХ,сзп= 0  ,
0 ’ \  (4.3.29)

[Хп = [т -п)Х ,(ап = та, 0 < п < т  .

Для предельных при t—>сс вероятностей получим систему линей­
ных уравнений:

\тХр0 =(арг ,
\\(т -  п)Х + (а ]рп = (т -  п +1 )Хрп_1 + сарп+1

(4.3.30)

откуда находим

• /  л \ п  Хт

р п = , т\ .  — ) е 00 , 0 < п < т .  (4.3.31)
(т -  п)\ v со )

Члены ряда (4.3.31) можно интерпретировать следующим обра­
зом. Вероятность р 0 соответствует ситуации, когда все т автоматов не 
требуют обслуживания. Вероятность р п при п>2 соответствует тому, 
что п автоматов простаивают, причем обслуживается только один, а п— 
1 стоят в очереди на обслуживание. Средняя длина очереди, опреде­
ляющая эффективность, а точнее говоря, сверхнормативные издержки 
на данном производственном участке, составит

f  Хт \
t i\ А, + со

v = 2  {n-\)p„=m -----—
n = 2 k

l - e (4.3.32)

Собственно «обслуживание по-шведски» заключается в «бригад­
ном» методе, когда т автоматов обслуживаются г (г<т) наладчиками. 

В этом случае, как впервые установил Пальм, при аналогичной на-
(rri \

грузке на одного наладчика I —  = т \ достигается существенное сни­

жение простоя автоматов.
Коэффициенты системы уровней (4.3.7) при таком варианте веро­

ятностной схемы будут определяться следующим образом:
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Л0 = тЯ, <з0 = 0, п = О,

Лп =( т- п) Л,  а)п = п а ) , \ < п  < т,  (4.3.33)

Лп ={ т- п) Л,  а п = га, г < п < т .
Для предельных при t—>сс вероятностей получаем систему линей­

ных рекуррентных уравнений:
Х(т -  п)

Ит u ^ ^
(4.3.34)Р п + 1  =  1

— 7---- <СР„, 0<П<Г  ,
со\п + 1)
А( т - п )
—  - р п , г < п < т - 1 .

сог
Оставшаяся неопределенной величина ро, находится из условия

нормировки: р п = 1 .

4.4. Статистическая оценка параметра показательного закона

1. Поскольку надежность проявляет себя только в процессе экс­
плуатации технического изделия, то единственным источником объек­
тивной информации о надежности являются испытания.

Под испытанием понимается сбор информации о функционирова­
нии объекта в процессе его реальной эксплуатации либо в процессе 
специально организованной процедуры, имитирующей условия экс­
плуатации.

В зависимости от цели исследования испытания подразделяются 
на 2  типа:

-  определительные испытания -  для установления закона функ­
ционирования изделий;

-  контрольные испытания -  для подтверждения соответствия по 
показателям надежности.

Отличительным признаком определенных испытаний является 
большой объем (репрезентативность) выборки однотипных изделий и 
испытания до последнего отказа, т.е. с большим числом полных реали­
заций (наработок до отказа).

Результаты контрольных испытаний представляют собой усечен­
ные данные, и в процессе испытаний может быть не зарегистрировано
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ни одного отказа. Проблеме испытаний на надежность посвящено 
большое число специализированных руководств, где методика сбора и 
обработки результатов классифицируются в зависимости от цели ис­
следования, характера исходной информации и т.д.

Далее рассмотрим методику вычисления точечных и интерваль­
ных оценок средней наработки до отказа при показательном законе 
функционирования.

Пусть на испытания поставлено N  однотипных изделий, и в тече­
ние времени испытаний Тп было зарегистрировано п отказов с нара­
ботками t\, tn. С учетом независимости в совокупности отказов (и 
безотказных наработок) и, стало быть, применимости схемы Бернулли 
вероятность такой комбинации можно представить в виде

Р { Т 1 = t l , - , T n = t n , T n+l  > T n , - , T N  > Т п }  =

и  и  к=1

Методика точечной оценки неизвестного параметра р была пред­
ложена Р. Фишером и носит название метод максимального правдопо­
добия Фишера. Методика заключается в следующем. В качестве то­
чечной оценки (наиболее вероятного значения) неизвестного парамет­
ра р принимается точка максимума Z(p) (4.4.1). Поскольку /.(р) явля­
ется положительно-определенной, ее точка максимума, очевидно, сов­

падает с точкой максимума ее логарифма. Приравнивая ln[Z(p)]
t/p

П
к нулю, получим ир — tk -T n (N  - п )  = 0

к= 1

откуда находим
„ 1
Р  =  -п

Е ' к + О У - и Х  • (4.4.2)
Lk=\

Интерпретация точечной оценки (4.4.2) имеет вполне очевидный 
«физический» смысл. Выражение в квадратных скобках представляет

П
собой суммарную наработку N  изделий ( ^  Iк - сумма всех полных

к= 1

реализаций -  наработок до отказа, (N-n) Тп - сумма всех неполных реа-

124



лизаций -  безотказных наработок). Таким образом |1 по (4.4.2) пред­
ставляет собой отношение полной суммарной наработки к числу отка­
зов, зарегистрированных в течение времени испытаний /„.

2. Для прогнозирования результата единичного опыта более адек­
ватны доверительные интервальные оценки вида

< ц г < ц 2 }> у ,  (4.4.3)
где у - доверительная вероятность (вероятность покрытия интервалом 
[pj ,p2]) неизвестного значения рт. Показательный закон с ПР

f7(t) = — e L' 7 преобразованием X  = приводится
Мт М т

к виду

/х(Х ) = | е 2 (4.4.4)

который, как было показано в п. 1.3, представляет собой сумму квадра­
тов двух независимых стандартных нормальных СВ, т.е. y l . На осно­

вании аддитивности распределения у 2т по степеням свободы (т.е. 

Хщ + Х 2т2 = Хщ+т2 )• Д ля суммарной наработки будет справедливо

соотношение
27,

Мг
• = x 2 V • откуда получаем

2 ТУ
Мт -  2

X l N

(4.4.5)

Таким образом, доверительный интервал будет определяться меж- 
квантильной у-широтой,

Р
2П

X  1+у 
2 X 1 — -  

2

2П

X 2 1 - у  
2 X 1 — -  

2

=  У (4.4.6)
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Глава 5. СТАТИСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

5.1. Модели процессов 
с непрерывным приращением

1. Наряду с рассмотренным в пп.4.1,4.3 потоком событий со слу­
чайным интервалом между событиями представляет интерес другая 
постановка проблемы. Например, отклонения от номинала параметров 
единиц продукции в порядке очередности их выхода с автоматической 
производственной линии, суточные колебания биржевых цен, котиро­
вок и валютных курсов, годовые колебания среднесезонной темпера­
туры, количества осадков и т.д. В процессах подобного типа выход, 
очевидно, формируется под воздействием множества случайных фак­
торов, и, в силу центральной предельной теоремы, следовало бы ожи­
дать нормальность выходного рассеяния. Однако, в действительности, 
рассеяние зачастую обнаруживает отклонения от нормальности, кото­
рые невозможно списать на случайные колебания выборочных рас­
пределений, то есть значимые.

Простейшей моделью для описания данного феномена может 
служить обобщение понятия случайной величины путем ее параметри­
зации. Таким образом, вместо СВ X  и ее ПР f x (x) введем в рассмот­
рение X t и соответственно ПР f X{(x,t).  Нормальная СВ, как было 

показано в п. 1.1, однозначно определяется своим средним ц и СКО 
с . Следовательно, обобщение может заключаться в параметризации 
ц(1) и c ( l ) . Причем ц(1) и a(t) должны быть «адиабатическими ин­
вариантами» процесса, то есть изменяться гораздо медленнее, чем ха­
рактерная «скорость» процесса (в противном случае ситуация будет 
эквивалентна постоянным, равным усредненным по времени
Ц  =  < ц ( 1 ) >  , С 2 =  < C 2 ( l ) >  +  < ( ц ( 1 )  -  р ) 2 > ) .

Для технологической линии длительность периода стабильности 
(почти постоянных ц( 0  и ст(/)) должна соответствовать значимому 
технологическому циклу или времени выпуска продукции объемом, 
соответствующим репрезентативной выборке, для климатических ко­
лебаний время должно составлять несколько десятков лет и т.д.
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Для читателя, которого термин «адиабатический инвариант» при­
водит в некоторое смущение, суть дела можно разъяснить с помощью 
простого умозрительного опыта. Рассмотрим сосуд с водой, раскачи­
вающийся на длинной тонкой нити, -  математический маятник. Пред­
ставим, что нить перекинута через гвоздь, так что ее можно удлинять 
или укорачивать, а в дне сосуда имеется небольшое отверстие. При 
малых скоростях изменения длины нити и истечения воды период ко­
лебаний, очевидно, будет меняться, но с сохранением колебательного 
характера движения (строго говоря, под адиабатическим инвариантом 
гармонического осциллятора в теоретической физике понимается по­
стоянство отношения средней за период энергии колебаний к длитель- 

Е
ности периода — = const). Дать численную оценку того, насколько

малыми должны быть скорости, не представляется возможным, однако 
очевидно, что существуют пороговые значения, превысив которые 
движение сразу потеряет исходную форму.

2. Таким образом, с помощью наглядной физической аналогии, ес­
тественным образом возникает понятие мгновенной плотности нор­
мального распределения:

/ ( х > 0  = — v 7^= ехР а(/)л/ 2 л
(* -  К О ) 2 (5.1.1)

2а" (t)
Усредненная за период наблюдения Т  ПР представляет собой на­

ложение, т.е. рассмотренную в п. 1.2 суперпозицию СВ или вероятно­
стную смесь законов распределения. Парциальная доля мгновенной 
ПР (5.1.1) пропорциональна доле времени нахождения в окрестности 
точки (ц (/),а (/))  пространства координат ( ц , с ) , т . е .  обратно пропор­
циональна произведению скоростей:

d\x(i) da(t)
d 2f T( x ) ~ f ( x , t ) (5.1.2)

Полная усредненная ПР, таким образом, будет представлять собой 
обобщение полученной в п. 1 .2  формулы суперпозиции на случай бес­
конечно большого числа компонент с бесконечно малыми удельными 
долями:
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f T(x) =

1

& &
1 Ё-ч

т
1

V—
» 

о 7'(с) ’
(5.1.3)

Соотношение (5.1.3) допускает получение формул конечного вида 
только в некоторых частных случаях. Чаще всего приходится доволь­
ствоваться квадратурным представлением. Однако это неудобство, 
при наличии современного программно-математического обеспечения, 
является совершенно несущественным, зато открываются широкие 
возможности для статистического моделирования. На рис.5.1.1 пока­
заны ПР (5.1.3), возникающие при модельном осциллирующем (сину­
соидальном) тренде среднего (а) и СКО (б). Как видно из графиков 
(что является прямым следствием вида зависимости (5.1.1)), наиболь­
шую вариативность (полимодальность, ассиметрию) ПР приобретает 
из-за тренда среднего. Тренд СКО проявляет себя как чисто эксцес- 
сивная аномалия. По терминологии, принятой в статистическом кон­
троле качества, тренд среднего принято интерпретировать как разлад­
ку по настройке, или смещение центра настройки. Тренд СКО (глав­
ным образом возрастающий) интерпретируется как разладка по рас­
сеянию.

!].■

О

о

о

о

о

о

-5 “3 “2 О 2 3 5

Рис.5.1.1. Вид плотности распределения совокупности с осциллирующим 
трендом среднего (а) и осциллирующим трендом СКО (б) в сравнении с кри­

вой Г аусса

Путем комбинирования элементарных трендов можно получить 
неограниченное многообразие модельных процессов для статистиче­
ского моделирования и анализа схем управления.
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3. В качестве примера рассмотрим простейшие виды трендов, при 
которых ПР (5.1.3) допускает получение формул конечного вида. 
Пусть р(/) = pn + v t , o(t)  е= с п (равномерный тренд среднего). Исклю­
чив из (5.1.3) равные нулю с ' , получим

М х ) = Т а ^
ехр

(х-Ho - v t f  
2 с 2

vT
,  , vT  + нп - x \ .  | i -  un

щ — - — +<*V
x -  pn vT

Совершив замену переменных и = -------  , w = —

(5.1.4) к виду

Вид ПР (5.1.5) показан на рис.5.1.2.

7 т (и) = —  [Фп (w -  м) + ф„ (ы)]. 
vT

(5.1.4) 

преобразуем

(5.1.5)

о

о

о

о

Рис. 5.1.2. Плотность распределения совокупности с равномерным трен­
дом среднего в сравнении с кривой Гаусса 

Распределение (5.1.5) имеет ту же форму, что и рассмотренная в 
п.3.5 оперативная характеристика измерительной системы при прием­
ке по допуску. Однако в данном случае (5.1.5) является именно плот­
ностью, в частности, она удовлетворяет условию нормировки. При 
равномерном тренде СКО вид ПР аналогичен приведенной на 
рис.5.1.16.

Равноускоренный тренд среднего смоделируем зависимостью 

р(/) = pn + vt  + — at2 , c (l) ее с  . При этих условиях (5.1.3) примет вид
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ехр

/ г (х) =
а

1 ,x - p n - v t - —at~ 

2 о 2

c-in[ 1+^7- I v + at
.(5.1.6)

1
Вид ПР (5.1.6) при рп = -3  ,v Т = —аТ~ = 3 показан на рис.5.1.3.

Рис. 5.1.3. Плотность распределения совокупности с ускоренным слева 
направо (замедленным справа налево) трендом среднего в сравнении

с кривой Г аусса

Как видно из последнего графика, ПР приобретает асимметрию 
(удлиненный хвост) в направлении увеличения скорости. Часто в ли­
тературе распределения подобного вида трактуются как «ускоренный 
износ инструмента». Однако это не вполне корректно, поскольку ус­
коренное смещение центра рассеяния вправо -  всего лишь одна из 
возможных причин. Такой же вид будет иметь ПР, например при за­
медлении движения в противоположном направлении. Отклонения от 
нормальной формы, подобные рассмотренным, проявляются на гисто­
граммах, построенных по репрезентативным выборкам реальных про­
цессов.

5.2. Анализ схем статистического регулирования

130



1. Под статистическим регулированием (не всегда осознанно) 
подразумевается некий алгоритм автоматического регулирования или, 
в более общей постановке, наличие системы автоматического управ­
ления процессом. Ключевым элементом такой системы, как явствует 
из выводов соответствующей теории автоматического управления 
(ТАУ), является отрицательная обратная связь, формирующая релак- 
сирующий управляющий сигнал на выход процесса. В связи с этим 
следует уточнить смысловое содержание самого термина статистиче­
ское регулирование (управление). В контексте положений ТАУ стати­
стическое управление является не каким-то специальным «прогрес­
сивным» способом автоматического управления, а всего лишь его сур- 
рагатом, или управлением со значимым запаздыванием, поскольку 
управляющий сигнал формируется апостериорно, после реализации 
выходного сигнала. По образному выражению одного из последовате­
лей В. Шухарта и Э. Дэминга, статистическое управление похоже 
«.. .на управление автомобилем через зеркало заднего вида...». К это­
му можно было бы добавить, что зеркало является не идеально чистым 
и отражает лишь усеченную информацию о выходе процесса.

В п.5.1 были рассмотрены модели процессов, формируемых трен­
дами среднего ц(1) и СКО ст(/) мгновенного нормального распреде­
ления. Соответственно, идеально настроенный процесс характеризует­
ся постоянными значениями параметров нормального закона ц(1) = ц0, 
a(t) = a 0, и без ограничения общности достаточно рассмотреть стан­
дартную нормальную совокупность N(0,1). Разладки условимся клас­
сифицировать по характеру зависимостей ц(1) и ст(/) на внезапные, 
когда р и с  меняются скачком от идеальных значений ц = 0 , с  = 1 , и 
параметрические (постепенные), когда ц(1) и ст(/) являются гладкими 
функциями времени. При этом будем различать разладку по смеще­
нию центра настройки (ц Ф 0) и разладку по рассеиванию (с  > 1) . По­
следний классифицирующий признак обусловлен следующими сооб­
ражениями. Устранение разладки по рассеиванию в «физической» ин­
терпретации требует ремонта изношенного оборудования либо его 
замены на образцы с более высокой точностью, т. е. связано с оста­
новкой процесса. Разладка по смещению центра настройки может 
быть устранена в автоматическом режиме, без остановки процесса, и
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потому в дальнейшем изложении ограничимся рассмотрением только 
разладок по смещению центра настройки.

Еще одним допущением, необходимым для применимости стати­
стического моделирования методом Монте-Карло, является переход к 
дискретному времени, т. е. будем полагать, что в каждую фиксирован­
ную единицу времени формируется 1 отсчет регулируемого процесса 
(входного сигнала по отношению к системе регулирования) и 1 отсчет 
управляющего сигнала.

2. Для лучшего уяснения сути дела рассмотрим простейшую схе­
му. Пусть выход процесса есть композиция входного и управляющего 
сигналов:

Yk = X k +Z k . (5.2.1)
Управляющий сигнал Z k определим в виде отрицательной обрат­

ной связи с запаздыванием:
f z1= o,
Z k+l=~hYk, k > l ,

(5.2.2)

где 0 < /? < 1  -  коэффициент передачи обратной связи.
Тогда выходной сигнал будет иметь следующий вид:

Y x = X x,

(5.2.3)

Y2 = X 2 - h X „

¥п = Х п + ^ ( - 1 ) кИкХ п_к.
к = 1

Пусть в сигнале X  возникла внезапная разладка цх = 5 (при не­
изменном СКО с х = 1). Тогда, с учетом априорной независимости в 
совокупности последовательности Х к,к =  1,2,...,п ,  устремив и —► со

и суммируя образующиеся геометрические прогрессии, находим:

^ = Г Т  ’ <5-2 -4)l +h  l - h

Таким образом, частичная компенсация разладки цх -  ц7 = ^
1 +  /?

2 2 h2достигается за счет увеличения дисперсии с т -  с х =   , и возника-
1 — h
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ет задача оптимизации схемы по параметру h по критерию минималь­
ной оценки вероятности результирующего брака. В качестве такой 
оценки можно принять вероятность выхода за границы «стандартного

g
6 с  » интервала. Обозначив относительное смещение центра в = —,

с
оценку после элементарных преобразований получим в виде

Р(Л,8 ) = 1 - Ф С
1 — I 
1 +  >

-(3(1 + /?) + в) Ф,
1 + у

-(3(1 + /?)- в ) . (5.2.5)

Оптимальным значением h=h* естественно принять точку мини­
мума зависимости (5.2.5), вид которой показан на рис. 5.2.1.

1

0.

0.6

0.4

0.2

о

Рис.5.2.1. Оценка вероятности брака в зависимости от h при значениях сме­
щения 8  в долях с  : 1; 2.5; 5

Рассмотренная простейшая схема является, вообще говоря, не со­
всем статистической, поскольку управляющий сигнал формируется по 
одному отсчету выходного. Однако и из нее можно извлечь поучи­
тельный вывод, заключающийся в том, что при h= 1 система очень бы­
стро идет «в разнос» по рассеянию (су неограниченно возрастает). Со­
гласно принятой в ТАУ терминологии, такая ситуация квалифициру­
ется как потеря устойчивости. Соответственно схема регулирования, 
когда управляющим сигналом служит отклонение индивидуального 
значения выхода от номинала, является совершенно непригодной.

3. При формировании управляющего сигнала по скользящему 
среднему т > 2  отсчетов выходного возникает уже собственно стати­
стическое регулирование, и при любом т > 2  значение коэффициента
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передачи h = 1 находится в области устойчивости. При т = 2 схема 
будет иметь вид

Ух=Хх ,
<Y2 = X 2 , (5.2.6)

Y„+2 = X n+2 -\< Y „ +l+Y„), п>  1 .

Диаграммы процесса с разладкой по смещению 5 = Зс в сравне­
нии с регулируемым по схеме (5.2.6) показаны на рис. 5.2.2.

б
Рис.5.2.2. Диаграмма (временная развертка) (а) и гистограмма (б) про­

цесса с внезапной разладкой по среднему, регулируемого по схеме (5.2.6), в 
сравнении с исходным (нерегулируемым)

Для исследования асимптотики схемы (5.2.6) положим, что п ве­
лико (п —> с о ) , и рассмотрим ретроспективное рекуррентное соотно­
шение (5.2.6), при произвольном h\

Yn = X n - - ( Y n_l + Yn_2). (5.2.7)

Применяя операцию МО к обеим частям (5.2.7) и полагая, что су­
ществует 1 imXl\Yn] = //, , приходим к рекурсивному соотношению:

откуда находим
М т — М х  ^ М г   ̂

М х
Мг —

1

(5.2.8)

(5.2.9)
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Аналогично для ст( = lim D[Yn ], с учетом независимости пары
П—> со

( X n,Yk) при любом к Фп , получим

СТГ = СТХ +-ТГСТг( 1 + Р): (5.2.10)

где р=  lim ,] - предельное значение коэффициента корреляции
Я—» со

между соседними выходными отсчетами.
Умножая обе части (5.2.7) на 7n_i и применяя к обеим частям по­

лученного тождества операцию МО, получим

M \YnYn_x\ = M (5.2.11)

На основании результатов п. 1.2 соотношения (5.2.9) и (5.2.11), с 
учетом независимости пары (Хп. 7n_i), преобразуем к рекурсивному 
соотношению:

h  I
рст7 + ц7 — ЦхМт 2  + Р)стг + ],

откуда находим

р (1 + —)
h i

+ — н 1 -
1 h

L 2 2] 1 + п \ + h 1 + h_
(5.2.12)

Правая часть (5.2.12) тождественно равна нулю, следовательно,

Р = - ——г-  (5.2.13)
2  + h

Подставляем (5.2.13) в (5.2.10), окончательно получаем
2 + h 2СТу =

7 (1 + h)(2 - h ) ° x
(5.2.14)

Как видно из последнего соотношения, область устойчивости схе­
мы статистического регулирования по скользящему среднему порядка 
т=2 составляет 0</?<2. При этом предельно достижимая компенсация

*  1отклонения среднего составляет р.,- = — рх .

Одним из принципиальных вопросов всякого автоматического 
управления, и в особенности статистического, является поведение 
процесса при излишней регулировке. В данном контексте ответ на 
него вполне очевиден. При использовании схемы (5.2.7) в условиях 
фактического отсутствия разладки (цх=0 ) будет происходить такая же
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ст у I 2 + hпотеря точности мгновенного рассеяния —— = I---------------- , но уже
стх \ ( l  + h) (2-h)

без полезного эффекта (ц7 = цх = 0 ) .
Для оптимизации схемы (5.2.7) по параметру h можно сформули­

ровать задачу, аналогичную (5.2.5).
4. Рассмотрим схему регулирования по скользящим средним с 

т=3:

7„ =Х„ (Х„_х +Yn_2+ Yn_ 3) , п >3 . (5.2.15)

Для ц,- получим соотношение, аналогичное (5.2.9):

Ц г = г т -  (5-2.16)
\ + п

Для стГ-, действуя аналогично случаю т = 2 . получим

h2
ст7 =  стх  +  (Зст7 +  (4 p j +  2 р 2)ст7 ) ,

откуда следует
_2

—.2  _____________

1 -  — (3 + 4pj + 2 р 2)
(5.2.17)

где pj = lim р[7„,7„_1 ], р2 = lim р[7„, 7„_2 ].
Я—» со со

Последовательно умножая (5.2.15) на 7И_1; 7„_2 и действуя анало­
гично случаю т=2 , получим систему двух уравнений для определения 
Pi и р2 :

h
Pi +~(1 + Pi +Рг) = 0 ,

Рг + ~ ( l  + 2pi) = 0 . 

Решив систему уравнений (5.2.18), находим

(5.2.18)

Pi =Рг = - т ^ г -  (5-2.19)h + 3
Подставив (5.2.19) в (5.2.17), окончательно получаем
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Ст“ =— Ъ- ^ -  ст2г . (5.2.20)
1 (1 + А)(3-А)

Таким образом, область устойчивости схемы с т=3 составляет
* 10<А<3 при предельно достижимой компенсации р.,- =  — \±х  .

5. Для произвольного т можно показать, что

Нтр[7„,7„-Д.] = р =  h к = \ ,т,  (5.2.21)
»->* т + (т - 1)/?

ц * = — Ц- ц г , (5.2.22)
т + 1

1 -  ̂  ̂ m + ( m- \ ) h  оlim  сг: = о%: = ------- -------- -— а ' .  (5.2.23)
" (1+ /?)(«?-А )

Примеры модельных реализаций процессов с различными вариан­
тами разладок, компенсируемых по схеме скользящего среднего с 
т = 5 , И = 2 , приведены на рис.5.2.3-5.2.5.
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Рис. 5.2.3. Диаграмма и гисто­
грамма процесса с равномерным 
трендом среднего, регулируемого 
по схеме скользящего среднего с 
т=5, /7=2 , в сравнении с исход­
ным

Рис.5.2.4. Диаграмма и гистограмма 
процесса с ускоренным слева на­
право трендом среднего, регули­
руемого по схеме скользящего 
среднего с т=5, /7=2, в сравнении с 
исходным



0.3

0.2

0.1

0"8 -6 -4 “2 0 2 4 б

Рис.5.2.5. Диаграмма и гистограмма процесса с осциллирующим трендом 
среднего, регулируемого по схеме скользящего среднего 

с т = 5 , h = 2 , в сравнении с исходным

Как видно из графиков, диаграмма ( временная развертка процес­
са), отражающая последовательность индивидуальных значений, явля­
ется более информативной, нежели гистограмма. Точки на диаграмме 
могут отображать индивидуальные значения не подряд, а с некоторой 
периодичностью, либо отображать статистики (среднее, медиана, 
СКО, размах) последовательных малых выборок. Такая форма пред­
ставления исходных данных применительно к контролю технологиче­
ских процессов была предложена В. Шухартом и Э. Демингом, а за­
тем, стараниями их горячих последователей, была канонизирована и 
получила название «метод контрольных карт». Методика работы с 
контрольными картами весьма широко представлена как в литературе, 
так и в нормативных документах (стандарты, Т/У и т.д.), что избавляет 
от необходимости подробно на них останавливаться. Хотя, к слову
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сказать, в некоторых публикациях можно встретить глубокомыслен­
ные рассуждения о контурах грядущей всеобъемлющей «теории кон­
трольных карт». В ответ на это можно лишь заметить, что под теорией 
обыкновенно понимается информационный эквивалент некоего реаль­
но существующего (самостоятельного) феномена. Контрольные карты 
таковыми конечно же не являются.

Контрольные карты, при всем их кажущемся многообразии, в ос­
нове своей имеют общие довольно простые априорные положе-ния:

-  контролируемый параметр является СВ с типовым законом рас­
пределения;

-  нормальным, если СВ является непрерывной;
-  биномиальным или пуассоновским, если СВ целочисленная;
-  контрольные границы для всех карт определяются «стандартным 

6 с»  интервалом (о законах распределения выборочных статистик см. 
п .1.5).

Финансисты и метеорологи также используют графическое пред­
ставление результатов своих наблюдений, но по-видимому, будучи 
людьми более прагматичными, попросту отображают индивидуальные 
значения последовательной выборки, пытаясь экстраполировать трен­
ды и предугадать скачки. При этом скромно именуют свои графики 
диаграммами.

5.3. Выборочные оценки числовых индексов воспроизводимости

1. В литературе и нормативных документах, посвященных стати­
стическому контролю производственных процессов, в недавнее время 
широкое распространение получила методика оценки значимости тех­
нологического рассеяния и правильности настройки посредством так 
называемых индексов воспроизводимости:

2 А . Г ц - а б - ц
С , = - и С „ = т ш | —

где А - полуширина поля допуска; с  - СКО технологического рассея­
ния; ц - фактический номинал настройки процесса; а и b - соответст­
венно нижняя и верхняя границы поля допуска.

Вероятностный и «физический» смысл величин Ср,Срк при таком

определении вполне прозрачен и не вызывает никакой двусмысленно- 
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сти. Однако на практике числовые характеристики ц и а , как правило, 
неизвестны и заменяются выборочными оценками Д = J ,g  = s (п.1.4). 
При этом объем выборки обычно невелик и составляет порядка 50 
значений. В данной ситуации Ср,С рк превращаются в выборочные

статистики, а стало быть СВ, и для того чтобы оценка процесса по­
средством Ср,Срк была адекватной, необходимо установить их зако­

ны распределения. В качестве исходного соотношения рассмотрим ПР 
выборочного СКО стандартного нормального распределения (п. 1.4):

л /7-1п - 1 -у 
2(— )

• 4 ( * ) = Н Ь - Х”Л  2 • (53Л)

п - г )

Пусть а  = —  - «точное» значение индекса С (принято руково- 
За

дствоваться двумя контрольными нормативами: а  > 1 - удовлетвори-
4

тельная воспроизводимость, а  > — «1,33 -  хорошая воспроизводи­

мость). Выборочную оценку С -  —  преобразуем к виду
35

Ср = ^  j aKHM образом, при любом значении а  (от ц Ср, в
З а -  5 

а
ос

принципе, не зависит) ПР выборочной С идентична ПР СВ — , где s
s

- выборочное СКО стандартной нормальной совокупности. Искомую 
ос

ПР величины — найдем путем суперпозиции преобразований
5

Y = ^ - , Y  = aX  (п.1.1):

- 1  —  2  
2 ( И  _ )  2 а « - 1  а  ( п - 1)

1— г 2=2 ■ <532)
Г (— ) z n
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2. При выводе ПР выборочного Срк будем полагать, что процесс 

настроен на центр поля допуска ( ц = 0). В этом случае точные значе­

ния Ср и Срк будут совпадать: C Vi = C v = - — = а  . Из определенияРк Зет
Срк очевидно, что его можно представить в виде

За -
г  =-^Рк (5.3.3)

Таким образом, поскольку Срк не зависит от а ,  достаточно рас­

смотреть выборку из 7V(0,l) . При этом ограничение /л = 0 также не­
существенно и при /л Ф 0  сводится лишь к сдвигу по параметру 

/ла -  а
За

Закон распределения выборочного Срк найдем как ПР функции от 

X  и s .  Сначала, согласно общей методике (п. 1.3), найдем
„ г з « - тG(z) = Р\ — — —  < z \ . Для этого придется рассмотреть 2 случая: z < 0 

I 3s J
и z > 0  (рис.5.3.1, 5.3.2).

Плотность совместного распределения СВ X  и s , как следует из 
установленной в п. 1.4 их независимости, равна произведению ПР ком­
понент. Интегрируя ПР совместного распределения по области D(z), 
получаем

G ( ; ) U  = P{s < оо,|* | > 3(<х -  sz)}= J 7 S(0
- 3 ( a - z t )

j f x  (x)dx + J f x ( x ) d x
3 ( a - z t )

dt =

- 3 ( a - z t )

3 ( a - z t )

3(a -  zs)
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dt (5.3.4)



За

О
-З а

\
D(z)

-3(а -  zs)

Рис. 5.3.1. Схема области интегрирования для определения 
G(z) в координатах (s,x) при z < О

Дифференцируя (5.3.4) по z , находим:
1 п - 1 

/7 -  1 —

d
fcpk(z ) \z<0 = — 'dz

n M — )______ n

2
ou

x jV"-1 exp
( « - 1  )t2

dt

3(a -  zs)3a

-3 (a  -  zs)
-3 a

Рис. 5.3.2. Схема области интегрирования для определения 
G(z) в координатах (s,x) при z > О

Для z > 0 вместо (5.3.4) будем иметь

— , \Х  3(а -  и ) |  + Р  | .G ( z ) |z> 0 = p { 5 <

(5.3.5)

(5.3.6)
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После дифференцирования по z получим

п47г(— ) ^

f c p t ( Z U ~~ -ЛяГХ— )

\tn ^ х р
(n -X )t2 9 n ( a - tz ) 2 dt . (5.3.7)

3. Как видно из формул (5.3.5), (5.3.7), f c k (z) имеет, вообще го­

воря, особенность в точке z  = 0. Однако эта особенность является уст­
ранимой (непрерывность в точке z  = 0  не нарушается) и, поскольку 
левый «хвост» f Cpk ( z )  при z  < 0  ничтожно мал, не представляет

практического интереса. Интерес представляет тот факт, что выбороч­
ные оценки Ср и Срк имеют значительное положительное смещение,

которое по непонятным причинам игнорируется как в литературе, так 
и в нормативных документах (стандартах, методических указаниях и 
т.д.), посвященных статистическому контролю производственных 
процессов. Имеющиеся в распоряжении ПР (5.3.5), (5.3.7) в принципе 
позволяют, вычислив средние значения статистики Ср и С рк, опреде­

лить величину смещения и скомпенсировать его по аналогии с выбо­
рочными дисперсией и СКО (п. 1.4) посредством поправочных коэф­
фициентов. Однако даже с учетом этих уточнений придется признать, 
что общепринятая на сегодняшний день методика определения число­
вых индексов воспроизводимости сформулирована не совсем удачно. 
Более рациональным представляется перейти к обратным величинам:

6  v 3v 1s  it _____  . s i r    . Г   1
Р ~  о  л ’ р к  ~  ( — 1 ’2 Д mm \ x - a , b - x )  а

Главным доводом в пользу этого является существенное повыше­
ние эффективности оценок (СКО «штрихованных» статистик пример­
но в 4 раза меньше, чем у исходных). Кроме того, устанавливается 
единообразие с другими числовыми показателями качества: с оценкой 
вероятности выхода несоответствующей единицы продукции, оценкой 
доли несоответствующих единиц продукции в партии, рисков постав­
щика и потребителя и т.д., где идеальному процессу соответствуют 
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нулевые значения показателей. В предлагаемом варианте область зна-
3

чений удовлетворительного процесса составит < 1 , хорошего -  < — 

4
вместо > — «1,33 . Их ПР легко вычисляются с помощью преобразова­

ния f ,  ( у) = —L- /V (—) (п.1 .1), и возникающее отрицательное смеще-
'  х  " Г  '  ‘ У

ние можно без проблем компенсировать. Однако более предпочти­
тельным с точки зрения практической применимости представляется 
определение для каждого нормативного значения одностороннего до­
верительного (90%-95%) интервала, выход за верхнюю границу кото­
рого естественно интерпретировать как разладку процесса. Сравни­
тельный вид ПР величин С' , С  рк, С ’р , С'рк приведен на рис.5.3.3.

1.5

1

0.5

0 0 1 2 3 4 5

Рис. 5.3.3. Плотности распределения величин

c , ( i ) , c „ ( 2 ) , c ; ( 3 ) , c ; f (4) пр„ а = | , „ = 5
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ПРИЛОЖЕНИЕ I 

Алгоритмы Монте-Карло, экспериментальные и расчетные 
значения инвариантов структуры серий в последовательной
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выборке1
А. Текст программы статистического моделирования, расчетное сред­
нее значение и границы 90% доверительного интервала, а также ус­
редненные по 2 0  реализациям экспериментальные значения длины 
максимальной «знаковой» серии (положений относительно медианы) в 
зависимости от объема последовательной выборки из А(ОД).

1х:= R  < - 20 

N  < - 1000 

for г е  1.. R  

for n  е  2 . .N

— m o rm (n ,0 ,1)

1х 1

kx <- 1

for i е  0.. п  -  2 

кх<

1х

ZO
= -■  У

20

15

10

5

0 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Б. Текст программы статистического моделирования, расчетное сред­
нее значение, границы доверительного 90% интервала и усредненные 
по 2 0  реализациям экспериментальные значения длины максимальной

1 К раткий  очерк  теории  серий  см. в м он ограф и и  [10], см. такж е статьи  [8,9]
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«трендовой» серии в зависимости от объема последовательной выбор­
ки из У (0 ,1) .

R <- 20 

N <- 1000 

for r e  1 ..R  

for n  e  2.. N

x<— m orm (n,0,1) 

for i e  l . . n -  1

z  <- if(i

kẑ - 2
for i e  0 ..n  -  2

kz <— iff z  ■ z  I i n

r  := 1.. 20 n := 2 .. 1000

lxx := —  ■ V  lzz 
n 20 n’r

r = 1

8

6

4

2 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

В. Расчетные средние значения, CKO и границы 90% доверительного интер­
вала для длины максимальной «знаковой» (табл.1) и «трендовой» (табл.2 ) 
серий. В скобках указаны границы 95% доверительного интервала.
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Таблица 1
Объем выбор­

ки, п 11ц НГ ВГ

2 1,50 0,50 1 2

3 2 ,0 0 0,71 1 3
4 2,38 0 ,8 6 1 4
5 2,69 0,98 1 5
6 2,94 1,09 2 (1) 5(6)
7 3,16 1,18 2 5(6)
8 3,34 1,25 2 6

9 3,51 1,30 2 6(7)
10 3,66 1,35 2 6(7)
12 3,92 1,43 2 7
14 4,15 1,48 2 7(8)
16 4,34 1,52 3(2) 7(8)
18 4,51 1,55 3(2) 7(8)
20 4,66 1,58 3 8

25 4,98 1,63 3 8(9)
30 5,24 1,66 3 8(9)
40 5,66 1,70 4(3) 9(10)
50 5,98 1,73 4 9(10)

100 6,98 1,79 5(4) 10(11)
2 0 0 7,98 1,83 6(5) 11(12)
300 8,56 1,84 6 12(13)
500 9,30 1,85 7 13(14)
700 9,78 1,86 7 13(14)
1000 10,30 1,86 8 14(15)

Таблица 2
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Объем 
выборки, п ^ 2 НГ ВГ

2 2 ,0 0 0 ,0 0 2 2

3 2,33 0,47 2 3
4 2,67 0,62 2 4
5 2,90 0 ,6 8 2 4
6 3,08 0,70 2 4(5)
7 3,22 0,71 2 4(5)
8 3,33 0,71 2 5
9 3,42 0,72 3(2) 5
10 3,50 0,73 3(2) 5
12 3,63 0,75 3 5
14 3,74 0,76 3 5
16 3,83 0,77 3 5
18 3,92 0,78 3 5(6)
20 3,99 0,78 3 5(6)
25 4,14 0,77 3 5(6)
30 4,27 0,77 3 6

40 4,45 0,76 3 6

50 4,58 0,76 4 6

100 4,99 0,76 4 6(7)
2 0 0 5,39 0,73 4 7
300 5,61 0,72 5 7
500 5,88 0,73 5 7
700 6,06 0,71 5 7(8)
1000 6,25 0,69 5 7(8)

Г. Генерирующая программа, гистограмма 200 реализаций, сглажи­
вающие теоретические функции Гаусса и числовые характеристики 
спектра знаковых серий.
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l r x l< -  1 

lix2<— 2 

lix3 <— 3 

fo r  r e  1 . .R  

n f  1000 

x  <— m o im ^ n ^ O ,! '

for i e  0 . . n f -  1

1
y i xi -------

n r- l

S 5r j  =  o

-  4 + 1

- 5 . г ^ °

“ о . г ^ О

■ н , г ^ о

1к <— 1

1хх<— 1

i e  0 . .n -  2

l x < -  if^x ■ x + 1  > 0 , lx + i . i )

n ^ fr < - ^=
1 5Г II Я -> lx =  1, 'xzl , +  1, 'xzl ,

r x ^  r < - i f ^ lx x s  1гх2 л lx =  1,
**1, +  1, **1,

ГС23 ,г
if^ lxx=  1гхЗ л lx — 1, +  1,

lx x < -  lx

return  rxz

0.06

0.04

0.02

0
0 100 200 300 400 500 600

Среднее значение и дисперсия числа знаковых серий в зависимости 
от длины серии /

/ 1 2 3 4 5 6 >7
iL
и

0,5 0,167 0,071 0,033 0,016 0,008 1
2i+1

и
0,25 0,102 0,052 0,027 0,014 0,007 1

2/+1

Д. Генерирующая программа, гистограмма 200 реализаций, сглажи­
вающие теоретические функции Гаусса и числовые характеристики 
спектра трендовых серий.
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1гх1<- 1 

1гх2<— 2 

1гхЗ <— 3 

fo r  r e  1 . .R

1000

х  <— m orm  , 0 ,1  j

fo r  i e  0 . . n r  -  1

ncZtr^O

™2,r^°
«Ърг<-°
lx < -  1 

lxx<— 1

i e  0 .. n -  2

lx  < -  if^z ■ z.+  1 > 0 , lx + i . i )

rezl , r ^ ^=
1 ST II z -> lx =  1,

XZL, +  i , XZL,

n « 2 fr < - if^ lx x =  1гх2 л lx  — 1, **1, +  i , **1,
if^ lx x =  1гхЗ л lx — 1, 'Х5з , +  i , 'Х5з ,

lx x < -  lx

0.08

0.064

0.048

0.032

0.016

0
0 120 240 360 480 600

Средние и дисперсии числа трендовых серий в зависимости 
 _̂___________  от длины серии  >____

/ 2 3 4 5 >6
p 0,5 0,132 0,034 6,9-10~3 I

и  -1 (/+1)!

C72 0,074 0,060 0,026 6,5-10~3 1
n -1 (/+1)!

ПРИЛОЖЕНИЕ II
Таблица распределения Кохрэна

I

I
J 1 I
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Значения 95% квантилей статистики Кохрэна для оценки дисперсион­
ной однородности совокупности и ее подгрупп (п -  объем подгрупп, к 
-  число подгрупп)

G0 05(n-l ,k)

к \ п-\ 1 2 3 4 5 6 7

2 0,9985 0,9750 0,9392 0,9057 0,8772 0,8534 0,8332

3 0,9669 0,8709 0,7977 0,7457 0,7071 0,6771 0,6530

4 0,9065 0,7679 0,6841 0,6287 0,5895 0,5598 0,5365

5 0,8412 0,6838 0,5981 0,5440 0,5063 0,4783 0,4564

6 0,7808 0,6161 0,5321 0,4803 0,4447 0,4184 0,3980

7 0,7271 0,5612 0,4800 0,4307 0,3974 0,3726 0,3535

8 0,6798 0,5175 0,4377 0,3910 0,3595 0,3362 0,3185

9 0,6385 0,4775 0,4027 0,3584 0,3286 0,3067 0,2901

10 0,6020 0,4450 0,3733 0,3311 0,3029 0,2823 0,2666

12 0,5410 0,3924 0,3264 0,2880 0,2624 0,2439 0,2299

15 0,4709 0,3346 0,2758 0,2419 0,2195 0,2034 0,1911

20 0,3894 0,2705 0,2205 0,1921 0,1735 0,1602 0,1501

24 0,3434 0,2354 0,1907 0,1656 0,1493 0,1374 0,1286

30 0,2929 0,1980 0,1593 0,1377 0,1237 0,1137 0,1061

40 0,2370 0,1576 0,1259 0,1082 0,0968 0,0887 0,0827

60 0,1737 0,1131 0,0895 0,0765 0,0682 0,0623 0,0583

120 0,0998 0,0632 0,0495 0,0419 0,0371 0,0337 0,0312

Окончание прил. II
G(m { n - \k )
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к \ и-1 8 9 10 16 36 144 оо

2 0,8159 0,8010 0,7880 0,7341 0,6602 0,5813 0,5000

3 0,6333 0,6167 0,6025 0,5466 0,4748 0,4031 0,3333

4 0,5175 0,5017 0,4884 0,4366 0,3720 0,3093 0,2500

5 0,4387 0,4241 0,4118 0,3645 0,3066 0,2513 0 ,2 0 0 0

6 0,3817 0,3682 0,3568 0,3135 0,2612 0,2119 0,1667

7 0,3384 0,3259 0,3154 0,2756 0,2278 0,1833 0,1429

8 0,3043 0,2926 0,2829 0,2462 0 ,2 0 2 2 0,1616 0,1250

9 0,2768 0,2659 0,2568 0,2226 0,1820 0,1446 0 ,1 1 1 1

10 0,2541 0,2439 0,2353 0,2032 0,1655 0,1308 0 ,1 0 0 0

12 0,2187 0,2098 0 ,2 0 2 0 0,1737 0,1403 0 ,1 1 0 0 0,0833

15 0,1815 0,1736 0,1671 0,1429 0,1144 0,0889 0,0667

20 0,1422 0,1357 0,1303 0,1108 0,0879 0,0675 0,0500

24 0,1216 0,1160 0,1113 0,0942 0,0743 0,0567 0,00417

30 0 ,1 0 0 2 0,0958 0,0921 0,0771 0,0604 0,0457 0,0333

40 0,0780 0,0745 0,0713 0,0595 0,0462 0,0347 0,0250

60 0,0552 0,0520 0,0497 0,0411 0,0316 0,0234 0,0167

120 0,0292 0,0279 0,0266 0,0218 0,0165 0 ,0 1 2 0 0,0083

ПРИЛОЖЕНИЕ III
Таблица распределения выборочного размаха
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Значения q -% квантилей выборочного размаха Rn , отнесенного к 

параметру ст исходного распределения; математическое ожидание

R  I R
М (——) и среднее квадратическое отклонение Л1 / ) ( ——) этого же 

а  V с
отношения в долях параметра ст исходного распределения

п m / d ) m / d ) т п/ о ) Вероятность q в процентах

M (R n /о ) 0,05 0,1 0,5 1,0 2,5 5,0 10,0 20,0 30,0

2 1,128 0,853 0,756 0,00 0,00 0,01 0,02 0,04 0,09 0,18 0,36 0,55
3 1,693 0,888 0,525 0,04 0,06 0,13 0,19 0,30 0,43 0,62 0,90 1,14
4 2,059 0,880 0,427 0,16 0,20 0,34 0,43 0,59 0,76 0,98 1,29 1,53
5 2,326 0,864 0,371 0,31 0,37 0,55 0,66 0,85 1,03 1,26 1,57 1,82
6 2,534 0,848 0,335 0,47 0,54 0,75 0,87 1,06 1,25 1,49 1,80 2,04
7 2,704 0,833 0,308 0,61 0,69 0,92 1,05 1,25 1,44 1,68 1,99 2,22
8 2,847 0,820 0,288 0,75 0,83 1,08 1,20 1,41 1,60 1,83 2,14 2,38
9 2,970 0,808 0,272 0,88 0,96 1,21 1,34 1,55 1,74 1,97 2,28 2,51
10 3,078 0,797 0,259 1,00 1,08 1,33 1,47 1,67 1,86 2,09 2,39 2,62
11 3,173 0,787 0,248 1,10 1,20 1,45 1,58 1,78 1,97 2,20 2,50 2,72
12 3,258 0,778 0,239 1,21 1.30 1,55 1,68 1,88 2,07 2,30 2,59 2,82
13 3,336 0,770 0,231 1,30 1,39 1,64 1,77 1,97 2,16 2,39 2,68 2,90
14 3,407 0,762 0,224 1,38 1,48 1,72 1,86 2,06 2,24 2,47 2,75 2,97
15 3,472 0,755 0,217 1,46 1,56 1,80 1,93 2,14 2,32 2,54 2,83 3,04
16 3,532 0,749 0,212 1,53 1,63 1,88 2,01 2,21 2,39 2,61 2,89 3,11
17 3,588 0,743 0,207 1,60 1,69 1,94 2,07 2,27 2,45 2,67 2,95 3,17
18 3,640 0,738 0,20 1,66 1,75 2,01 2,14 2,34 2,51 2,73 3,01 3,22
19 3,689 0,733 0,199 1,72 1,82 2,07 2,20 2,39 2,57 2,79 3,06 3,27
20 3,735 0,729 0,195 1,78 1,88 2,12 2,25 2,45 2,63 2,84 3,11 3,32

Окончание прил. III
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п
Вероятность в процентах

40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0 95,0 97,5 99,0 99,5 99,9 99,95

2 0,74 0,95 1,20 1,47 1,81 2,33 2,77 3,17 3,64 3,97 4,65 4,92

3 1,36 1,59 1,83 2,09 2,42 2,90 3,31 3,68 4,12 4,42 5,06 5,31

4 1,76 1,98 2,21 2,47 2,78 3,24 3,63 3,98 4,40 4,69 5,31 5,56

5 2,04 2,26 2,48 2,73 3,04 3,48 3,86 4,20 4,60 4,89 5,48 5,72

6 2,26 2,47 2,69 2,94 3,23 3,66 4,03 4,36 4,76 5,03 5,62 5,86

7 2,44 2,65 2,86 3,10 3,39 3,81 4,17 4,49 4,88 5,15 5,73 5,96

8 2,59 2,79 3,00 3,24 3,52 3,93 4,29 4,61 4,99 5,26 5,82 6,04

9 2,71 2,92 3,12 3,35 3,63 4,04 4,39 4,70 5,08 5,34 5,90 6,12

10 2,83 3,02 3,23 3,46 3,73 4,13 4,47 4,79 5,16 5,42 5,97 6,19

11 2,93 3,12 3,32 3,55 3,82 4,21 4,55 4,86 5,23 5,49 6,04 6,25

12 3,01 3,21 3,41 3,63 3,90 4,29 4,62 4,92 5,29 5,54 6,09 6,31

13 3,09 3,29 3,48 3,70 3,97 4,35 4,69 4,99 5,35 5,60 6,14 6,36

14 3,17 3,36 3,55 3,77 4,03 4,41 4,74 5,04 5,40 5,65 6,19 6,40

15 3,23 3,42 3,62 3,83 4,09 4,47 4,80 5,09 5,45 5,70 6,23 6,45

16 3,30 3,48 3,67 3,89 4,14 4,52 4,85 5,14 5,49 5,74 6,28 6,49

17 3,35 3,54 3,73 3,94 4,19 4,57 4,89 5,18 5,54 5,79 6,32 6,52

18 3,41 3,59 3,78 3,99 4,24 4,61 4,93 5,22 5,57 5,82 6,35 6,56

19 3,46 3,64 3,83 4,03 4,29 4,65 4,97 5,26 5,61 5,86 6,38 6,59

20 3.51 3,69 3,87 4,08 4,33 4,69 5,01 5,30 5,65 5,89 6,41 6,62
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