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В В Е Д Е Н И Е 

В школьных курсах алгебры и начала анализа обычно рассмат
ривают суммы, состоящие из конечного числа слагаемых. Един
ственным исключением является сумма бесконечно убывающей гео
метрической прогрессии, т. е. 

a + aq+ ...+aqn~1 + ..., 

где \q\ < 1. В курсе математического анализа изучаются суммы бес

конечного множества слагаемых, или, как их называют, ряды, ко

торые являются действенным средством изучения функций и силь

ным вычислительным аппаратом, позволяющим находить с задан

ной точностью значения функций, вычислять приближенные зна

чения интегралов и решать многие другие прикладные задачи в 

различных областях науки и практики. 

Первоначально математики считали, что свойства рядов ана

логичны свойствам конечных сумм, и, не задумываясь, переставля

ли слагаемые, почленно дифференцировали и интегрировали беско

нечные ряды, состоящие из функций, умножали один ряд на дру

гой, так же, как перемножают многочлены, и т. д. Но потом вы

яснилось, что столь беззаботное обращение с бесконечными рядами 

может привести к ошибочным результатам, и потому возникла необ

ходимость в построении строгой теории рядов, основными задачами 

которой являются: 

1) определение понятия суммы бесконечной последовательности 

слагаемых; 

2) установление признаков, по которым можно судить, имеет ли 

данный ряд сумму; 

3) выделение классов рядов, с которыми можно обращаться как 

с конечными суммами (например, переставлять члены ряда, почлен

но дифференцировать и интегрировать ряды, состоящие из функ

ций, и т.д.); 
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4) вывод формул, позволяющих представить заданные функции 

в виде сумм рядов, состоящих из сравнительно простых функций. 

Настоящее пособие предназначается для студентов, изучающих 

в курсе высшей математики темы «Числовые ряды», «Функцио

нальные ряды», «Применение рядов в приближенных вычислени

ях», может быть использовано в качестве руководства к проведе

нию практических занятий, а также для самостоятельного изуче

ния данного материала. 

В начале каждого раздела дается подробное теоретическое вве

дение, приводятся основные определения и формулы, относящиеся 

к данному разделу, показаны образцы решений особо важных ти

повых задач, а также предлагаются задания для самостоятельной 

работы студентов по практическому закреплению соответствующе

го раздела. В конце пособия представлены варианты контрольной 

работы по теме «Ряды». 
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1 Числовые ряды 

1.1 Общие понятия 

Рассмотрим числовую последовательность 01,02,03, ...,ап,... и 
составим символ 

00 

^ a n = ai + а 2 + а 3 + ... +ап + ..., (1.1) 
п = 1 

который называется числовым рядом, ап— члены ряда, п = 1,оо. 

Составим конечные суммы 

Si = ai 

S2 — 01 + о 2 

S3 = Oi + 02 + о 3 (1.2) 

ai + 02 + 03 + ... + ап 

которые называются частными (частичными) суммами ряда (1.1). 
Рассмотрим последовательность 

Si,S2,..-,Sn,.... (1.3) 

Возможны три случая: lim Sn = S, lim Sn = 00, не существу-
n—^+00 n—>-+00 

ет предела последовательности частных сумм ряда (1.1). В первом 

случае ряд (1.1) называется сходящимся, во втором и третьем -

расходящимся. 

Определение. Конечный предел последовательности частных сумм 

ряда (1.1) при п -> оо называют суммой ряда (1.1) и пишут 
00 

7 1 = 1 
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Примеры 

1) Ряд 0 + 0 + 0 + ... + 0+ .... сходится и его сумма равна нулю, так 

как Si = 0 , S2 = 0, ..., Sn = 0,... и lim Sn - 0. 
п—>оо 

2) Ряд 1 — 1 + 1 — 1 + 1 ... расходится. Действительно, S\ = 1, 
£2 = 0, 5з = 1) <$4 = 0, .... Последовательность 1,0,1,0, ... предела 
не имеет. 
3) Рассмотрим геометрическую прогрессию 

00 

^2аЯП = a + aq + aq2 + ... + aqn + .... (1.4) 
71=0 

Ее частичная сумма при q Ф 1 

«(1 - дп) 
Ьп~ 1-q • 

а 
Если |д| < 1, то lim qn = 0 и lim 5П = 

п—>+оо п—»+оо 1 — q 

При g > 1 lim qn = +оо, соответственно lim Sn — со, а при 
п—>+оо п—>+оо 

g > — 1 не существует lim Sn. 
n->+oo 

Так как геометрическая прогрессия в дальнейшем будет часто 

нами применяться, то следует запомнить 
оо 

£>«f = -4 - , |*|<1. (1.5) 
n=0 q 

Задание 

Определить какие из рядов сходятся, а какие расходятся. Найти 

сумму сходящихся рядов. 

ОО ! ОО q оо 1 

п=0 п = 1 п=2 

оо „ со с оо 

п=\ п = 0 п=0 
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4) Рассмотрим ряд который называется гармоническим рядом 

^ 1 1 1 1 

2 ^ - = i + - + - + ... + - + .... 
^—' п 2 3 п 
п=1 

Докажем его расходимость, применяя известное из теории пределов 
неравенство (1 Н—) п < е, которое следует из того что 

п 

lim (1 + - ) п = е 
га—»+оо П 

и монотонного возрастания последовательности ( Ц — ) п . Пролега
ть 

рифмируем указанное неравенство 

n(ln(n + l) - I n n ) < 1, 

откуда 

ln(n + l) -1пгг< -
п 

и будем придавать п натуральные значения. Получаем 

1 п 2 - Ы < 1 , 

1 п З - 1 п 2 < -, 
Li 

1п4-1пЗ< -, 
О 

1п(п + 1) - 1 п п < - . 
тг 

Сложим полученные неравенства 

1 п ( п + 1 ) < 1 + - + ... + -. (1.6) 
At ТЬ 
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Так как ln(n+l) —» +00 при п —> +оо, то и правая часть неравенства 

(1.6), представляющая п ю частичную сумму гармонического ря

да также стремится к бесконечности. Расходимость гармонического 

ряда доказана. 
оо 

5) Найти п - ю частичную сумму ряда Y1 п(п+1) • Исследовать на 

сходимость по определению. 
Для нахождения Sn представим ап = — — в виде 

п{п + 1) 

(п + 1) - п 1 1 

п(п + 1) п п + 1 

тогда 

1 - -

Ответ: 

п п + 1 J п + 1 

lim Sn = lim (1 — ) = 1 
п-Я-00 п-*+оо П + L 

у 1

 = i . 

Задание 

Найти сумму первых п членов ряда. Пользуясь определением 

доказать сходимость и найти сумму ряда 

оо 
1 )

n ? 1 ( 2 n - l ) ( 2 n + l ) ' 2 ) n ? i n ( « + 3) : 
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Замечание В четвертом примере применить формулу 

arctg а + arctg в = arctg 
1 — ар 

и метод математической индукции. 

1.2 Необходимое условие сходимости ряда 

Теорема 

Если ряд (1.1) сходится, то lim ап = 0. Доказательство основа-
П-+0О 

но на определении сходимости ряда. Действительно, если ряд (1.1) 

сходится, то 

lim Sn = S 

га—>+оо 

и 
lim 5n_i = S, lim an — lim (Sn — Sn-\) = S — S = 0. 

n — > + 0 0 П—>-00 П - + 0 0 

Однако данное условие является недостаточным, т. е. lim ап = 0, 
п—юо 

но ряд расходится. Примером служит расходящийся гармонический 
оо i i 

ряд У^ — (lim — = 0). Поэтому при исследовании рядов на сходи-
мость необходимое условие следует применять так: если lim ап ф О, 

то ряд расходится, если lim ап — 0, то ряд может сходиться, а может 

и расходиться, т. е. его надо исследовать с помощью какого-нибудь 

достаточного признака. 

Задание 

Проверить выполнимость необходимого условия. Какие выводы 

можно сделать? 
о о 1 о о / 0 \ п о о 1 

Е-тг^гт; Е ; Е ^ п(п + 1)' „ = Д З У ' n=i 1п(п + 1)' 

f 1 f 2n °° 2n °° / n V . f Л • I V 

10 



2 Тема I Положительные ряды 

2.1 Признаки сходимости 

Ряд (1.1) назовем положительным, если все его члены неотри

цательны. Рассмотрим основные признаки сходимости положитель

ных рядов. 

Признак сравнения 1 

Пусть даны два положительных ряда 

f>n (2.1) 
71=1 

И 
0 0 

Х>- (2.2) 
п = 1 

Если, начиная с некоторого номера п выполняются неравенства 

то из сходимости ряда (2.2) следует сходимость ряда (2.1), а из 

расходимости ряда (2.1) вытекает расходимость ряда (2.2). 

Признак сравнения 2 

Если существует lim -^ = к, то при О < к < +оо оба ряда схо-
п-»+оо оп 

дятся или расходятся одновременно. 

Примеры 

Исследовать на сходимость 
оо -

£=?• (2'3) 

п=1 

У_-i г, (2.4) 
^ In (п + 1)' v ; 

п=1 ч 
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00 

^ ( n + l ) ( n + 2)- ^2-5 ) 

1 1 
Для членов ряда (2.3) справедливо неравенство —— < —, а 

ОО 1 

так как ряд Y2 7^ е с т ь сходящаяся геометрическая прогрессия со 

знаменателем q = -, то, в силу признака сравнения 1, ряд (2.3) 
сходится как ряд с меньшими членами. 

При исследовании ряда (2.4) используем неравенство 1пж < ж, 
1 1 

в силу которого имеем — < , а так как гармонический 
1п(п + 1) п + 1 

ОО 1 

ряд 5Z — расходится, то ряд с большими членами расходится в силу 
71=1 ™ 

признака сравнения 1. Выделим главную часть п - го члена ряда 

(2.5) при достаточно больших п: 

п п 1 

п (n + l)(n + 2) п 2 ( 1 + 1 ) ( 1 + 2 ) 

п п 
оо J 

и рассмотрим для сравнения гармонический ряд Y2 — • Так как 
п = 1 " 

lim 
n-Я-оо (п + 1)(п + 2) ' п 

п2 1 
lim т ттт ^т = n m i о~ — 1> 

П-> + 00 [п+ 1)(п + 2) п^+°° (I + ±)П > 1\ 
п п 

то ряд (2.5) расходится в силу признака сравнения 2. 

Признак Даламбера 

Рассмотрим ряд 

53 йп (0™ - ° ) 
п=1 
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Пусть lim —— = I. Если I < 1 ряд сходится, при I > 1 расходит-
п->+оо ап 

ся, I = 1 признак ответа не дает. 

Признак Коши 
Пусть lim т/а^ = I, при I < 1 ряд сходится, при I > 1 расходится, 

п—>+оо 

при Z = 1 признак ответа не дает. 

Примеры 

Исследовать на сходимость ряды 

°° пп 

£ * • <2-6> 
п.=1 

оо з 

ЛЬ <2-7> п = 1 

Е ( 5^7 ) < 2 ' 8 > 
п = 1 

Для исследования ряда (2.6) применим признак Даламбера 

on 9п"'"^ 
Q"n — | ? а п + 1 — n ! , u , n + I ( п + 1 ) ! 

,. a n + i ,. 2 п + 1 п! 2 
lim - ^ ± i = hm т ТТТоТГ = hm л = °. 

п->+оо ап п-и-оо (п + 1)\2п п->+оо тг + 1 
ряд сходится. 

Для ряда (2.7) по признаку Даламбера имеем 

п->+оо 3 П + 1 П 3 3 n->+oo у n / 3 n - > + o o \ nj 6 

Р я д СХОДИТСЯ. 
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Для ряда (2.8) удобнее применить признак Коши 

г г - ,. 2 п v 2 2 
lim уап = hm = lim г = -. 

п->-+со п->+оо Зп + 1 п-Я-оо „ . -I 3 
о Н 

п 
Задание 

Применяя признак Даламбера или Коши исследовать ряды на 
сходимость 

n = l n = l n = l n = l 

1 -(— t 
1 у^ V n J 

oo , 
i.! E l ^ — v . n 1 v—> \ П J тг-\ TV. 

ln"(n + l ) ' Z ^ a r c s i n Й ' ^ 3 ^ ' ^ ^ " 
n = l ч ' n = l n = l n = l 

Интегральный признак сходимости 
Он основан на сравнении ряда с интегралом, взятым по бесконеч

ному промежутку. Поскольку ранее нами рассматривались лишь 

определенные интегралы по конечному сегменту, то введем предва

рительно новое определение, так называемого, несобственного ин

теграла. 

Определение. Пусть функция f(x) определена в промежутке 

[а; +оо) и интегрируема в любом сегменте [а, А], А> а. 
+00 

/ / < » ) * 

а 

понимают следующим образом: 

+0О 

/ f(x)dx — lim / f(x)dx. 
J A-++00 J 
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Если предел правой части существует и конечен, то говорят что 
несобственный интеграл сходится, если не существует или бесконе
чен, то интеграл расходится. 

Например, 

+оо А 

/

dx С dx 

— = lim / — = Hm In A = +00 
X A-^+ooJ X A->+oo 

1 1 

интеграл расходится. А интеграл 

+oo A /

dx Г dx x p 

—- — lim / — = lim \f = lim 
X? A-++00J Xp A->+oo 1 — p A-y+< 

1 1 

A\-v 

1 — p 1 — p 

+°°dx 1 
сходится, если р > 1 и J — = -, но расходится если р < 1. В 

дальнейшем будем использовать этот факт 

+оо 

/

dx I сходится, если р > 1, , . 

хр расходится, если р < 1. 
1 v 

Задание 

На основании определения исследовать на сходимость несоб

ственные интегралы 
+9°dx +°° dx +°° dx +?° dx 

1 x 2 ' 1 y/x' 2 хЫх' 2 ж1п2ж' 
+oo 2 +00 gx +00 
/ xe~x dx, J — — 2 , / smxdx. 
0 0 l ~т~х 0 

Для формулировки следующей теоремы члены положительного 

ряда удобно представить в виде ап = f(n). 
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Теорема (интегральный признак) 
Пусть функция f(x) непрерывна, положительна и монотонно убы-

ОО +00 

вает на [1, +оо). Тогда ряд ]Г} / ( п ) и интеграл / f(x)dx сходятся 
п = 1 1 

или расходятся одновременно. 
Из данной теоремы и формулы (2.9) следует расходимость гар-

оо 1 

монического ряда ^3 — и ряда 
7 1 = 1 " 

оо 1 

£=?• ( 2 Д 0 ) 

га=1 

который принято называть обобщенным гармоническим, при р < 1, 

а также сходимость ряда (2.10) при р > 1. Итак, имеем 

^ 1 J сходится, если р > 1, , . 
"J пР 1 расходится, если р < 1. 

Примеры 

Исследовать на сходимость следующие ряды. 

оо 1 

^ 2 n l n 3 n 

Применим интегральный признак сходимости и рассмотрим соот

ветствующий ряду интеграл 

+оо А 

[Ь-ь* [®£>=ш (~Л-|^-
У х Ь Г х A ^ + o o J п Г Х Л-++00 \ 2 h T x 
2 2 

lim 
А—Ц-оо 21n22 21n2A 21n^2 2 o ' 

оо 

интеграл сходится, следовательно ряд У} 9 сходится. 

п = 2 2пГ?г 
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оо 1 

*—i n l n n 
п=1 

соответствующий интеграл 

+оо А 

[ J?_= И т /"^1П£) = lim ( 1 п ( 1 п Л ) _ 1 п Ь 2 ) = + 0 0 
J Ж In Ж A-*+ooJ In Ж A-++oo 
2 2 

расходится, следовательно, расходится и ряд. 

Задание 

1) Применяя интегральный признак, исследовать на сходимость ря

ды: 

«2, Inn ~ 1 °° arctgn 

п = 2 п п=2 П У Ш П n = l -1- + п 

оо g—\/™ оо з °° 1 

п=\ \ГП n = i n = 1 n ( n + l) 

2) Доказать, что 

1) Ит ^- = 0, 2) Ит ^ = °> 3 ) l i m Чп^ = °> 
n->oo п! п-Уоо ( 2 п ) ! п->оо а п -

4) lim т ^ - j = 0, 5) lim М р = 0. 
n-»oo ( n ! ) n-400 ^ 

В качестве примера рассмотрим 

п->оо тгп 

Исследуем на сходимость ряд, общим членом которого является 

данная функция, т. е. 
(п!)п 

п71 СТ- <™) 
П=1 
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Применим признак К о ш и 

п ! 
lim д/а^ = lim — . 

п->оо п-»оо пп 

Д л я вычисления последнего предела рассмотрим 

00 . 

ЕЙ- («з) 
п ' 

п = 1 

Исследуем его сходимость с помощью признака Д а л а м б е р а 

l i m «Ы1 = l i m ,(" + ' ) • " ' , . ta "" -
п->+оо а п п->+оо (п + 1 ) 7 г + 1 г г ! n-J-+oo (п + 1 ) п 

1 1 1 

lim = — = - < 1, 
п^+оо ^ + 1 ^п е 

тг 

Ряд (2.13) сходится по признаку Даламбера, следовательно, в силу 

необходимого условия сходимости, его те-ый член стремится к ну-
п\ 

лю, т.е. lim — = 0. А это означает, что ряд (2.12) сходится по 
п-Я-оо пп 

(п\)п 

признаку Коши и в силу необходимого условия lim -—-=- = 0. 

Задание 

Исследовать на сходимость положительные ряды с помощью 

любого из перечисленных выше признаков сходимости. 

0 0 1 ОО 1 0 0 1 

1) £ -т, 2) £ 3) Е — * - , 
п=1 ™! п=1 (« + I ) 2 - 1 п=2 £ 

nln2 п 
°° 1 °° тг2 °° тг 

4)

n?1(3n-i)(3n + 2); ^ г ^ Т Г 6 )

n 5 i ^ T I ' 
п 

оо 2п + 1 » / _ 3 n _ y } и (2п + 1\2 
g

n t i ( n + l) 2 (n + 2) 2 ' ° ;

п е Л з п + 1У ' ;

п е Д з г г + 1 
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оо „ 3 оо on оо п ! оо on 

W) Е у , 1DEL. и) Е ^ , 13)Е|г, 
n=i е п = х та n = 1 z п = 1 П! 

00 (таП2 °° 1 °° 1 М ) Е f2nV' 1 5 ) £ ^ c s i n -^ ' 1 6 ) Е й п 4 п=1 l ^ ) ' n = l V n п=1 " ^ 

17) Е Ь(1 + h, 18) £ / - T i — v 19) Е (VnTT - у/п), 
п=1 П п = х yjn(n + 1) п=1 

0 0 \ / п — л / п — 1 оо 1 оо 1 

20) г V" l n \ 21) Е _ „ . . — • 22) Е n = l п п = 1 т а I n n I n I n n ' n = l " ( v ^ - V ^ ) ' 

оо ~ оо фг»)! °° 9 n n l 

23)E(l-oosi),24)E^25)E^, 
n = l " ' n = l ' l ?г=1 ' l 

o o pnn\ o o / U n 2 \ 2 oo p n ^ i oo / 1 4 . „ 2 \ • 

26) E ^ > 2 7 ) E (TXHT) 
n=l «П n=l \ 1 + П 3 У 

Замечание. При исследовании рядов на сходимость с помощью при

знаков сравнения бывает полезно применение эквивалентных бес

конечно малых величин. Если а(п) —> 0 при та —> оо, то имеют место 

эквиваленты (см. теорию пределов) 

sina(n) ~ <х{п), arcsino;(n) ~ о/.(п), tgoj(n) ~ а{п) 

arctgа(п) ~ сх(п), 1п(1 + а(п)) ~ а(п), еа^п-* — 1 ~ а(п). 

Примеры 

Исследовать на сходимость 

ОО J^_ 

1 > п 2 " 1), (2-14) 
п = 1 

V З т г 2 + 1 (2 15) 
^ 10n2 + 5n + 8' l ' ; 

оо 1 

V - ( V ^ 2 + та + 1 - \/п 2 - п - 1), (2.16) 
t—1 п 
п—1 
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^ ( V 2 _ Щ[у/2 - Щ...{у/2 - 2п+Щ. (2.17) 

При исследовании ряда (2.14) применим признак сравнения, при 
2 

~9 2 

этом используем эквивалент ew — 1 ~ —х. Сравним ряд (2.14) 
п1 

оо \ 
с обобщенным гармоническим рядом ^2 ~J) сходимость которого 

п = 1 и 

установлена с помощью интегрального признака (формула (2.11)). 

- 1 
,. en 2 - 1 2 

hm i = lim Ц- = 2. 
га—юо 1 п—>оо 1 

П 2 П 2 

Ряд (2.14) сходится в силу признака сравнения 2. 

Для ряда (2.15), очевидно, не выполняется необходимое условие 
сходимости 

1 
Зп2 + 1 ,. 3 + ^2 8 3 

h m = l im — — I = — 
n->+oo 1 0 n 2 + Ьп + 8 n->+oo 5 n 2 ю' 

n 

т.е. lim an ф 0, ряд (2.15) расходится. 
n—>+oo 

Преобразуем общий член ряда (2.16) переведя иррациональность 

в знаменатель 

о-п = — (V п 2 + п + 1 — v п 2 — п — 1) = 
п 

п* + п + 1 - п 2 + п + 1 2п + 1 

n(Vn2 + п + 1 + л/га2 — п — 1) n(Vn2 + п + 1 + у/п2 — п — 1) 
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и выделим его главную часть при достаточно больших п: 

а п — = = = = = ~ —. 

V п п^ V "• ^ 

оо J 

Следовательно, ряд (2.16) ведет себя как гармонический Y1 — > т. е. 

расходится. Строго это доказывается на основании признака срав

нения 2 

Um £=±1 = um (V2 - 2 n + ^ ) = у/2- К 1. 
n-»oo a n n-*oo 

Ряд (2.17) сходится. 

3 Тема II Знакочередующиеся ряды 

3.1 Р я д ы с произвольными членами 

Определение. Ряд вида 

00 

^ ( - l ) " " 1 ^ = oi - a2 + a3 - a4 + ... + ( - l ) n _ 1 a n + -, (3.1) 
n = l 

где an > 0 называется знакочередующимся рядом. Имеет место 

Теорема Лейбница 
Если члены знакочередующегося ряда убывают по абсолютной ве

личине и lim ап = 0, то ряд (3.1) сходится и его сумма по абсолют-
п-+оо 

ной величине не превосходят абсолютной величины первого члена. 

Например, ряды 
ОО и оо 1 оо , оо -

E ( . i r . l , E(- i)- 1 ^. D - D - 1 ; ? . В - Ч - ' Б П ; 
n = l n = l v n = l n = l 
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сходятся в силу теоремы Лейбница. 
Рассмотрим ряд с произвольными членами 

оо 

5>„ (3.2) 
п=1 

и одновременно ряд, составленный из абсолютных величин членов 

ряда (3.2), т. е. 
оо 

EI^I ад 
т г = 1 

Определение. Ряд (3.2) называется абсолютно сходящимся, если 

сходится ряд (3.3) и условно сходящимся, если ряд (3.2) сходится, 

а ряд (3.3) расходится. Из приведенных выше примеров только ряд 
оо 2 

£3 (—l)n_1—з сходится абсолютно, так как соответствующий ему 
п=1 п 

оо 1 

положительный ряд У] —х сходится как обобщенный гармониче-
ский с р = 3 > 1. Остальные ряды сходятся условно (рекомендуем 

читателю это пояснить). Рассмотрим произвольный ряд (3.2): 

Ux + U2 + ... + Un + Un+1 + Un+2 + ... 

отбросим у него первые п членов, получим новый ряд 

Un+1 + Un+2 + ..., (3.4) 

который называется остатком ряда (3.2) после п - го члена. Имеет 

место 

Теорема 

Ряд (3.2) и любой его остаток (3.4) сходятся или расходятся одно

временно. Обозначим сумму ряда (3.2) S, сумму остатка (3.4) через 

гп. Тогда имеем 
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откуда 
Гп = <Ь — о п 

и 

lim r n = lim {S - Sn) = S - S = 0. 
n—>oo n—»oo 

Таким образом, если ряд (3.2) сходится, то сумма его остатка стре

мится к нулю при п —> со. 

Если мы сумму ряда заменим суммой первых п членов S ~ Sn, 

то погрешность такой замены равна гп, поэтому, взяв достаточно 

большое число п членов ряда, погрешность можно сделать сколь 

угодно малой. Отметим, что если ряд знакочередующийся, то абсо

лютная погрешность 

|А| = \гп\ < \ап+1\ 

в силу теоремы Лейбница. 

3.2 Действия над рядами 

Рассмотрим ряд (3.2) и ряд 

оо 

£ К (3.5) 
п=1 

оо 

Определение. Ряд Y1 к11п, (к =const) называется произведе-
00 

нием ряда (3.2) на число к. Если ряд (3.2) сходится и J2 Un = S 
n = l 

,TO 

оо 

У] nUn = KS. 

n = l 
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Ряд 52 (yn±Vn) называется суммой (разностью) рядов (3.2) и (3.5). 
п=г 

оо Если J2Vn = S*, а*£ип = S, то 
n = l п—\ 

J2(un±vn) = s±s* 
n = l 

Ряд 

Y,Wn, (3.6) 
n = l 

где 
Wx = UiVu W2 = UXV2 + U2VU 

W-i = UtVs + U2V2 + U3Vlt ... , Wn = UxVn + UiVn-г + ... + UnVi 

называется произведением рядов (3.2) и (3.5). Если ряды (3.2) и 

(3.5) схоятся абсолютно, то ряд (3.6) сходится и 

Y,wn = ss* 
п=1 

3.3 Признаки сходимости произвольных рядов 

Признак сравнения 

Если члены ряда (3.2) по абсолютной величине не превосходят со

ответствующих членов положительного сходящегося ряда, то ряд 

(3.2) сходится абсолютно и его сумма по абсолютной величине не 

превосходит суммы положителного ряда т. е. 

\Un\ < an, а-п > 0, 2^ап ~ ст' 
п=1 
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оо оо 
то ряд ^2 Un сходится абсолютно, J2 Un = S, причем \S\ < а. 

п=г n-i 

Например, }_, —о (a—const) ряд с произвольными членами. В 
п=1 п 

силу неравенства | s ina | < 1 имеем оценку 

sin a 1 

оо 1 
ряд ]Г —Ту— обобщенный гармонический сходящийся (см. формулу 

п=\п 

ОО о] г» fLCV 

(2.11)). Следовательно ряд У) ^— сходится абсолютно. 

Признак Даламбера 

Если существует lim —£-— = I, то при I < 1 ряд (3.2) сходится 
n-юо ип 

абсолютно, I > 1 расходится, при I = 1 признак ответа не дает. 

Признак К о т и 
Если существует lim v/|C/n| = I, то при I < 1 ряд (3.2) сходится 

п—юо 

абсолютно, при I > 1 расходится, I — 1 признак ответа не дает. 
Примеры 

1) Исследовать на сходимость ряд 

ч 9 , ч Ч , ч 4 П ( П ~~ 1 ) / 

2\ 2 / 3 \ 3 / 4 \ 4 , ^ - ~ — - / п 1Лъ) Ль) Лг) +-+(-1) 2 15ггт)+-<3-7> 
Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин членов дан-

ного ряда Y1 ( о 7 ) применим признак Коши 
n = i \ - ^ — 1 / 

- ^ - V = lim —2— = lim —Ц- = ̂  < 1. 
n->oo \/ V 2n — 1 / n->oo In — 1 n-s-oo _ _ £ 2 

n 
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Ряд (3.7) сходится абсолютно. 
2) Исследовать на сходимость 

п=Х 
В - У - 1 ; ^ . ("J 

Ряд (3.8) знакочередующийся, 

2 
2п + 1 ,. Г 

hm — — = hm —^Чр = 0. 
n-»oo n ( n + 1) n-s-oo £ 

П 

Покажем, что члены ряда (3.8) убывают по абсолютной величине, 

т.е. —-— < 1. Имеем 
ап 

2п + 1 2п + 3 
0"п — / , 1 \ ' ^ п + 1 

п(п + 1)' " ^ (п + 1)(п + 2)' 

a n + i (2п + 3)п(п + 1) (2п + 3)п 

ап (n + l)(n + 2)(2n + l) (2n + l)(n + 2)' 

Выясним, для каких п отношение меньше единицы 

(2п + 3)тг <1 ^ 2п2 + Зп < 2гг2 + 5п + 2, 
(2п + 1)(п + 2) 

или 2п + 2 > 0, из чего следует, что a n + i < an при любом п. Ряд 

(3.8) сходится по теореме Лейбница. Рассмотрим ряд, составленный 
оо 2п + 1 

из абсолютных величин членов ряда (3.8) J2 —. --, применим 
п=1 п\п + 1) 

признак сравнения для положительных рядов 

2п + 1 П(2+1п) 1 
an = 

г^> 

'<пМ) п2(1 + 1\ п> 
п 
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оо ^ 

следовательно, ряд ведет себя как гармонический Y] —, т. е. расхо-

дится. Действительно, в силу признака сравнения 2, имеем 

.. 2п + 1 1 .. 2п + 1 п urn -7 — : - = Urn = 2. 
n-»oo n ( n + 1 ) П n->oo n 4-1 

Вывод: ряд (3.8) сходится условно. 

3) Исследовать на сходимость 

о о 

т г = 1 

Так как 

l im = lim F- = -z ф О, 
г а - ю о o n — 5 n->oo „ о б 

6 
n 

то нарушается необходимое условие сходимости ряда. Ряд (3.9) рас

ходится. 

Задание 
Применяя подобные рассуждения выяснить, какие из рядов схо

дятся абсолютно, какие сходятся условно, а какие расходятся. 

оо (_1)п оо (_iy*--i оо _ n i - i 

^ а Т ^ Т 5 2 ) J ? i ^ r + f ; 3 )

п5щ2 + 2п-ю ; 

п2 + п 
оо (-1Г(Зп-1), « t 2п + 1 . ^ м ) - 2 - «_. 

_. «о /2n + l \ n °° cosna °° sinna 

io)E^;n)E(-ir^;i2)E(-i)-tg^; 
n=i n* n = i n „=i Пу/п 
oo 1 oo n 4- 1 °° , rP" 

i 3 ) E ( - i ) n + 1 r ^ ; i 4 ) E ( - i ) n + l ! ^ ; i 5 ) E ( - i ) n + V 
n = l n ^ n = l n n=l ^ 
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00 оо оо 
16) Показать, что если ряды Y1 апи Y2 ^п сходятся, то ряд ^ апЬп 

п=1 п = 1 га=1 
сходится абсолютно. 

4 Тема III Функциональные последовательности и 

ряды 

Определение. Последовательность, членами которой являются 
функции одной переменной х, определенные на множестве X назы
вается функциональной последовательностью: 

/i(x),/2(z),...,/„(aO,... • (4-1) 

Возьмем произвольное значение XQ € X и вычислим значение 
членов последовательности (4.1) в точке XQ, получим числовую по
следовательность 

Л(яо),/2(зо),...,/п(яо),»- • (4-2) 

Определение. Если сходится числовая последовательность (4.2), 

то говорят, что функциональная последовательность (4.1) сходится 

в точке XQ. 

Совокупность значений х, при которых данная функциональ

ная последовательность сходится называется областью сходимости 

последовательности (4.1). Очевидно, что предел функциональной 

последовательности является функцией от х, определенной в обла

сти сходимости последовательности, т. е. lim /п(ж) = fix). 
п-»+оо 

Пример 

Рассмотрим последовательность хп : 

х,х2,х3,...,хп,.... (4.3) 
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Очевидно, что если \х\ < 1, то lim хп — О, при х > 1 lim хп = 
п-»+оо п->+оо 

+оо, при х < — 1 lim хп = оо, в точке х = 1 последовательность 
П-Ц-00 

принимает вид 1,1,1,... и ее предел равен 1, а в точке х — -1 по

следовательность — 1, +1, —1,+1... предела не имеет. Можно сделать 

вывод, что 

lim хп-{ 7 ' ' У (4.4) 

4.1 Равномерная и неравномерная сходимость 

функциональной последовательности 

Пусть на множестве X lim fn(x) = fix). Возьмем произволь-
п-»-+оо 

ное значение х\ € X. Имеем 

lim fn(xi) = f(xi). 
п—Я-оо 

Воспользуемся определением предела числовой последовательно

сти: 

(Ve > 0)(3JV1(e,xi))(Vn > Ni) => \fn{xi) - f(xi)\ < e. 

Возьмем (x2 ф x\) G X, так как 

lim fn(x2) = f(x2), 

п—Я-oo 

TO 

(Ve > 0)(3N2(e,x2)(Vn > N2)) => |/„(x2) - f(x2)\ < e. 
Номер N зависит не только от выбора е, но и от выбора точки х, 

т. е. N = N(e,x). Возникает вопрос, можно ли подобрать номер 

N, который был бы пригоден для всех х из области сходимости 

функциональной последовательности. Если можно, то говорят, что 

последовательность (4.1) сходится равномерно на множестве X. 
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Определение. Говорят, что функциональная последовательность 

(4.1) сходится равномерно на множестве X к функции /(ж) если 

для произвольного е > 0 можно указать номер члена последова

тельности N, что для всех п > N и для всех значений х Е X будет 

справедливо неравенство 

|/„(х) - f(x)\ < е. 

Рассмотрим последовательность (х11). Из утверждения (4.4) сле

дует, что она сходится в (—1,1]. Рассмотрим ее в полуинтервале 

[0,1), lim хп — О в этом промежутке. Покажем, что последователь-
п—>оо 

ность сходится неравномерно к своему пределу. Предположим про

тивное. Возьмем 0 < е < 1. Для него, по предположению, можно 

указать iV такое, что для всех п > N и для всех х € [0,1) справед

ливо неравенство хп < е. Возьмем конкретное значение п = щ > N, 

получим хЩ) < е. Прологарифмируем неравенство: 

no Inn < lne, 

откуда 

По > : (Ьж < О В (0, 1)). 
тх 

lne 
Если х —> 1, то In ж—> 0 и дробь :— будет неограниченно 

т а ; 
возрастать и не может быть меньше фиксированного числа по- т. 
е. наше предположение о равномерной сходимости неверно. Одна

ко последовательность (хп) сходится равномерно на любом [0,q], 

О < q < 1. Действительно, рассмотрим числовую последователь

ность (gn), limqn = 0. Это значит 

(Ve > 0)(3iV)(Vn > N) => qn < е. 
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Возьмем Уж € [0, q]. Для него справедливо неравенство хп < qn < е 
т.е. 

(Ve > 0)(3iV)(Vn > iV)(Vx е [0,?]) =» х11 < е. 

По определению, последовательность (хп) сходится к нулю равно
мерно на [0,q]. 

4.2 Ф у н к ц и о н а л ь н ы й ряд 

Соединим члены функциональной последовательности (4.1) зна

ком плюс, получим символ называемый функциональным рядом 
оо 

Х)/»(аО = Мх) + /2(х) + ... + /п(я) + ... (4.5) 
п-1 

определенном на множестве X*. Рассмотрим функциональную по

следовательность (Sn(x)), где 

S1(x) = f1(x), 

S2(x) = h(x) + f2(x), 

S3(x) = fax) + Мх) + Ых), 

Sn(x) = Mx) + h(x) + ... + fn(x) 

частичные суммы ряда (4.5). 

Определение. Функциональный ряд (4.5) сходится на множе

стве X С X*, если на этом множестве сходится последовательность 

(Sn(x)) его частных сумм. 

Множество X назовем областью сходимости ряда (4.5). Для опре

деления области сходимости ряда (4.5) достаточно применить при

знаки сходимости произвольных числовых рядов, считая х фикси

рованным. 
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Примеры 

1) Определить область сходимости ряда 

(ж + 1)п 

п2г< 

Обозначим Un(x) общий член ряда. По признаку Даламбера для 

произвольных рядов имеем 

lim 
r w o o 

Un+i{x)\ 
lim х + 1\п+1п2п 

Un(x) I п-+оо (П + 1 ) 2 " + ! | ( Ж + 1 ) П | 

|ж + 1|п |х + 1| 
h n i —. —г = i—-—L. 

n->oo 2(n + 1) 2 

На основании признака Даламбера можно утверждать, что ряд схо

дится, причем абсолютно, если 

|х + 1| 
< 1 . 

Решая неравенство относительно х получаем — 3 < х < 1. 
\х + II 

Если — - — < 1, т. е. если —оо < х < — 3 или 1 < х > +оо, ряд 

расходится. 

В точках х = I и х = — 3 признак Даламбера ответа не дает, т. к. 

lim 
п—»оо 

Un+i{x) 

Un(x) 
1 

в этих точках. 
Исследуем ряд в точке х = 1. Он принимает вид 

оо 1 

п=1 
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а это есть расходящийся гармонический ряд. 

В точке х — — 3 имеем ряд 

который сходится в силу теоремы Лейбница. Отметим на числовой 
оси область сходимости ряда 

расходится сходится расходится 

#///////// о > 
-3 1 х 

2) Ряд 

^ Г х п = 1 + х + х2 + ... + хп + ... (4.6) 
71=0 

представляет собой геометрическую прогрессию со знаменателем 

q(x) = х, следовательно сходится при |х| < 1 и расходится при 

\х\ > 1 

расходится сходится расходится 

Q >'/'/></>'///'• о > 
-1 1 

Причем его сумма на интервале (—1,1) равна (см. формулу (1.5)) 

00 , 

п=0 

3) Аналогично, ряд £] \ппх = \пх + 1п2х+ ...+\пхх +... представля
т ь 

ет собой геометрическую прогрессию со знаменателем q(x) = In ж. 

Чтобы найти ее область сходимость решим неравенство 

\\пх\ < 1 => - 1 < lnx < 1 => l n e - 1 < lnx < lnx => - < х < е. 
1 ' е 
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расходится сходится расходится 

I е * 
е 

4) Рассмотрим ряд 

Е 
п=1 

smnx 

rr 

Здесь удобно применить признак сравнения для рядов с произволь

ными членами. Действительно, т. к. 

Isinnxl < 1 

для любого п и любого х € (—со, +со), то 

1 smnx 
п° 

< 

а так как ряд 
оо л 

Т — 
L^i П 3 

п=1 

есть обобщенный гармонический сходящийся (формула (2.11)), то 

ряд 

Е 
п=1 

smnx 
п° 

сходится на всем множестве действительных чисел. 

Задание 

Найти область сходимости рядов, указать ее на числовой оси. 

ОО I ОО 1 0 0 1 

1) £ -х, 2) £ ( - 1 Г + 1 - , з) 5:(_i)«+i 
п = 1 « 

ОО 

п=1 пл п=1 п1 

4>Е^Ч#,5)Е2»^,6)Г Г! (2n-l)2 ' ' „ to ' п=0 
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о о п \ о о 1 о о / т ч П о о / 0 \ п 

П = 1 - L п=\ШХ П = 1 V , J / П = 1 \ Х J 

«О Е:«•*£, 16) £ *Ь=5, I T I S ^ , 18) £ а-Ч 
П = 1 ^ П = 1 ' * ^ П=1 » ч п = 1 

ОО - ОО ^/у. ОО ™П о о 

19) Е е - " Ч 20) Е ^ , 21) Е ^ , 22) Е * < 
п = 1 п = 1 е п = 1 "• п = 1 

Понятие остатка функционального ряда такое же как и для чис

лового ряда. Если ряд (4.5) сходится на множестве X, то его сумму 

S(x) можно представить следующим обрзом 

S(x) = Sn(x) + Rn(x), (4.8) 

Sn(x) - сумма первых п членов ряда, Rn(x) - сумма его остатка 
после п-го члена. 

4.3 Равномерная и неравномерная сходимость 

функционального ряда 

Определение. Функциональный ряд 

оо 

называется равномерно сходящимся на множестве X, если после
довательность его частичных сумм (Sn(x)) сходится равномерно на 
этом множестве к функции S(x). Или: ряд (4.5) называется равно
мерно сходящимся на множестве X, если 

(Ve > 0)(3W)(Vn > N) Л (Vx е X) => \Sn(x) - S{x)\ < е. 
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Но из равенства (4.8) 

Sn(x) - S(x) = Rn(x), 

поэтому последнюю формулировку в кванторной форме можно за
писать как 

(Ve > 0)(3iV)(Vn > N) Л (Уж € X) => \Rn(x)\ < е. 

Примеры 
1) Доказать на основании определения, что ряд 

0 0 / 1\П-1 

Е (-1)' 
ж2 + п 

сходится равномерно на (—оо,+оо). 

Рассмотрим сумму остатка данного ряда после n-го члена Rn(x). 
Так как ряд знакочередующийся, то, в силу теоремы Лейбница, 

А так как Уж G (—со, +со) 

1 < х 

ж2 + п + 1 П + 1' 

то имеем 

1 ^ ( я ) 1 < - Т Т — Г 7 ^ — Г 7 < в • ж'2 + п + 1 п + 1 

Решаем последнее неравенство относительно п, получаем п > — 1. 

Таким образом 

(Ve > 0)(3iV = [I - 1] + l)(VnJV) Л (Уж € (-со, +оо)) =* \Rn(x)\ < е. 
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Откуда следует равномерная сходимость ряда. 

2) Исследовать на равномерную сходимость ряд 

ОО п 

Е ^ ( 1 + z 2 ) " 

на X = (—оо, +оо). Рассмотрим сумму остатка ряда 

л 
Мх) = £ , UW 

1 
Это геометрическая прогрессия со знаменателем „, следова-

1 + хг 

тельно (см. формулу (1.5)) 

X 

(1 -\-х2}п+1 

1 _ 1 _ ~(l + z 2 ) n ' 
1+х2 

Предположим, что ряд сходится равномерно на (—оо, +оо), т. е. 

(Ve > 0)(3iV)(Vrc € (-оо, +оо)) Л (Vn > N) 

1 

Решая последнее неравенство относительно п получаем 

mi 
п>- - £ -

1п(1 + ж2)' 

Возьмем фиксированное щ > N для него имеем 

п0 > 
1п(1 + ж2)' 
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При х близких к нулю правая часть неравенства неограниченно 

возрастает и не сможет быть меньше фиксированного числа щ. Та

ким образом, данный ряд не является равномерно сходящимся на 

всем множестве действительных чисел. Однако его сходимость бу

дет равномерной на полуинтервале [q, +00), q > 0. 

Действительно, \/х € [q, +00) имеем 

In 

п > > 
mi 

е 

и 

1п(1 + ж2) 1п(1 + 9

2 ) 

1 

N = 
In 

ln(l + g2) 
+ 1. 

Одним из признаков равномерной сходимости является 

Признак Вейерштрасса 
00 

Если члены функционального ряда Yl fn(x) на множестве X удо-
п=1 

влетворяют неравенствам 

\fn{x)\ <ап, п = 1,2,3,... , 

где ап члены положительного сходящегося числового ряда, то ряд 
со Е/"(*) 

п=1 

сходится на множестве X абсолютно и равномерно. 

Ряд 
00 

п=1 

будем называть мажорантным рядом. 
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Примеры 

оо . оо 

smnx лЧ V—> cosnx 
п 2 ' ' ^ 2* 

П=1 п = 1 

сходятся равномерно на (—оо,+оо), так как 

(Vn) Л (Уж € (-оо, +оо)) 

имеют место неравенства |sinna;| < 1, |cosna;| < 1 => 

sinna; 1 cosnx 1 

а числовые ряды 
CO -, °° l 

E \~~v I 

n = l n = l 

сходятся (первый — обобщенный гармонический ряд при р 

второй — геометрическая прогрессия со знаменателем q -

выполняются условия теоремы Вейерштрасса. 

2) Доказать, что ряд 
оо 

ПХ £г _ + п5х2 

сходится равномерно на (—оо,+оо). 

Рассмотрим неравенство 

( И - \Ъ\)2 > 0 => а2 + Ъ2 > 2\а\ • \Ъ\ > \а\ • \Ь\ 

И • \ъ\ л 
=*• — • — — < 1 

а? + V 
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Исходя из неравенства (4.9), подберем мажорантный ряд. Рассмот

рим модуль п-го члена функционального ряда и преобразуем его 

5 

п\х\ 1 п2\х\ 1 
< +• п 5 х 2 3 / 5 \ 2 3 

™2 1 + 1 п2х | п2 

5 

в силу неравенства (4.9), в котором взяты а = 1, Ь = п^х. 

Имеем: 

Уж 6 (-со, +оо) Л (Vn) 

выполняется неравенство 

п|ж| 1 
< 1 + пъх2 п 3/ 2 

Мажорантным рядом является обобщенный гармонический сходя-
оо ^ 

щийся ряд Y] -~тм- Равномерная сходимость доказана. 
71=1 П6'2 

оо п 2 

3) показать, что ряд ]Г —= (хп + х~п) сходится равномерно на 
n=i vn ! 

множестве - < \х\ < 2. 

Очевидно, что для всех х из рассматриваемого множества имеет 

место оценка 

„2 2 9 П + 1 Г 7 2 

(хп + аГп) < - ^ ( 2 " + 2") = —?=-. (4.10) 
л/n! \/гП Vnl 

В качестве мажорантного возьмем ряд 

3 г^п2 

п=1 
Х ^ ' <"Ч 
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Покажем его сходимость по признаку Даламбера, действительно 

hm = hm ' — — = hm 2 1 + - . = О 
n-юо а п п->оо ^ Д п _)_ i)\2n+1n2 n-*°° \ n / д / n + l 

Из неравенства (4.10) и сходимости ряда (4.11) следует равномерная 
сходимость данного ряда на указанном множестве. 

Задание 

Доказать равномерную сходимость рядов на данных множествах 

0 0 1 °° X 1) £ ̂ т^на (-°°'+00); 2) Si ттпы ° < * < +-; 
„. °° sinna; . . . °° cosna: 
3) £ zr-f=== на (-00,+оо); 4) £ — ^ ц - на (-оо,+оо); 

n=i V / п 4 + ж4 n=i ™1и 

„. 2° sinna; . . . °° , Л ж2 \ 
5 ) Е — - F - на (-ос, +оо); 6) £ In 1 + -—т- , \х\ < а; 

ОО ОО Girl 77 Т* 

7) £ z V ™ 0 < х < +оо; 8) £ ^^ на (-оо,+оо); 
71=1 71=1 П ' 

ОО J ОО g — п 2 х 2 

9) £ П2(1 + («*)') ^ ("°°' + 0 ° ) ; 1 0 ) т£ ~ ^ - На ( _ 0°' + 0° ) ; 

0 0 ]_ 
И) Е 2 .г /• М2 на (-оо.+оо) и <f(x) на (-оо.+оо); 

п=1 п + VP\X)\ 
ОО 1 

1 2 ) E 9 W / T — - н а [ 0 , + о о ) . 
п=1 «2 v 1 + ft£ 

4.4 Функциональные свойства равномерно сходя

щихся рядов 

Известно, что сумма конечного числа непрерывных на множе

стве X функций есть функция непрерывная на этом множестве. 

Однако, это свойство нельзя переносить на функциональные ряды, 

т. к. речь идет уже о бесконечном множестве функций. Для под-
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тверждения приведем пример, рассмотрим ряд 

х + (х2 -х) + (х3 - х2) + ... + {хп - х71'1) + ... (4.12) 

члены которого функции непрерывные на (—со, +оо). Составим по
следовательность частичных сумм ряда 

Si = х, s2 = х2, s 3 = я 3 , ... , sn = хп, ... 

Известно (см. формулу (4.4)), что последовательность (хп) сходится 
в (—1,1] и ее предел 

Таким образом, сумма ряда (4.12), равная S(x), не является 
непрерывной в области сходимости ряда, в точке х — 1 она имеет 
разрыв первого рода. Для наглядности проиллюстрируем на гра
фике 

1 
i 
i 

1 х 

Однако, имеет место Теорема 
00 

Если члены ряда ^ fn(%) непрерывные на множестве X функции 
п=1 

и ряд сходится на этом множестве равномерно, то его сумма S(x) 

непрерывная на множестве X функция. 

Рассмотрим еще два важных свойства равномерно сходящихся 

рядов. 
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4.5 Интегрирование рядов 

Теорема 

Пусть 
00 

£>(*) = ад 
п=1 

и ряд сходится равномерно на множестве X, то его можно почленно 

интегрировать по любому сегменту [а, Ь] принадлежащему множе

ству X, т. е. 

Y, / fn{x)dx = / S(a;)dar. (4.13) 
n = l ^ £ 

Замечание Ряд (4.13) числовой. Если мы хотим получить после 
интегрирования функциональный ряд, членами которого являются 
первообразные функций fn(x), то следует интегрировать по сегмен
ту [а, х] С X. т. е. 

0 0 гх г 

] Г / fn(t)dt = J s(t)dt. 
n=l a 

Рассмотрим на ряде примеров применение свойства интегрирова

ния. 

Примеры 

1) Найти область сходимости и сумму ряда 

00 

53 пх"- 1 . (4.14) 
п=1 

Применяя признак Даламбера для рядов с произвольными членами 

устанавливаем, что ряд (4.14) сходится в (—1,1), т. е. имеет место 

равенство 
оо 

Y,nxn-1 = S(x) (4.15) 
7 1 = 1 
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в (—1,1). (Предлагаем читателю установить это самостоятельно). 

S(x)— неизвестная функция, которую требуется найти. Отме

тим, что 

/ 

X 

пхп ydx = хп, 

о 

откуда, следует, что после почленного интегрирования по сегмен

ту [0, ее] равенства (4.15) в левой части получаем геометрическую 

прогрессию, сумма которой легко вычисляется. 
Для обоснования возможности почленного интегрирования тож

дества (4.15) докажем равномерную сходимость ряда (4.14) на лю
бом сегменте [—q,q], 0 < g < 1. Для этого рассмотрим положитель
ный числовой ряд 

^ п_1 .. ап+1 (n + l)qn 

} щ , т. к. hm = lim — = q < 1, 
*•—' n—>оо ап n->oo nqn~ 

то ряд сходится по признаку Даламбера. А поскольку 

(Vn) Л (Vx €[-<?,<?]) 

имеет место неравенство n | x n _ 1 | < n g n - 1 , то ряд (4.14) сходится 

равномерно на сегменте [—q, q] в силу признака Вейерштрасса. Рас

смотрим сегмент [0, х] С [0,д] и проинтегрируем тождество (4.15) 

по этому сегменту. Имеем 

оо х х 

^ п f xn~1dx= IS{x)dx, 

п=г 0 

или, вычисляя интеграл, 

х оо * 

£ V = S(x)dx. 
п=\ 

44 



Учитывая, что ]П хП = ~л (см- формулу (1.5)) получаем ра-
п=Х 1-Х 

венство 
х 

T~ = Js(x)dx. 
о 

Сумму S(x) найдем продифференцировав полученное тожде

ство S(x) = ( | = — —. Окончательно получаем 

n = l v ' 

В (-1,1). 

2) Найти сумму ряда 
00 

-пх 
£• пе 

п = 1 

в области его сходимости. 

Областью сходимости ряда является интервал (0, Н~оо), причем 

,, равномерно ряд сходится на полусегменте [q, Н-оо), q > 0. Рекомен

дуем эти факты доказать самостоятельно. Имеем 

00 

Y,ne-nx = S{x) (4.16) 
п=Х 

в (0, Н-оо). Проинтегрируем обе части тождества (4.16) по проме
жутку [ж, +оо) с [q, +оо), q > 0. 

+оо 

Интеграл J ne~nxdx понимаем в несобственном смысле 

Km fne-nxdx= lim \-е~пА + е~пх] = е 
-Ц-оо J А->+оо 

х 
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В результате интегрирования получаем 

+оо 

J^e-nx= [ S(x)dx. 
n=i i 

Ряд в левой части есть геометрическая прогрессия со знаменателем 

е-х + е-2х + е-3х + _ + е-пх + _ 
1 — е~х ех — 1 

Дифференцируем тождество 

+оо 

имеем 

откуда 

ех - 1 

ех 

(ех -

00 

п=1 

" 7 

1)2 

IX 

и 

= " -ОД, 

е 1 

(е* - I ) 2 

3) Исходя из соотношения 

+оо 

2 

найти сумму ряда 

п2* 

У Ж«+1 ~ п 2 " ' ( 4 Л ? ) 

оо -

У—-
п=1 
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Рассмотрим ряд 
оо 1 

2—, x n + i ' 
п=\ 

представляющий собой геометрическую прогрессию со знаменате

лем q(x) — — сходящийся при |х| > 1. Рекомендуем читателю са

мостоятельно доказать его равномерную сходимость на множестве 

\х\ > г, г > 1. Имеем (формула (1.5)) 

оо 1 

У " — = -
п = 1 

х(х — 1) 

Проинтегрируем данное тождество по промежутку [2,+ оо), с уче

том равенства (4.17) 

со х +°° 

^-" n2™ ~" J : 
П = 1 о 

dx 

х(х — 1) 

Вычислим несобственный интеграл в правой части равенства 

+00 +00 

/ _ ^ _ = цш / i + Ц Я 
J Х{Х - 1) А->+оо У ж(ж - 1) 
2 2 

cfc = 

= lim 
А—>+оо 

+оо +оо 

/

dx f (. 

x~^l~ J ' 

dx 

x 

= lim [ l n ( A - l ) - l n l -
A-»+oo 

- In A + In 2] = lim 

A-^+oo 

oo I 

Окончательно получаем JZ —™ 
n = l ^ 

, A - l , n In — h In 2 

= ln2. 

= 1п2 
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4.6 Дифференцирование рядов 

Пусть члены ряда 
оо 

£/»(*) 
п=1 

непрерывно дифференцируемы на [а,Ь]. Ряд, сходится, а ряд, со
ставленный из производных членов данного ряда, сходится на сег
менте [а, Ь] равномерно, тогда имеет место утверждение: если 

00 

Y,fn{x) = S(x), 

то 

с» 

п = 1 

т. е. возможно почленное дифференцирование функционального ря

да. 

Пример 
Найти сумму ряда 

п=1 
»-1>"-,т-*-т + т-- + <-1>"-1т + -- < 4 Л 8 > 

а) Найдем область сходимости данного ряда. Применяя признак 

Даламбера для произвольных рядов, имеем 

lim 
n—*oo 

lim ' ' • . , " , = \x\. 
n-)-oo (n + l)\x\n 

fn+i(x) 
. fn(x) 

Если \x\ < 1 ряд сходится, при \x\ > 1 расходится. В точке х = 1 ряд 
00 1 

принимает вид £) (-1) п — и сходится в силу теоремы Лейбница, 
n=l п 
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в точке х = -1 имеем 

00 / 1ЛП ° ° -1 оо 1 

и=1 п=1 п=1 

гармонический ряд, умноженный на (—1), расходится. Область схо
димости ряда (4.18) есть полусегмент (—1,1], т. е. 

оо п 

п=1 

для х € (—1,1]. Найдем 5(х). 

б) Продифференцируем формально ряд (4.18) 

оо 

^ ( - l f - V - 1 . (4.19) 
n = l 

Так как для всех X Е [—q,q], 0 < q < 1, имеет место оценка 
оо 

\хп\ < qn, а ряд ^2 Яп сходится, поскольку является геометриче-

ской прогрессией со знаменателем 0 < q < 1, следовательно, в силу 

признака Вейерштрасса, ряд (4.19) сходится на [—q, q] равномерно 

и имеет место равенство 

оо 

^ ( - l ) 7 1 - 1 ^ - 1 = S'{x). 
п=\ 

Сам ряд (4.19) есть геометрическая прогрессия со знаменателем 

q(x) — —х, в силу формулы (1.5) имеем 

оо 1 

У \ - 1 ) П - 1 Я П - 1 = 1 - Х + X2 - Х* + Х* + - = л = S'(X)-
£-~/х ' 1+ X 
п=1 
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Из последнего равенства находим 

X 

О 

Возвращаясь к исходному ряду (4.18), получаем 

Y^{-l)n-l—=\n(l + x) (4.20) 
n=i п 

для х € (-1,1]. 

Задание 
1. Доказать непрерывность следующих функций: 

00 X 1 1\ 
а) /(ж) = Е nSn~1xn~1 в интервале I —-, - ), 

п=1 \ 3 3 / 
0 0 1 а; 

б) /0»0 = Е «^tg ™ на сегменте 
п=1 ^ z 

"•а 
°° cosna; 

в) /W = Е —5Г" в (-о°>+оо)> 
п=1 ° 
00 J 

г) /О*) = Ех ^ - р ^ 2 в (-°°> +°°)> 

°° sinnz . 
д ) Л 1 ) = Й7?+з" ( " 0 0 ' + ~ ) -
Указание. Применить теорему о непрерывности суммы функцио

нального ряда. 

2. Найти сумму следующих рядов: 

оо ™4п-1 оо ~ 4 п - 3 оо т п + 1 оо 

а) Е ^ — т ; б) Е j — » ; в) E ( - D n + 1 - 7 — : Т у г) Е пз- 1*- 1 

^=14п -1 n = 1 4 n - 3 n = i п(п + 1) п = 1 
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ON v, 52> sm2n7ra; 
6) Уоедиться, что ряд 2^ — ^ — равномерно сходится на всей 

n=i 2 

числовой оси. Показать, что его нельзя почленно дифференциро
вать ни на каком интервале. 

4) Исходя из соотношения 

1 

xndx = 
п + 1 

о 

найти сумму рядов 

(-1) П + 1 у . (~1)П + 1 

З п - 2 ' ^ 4 п - 3 ^ З п - 2 ' ^ 
П = 1 71=1 

5 Степенные ряды 

Определение.Функциональный ряд вида 

^2,ап{х-го) — ao+ai(z-zo)+a2(z-zQ)2 + ...+an(z-z0)
n + ... (5.1) 

?г=0 

называется степенным рядом, сц— вещественные числа, коэффици
енты ряда. Заменой z — ZQ — х ряд (5.1) сводится к ряду 

оо 

2_\ о,пх
п = ао + а\х + а,2Х2 + ... + апх

п + ... (5.2) 
п=0 

по степеням х, который в дальнейшем будем рассматривать. 

Область сходимости ряда (5.2). Степенной ряд (5.2) либо схо

дится на всей числовой прямой, либо расходится всюду, кроме точки 

х = 0, либо существует положительное число R, такое, что внутри 

интервала {—R, R) ряд (5.2) сходится, а вне его расходится. Число 

R называют радиусом интервала сходимости степенного ряда (5.2), 
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для его отыскания можно применить одну из формул 

Д = lim 
П—VOO 

аг, 

&П+1 
(5.3) 

или 
Я = lim . (5.4) 

Причем на концах интервала сходимости, в точках х = Rvi х — -R 

ряд может сходиться, а может расходиться. Эти точки исследуются 

дополнительно. 

Примеры 
оо 

1) Ряд ^2 хп сходится в интервале (—1,1), расходится вне его. 
7 1 = 1 

ОО 1 1 

2) Т, ппхп, ап = пп, R = lim —= = lim - = О 

п = 1 п->оо упп п->оо п 

Радиус интервала сходимости, вычисленный по формуле (5.4) ра

вен нулю, следовательно, ряд расходится всюду, кроме точки х — 0. 

оо хп 
3) У" —г Вычислим радиус интервала сходимости по формуле (5.3) 

п=1 п\ 

1 1
 D v Q n 

п! ( n + 1 ) ! n-^ooon +i 

,. (n + 1)! ,. , „, 
hm г-^- = lim (n + 1) = +oo. 

71->00 П! 71-ЮО 

R = + o o , т. е. р я д сходится на всей числовой прямой. 

оо х

п 

4) ^ ( - l ) n + 1 — Используя формулу (5.3) 
7 1 = 1 п 

1 i t 1 о т n + 1 1 
1 1 п П+1 п^оо п 
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Ряд сходится в интервале (—1,1). Исследуем его поведение на кон-
оо /_\\п+\ 

цах интервала. В точке х — 1 имеем £ — РЯД сходится в 
п = 1 П 

силу теоремы Лейбница. В точке х = — 1 получаем ряд 

у, ( - l y i + l ^ j n ^ ~ (-1)2»И-1 « 1 

^ п ~ , n ^ п ' 
п = 1 п = 1 п=1 

который расходится, т. к. является гармоническим рядом, умножен

ным на (—1). Область сходимости ряда - полуинтервал (—1,1]. 

расходится сходится расходится 

О >'>'//><,' ><>'>< ф >• 
-1 1 х 

Задание 
Найти интервал сходимости следующих степенных рядов, иссле

довать на концах, изобразить на числовой оси 

1) £ 10**», 2) Е 1 V , з) Е 
n=i п=1 V" n = i n 1 0 n 

оо оо 

4) £ г"-1^2^-1), 5) £ ( - i ) n + 1 
х2п-1 

п = 1 п = 1 (2п - 1)(2п - 1)! 

оо ж п оо ( n z ) n оо Ь ( п + 1) + 1 

^ i x ^ + l ) ' 7 ) i i n l ' 8 ) i i т е + 1 

9)E 
n = l 

n П + 1 
n 

Замечание к примеру 7): факториалы больших чисел выражают

ся приближенной формулой Стирлинга 

П! Г-)Пл/2^. (5.5) 
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5.1 Свойства степенных рядов внутри интервала 
сходимости 

I Степенной ряд сходится абсолютно в каждой точке интервала 

сходимости (—R, R). 

II Степенной ряд сходится равномерно во всяком сегменте 

[-г, г] (г > 0) 

целиком содержащимся в интервале сходимости. 

III Сумма степенного ряда есть функция непрерывная в интер

вале сходимости данного ряда. 

IV Степенной ряд можно почленно интегрировать по любому 
сегменту [а, Ь] принадлежащему интервалу сходимости. 

V Степенной ряд можно почленно дифференцировать бесконеч
ное число раз внутри интервала сходимости. 

5.2 Представление функции степенным рядом 

Пусть ряд 
00 

п=1 

сходится в интервале (-R, R) и его сумма равна /(ж), т. е. имеем 

оо 

]Г апх
п = f(x) Ух е {-R, R). 

п=1 

В этом случае говорят, что функция f(x) представима степенным 

рядом в интервале (—R,R). 

Рассмотрим ряд по степеням (ж — XQ) : 

оо 

Y,an(x-x0)
n, (5.6) 

n = l 
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сделаем замену х — XQ = у, получим 

00 

Ysanyn-
п=1 

Найдем его интервал сходимости -R < у < R или, возвращаясь к 
переменной х, имеем: 

—R <X — XQ<R=^XO — R<X<XQ-\-R 

Получаем 
00 

^ а п ( ж - ж 0 ) п = F(x) 
n = l 

в (XQ — R,xo + Л), т. е. функция F{x) в Л - окрестности точки 

XQ представима степенным рядом (5.6). Поскольку по свойствам 

степенные ряды во многом уподобляются многочленам, более того, 

п-я частичная сумма степенного ряда 

Sn(x) = а0 + а\х + аъх2 + ... + апх
п 

или 

Sn(x) = ао + ах(ж — жо) + а2(ж — жо)2 + ... + ап(х — хо)п 

(если разложение по степеням (ж — Жо)) является многочленом, то 

встает вопрос о представлении наперед заданной функции /(ж) сте

пенным рядом по степеням ж или по степеням ж — жо-

Необходимое условие представления функции степенным рядом. 

Если функция /(ж) в некоторой окрестности точки жо разлагается 

в степенной ряд. то она в этой окрестности имеет производные всех 

порядков, и коэффициенты этого ряда выражаются следующим об

разом 

/ ( П ) Ы , . -
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Действительно, пусть в интервале (-R, R) имеет место представле
ние 

f(x) = а0 + ах(х- х0) + а2(х - х0)
2 + а3(х - х0)

3 + ... (5.8) 

+ап{х - х0)
п + .... 

Поскольку степенной ряд можно почленно дифференцировать бес

конечное число раз внутри его интервала сходимости, то имеем 

f(x) = 01+ 2а2(х - х0) + Заз{х - х0)
3... + пап(х - Жо)п-1 + ... 

f"(x) = 2а2 + 32а3(ж - х0) + - + п(п - 1)ап(х - х0)
п~2 + ... 

f'"(x) = 32а3 + ... + п(п - 1)(п - 2)ап(х - ж 0 ) п _ 3 + ... 

/ ( п )(ж) = п! ап + (п + 1)! ап+1{х - х0) + ... 

Полагая во всех полученных равенствах, включая (5.8), (0! = 1) 
х — 0 имеем 

а0 = f{x0) = — - { — , «1 = / (х0) = — — , 

Г'Ы ГЫ /(")(яр) 
а 2 = - ^ - , а 3 = — з р - , ...,fln = — ^ — • 

Формула (5.7) доказана. 

Мы доказали, что если функция f(x) разлагается в степенной 

ряд, то такой ряд единственный, а именно 

f{x) = £ /{п)Ы(х-хоГ = f{xQ) + Г ( ж о ) ( х _ Ж о ) + (5 9) 

п=0 
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2! {X Xo) + - + n\ + ..., 
который называется рядом Тейлора функции /(ж). При х0 = 0 по

лучаем частный случай ряда (5.9) - ряд Маклорена данной функ

ции. Однако, бесконечная дифференцируемость функции f(x) в 

окрестности точки XQ не является достаточным условием разложе

ния ее в ряд Тейлора. Мы можем формально этот ряд составить, 

найдя коэффициенты его по формуле (5.7), однако, можем полу

чить ряд, который расходится всюду, кроме точки х = XQ, или схо

дится на некотором промежутке, но к другой функции. Для того, 

чтобы выяснить достаточные условия разложения функции в ряд 

Тейлора запишем, известную из курса дифференциального исчис

ления, формулу Тейлора функции f(x) : 

/(х) = £/мы(*-*.)*+ад1 (510) 
fc=0 

Rn(x) - остаточный член формулы Тейлора, который может быть 

представлен в различных формах. Например, в форме Лагранжа: 

Rn{x) ^ т - ^ , (5.11) 

или в форме Коши: 

^./ '-"WfaXi-W*-«.)-", ( 0 < 9 < 1 ) 

Необходимым и достаточным условием представления функции f(x) 

рядом Тейлора (5.9) является стремление к нулю остаточного члена 

формулы Тейлора данной функции при п —> оо, т. е. 

lim Rn(x). (5.12) 

57 



Отметим, что условие (5.12) будет выполняться, если на некото

ром промежутке [а, 6] функция /(ж), во первых, имеет производные 

всех порядков и, во вторых, все эти производные ограниченны по 

абсолютной величине одним и тем же числом: 

f{n)(x)\<L. (5.13) 

L не зависит от п. Действительно, тогда из формулы (5.11) полу
чаем оценку остаточного члена 

Ь{Ъ - а)п+1 

\К\(х) < (п + 1)! 

покажем, что lim Rn(x) = 0. 
n-юо 

Для этого рассмотрим ряд У] —, с — b — а. Исследуем его на 
п=1 п-

сходимость по признаку Даламбера 

,. «п+1 ,. Сп+1п\ у С . л lim = hm .,.,_„ = lim = 0 < 1, 
n-э-оо an п-Юо [n + l ) ! G n n-»oo n + 1 

ряд сходится, по необходимому условию его п—ый член стремится 
к нулю при п —> со, т. е. 

,. (Ь-а)п

 п ,. L ( b - o ) n + 1 „ 
lim ^ г^- = 0 =» lim —, ^-— = 0 

п—Юо 71! n-»oo Ш + 1 ) ! 

что и требовалось доказать. 

Из сказанного выше следует правило представления функции 

рядом Тейлора (Маклорена). 

1° Находим формулу производной п—го порядка функции f(x). 

2° Составляем значения всех производных в точке XQ f^n\xo). 

3° Составляем ряд Тейлора данной функции (5.9). 

4° Находим его интервал сходимости. 
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5° Используя достаточное условие представления функции степен

ным рядом, доказать сходимость построенного ряда Тейлора к функ

ции f(x). 

Рассмотрим в качестве примеров разложение некоторых элемен

тарных функций в ряд Маклорена (XQ = 0) 

m = l ^ L . (,14) 
п=0 

Отметим, что для функции у = еж, у = sin х, у — cos ж в любом 

сегменте [—г, г] С (—со, со) выполняется условие (5.13), так как 

[ех)^> = ех, cNx £ \—r,r\ имеем 

• (п) 

smv ; х — sm 

cos'n ' х — COS ( X + п— 1, 
2. 

т.е. I s i n ^ z l < 1 и | cos'71' ж| < 1. Поэтому для указанных функций 

условие 5° выполняется. 

= 1, 
х=0 

1) Для функции ех имеем 

( е *)(п ) 

составляем ряд (5.14) : 

е» = 1 + 1 + | + | + ... + ^ + ... = 1 : . (5.15, 
п=0 

Радиусы интервала сходимости R = ит j— = со. 

Представление (5.15) имеет место на всей числовой прямой. Ана

логично получаем: 
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2) 

V z e ( - -oo, 

+(-

oo); 

-1)" 

sin a; = 

x2n+1 

(2n+l)! 

x — 

+ . 

X3 

3! 

.. = 

i 5 

n=0 

+ ... 

-I) 7 1 x 2 n + l 

(2n + l)! 

(5.16) 

3) 

~2 4 „6 T 2 n oo 2n 

«" = 1-Й+4T-ir+-+(-1)* wi+-=S ( _ 1 )"lof< 5 1 7 ) 

С помощью разложения (5.15) можно получить представление ги

перболических синуса и косинуса рядами Маклорена. Действитель-
ех — е~х ех + е~х 

но, впж = , спж = , заменим в формуле (5.15) х 

на —ж, получим 

е- = 1 - х + | г - . . . + ( - 1 ) » | г + ... (5.18) 

Складывая и вычитая ряды (5.15) и (5.18) будем иметь представ

ления 

4) 
^3 ^5 „,2п+1 

+ . . . (5.19) 

на (—оо,оо); 

эпж 
ж3 ж5 

= Г С + 3 ! + 5Г + -

д.2п+1 

" + ( 2 п + 1 ) ! 

5) 
ж 2 ж 4 , _ ж 2 " 

с Ь ж = 1 + 1. + ^ + ... + ( - 1 Г _ _ + ... (5.20) 

на (—оо,оо); 
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Рассмотрим бином f(x) = (1 + х)т, где т - любое веществен

ное число, отличное от нуля и от всех натуральных чисел, т. к. 

при натуральном т получается известное конечное разложение по 

формуле Ньютона (бином Ньютона). 

Имеем: 

f'(x) = m(l+x)m-\ 

f"(x)=m(m-l)(l + x)m-2, 

f{n\x) = т(т - l)...(m - (n - 1))(1 + x)1 

Вычисляя значения производных в точке х = 0 получаем раз

ложение: 

,„ чт ., m(m-l) о т(т-1)...(т-п + 1)хп 

(1+х)т = 1+тх+—Ц- -х2 + . 

1+Е 

2! п! 
(5.21) 

т{т — 1)...(т — п + 1)хп 

Читателю рекомендуем самостоятельно показать сходимость ря

да (5.21) в интервале (—1,1), пользуясь признаком Даламбера раз

ложений, а также, пользуясь известным разложением, применить 

некоторые операции над рядами (сложение, умножение на число). 

Так например, было получено разложение In (1 + х) (см. форму

лу (4.20)) в полуинтервале (—1,1] дифференцированием ряда 

хп 

7 1 = 1 

и сведением тем самым его к геометрической прогрессии, чья сумма 

легко вычисляется. Рассмотрим еще примеры. 
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1) Разложить в ряд Маклорена функцию у = arctgx. Будем ис-
х dx 1 

ходить из того, что Г- ^ = arctgx, а функцию х можно 
о 1 + xz l + xz 

рассматривать как сумму геометрической прогрессии со знамена

телем q(x) = —ж2 и первым членом ао = 1 (см. формулу (1.5)), 

имеем 
——2 = 1 - х2 + ж4 - х6 + ... + (-1)пх2п + ... 
1 + ar 

для х G (—1,1). 
Проинтегрируем обе части данного тождества по отрезку [0, ж] с 

С (—1,1), с учетом того, что 

/ 

,2п+1 
x2ndx = 

X 

2п + 1' 
о 

получаем разложение arctga;: 

т3 ~5 г 2п+1 

axctgx = x - j + j + ... + (-l)n£rp[ + ..., (5.22) 

которое справедливо для ж 6 [—1,1]- Отметим, что ряд (5.22) схо
дится в точках х = -1 и ж = 1 по теореме Лейбница. Если в разло
жении (5.22) положить х = 1, то получим 

тг , 1 1 (-1) п 

— = 1 1 4- \-
4 3 + 5 - + 2п + 1 + - ' 

с одной стороны сумму числового ряда 

оо 

Е (-1Г * 
2п + 1 " 4' 

п=0 

с другой стороны разложение в ряд числа 7Г : 

* - * 1 1 - 5 + | - " + £& + ™ 1 ' (5'23) 
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С ПОМОЩЬЮ КОТОРОГО МОЖНО П р и б л и ж е н н о ВЫЧИСЛИТЬ ЧИСЛО 7Г, в з я в 

сумму достаточно большого числа членов ряда (5.23). 

2) Представить рядом Маклорена функцию arcsin х. Также как и в 

предыдущем примере, будем исходить из равенства 

X 

dx 
arcsms. / vr^ 

о 

Разложим в ряд Маклорена вначале подынтегральную функцию 

1 

(1-х2)'2. 
у/Т^х1 

Воспользуемся известным разложением бинома (5.21) : 

(1 + и ) т = 1 + V ш ( т ~ 1 ) - ( т - 7 г + 1 ) ц П 

Положим т — — -

7 1 = 1 

или после преобразования, получаем 

(1 + u) 2 = 1 + 2^(-1) ^i ' 
n = l 
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Возьмем и — —х2, будем иметь 

1 
(2п - 1)!! х2п оо 

d + ^ - S - l + ^i^LL^fZ, (5.24) 
71=1 

х € ( - 1 , 1 ) . 
Проинтегрируем тождество (5.24) по сегменту [0, ж] С (—1,1), 

получим разложение arcsinrc: 

^(2п~1)\\х2п+1 , , 
arcsm х = ж + > „и , ' - т - = (5.25) 

^-f 2nn!(2n + l) v ; 

7 1 = 1 ч ' 

^л (2п - 1)!! х2п+1 

Х + £Г{ (2п)!!(2п + 1 ) ' 

х € [-1,1] (т. к. 2пга! = 2 • 4 • 6...2n ^ (2п)!). 

3) Разложить в ряд Маклорена функцию у = cos2 ж. Применяя фор

мулу понижения порядка 

о 1 + cos 2 i 1 1 . 
cos х = = - + - cos 2x 

и известное разложение (5.17) 

fin 

(-D-j; 
n=0 

в котором положим и = 2х 

cosu = ^ ( - l ) n 

«2» = £(-!)« w -
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Обе части тождества умножим на - : 

- cos 2 , = B - l ) » ^ - ^ = - - - + — + . . . 
n = 0 v ' 

К обеим частям последнего равенства прибавляем -, получаем раз-

ложение cos2 х : 

2 , 2х2 23х4 25ж6 , 1 Ч П 2 2 "- 1 х 2 п 

cos2 х = 1- — + — — + ... + ( - 1 ) » - _ _ + ... 2! 4! 6! v у (2п)! 

2 2 п - 1 ж 2 п 

i + £ ( - i ) n : 
(2п)! 

п=0 

4) Разложить в ряд Маклорена у = sin (х + a) (a—const). Применим 

формулу синуса суммы 

sin (х + а) — sin х cos а + sin a cos ж 

и разложения sin ж и cos ж, представленные формулами (5.16), (5.17) 
соответственно 

„ 2 п + 1 °° -7-2П 

sin (ж + а) = c o s а Е ( ~ 1 Г (2n + i)\ + s i n a Е ( - 1 ) (2п)! 
n = 0 ' n = 0 v у 

^ 3 „ 5 „ 7 т 2 п + 1 

cosa(x - - + - - ^ + ... + (-1) ^ ^ у у + - ) + 

_2 „4 „5 т 2 п 

s in«( l-2 | + ¥ " 5, +- + (-1) ЩТ + -) = 

2 3 4 
™ л /Т-° <т~ч 

sin а + х cos а — sin а— — cos а—j- + s i n a — + 
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or cos a — - ( - l ) n 

5! 
x2n x2n+1 

sin a-—r + cos a-7~ г, 
2n! (2n + l) ! + 

5) Разложить в ряд Маклорена функцию 

3 
У = (1-а:)(1 + 2х)' 

Для решения задачи разложим функцию на простейшие дроби, 

будем иметь: 

3 {2х +1) + 2(1 - х) 1 2 

(1-ж)(1+2ж) (1-ж)(1 + 2ж) 1-х 1 + 2ж 

Каждую из дробей представим как сумму геометрической прогрес

сии (см. формулу (1-5)) 

1 оо 

- = 1 + х + х2 + ... + хп + ... = У^ хт 

1-х *-*> 
п=0 

(5.26) 

и 
- 00 

—— = 1~2х + (2х)2-... + {-1)п2пхп + ... = ^ ( - 1 ) т а 2 п

Ж

п . (5.27) 
+ 

Окончательно получаем 

3 

п=0 

(1 - а:)(1 + 2ж) 
= ^Гхп+ 2^{-1)п2пхг 

п=0 п=0 
оо 

(5.28) 

= £ [ 1 + (-1)п2п+1]х% 

п=а 

Геометрические прогрессии (5.26) и (5.27) сходятся соответственно 

при |х| < 1 и \х\ < -, следовательно, формула (5.28) справедлива 
Li 
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п р и - - < * < - . 

X 
6) Разложить в ряд Маклорена функцию у = — гх. Для ре-

(1 — ху 
шения задачи рассмотрим разложение 

. 00 

т - . = ^ х ^ х е (-1,1). 
п=0 

Продифференцируем обе части тождества, получим 

н 0 0 

г̂  = У пхп~1 = 1 + 2х + Зж2 + ... + пхп'1 + .... 
(1-х)2 / - / 

4 ' п=1 

Умножим на х обе части последнего разложения 

оо 

у- гту = > п ж п = ж + 2ж2 + Зж3 + ... + пж п + .... 
[l — xY ^—' v у п=1 

Формула (5.29) справедлива в интервале — 1 < х < 1. 

7) Функцию у = — разложить в ряд Тейлора по степеням х — 3, 
х 

указать интервал, в котором это разложение имеет место. 

а) Вычислим производную п—го порядка данной функции. Име

ем: 

J = __!_. у" = А- </" = _ l l 3 . „/V = 2 - 3 - 4 (n) = ( _ ! ) п _ ^ _ 
У ж2 ж 3 ж4 ж5 ' " ' ^ ' хп+1 

б) Найдем значение функции и всех ее производных в точке 

х = 3 

у(з) = |, i/(3) = -р, /(З) = р,...,у"(з) = (-1г4г-
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в) Составим ряд Тейлора (5.9) данной функции 

1 1 ( 1 - 3 ) ( l - З ) 2 , , „ ( 1 - 3 ) " 

D-D' 
п=1 

(д - з)" 
3 п + 1 ' 

г) Найдем область сходимости ряда (5.30). Он представляет со-
х — 3 

бой геометрическую прогрессию со знаменателем q(x) — , 

следовательно, интервал сходимости ряда ищем из неравенства 

j £z i l < l i 

откуда | ж - 3 | < 3 ^ - 3 < ж - 3 < 3 ^ 0 < ж < 6 . 

Ответ: разложение (5.30) справедливо в интервале (0,6). 

8) Известные разложения в ряд Маклорена основных элементар

ных функций позволяют разлагать некоторые функции в ряд по 

степеням дробно-линейных выражений. 

Например, разложить 
х 

\/ГТ 
X 

в ряд по степеням „ 
1+х 

х v 
а) сделаем замену = у, откуда х = и выразим через 

у данную функцию 

х _ у т 1_ у 

VI + х ~ 1-у' VI -У y/1-V 
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б) Разложим в ряд Маклорена функцию 

пользуясь формулой (5.21) 
VT^ 

7 Г ^ = 1 + ^ (2п)!1 
( 2 п - 1 ) ! ! у „ 

1 

( 1 - у ) 2 ; 

(5.31) 

( - 1 < у < 1 ) 
в) Умножим обе части тождества (5.31) на у : 

У 
0 0 

V^v 
(2"-l)"..n+i 

га=1 ч ' 

г) Сделаем обратную замену у = х 

1 + х 

х 

VT+ X 

сю 
X V—^ 

1 + Z ^-f 

(2гг - 1)!! / ж 

+ х ^ (2п)!! \! + ж 
п = 1 х ' N 

тг+1 

(5.32) 

д) Установим, для каких х справедлива формула (5.32). Так как 

разложение (5.31) имеет место для — 1 < у < 1, то для отыскания 
х 

соответствующих значений х решим неравенство — 1 < 

или, для удобства рассмотрим неравенство 

|х| < |1 + ж|. 

X 

1 + х 

1 + х 

< 1 = Ф 

(5.33) 

Точки, в которых обращаются в ноль выражения, стоящие под зна

ком модуля, делят числовую прямую на три промежутка: 

(-оо,-1), (-1,0), [0,+оо). 

Рассмотрим неравенство (5.33) в каждом из них. 
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1 Пусть х е (—со, — 1), для таких х неравенство (5.33) имеем 
вид: 

-х < - 1 - х =>- х > 1 + х, 

откуда следует, что неравенство не имеет решений на рассматрива
емом промежутке; 

2° хв (-1,0), из (5.33) получаем 

-х < 1 -|- х => 2х + 1 > 0 => х > - - . 

С учетом рассматриваемого промежутка, получаем решение 

- - <х<0; 

3° х € [0, +оо) из неравенства (5.33) имеем 

ж < 1 + ж = > 1 > 0 -

очевидное неравенство, следовательно, (5.33) справедливо для всех 

х € [0, Н-со). Объединяя результаты пунктов 2° и 3° окончательно 

получаем 
' 1 

хе --,+оо 

Точку х = — - включаем в промежуток сходимости ряда (5.32), 

так х = — - соответствует точка у = — 1, входящая в промежуток 

сходимости ряда (5.31). 
Окончательный ответ: разложение (5.32) имеет место при 

х е -^ ,+оо 
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Задание 

1) Разложить функцию у = In ж в ряд Тейлора по степеням (ж — 1). 

Указать промежуток сходимости полученного ряда. 

2) Функцию у = у/х~з представить рядом Тейлора в окрестности 

точки х — 1, указать промежуток сходимости полученного ряда. 

3) Найти первые пять членов ряда Маклорена следующих функ

ций: 

а)2/ = 1п(1 + еа;)) 

б) у = e s i n a !, 

в) у = —In cos ж, 

г)у = (1 + х)ж, 

д) у = tgx. 

4) Разложить в ряд Маклорена следующие функции, пользуясь 

формулами разложения ех, sin х, cos ж, 1п(1+ж), (1 + а:) т, геомет

рической прогрессии, указать интервалы сходимости полученных 

рядов: 

хе~х ; cos2x; sin2 ж; sin3x -ЬжсозЗж; 

X оХ О , ч 

-; (х — tgxjcosa;; V 4 ^ ? ' 9 + ж 2 ' ж 2 - 4 ж + 3 ' 

In (10 +ж); ж!п(1 + ж2); у/1 + ж2; y/S - ж2; 

-г2 1 
; (1 + ж)е I; sura: coir ж; к 

уТ^2 ' V У ' 4 - х 2 

5) Функцию х3 — 2ж2 — Ъх — 2 разложить в ряд по степеням (ж + 4). 

1 
6) Разложить - = — -z в ряд по степеням х + 4. 

ж2 + Зж + 2 
1 — ж 

7) Разложить In ж в ряд по степеням ———. 
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1 I д» 

8) Разложить в ряд Маклорена функцию -. г~-, воспользовав-
(1 — х)6 

шись этим разложением, найти сумму ряда 

С» о 

9) Пользуясь разложением в ряд Маклорена найти значение деся

той производной функции у — хвех при х = 0. 

10) Исходя из соотношения 

dx 
1п(ж + \ / 1 + ж 2 ) = /" 

ч/ГТ^2"' 

разложить в ряд Маклорена функцию у = In (ж + -\/1 + ж2). 

11) Исходя из соотношения 

da: 

+ z2' 

разложить в ряд Маклорена функцию у = In W- . 
V 1 — х 

Указать интервалы сходимости рядов в задачах 10), 11). 

6 Тема V Приближенные вычисления с помощью 

рядов 

Пусть некоторая величина S представима сходящимся рядом: 

S = щ + и2 + ... + ип + ..., (6.1) 

т.е. 
lim Sn - S, Sn = ui+U2 + ... + ur 

П—¥00 
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Это значит, что взяв достаточно большое число членов ряда, можно 

считать S RJ Sn. При этом погрешность такого приближения равна 

сумме остатка ряда гп. Произведя оценку остатка гп, можно зара

нее установить точность приближенного вычисления и взять сумму 

определенного числа членов ряда. Если ряд (6.1) знакочередующий

ся и удовлетворяет условиям теоремы Лейбница, то сумма остатка 

по абсолютной величине не превосходит абсолютной величины пер

вого из отброшенных членов, т. е. | r n | < | a n +i | . Рассмотрим пример: 

вычислить sin 0, 3. Воспользуемся разложением функции sin ж в ряд 

Маклорена: 
х3 хъ х7 

в котором положим х = 0,3. Мы получим разложение sin 0,3 в 

числовой знакочередующийся ряд 

. п , п ч (0,3)3 (0,3)5 (0,3)7 

sm0,3 = 0,3 зГ~ + — 5 ! 7! " ^ ^ 

(0 З)3 (0 З)5 

Если взять sin 0,3 « 0.3 J— 1 '——> то абсолютная погреш-
3! 5! 

ность такого приближения 

(0,3)7 1 

и вычисляя значение синуса по формуле (6.2) получаем sin 0 , 3 » 

«0,2955. 

С помощью разложения 

2 3 п 

In (1 + х) = х - %- + %г- + ... + ( - 1 ) п — + ..., -К X < 1 
А о УХ 

можно получить разложения логарифмов чисел от нуля до двух 

в знакочередующийся ряд. Так при х = 1 получаем 

Ь 2 = 1 - 5 + | - г + - + ( - Ц " ; + - - (6-3) 
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Но так как члены ряда (6.3) убывают по абсолютной величине мед

ленно, то, для достижения хорошей точности, нужно взять доста

точно большое число членов ряда (при п = 100 |А| < — - ) . 

Для приближенного вычисления числа 7г воспользуемся разло

жением в ряд Маклорена арктангенса: 

« о « 5 ™7 

arctga; = х - —- + — + ..., -1 < х < 1. 
о 5 7 

Т? 1 1 7Г 
Ьсли взять х = —=, то arctg —= — —, и мы получим ряд: 

v 3 v 3 о 

7Г J _ 1 1 1 j _ 1 J_ 

6 ~ ^Г 3 ' 3 + 5 ' З2 7 ' З3 + •••)' 

пригодный для вычисления числа 7Г. 

Если ряд (6.1) не является знакочередующимся, то для оценки 

его остаточного члена подбирают положительный сходящийся ряд 
оо 

Y2 ап) такой, что |u n | < ап, сумма которого известна или легко 
п=1 

вычисляется (например, геометрическую прогрессию) 

Пусть 

5 - 2 ^ п2п ~ 2 + 2 • 22 + 3 • 23 + 4 • 24 + '" 
п=1 

1 1 °° 1 
Очевидно, что < — Vn, ряд ^ — является геометрической 

п2 2 п = :1 2 
1 

прогрессией со знаменателем -, в силу этого 

^ 1 1 1 2^+1 1 
п ^ l^i 2к 2n+l 2п+2 '" 1 2П 

fc=n+i 1 2 

(см. формулу (1-5)). 
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Если взять 

5 4 + 2 ^ + - + 1 0 ^ (П = 10)' 

то погрешность такого приближения |Д| < —г?. 

И наконец, если мы имеем разложение функции f(x) в ряд Тей

лора (Маклорена), то при замене /(ж) ~ Sn(x) погрешность равна 

остаточному члену Rn(x) формулы Тейлора данной функции. Так, 

при вычислении числа е воспользуемся разложением в ряд Макло

рена функции ех 

е . = 1 + х + _ + _ + _ + . „ , 

в котором положим х = 1. Получаем представление рядом числа е 

л , 1 1 1 1 
е = 1 + 1 + 2 ! + 3 ! + 1 + - + Ы + -

Возьмем ?г = 8. Для оценки погрешности рассмотрим остаточ

ный член формулы Маклорена функции ех в форме Лагранжа и 

положим в нем х = 1 

Так как ее < 3, то при п = 8 получаем оценку 

е 3 1 

9! 120960 100000 

Каждое слагаемое будем вычислять с точностью до пятого деся

тичного знака 

е и 2 + 0, 5 + 0,16666 + 0,04166 + 0,00833+ 

0,00138 + 0,00019 + 0,00002 = 2,71824 
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|Д| < 0,00001. 

Рассмотрим формулу разложения бинома в ряд Маклорена 

(1 + хГ = 1 + тх + g f e z i ) g a + ™(™ ~ Ц(™ ~ 2 ) ж з + 

m ( m - l ) . . . ( m - n - l ) _ 

п! 

—1 < х < 1, с помощью которой можно получать приближенные 

значения корней при соответствующих значениях ж и т. 

Пусть т = -, имеем 

1 

(1 + ж)2 = ^ + i = l + J J - L 2 + ^i 3 -. . . (6.4) 
2 8 16 

1 (2п-3)М 
+ ( 1 } (2п)1! * + ' " ' 

(-1 < ж < 1) 

Преобразуем выражение Va2 + х = а* 1 + —, а > 0, и приме

ним разложение (6.4) 

9 Ч 

Ж Ж'2 ж° 
V ^ T ^ = a ( 1 + 2 ^ _ ^ + 2а2 8а4 16а6 

х (2п - 3)!! ж- \ 
+ ( _ 1 ) ~(2^!Га^ + "Г ( } 

Формула (6.5) справедлива, если — < 1 =>• |ж| < а2 =>• —а2 < ж < 

а2. 
Из представления (6.5) можно получить приближенную форму-

лу \/а2 + ж « а + — , 
2а 

(-а 2 < ж < а 2). (6.6) 
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Пример 
Вычислить приближенно, пользуясь формулой (6.6), -\/27. 

Возьмем а — 5, х = 2, имеем 

\/27= л/52 + 2 « 5 + ^ = 5,2. 

Так как при х > 0 ряд (6.5) знакочередующийся, то погрешность 
такого приближения 

| Д | < ^ 3 =0,004. 

В курсе интегрального исчисления было указано, что большая 

часть интегралов, встречающихся в приложениях, не вычисляются 

в конечном виде. К ним относятся 

/ е~х dx, / dx, / sina;2da;, / cosx2dx, / -—dx 

и многие другие. Поэтому встает вопрос о приближенном вычис

лении таких интегралов. Одним из методов приближенного вычис

ления является разложение в ряд подынтегральной функции с по

следующим интегрированием полученного тождества по сегменту, 

принадлежащему области сходимости ряда. 

Рассмотрим примеры: 
п ч • sin х 

1) Вычислить приближенно J dx. 
о х 

а) За основу возьмем разложение в ряд Маклорена функции 

г : 
°° х

2п+1 

з1пЖ = Е(-1)П(2^П)!' 
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считая х ф О, умножим обе части тождества на -, получаем 
х 

0 0 Оэт 

sin ж v-^, - ^ ж 
n=0 v ' 

на (—оо,+оо). 

б) Проинтегрируем тождество (6.7) по сегменту [0, х] 

/" sina; , ^, , ч „ ж2 г а + 1 

т-З ™5 _7 ~.2п+1 

Ж ~ Ш + 5 7 5 ! _ 7 _ 7 ! + ' " + ( } (2п+1)(2п + 1 ) ! + ' " ' 

чтп т 
Формула (6.8) дает представление первообразной функции ря-

х 
дом Маклорена. 

в) В тождестве (6.8) положим х = 0,3 

°/3smz (0,3)3 (0,3)5 (0,3)7 

о 

^ ' (2п + 1)(2п + 1)!' 

получим представление числовым рядом данного интеграла. Так 

как ряд знакочередующийся и удовлетворяет условиям теоремы 

Лейбница, то оценка погрешности приближенного вычисления не 

составляет труда. 
Vsina: п о (0,3)3 (0,3)5 

Пусть / dx « 0,3 - V-TT + Н т - ' т о г Д а 

о х 6 • 3! о-! 
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(Вычисления предлагаем проделать читателю, видно, что точность 
такого приближения достаточно велика). 

0,4 
- 2 2) Вычислить приближенно / е х dx, взяв три члена разложения 

о 
в ряд интеграла, оценить погрешность. 

Рассмотрим разложение в ряд функции еи : 

0 0 п •иг 

^ п ! ' 
п=0 

в котором положим и — — ж2 

0 0 2тг 
,2 v - ^ , .,„XZn е- = Е(-!Г V (6-9) 

п = 0 

в (—оо, оо) Тождество (6.9) проинтегрируем по сегменту [0, х] 

х

г 00 

/ e-*2dx = ^ ( - i y 
~2n+l 

(2n + l)n! 
n=0 ч ' 

и положим x = 0,4. 
Имеем 

0,4 

Ге-*Ь-Т(-1)» °'42П+1 = 0 4 - М ! + М!_М1 
У Й Ж ~ ^ 1 i j (2n + l)n! U ' 3-3! + 5-5! 7-7! 
о п = = 0 

взяв три члена разложения получаем 

0,4 

/ 

X2J п л (0,4)3 (0,4)5 

(0,4)7 

| Д | < 
7-7! 
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(Довести до конца вычисления, взяв нужное число десятичных зна

ков в приближении рекомендуем читателю). 

0 , 5 dx 
3) Вычислить f g. Отметим, что данный интеграл вычисля-

0,2 1 + х 

ется в конечном виде разложением подынтегральной дроби на про
стейшую, однако, технически значительно проще его вычислить 
приближенным методом. Подынтегральную функцию можно рас
сматривать как сумму геометрической прогрессии со знаменателем 
q(x) = —х6 (см. формулу (1.5)). Имеем 

= 1 - х6 + х12 - х18 + ... + (-1)пх6п + ... (6.10) 
1 + же 

в интервале (—1,1). 

Так как сегмент [0,2; 0,5] С (—1,1), то проинтегрируем ряд 

(6.10) по сегменту [0,2; 0,5]. 

Получаем 

1 dx [(0,5) 7-(0,2) 7] [(0,5) 1 3 -(0,2) 1 3 ] 

У Т Т ^ = [ 0 ' 5 _ 0 ' 2 ] 7 + й + "" 
0,2 

Возьмем сумму первых двух членов ряда 

0,5 

J 
0,2 

d x -0 3 К0,5) 7-(0,2) 7] 
6 ' 7 

тогда 

| л | < [ ( 0 , 5 ) " - ( 0 , 2 ) ^ 

(Самостоятельно оценить погрешность и взять нужное количество 

десятичных знаков в приближении). 

Задание 
1) Пользуясь разложением в ряд Маклорена функций ех, sinx, cosx, 
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In (1 + x) вычислить с точностью до 0,001 следующие выражения: 
3 5 

е2, у/ё, sin0,2, cos0,4, I n - , I n - . 
Zi тс 

2) Пользуясь разложением в ряд Маклорена бинома (1 + х)т вы

числить указанные корни с точностью до 0,001: 

л/5, л/П, л/17, $9, л Щ л/70-

Замечание. При вычислении кубических корней следует рассмот
реть выражение 

у/а3 + х - а? 1 + - . 

затем разложить в ряд бином 

3) Выразить в форме ряда данные интегралы, используя разло

жение в ряд подынтегральных функций; указать области сходимо

сти рядов 

ах; —ах; —zdx\ 
х J х J х1 

х arctg х , р dx x

r dx 

—r-dx> I 
0 x 0 

i~~x~dX]
 ITLTZS' I 1-Х* 

4) Вычислить приближенные значения определенных интегралов, 

взяв указанное число членов разложения подынтегральной функ

ции в ряд; указать погрешность: 

тг 1 

J dx (Зчлена); j е~х dx (Зчлена); 
7Г х о 

6 

°Г d x (ъ \ Г d X (К \ 
S ~7ГТ=1 ( 2 ч л е н а ) ; / -3 (бчленов). 
0 V1 + ^ 0,1 х е 
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5) Вычислить с точностью до 0,001 данные интегралы 

^ a r c t g x , °f т . , °f dx 
ах: x^smxax; 7. 

7 Варианты контрольной работы по теме «Ряды» 

Вариант 1 
1. Исследовать на сходимость числовые ряды: 

ОО , 00 

E n! Y ^ n + 1 •е-л, 1 

« " ' 2^i (n. -l-9Vn 4-3V ^ - n l r , 3 . n = l 
n " ^ ( n + 2)(n + 3)' ^ n l n - n 

ra=l ч ' v ' n = l 

oo (д. _ ]_y 
2. Найти интервал сходимости и сумму ряда Y1 on 

71=1 z 

„ _ , „. . °° cosnx 
3. Доказать, что функция j(x) = 2_, , = непрерывна на 

n=i Vn4 + х2 

(-оо,+оо). 
4. Представить рядом Маклорена функцию у — cos (3 + х). 

5. Вычислить приближенно sin (0,2), взяв три члена ряда, оце

нить погрешность. 
Вариант 2 
1. Исследовать на сходимость числовые ряды: 

v ^ . Т У 1Р-1 * - У Ч 2 П + 3 Т 

2 ^ п з ' 2 ^ ^ 1п(п + 1)' ^ УЗп + бУ ' 
71=1 71=1 Ч ' 71=1 N ' 

/ З ч г 

2. Найти интервал сходимости и сумму ряда 52 I — 

71=1 \ х 

, e - 7 i 2 a : 2 

3. Доказать, равномерную сходимость ряда J2 
71=1 п 

на (—со,+оо). 
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4. Представить рядом Маклорена функцию у = ж3 In (1 + х). 

5. Вычислить приближенно -^ё, взяв четыре члена ряда, оце

нить погрешность. 

Вариант 3 

1. Исследовать на сходимость числовые ряды: 

7 1 = 1 ч ' П—1 П = 1 

00 

2. Найти интервал сходимости и сумму ряда ]Г} пж п _ 1 . 
п = 1 

n гг л . . . 2^ cos пж 
3. Доказать непрерывность функции f{x) = 2_, — - — 

на (—со, +оо). 
х 

4. Представить рядом Маклорена интеграл J sin х2dx. 
о 

0,3 

5. Вычислить приближенно J smx2dx, взяв два члена разложе-
о 

ния в ряд, оценить погрешность. 

Вариант 4 

1. Исследовать на сходимость числовые ряды: 

ОО , 00 „ _ о о 1 

5"' ^ 1 0 0 n + 20' ^ l n n n + l ' 
n = l n = l n = l 

oo 

2. Найти интервал сходимости и сумму ряда ^ 2",~1жп. 
п = 1 

оо s i n 7ХХ 
3. Доказать равномерную сходимость ряда Y) ;— на 

п=1 п ! 

(-оо,+со). 
4. Представить рядом Маклорена функцию у = In (х + 10). 
5. Вычислить приближенно с точностью до 0,01 л/То. 
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Вариант 5 
1. Исследовать на сходимость числовые ряды: 

ОО 00 _ 00 

п=1 п=1 п=1 

00 

2. Найти интервал сходимости и сумму ряда ]П 10na;n. 
7 1 = 1 

оо 2 

3. Доказать равномерную сходимость ряда ]Г) . 
n=i ^ v -L "г ^я; 

на [0, +оо). 
4. Представить рядом Маклорена функцию у = 

5. Вычислить приближенно с точностью до 0,01 \/5. 
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