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ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

Сопротивление материалов -  часть науки о прочности, её основа, 
азбука. Изучение курса позволяет овладеть методами расчёта элемен
тов конструкций на прочность, жёсткость и устойчивость.

В отличие от теоретической механики, в курсе сопротивления ма
териалов реальные тела деформируются, т.е. изменяют форму и гео
метрические размеры.

Учебное пособие составлено на основе "Методических указаний..." 
Ф.В. Долинского [1] с учетом программы курса сопротивления мате
риалов для заочников СГАУ.

Изучение курса "Сопротивление материалов" представляет для на
чинающего определенные трудности. В этой связи рекомендуется изу
чение дисциплины в следующей последовательности: предварительно 
ознакомиться с учебным материалом по учебникам и учебным пособи
ям, обращая внимание на понимание физической сущности явлений, 
принимаемые допущения и ограничения. На основании полученных 
представлений от предварительного изучения курса надо решить не
сколько задач, относящихся к разделу и рекомендованных в пособии; 
углубленно изучить раздел курса сопротивления материалов и закон
спектировать основные положения, необходимость в которых опреде
ляется индивидуально самим студентом.

В учебном пособии после каждой темы даются вопросы для само
проверки. Изучив необходимые темы, нужно решить соответствующие 
задачи контрольного задания.

Студент допускается к сдаче экзамена при наличии знаний по кур
су, определяемых предварительным зачётом, получение которого воз
можно при выполнении контрольных работ по данному пособию и по
сле прохождения лабораторного практикума.

СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

Основной

1. Феодосьев, В.И. Сопротивление материалов. -  М.: Издательство 
МГТУ, 2007.-591 с.

2. Сопротивление материалов: учеб. пособие / П.А. Павлов, Л.К. 
Паршин, Б.Е. Мельников, В.А. Шерстнёв; под ред. Б.Е Мельникова. -  
СПб.: Издательство «Лань», 2007. -  560 с.

3. Заславский, Б.В. Краткий курс сопротивления материалов. -  М.: 
Машиностроение, 1986. -  328 с.
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4. Сборник задач по сопротивлению материалов: учеб. пособие / 
под ред. J1.K. Паршина. -  СПб.: Издательство «Лань», 2008. -  432 с.

5. Сопротивление материалов. Лабораторный практикум: учеб. по
собие для вузов. -  М.: Дрофа, 2004. -  352 с.

Дополнительный

6. Сопротивление материалов / Г.С. Писаренко [и др.]. -  Киев: 
Наукова Думка, 1986. -  775 с.

7. Сопротивление материалов: руководство для решения задач и 
выполнения лабораторных и расчётно-графических работ / В.А. Кой
нов, С.Н. Кривошапко. -  М.: Высш. шк., 2005. -  351 с.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ТЕМАМ КУРСА 

Тема 1. Основные понятия

Л и т е р а т у р а :  [1, Введение, § В1 — В5]; [2, гл. 1, § 1.1 -  1.9]; 
[3, гл.1].

При изучении темы обратите внимание на следующие понятия: ре
альный объект и его схематизация; виды тел, изучаемых в сопротивле
нии материалов; гипотезы о твердом теле; силы внешние и внутрен
ние; напряжения в точке тела (полное, нормальное, касательное); 
деформации; перемещения (линейные, угловые); принцип независимо
сти действия сил и др.

Внешние силы, действующие на реальный объект, чаще всего из
вестны. Приложив внешние силы к расчётной схеме детали, из уравне
ний равновесия можно определить реакции опор, которые при расчё
тах переходят в разряд внешних. Обычно необходимо определить 
внутренние силы (силы взаимодействия внутренних частиц друг с дру
гом), которые неизвестны по величине и направлению, но которые 
нужно знать для выполнения расчётов на прочность и жёсткость. Оп
ределение внутренних сил осуществляется с помощью так называемо
го метода сечений. Его сущность заключается в следующем:

1. Рассекают (мысленно) тело в интересующем сечении.
2. Отбрасывают одну из частей (безразлично какую).
3. Заменяют действие отброшенной части тела на оставшуюся сис

темой внутренних сил, которые в данном случае переходят в разряд 
внешних. Внутренние силы по принципу действия и противодействия 
всегда взаимны и представляют непрерывно распредёленную по сече
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нию систему сил. Их значение и ориентация в каждой точке сечения 
произвольны, зависят от ориентации сечения относительно тела, вели
чины и направления внешних сил, геометрических размеров тела. 
Внутренние силы (произвольную систему сил) можно привести к глав
ному вектору R и главному моменту М  . За точку приведения прини
мают обычно центр тяжести сечения. Выбрав систему координат х, у , z 
(ось z -  по нормали к поперечному сечению, оси х и у  -  в плоскости 
этого сечения) и начало системы в центре тяжести сечения, обозначим 
проекции главного вектора R на координатные оси через N , Qx , Qy , а 
проекции главного момента М  —М х , М у , М к . Эти три силы и три 
момента называются внутренними силовыми факторами в сечении. 
Каждый из них имеет определенное название: N  -  нормальная (про
дольная) сила в сечении (проекция R на ось, нормальную к попереч
ному сечению, т.е. на ось z); Qx , Оу -  поперечные (перерезывающие) 
силы в сечении (проекции R соответственно на оси х и у); М к -  кру
тящий момент (относительно оси бруса z); М х , М у -  изгибающие мо
менты относительно осейх и у  соответственно.

4. Уравновешивают оставшуюся часть рассматриваемого тела, ис
пользуя уравнения равновесия

£ х  = о, £ 7  = 0, £ z  = o, 
£ м ,=  о, Х м У= о ,  2 Х = о ,

и определяют внутренние силовые факторы.
Знание внутренних силовых факторов совершенно необходимо для 

расчётов элементов конструкций на прочность и жёсткость и поэтому 
метод сечений следует хорошо усвоить.

Вопросы для самопроверки
Что изучает сопротивление материалов и каково значение науки в 

общем цикле инженерных дисциплин? Что такое упругость, пластич
ность, деформация, перемещение (угловое, линейное), напряжение в 
точке (полное, нормальное, касательное)? Что понимается под прочно
стью, жёсткостью, устойчивостью конструкций? Отличие деформации 
от перемещения. Какие силы называют внешними, а какие -  внутрен
ними, их различие? Внутренние силовые факторы и их определение. 
Основные гипотезы сопротивления материалов. В чём суть принципа 
Сен-Венана?
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Тема 2. Геометрические характеристики плоских сечений

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 3]; [2, гл. 9]; [3, гл. 4]; [4, гл. 3, задачи: 9.2; 
9.6; 9.14];

Прочностные и деформационные возможности элементов конст
рукций, поперечные сечения которых не являются правильными фигу
рами, существенно зависят от ориентации (в отношении поперечных 
сечений) внешних сил, прикладываемых к ним. Поэтому изучению 
разделов сопротивления материалов обычно предшествует ознакомле
ние с некоторыми геометрическими характеристиками сечений, ис
пользуемых при расчётах на прочность, жёсткость и устойчивость.

В теме обратите внимание на следующие понятия: статические мо
менты площади; полярный, осевой и центробежный моменты инерции 
сечения; определение знаков статических моментов и центробежного 
момента инерции, связь между осевыми и полярным моментами инер
ции; основные свойства всех моментов; формула параллельного пере
носа от центральных осей; зависимость между моментами инерции 
относительно осей, составляющих между собой некоторый угол, глав
ные моменты инерции сечения; моменты сопротивления сечения при 
изгибе и кручении; радиусы инерции сечения; вывод формул для опре
деления моментов инерции простейших сечений (прямоугольник, тре
угольник, круг, кольцо).

При расчётах на жёсткость используются значения главных момен
тов инерции сечения.

Разместим начало системы координат в центре тяжести поперечно
го сечения и будем поворачивать сечение определенным образом от
носительно этой системы координат. В этом случае осевые J x , Jy и 
центробежный моменты инерции будут получать каждый раз но
вые значения. Осевые моменты инерции достигнут экстремального 
(максимального и минимального) значения относительно взаимно пер
пендикулярных осей тогда, когда центробежный момент инерции ста
нет равным нулю. В этом случае оси, лежащие в плоскости поперечно
го сечения, получают название главных центральных осей инерции, а 
осевые моменты инерции относительно этих осей -  главных централь
ных моментов инерции. Определение положения главных центральных 
осей и значений главных центральных моментов инерции является ко
нечной целью изучения раздела.
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Главные центральные моменты инерции определяются в такой по
следовательности :

1. Делят сложное сечение на простые фигуры и определяют их 
площади и моменты инерции относительно собственных центральных 
осей.

2. Выбирают применительно к поперечному сечению бруса систе
му координат.

3. Относительно этой системы координат определяют положение 
центра тяжести всего сечения.

4. Проводят через центр тяжести сечения центральные оси, парал
лельные исходным.

5. Используя формулы переноса, находят значения осевых и цен
тробежного моментов инерции всего сечения относительно централь
ных осей.

6. Определяют величину главных центральных моментов инерции 
J  X J  у сечения и положение главных осей (аналитически и графи

чески):

При графическом определении главных моментов инерции строит
ся круг Мора.

Для расчётов на прочность при изгибе необходимо знать моменты 
сопротивления сечения изгибу:

наиб

где |х01 тшГ). \Уо\наиб ~ координаты наиболее удалённых от главных 
центральных осей точек сечения, определяемые из формул

х0 = х ■ cos а 0 + у  ■ sin а 0 ,
у  о =y-coso '0 -x -s in  а 0 , 

а  о -  угол между осями х и х0



При расчётах на устойчивость потребуются значения радиусов 
инерции сечения

I " и То 1
*xo =у ~ г  ’ гУо = ’ где ~~ площадь сечения.Т

Вопросы для самопроверки
Что такое осевой, центробежный и полярный моменты инерции? 

Какая существует связь между осевыми и полярным моментами инер
ции? Основное свойство статического момента площади. Формулы для 
определения координат центра тяжести сечения. Как определяются 
знаки статических моментов и центробежного момента инерции? 
Формула параллельного переноса осей. Относительно какой оси осе
вой момент инерции сечения достигает наименьшего значения? Какие 
оси называются главными, а какие -  центральными? Сколько главных 
центральных осей может иметь сечение? Укажите основное свойство 
всех моментов инерции. Как определяются главные моменты инерции 
сечения (аналитически и графически)? Как изменяются значения мо
ментов инерции правильных фигур (например, квадрат, круг и т.д.) 
относительно взаимно перпендикулярных центральных осей при пово
роте на произвольный угол?

Тема 3. Растяжение, сжатие

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 1]; [2, гл. 2, § 2.1 -  2.13, гл. 3, § 3.1 -  3.5]; 
[3, гл. 2]; [4, гл. 2, задачи: 2.4; 2.11; 2.12; 2.15; гл. 3, задачи: 3.3; 3.5; 3.8; 
3.12; 1.70; 1.92]; [5, гл. 5, работа№ 1].

Раздел растяжения, сжатия бруса с прямолинейной осью внешними 
силами, равнодействующие которых совпадают с осью бруса, занимает 
важное место при изучении курса сопротивления материалов. В теме 
изучается деформация бруса, более подробно освещается понятие 
нормальной силы в сечении, способы ее определения, изучаются де
формации. При решении инженерных задач необходимо оценивать 
способность материала противодействовать внешним силам. Поэтому 
приводится описание методов испытания образцов, изготовленных из 
пластичных материалов, и определение их важнейших характеристик: 
пределов -  пропорциональности <т , упругости а  , текучести <т , ,

прочности а в ; модуля продольной упругости Е, коэффициента Пуас
сона р  . Устанавливается зависимость <r = E - s  между напряжениями 
и деформациями в пределах малых деформаций. Эта зависимость из
вестна под названием закона Гука.
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Вводятся понятия опасного состояния, допускаемого напряжения, 
коэффициента запаса прочности. Составляется условие прочности 

N
'-’max — —7— & ,А

где N  — нормальное усилие; А -  площадь поперечного сечения стерж-
®пред „ ,ня; а  —-----------допускаемое напряжение; п -  нормативный (для дан-

п
ной отрасли машиностроения) коэффициент запаса прочности; сг пред -

предельное напряжение: для пластичного материала ег прег)= <т для

хрупкого -  егпред= о в .
Из условия прочности можно решить три основные задачи сопро

тивления материалов:
' N

1) оценка прочности наиб — ^  'А

2) назначение размеров поперечного сечения А > - ^  I наиб

G

3) определение грузоподъёмности | N  | наиб < а  -А.
Рассматриваются способы решения статически неопределимых 

систем, их особенности. Отмечается единство статической, геометри
ческой и физической сторон задачи.

Вопросы для самопроверки
Что такое расчётная схема? Дайте определение гипотезы плоских 

сечений. Что такое абсолютное и относительное удлинение (укороче
ние)? Назовите основные характеристики пластичных и хрупких мате
риалов. Объясните физический и геометрический смысл модуля про
дольной упругости. Что такое коэффициент Пуассона, зоны упругости, 
общей текучести, упрочнения? Что такое площадка текучести? Какое 
явление называется наклёпом? Какие задачи решаются при расчётах на 
прочность? Какие системы называются статически определимыми и 
какие -  статически неопределимыми? Что такое степень статической 
неопределимости системы? Какой расчёт называется по допускаемым 
напряжениям и какой -  по предельным нагрузкам? Как определяется 
потенциальная энергия деформации при центральном растяжении, 
сжатии?
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Тема 4. Кручение

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 2]; [2, гл. 7, § 7.1 -  7.6]; [3, гл. 5, § 5.1 -  5.5, 
5.10 -  5.12]; [4, гл. 7, задачи: 7.6; 7.8; 2.67; 7.16; 7.24]; [5, гл. 5, 
работа № 5].

Вводится понятие чистого сдвига. Находятся нормальные и каса
тельные напряжения в наклонных площадках в случае чистого сдвига. 
Вводится понятие модуль сдвига G. Устанавливается связь между мо
дулем продольной упругости Е, модулем сдвига G и коэффициентом 
Пуассона р :

G = — - — .
2 1 + jU

В теме дается определение деформации кручения бруса с прямой 
осью при нагружении внешними (скручивающими) парами в сечениях, 
перпендикулярных его оси. Используя метод сечений, уточняется оп
ределение понятия крутящего момента.

Основное внимание уделяется установлению зависимости между 
касательным напряжением, крутящим моментом, полярным моментом 
инерции и полярной координатой площадки, в которой определяется 
напряжение для бруса круглого и кольцевого сечений. При этом в ос
нову вывода указанной зависимости положена гипотеза плоских сече
ний: поперечные сечения, плоские и нормальные к оси бруса до дефор
мации, остаются плоскими и нормальными к оси после деформации; 
радиусы в поперечном сечении, прямолинейные до деформации, оста
ются прямолинейными после деформации.

Расчет брусьев на прочность выполняется по формуле
I I  М к ^\ 'Г \ — ___ < 7-
| 4 | наиб j j r  — 1 ?УУр

где М к -  крутящий момент; W -  момент сопротивления сечения кру

чению; г -  допускаемое напряжение при сдвиге, равное примерно 

т « (0,5 -  0,6) а  .
Брусья, работающие на кручение, рассчитывают также на жёст

кость. Для этого вводят понятие угла поворота сечения (угла закручи
вания) ср, относительного угла закручивания в  = <р/1. Здесь I -  длина 
участка бруса. При этом ср определяется из выражения

М к -1ср =—^ ~
С
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где С = G J  -  жёсткость сечения бруса при кручении; Jp -  полярный 

момент инерции поперечного сечения бруса.
Считается, что жёсткость бруса обеспечена, если в  < в  , где до

пускаемый угол закручивания в  обычно задается.

Вопросы для самопроверки
Что такое чистый сдвиг, как формулируется закон парности каса

тельных напряжений? Напишите закон Гука при сдвиге. Что называет
ся крутящим моментом? Как он определяется, его размерность? Как 
найти касательное напряжение в произвольной точке бруса круглого 
поперечного сечения? Покажите закономерность распределения каса
тельного напряжения в брусе круглого поперечного сечения. Что такое 
полярный момент инерции сечения, момент сопротивления кручению? 
Чему они равны для простых форм и их размерность? Как определяет
ся угол закручивания бруса? Как решаются основные задачи расчёта 
на прочность при кручении?

Тема 5. Изгиб

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 4]; [2, гл. 8, 10, 11], [3, гл. 6, § 6.1 -  6.10, 
6.12]; [4, гл. 8, задачи: 8.7; 8,12; 8.14; гл. 10, задачи: 10.3; 10.6; 10.13; 
гл. 11, задачи: 11.3; 11.17,д; 11.21]; [5, гл. 5, работы: № 9; 15; 16].

Брус испытывает плоский (прямой) изгиб, если он нагружен пара
ми сил или (и) силами, перпендикулярными его оси, плоскость дейст
вия которых совпадает с одной из главных плоскостей жёсткости.

Главная плоскость жёсткости бруса -  это плоскость, проходя
щая через его ось и одну из главных центральных осей его поперечного 
сечения (см. тему 2). Как правило, брус нагружается в плоскости наи
большей жёсткости (проходящей через ось у). Предположим, что 
внешние силовые факторы приложены в одной плоскости, она прохо
дит через ось у. Пусть ось у  будет осью симметрии сечения. Тогда 
внутренние силы в поперечном сечении приводятся только к изги
бающему моменту М х или изгибающему моменту и поперечной (пере
резывающей) силе Qу одновременно. В первом случае изгиб называет
ся прямым чистым, а во втором -  прямым поперечным.

В этом разделе остановимся в основном на расчёте балок на проч
ность и изучении деформаций и перемещений, так как вопросы опре
деления внутренних силовых факторов в сечениях бруса изложены в 
теме 1 пособия.
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При прямом чистом изгибе в поперечном сечении балки возникают 
только нормальные напряжения. Расчет балок на изгиб и подбор раз
меров поперечного сечения осуществляется на основании условия 
прочности

М  сгпред
(7ш а х =  — ^  <Г , г д е  С7 = ----------- .

Wx П
Здесь М х -  изгибающий момент относительно нейтральной линии 

(оси х); Wx -  момент сопротивления изгибу; [сг] -  допускаемое напря
жение; о Пред -  предельное напряжение: для пластичных материалов -  
О пред = О т, для хрупких -  <Jnped = &e, гДе а \ ~~ предел текучести;
<7 в -  предел прочности материала; п  -  нормативный запас прочности, 
задаваемый в каждой отрасли машиностроения.

В случае прямого поперечного изгиба расчёт балок на прочность 
осуществляется по той же формуле, что и при прямом чистом изгибе, 
если сечение не тонкостенное, и при условии, что отношение длины 
балки I к размеру Ь, параллельному силовой оси поперечного сечения 
балки, ИЬ > 6. При этом, касательные напряжения примерно на порядок 
меньше нормальных напряжений и все "перекрывается" запасом проч
ности, который в машиностроении, например, принимается 2,0 -  2,5.

Если сечение тонкостенное или соотношение длины балки и разме
ра поперечного сечения в направлении силовой оси меньше или рав
но 6, то следует учитывать действие касательных напряжений.

Для балок сплошного поперечного сечения касательные напряже
ния определяют по формуле Журавского

Q y s r
J x b(y) ’

е о  отс  ~у -  поперечная сила в сечении; -  статический момент отсе-
ченной части сечения балки; Jx -  осевой момент инерции; Ъ(у) -  ши
рина балки (в направлении нейтральной линии) на уровне точки, в ко
торой определяется значение касательного напряжения.

Следует обратить внимание на то, что в формуле для определения
О отсзначения касательного напряжения Ъх относится не ко всему попе- 

речному сечению балки, а лишь к части его, лежащей выше или ниже 
линии, параллельной нейтральной оси, в точках которой определяется 
касательное напряжение. В то же время момент инерции Jx относи
тельно нейтральной оси принимается для всего сечения.
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При изучении закономерности распределения нормальных напря
жений необходимо обратить внимание на неравномерность его в на
правлении силовой оси. С учётом этого целесообразно самостоятельно 
найти пути снижения расхода материала балки при одинаковой ее 
прочности.

Расчёт балки на жёсткость предполагает определение перемещений 
ее сечений обычно в направлении, перпендикулярном оси. В общем 
случае значения угловых и линейных перемещений можно находить, 
применяя дифференциальные уравнения изогнутой оси балки:

E J x y" = М Х.
Интегрируя это уравнение, сначала находят углы поворота в  сече

ний
E J x y  = E J X6=  jM x dz + C , 

а после второго интегрирования -  прогибы балки у
E J x y — | d z (  | М х d z ) + С z  + D.

Постоянные интегрирования С и D определяются из граничных ус
ловий.

В теме изучается частный случай изгиба -  косой изгиб. Он имеет 
место в случае, когда плоскость действия сил и моментов не совпадает 
ни с одной из главных плоскостей жёсткости бруса. Косой изгиб наи
более удобно рассматривать как одновременный изгиб бруса в двух 
взаимно перпендикулярных главных плоскостях.

Напряжение при косом изгибе определяется по формуле
М  м

а  = — - у  +—- х ,
Т ТX °  у

а расчет балок на прочность осуществляется из выражения

М х М у ^
< W  = — Уо + — ■хо *  о- ,

J  X J  у
где х0 и у 0 -  координаты точки, наиболее удалённой от нейтральной 
линии, для которой сг0 = |с | б .

Деформация косого изгиба особенно опасна для балок, главные 
центральные моменты инерции сечения которых сильно отличаются 
друг от друга. Для балок, сечения которых -  правильные фигуры (круг, 
квадрат, равносторонний треугольник и др.), косой изгиб невозможен.
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В этой же теме также изучается внецентренное растяжение-сжатие 
бруса. Расчёт брусьев, испытывающих внецентренное растяжение- 
сжатие, выполняется на основании

1 + ^ Х  I Ур у1 + ^ хо + Уо 
i ily  lx

< сг

где x F и y F координаты точки поперечного сечения бруса, в которой 
приложена внешняя сила (полюс силы); х0 и у 0 -  координаты точки, 
наиболее удалённой от нейтральной линии; А -  площадь поперечного 
сечения бруса; <т -  допускаемое напряжение.

Вопросы для самопроверки
Какой изгиб называется прямым чистым, прямым поперечным, а 

какой -  косым? Что такое нейтральный слой, силовая плоскость, ней
тральная линия (ось), силовая линия (ось)? Как взаимно расположены 
силовая и нейтральная линии при прямом изгибе? Как изменяются 
нормальные и касательные напряжения по сечению в направлении си
ловой и нейтральной осей при прямом поперечном изгибе балки? В 
каких точках поперечного сечения балки возникают наибольшие нор
мальные напряжения? Укажите физический смысл постоянных интег
рирования дифференциального уравнения упругой линии. Какие 
приёмы используют при интегрировании? Как определяют нормаль
ные напряжения при внецентренном растяжении, сжатии? Как реша
ются основные задачи расчёта на прочность при плоском, косом изги
бах и внецентренном растяжении-сжатии?

Тема 6. Основы теории напряжённого и деформированного
состояний

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 7]; [2, гл. 5]; [ 3, гл. 10; § 10.1 -  10.6, 10.9, 
10.10, 10.12 -  10.16]; [4, гл. 4, задачи: 4.1; 4,5; гл. 5, задачи: 5.2; 5.10; 
5.15].

В теме изучается напряжённое и деформированное состояние в 
общем случае нагружения тела, что необходимо для последующего 
решения более сложных задач, в частности задач расчёта на прочность.

Если воспользоваться методом сечений и мысленно рассечь тело, 
нагруженное внешними силами, в интересующем нас сечении, отбро
сить одну из частей, то внешние силы уравновесятся силами взаимо
действия отброшенной части тела. Эти силы для всего тела являются 
внутренними, а для каждой части -  внешними. Рассмотрим какую-
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нибудь точку в сечении и найдём напряжение. Если через эту точку 
провести другие плоскости, то каждый раз напряжения в этой же точке 
будут другими. Через точку можно провести множество плоскостей и 
поэтому в каждой точке следует рассматривать множество напряже
ний. С учётом этого в общем случае говорят не о напряжении в точке, 
а о напряжённом состоянии в ней.

Вырезая из тела в окрестности исследуемой точки элементарный 
параллелепипед, показываем по каждой грани полный вектор напря
жения. В общем виде полный вектор может быть разложен на нор
мальное напряжение, перпендикулярное площадке, и касательные на
пряжения. Следовательно, по трем взаимно перпендикулярным 
площадкам будет действовать девять составляющих напряжения, на
зываемых компонентами напряжённого состояния в точке.

Основной задачей исследования напряжённого состояния является 
определение напряжений на произвольной площадке, проходящей че
рез данную точку, положения главных площадок и значений главных 
напряжений.

Среди бесконечно большого числа площадок, проходящих через 
данную точку тела, всегда найдутся по крайней мере три взаимно пер
пендикулярные площадки, на которых касательные напряжения отсут
ствуют. Такие площадки носят название главных площадок, а нор
мальные напряжения на них -  главных нормальных напряжений. 
Главные напряжения обозначают сг ,, сг2 , сг3 , при этом гг, >  сг2 >  ег3 .

Значения главных нормальных напряжений сг( можно определить из
3 2выражения <хг - . / ,  <хг + J 2 <хг -  = 0, где ./, . ./2 . ./3 -  инварианты

напряжённого состояния в точке, определяемые из выражений:

J 1 =<у х +<7 у +<у z ;

^  2 =  ^ х (Ту +(Ту (Тz + O -

<?х * у х '̂Z X

•/з = ^ х у а у ^'z y

Exz ТУ*
Здесь стх . а у , <rz , тх у , ry z . rzx -  компоненты напряжённого со

стояния в точке. Они известны.
Главные напряжения в каждой точке тела имеют всегда одни и те 

же значения и направления. Они не зависят от положения выбранной 
системы координат.
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Следует обратить внимание на имеющуюся классификацию видов 
напряжённого состояния в точке. Различают линейное (одноосное), 
плоское (двухосное) и объёмное (трехосное) напряжённое состояния. 
Напряжённое состояние считается объёмным, если по всем граням 
элементарного параллелепипеда главные нормальные напряжения не 
равны нулю. Если главные нормальные напряжения действуют только 
по двум или одному направлению, то напряжённые состояния получа
ют названия плоского или линейного соответственно.

Очень важно знать выражения для определения значений главных 
нормальных напряжений в случае плоского напряжённого состояния, 
которое наиболее часто встречается в брусе, подвергающемся одно
временно действию изгибающих, скручивающих и растягивающих на
грузок, а также в тонкостенных оболочках. Наиболее часто в этом слу
чае главные напряжения определяют по формуле

С учетом соотношения между главными напряжениями сгj > а 2 > сг3 

(1000 > -20 > -500) имеем:

Необходимо обратить внимание на значения максимальных каса
тельных напряжений, действующих в площадках под углом 45° к глав
ным площадкам. Обозначая главные направления, перпендикулярные 
главным площадкам, через 1, 2 и 3, наибольшие касательные напряже
ния в равнонаклонённых площадках определяются из выражений

т  _1 ак как гг, > <т2 > <т3. то rmax =   —  .

Решение вопроса о прочности элемента инженерной конструкции, 
а иногда конструкции в целом, является конечной целью большинства 
инженерных расчётов. Вопрос прочности элемента, работающего при 
простых деформациях -  растяжении-сжатии, кручении, прямом изгибе, -  
осуществляется путём сопоставления наибольшего напряжения в 
опасной точке с величиной предельного напряжения для материала, из
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которого изготовлен элемент. В случае сложных видов нагружения 
элемента конструкции (сочетание изгиба и кручения; кручения и рас
тяжения и т.д.) напряжённое состояние в опасной точке опасного сече
ния тела отличается от указанных выше, и расчёты на прочность его 
также отличаются от расчётов на прочность элемента при простых ви
дах нагружения.

В общем случае нагружения, количество комбинаций значений 
главных напряжений бесконечно велико, поэтому о прочности элемен
та, находящегося в произвольном напряжённом состоянии, приходится 
судить по прочности элемента, находящегося в напряжённом состоя
нии, для которого предельное состояние известно, путём высказывания 
предположения о равно прочности.

Предположение о равнопрочности двух элементов, находящихся в 
разнотипных напряжённых состояниях, носит название гипотезы или 
теории прочности. Одноосное напряжённое состояние, равнопрочное 
данному, называется эквивалентным, а его главное нормальное напря
жение -  эквивалентным напряжением о экв.

При изучении темы следует обратить внимание на теории наи
больших касательных напряжений и энергетическую теорию формо
изменения, а также на области применения этих теорий. Учитывая ис
ключительную важность усвоения данной темы, приведем выражения 
некоторых теорий прочности.

Теория наибольших касательных напряжений, учитывающая лишь 
два главных нормальных напряжения, однако дающая хорошие ре
зультаты для пластичных материалов (в частности, малоуглеродистой 
стали), одинаково сопротивляющихся растяжению-сжатию, записыва
ется так:
для объёмного вида напряжённого состояния

для плоского напряжённого состояния, характерного для балок, рабо
тающих на изгиб, тонкостенных оболочек и т.д.

Согласно энергетической теории прочности формоизменения, два 
элемента, находящиеся в разнотипных напряженных состояниях, будут 
равнопрочными, если энергии, идущие на изменение формы, у них 
одинаковы.

оЖе т о-з ’
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Теория прочности для объёмного напряженного состояния имеет

Для плоского напряжённого состояния, как уже указано, характер
ного для условий работы балок, тонкостенных оболочек и т.д.,

Условием прочности по каждой теории прочности будет выраже-

Какие виды напряжённого состояния в точке вы знаете? Назовите 
компоненты напряжённого состояния в точке и сколько из них незави
симых? Что называется главными осями, главными площадками, глав
ными напряжениями? Напишите выражения для максимальных значе
ний касательных напряжений и укажите площадки их действия. Как 
определяется значение главных напряжений и положение главных 
площадок? Какие вы знаете теории прочности? Дайте критический об
зор теорий прочности. Как решаются задачи расчёта на прочность по 
теории наибольших касательных напряжений, энергетической теории 
формоизменения?

гл. 14, задачи: 14.2; 14.5; 14.10]; [5, гл. 5, работа № 10].
В этой теме изучаются общие методы определения угловых и ли

нейных перемещений, когда в поперечных сечениях балки возникают 
одновременно (или в том или ином сочетании): нормальное усилие N, 
поперечные силы Q x, О у . изгибающие моменты М х , М у относительно 
осей х и у  и крутящий момент А/, относительно оси бруса z.

Наиболее целесообразно определять перемещения с помощью инте
грала Мора, позволяющего находить их для любых сечений упругой 
системы и в любом направлении. Интеграл Мора имеет следующий вид:

ВИД <ГэквТу

°жв -  <* ■

Вопросы для самопроверки

Тема 7. Общие методы определения перемещений 
в произвольно нагруженных системах. Статически 

неопределимые системы

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 5, гл. 6]; [2, гл. 13, § 13.1, 13.2, 13.4, 13.7]; 
[3, гл. 6; § 6.13, 6.14; гл. 8]; [4, гл. 13, задачи: 13.8; 13.10; 13.17; 13.25;

д  _ у  с М хРМ Л ^  М уР Му-у ^  М кР М к1 ^  Np ЛД + kx QxP Qxl ^ k y QypQyi ^  

c ~ h )  E J  + E J  + G J  + E A  + G A  + G A
7 - 1  /,• |_  У  P

GA
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Если элементы упругих систем испытывают деформации кручения 
и изгиба, тогда тремя последними членами обычно пренебрегают, так 
как перемещения сечений от нормального усилия N, поперечных сил 
Qx и Qу часто весьма малы по сравнению с перемещениями от М  х , М у 
и М  к. Для прямого чистого или поперечного изгиба обычно использу
ют выражение

В элементах ферменных систем значения внутренних силовых фак
торов МхР = Мур = М кР (Л О у 0. Следовательно, в них возникает 
только нормальное усилие, поэтому

Для балок с прямолинейной осью (при постоянной площади попе
речного сечения по их длине) упрощение решения интеграла Мора да
ет способ Верещагина. Например, для балки, испытывающей дефор
мацию изгиба, перемещение можно найти по формуле

Здесь Q, -  площадь эпюры изгибающего момента от заданных сил;

“ 1с  -  ордината, взятая с эпюры изгибающего момента балки, нагру
женной единичной силой или единичным моментом, под центром тя
жести эпюры от заданных сил; E J X-  жёсткость сечения балки.

Принимается следующая последовательность определения пере
мещений по способу Верещагина:

1. Строят эпюры внутренних силовых факторов от заданных сил 
(при необходимости эпюры расслаиваются).

2. Балку освобождают от внешних нагрузок и нагружают в интере
сующем сечении единичной силой (или единичным моментом) и стро
ят соответствующие эпюры.

3. Перемножают эпюры.
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В ряде случаев равнодействующие внутренних сил не могут быть 
определены при помощи уравнений равновесия. Упругие системы, ко
торые не могут быть решены с помощью только уравнений равнове
сия, называются статически неопределимыми. Раскрытие статической 
неопределимости предлагается производить по методу сил. Система 
считается геометрически неизменяемой, если любое ее сечение полу
чает перемещение только за счет деформации, вызванной действием 
внешних сил. Геометрическая неизменяемость системы обеспечивает
ся накладываемыми на нее связями. Различают связи необходимые и 
лишние. Связи, удаление которых сохраняет геометрическую неизме
няемость системы, называют лишними или условно необходимыми. 
Следовательно, раскрыть статическую неопределимость системы -  оз
начает составить дополнительные уравнения, с помощью которых 
можно определить усилия по направлению лишних связей. Различают 
внутренние и внешние лишние связи и, в соответствии с этим, внут
ренние и внешние статически неопределимые системы.

Раскрытие статической неопределимости начинается с освобожде
ния системы от лишних связей (без нарушения геометрической неиз
меняемости) и замены их действия силами или моментами, подобран
ными так, чтобы перемещения в системе соответствовали 
ограничениям, накладываемым на систему отброшенными связями. 
Порядок раскрытия статической неопределимости систем обычно сле
дующий:

1. Определяют степень статической неопределимости, а следова
тельно, количество недостающих уравнений.

2. Выбирают основную систему. Выбранная основная система 
должна быть статически определимой и геометрически неизменяемой, 
а также должна обеспечивать наиболее простое решение задачи.

3. Показывают эквивалентную систему. Так называется статически 
определимая геометрически неизменяемая система, получаемая из за
данной статически неопределимой системы путем отбрасывания лиш
них связей и замены их действия искомыми силами, моментами.

4. Записывают канонические уравнения метода сил. Для п раз ста
тически неопределимой системы они имеют вид
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где чертой с индексом, например I , показано каноническое уравнение, 
применяемое при решении один раз статически неопределимой систе
мы, и т.д.

5. Строят эпюры изгибающих моментов: от заданных сил в основ
ной системе (обозначается М  Р) и от единичных сил (или моментов) 
каждый раз отдельно в основной системе (обозначают , М 2,
и т.д.).

6. Перемножают эпюры по способу Верещагина и находят значе
ния коэффициентов, входящих в канонические уравнения.

7. Решая систему канонических уравнений, находят значения неиз
вестных Xi , Х 2 , Х 3, ... X „ по направлению соответствующих лиш
них связей.

8. Значения неизвестных величин показывают в эквивалентной 
системе и строят эпюры внутренних силовых факторов.

Вопросы для самопроверки
Что понимается под названием потенциальная энергия деформа

ции? Какие члены интеграла Мора сохраняются при решении плоских 
систем, при решении стержневых систем? В чём сущность способа Ве
рещагина и когда его нельзя применять? Что называется заданной, ос
новной и эквивалентной системами? Какой геометрический смысл 
имеют коэффициенты канонических уравнений? Какие перемещения 
называют главными, а какие -  побочными? Назовите симметричные и 
обратносимметричные внутренние силовые факторы. Какие упругие 
системы называют симметричными, а какие -  обратно-, кососиммет
ричными?



Тема 8. Устойчивость сжатых стержней

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 13]; [2, гл. 15]; [3, гл. 17; § 17.1 -  17.5]; 
[4, гл. 15, задачи: 15.4; 15.6; 15.12]; [5, гл. 5, работа № 22].

Ранее изучались вопросы прочности и жёсткости элементов инже
нерных конструкций, работающих в условиях одноосного растяжения 
(сжатия), сдвига, кручения, изгиба. Рассматривались такие условия 
работы элементов, в опасных точках которых напряжённое состояние 
плоское или объёмное. Применяя теории прочности, для таких случаев 
выполняли проектировочный или поверочный расчёт. Между тем мно
гие элементы (назовем их стойками) сравнительно большой длины и 
тонкие нагружены продольными силами, равнодействующие которых 
направлены по оси стойки. При этом возможна потеря устойчивости 
конструкций.

Если стойку с прямолинейной осью последовательно нагружать все 
возрастающей продольной нагрузкой, то при некотором её значении 
стойка будет иметь две формы равновесия: прямолинейную неустой
чивую и криволинейную устойчивую. Явление изгиба стойки при при
ложении к ней продольной силы носит название потери устойчивости. 
Минимальное значение сжимающей силы, при котором ось стойки 
может иметь устойчивую криволинейную и неустойчивую прямоли
нейную форму упругого равновесия, называется критической силой. 
Следует особо отметить, что опасность явления потери устойчивости 
состоит в том, что оно может наступить при значениях сжимающих 
напряжений значительно меньших, чем предел прочности материала 
стойки.

Вопросы продольного изгиба стоек изучали и разрабатывали из
вестные русские и советские ученые: Л. Эйлер, Ф.С. Ясинский, 
А.Н. Крылов, Б.Г. Галеркин, Н. Динник. Расчёт на устойчивость сво
дится к определению значения критической силы F  кр для длинного 
тонкого сжатого стержня. Величина F  кр для стержней с различными 
опорными устройствами определяется по формуле Эйлера

_ Я E J mjn
КР , г\2 ’Си/)

где Jmin -  наименьший момент инерции поперечного сечения стойки; 
I -  длина стойки; /л -  коэффициент приведения длины стойки, учиты
вающий условия крепления стоек.
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Формула Эйлера справедлива до тех пор, пока критическое напря
жение <7 в стойке не превосходит предел пропорциональности мате
риала стойки а  щ, т.е.

Формула Эйлера применима для сравнительно длинных стоек. Для 
стоек средней длины применима формула Ясинского 

сг„„ = а -  ЬЛ.кр

Здесь а и b -  коэффициенты, зависящие от свойств материалов и 
определяемые опытным путём; Л -  гибкость стержня, определяемая из 
выражения

где imin -  минимальный радиус инерции поперечного сечения стойки.
Расчет стоек на устойчивость производится в следующей последо

вательности:
1. Определяется гибкость стойки Я.
2. Сопоставляется X с предельной гибкостью X пред, определяемой по

В случае, если X > X пред, критическое значение напряжения опреде
ляется по формуле Эйлера. Если X < X пред, то при определенных усло
виях (для так называемых стоек средней гибкости) критическое на
пряжение находят по формуле Ясинского. Представляет практический 
интерес способ расчёта стоек на устойчивость по коэффициенту сни
жения допускаемого напряжения ср, значения которого приводятся в 
справочной литературе.

В чём суть явления потери устойчивости сжатой стойки? Что такое 
критическая сила и по какой формуле она определяется? Укажите пре
делы применимости формулы Эйлера. Что такое гибкость стойки? Как 
определяется критическое напряжение для стоек большой, средней и 
малой гибкости? Какой вид имеет график критических напряжений? 
Как влияют условия закрепления стоек на значение критической силы? 
Как производится проверка стоек на устойчивость по коэффициенту (р.

формуле

Вопросы для самопроверки
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Тема 9. Прочность при напряжениях, циклически 
изменяющихся во времени

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 12]; [2, гл. 20]; [3; гл. 12; § 12.1 -  12.10 ]; 
[4, гл. 20, задачи: 20.6, 20.8, 20.9; 20.18].

При переменных напряжениях материал разрушается при напря
жениях значительно меньших, чем предельные характеристики, опре
деляемые при статических испытаниях материала. Прочность материа
ла при переменных напряжениях как бы уменьшается. Однако, 
современные исследования показали, что никакого изменения струк
туры и свойств материала не наблюдается. Разрушения связаны с де
фектами кристаллической решетки материала. Под действием пере
менных напряжений эти дефекты размножаются, развиваются. 
Объединяясь, эти дефекты образуют микротрещины, которые, увели
чиваясь и сливаясь, образуют макротрещины. Дальнейшее разрушение 
происходит по первой образовавшейся макротрещине, т.к. напряжения 
у её вершины гораздо выше, чем в других сечениях, из-за ослабления 
поперечного сечения и концентрации напряжений. При увеличении 
размеров трещины поперечное сечение постепенно уменьшается, на
пряжения увеличиваются и в какой-то момент достигают предела 
прочности материала. Тогда происходит мгновенное, полное разруше
ние детали.

Изучая тему, обратите особое внимание на механизм усталостного 
разрушения; кривые усталости; предел выносливости и способы его 
определения; факторы, влияющие на выносливость; расчёты по вынос
ливости деталей и образцов при симметричных и асимметричных цик
лах изменения напряжений в случае одноосного напряжённого состоя
ния, при кручении и при совместном действии изгиба и кручения.

Вопросы для самопроверки
Каковы современные представления о прочности материала, рабо

тающего в условиях переменных напряжений? Какие вы знаете циклы 
изменения напряжений во времени? Что такое кривая выносливости, 
предел выносливости? Какие факторы наиболее существенно влияют 
на выносливость? Что такое эффективный коэффициент концентрации 
напряжений и его отличие от теоретического коэффициента концен
трации напряжений? Что такое запас прочности по усталости и чему 
он равен для образца и детали при симметричном и асимметричном 
цикле изменения напряжений в случае одноосного напряжённого со
стояния и при кручении?
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Тема 10. Динамическая нагрузка

Л и т е р а т у р а :  [1, гл. 10, § 111, 113 ]; [2, гл. 16]; [3, гл. 15, 
гл. 16]; [4, гл. 16, задачи: 15.5; 16.10; 16.14].

В теме изучается влияние сил инерции движущихся элементов 
конструкций на прочность элементов. При этом усилия, возникающие 
в движущемся теле, определяют по принципу Даламбера, суть которо
го можно сформулировать так: если движущееся тело в какой-то мо
мент времени представить находящимся в покое и помимо сил, произ
водящих движение, приложить к нему силы инерции, то в покоящемся 
теле возникнут такие же внутренние силы, напряжения и деформации, 
какие и во время его движения.

В теме изучается также влияние ударных нагрузок на упругую сис
тему. Явление удара наблюдается во всех случаях, когда скорости со
ударяющихся тел изменяются в течение очень малого промежутка 
времени. В этом случае напряжения и деформации будут существенно 
выше тех, которые возникли бы в той же системе при статическом на
гружении. Напряжения и перемещения в ударяемой системе достигают 
максимальных в момент наибольшей деформации системы, а это по
зволяет применить приближенный энергетический метод, рассматри
вая при этом удар как неупругий.

Вопросы для самопроверки
Как определяют напряжения в элементах конструкции при равно

ускоренном поступательном движении и при вращательном движе
нии? Что такое динамический коэффициент и как он определяется с 
учётом и без учёта массы ударяемой упругой системы? Как производят 
испытания на ударную нагрузку?
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КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ

1 Требования к выполнению контрольных работ

1 Работы, выполненные с неправильно выбранными исходными 
данными, не зачитываются.

2 Все контрольные работы должны быть выполнены самостоя
тельно после изучения соответствующего раздела курса "Сопро
тивление материалов". Несамостоятельно выполненные задания не 
позволяют рецензенту обратить внимание студента на его неподготов
ленность и исключить возможность получения неудовлетворительной 
оценки на экзамене.

3 В заголовке контрольной работы следует чётко указать: номер 
контрольной работы; название дисциплины; фамилию, имя, отчество 
студента (полностью); название факультета и специальности; учебный 
шифр; дату отсылки работы; точный почтовый адрес (с индексом).

4 Каждая контрольная работа выполняется в особой тетради или 
на листах, сшитых в тетрадь формата А4, чернилами (не красными), 
чётким почерком, с полями в 5 см для замечаний рецензента.

5 Перед решением каждой задачи надо выписать полностью её 
условия в буквенных и численных выражениях, составить аккуратный 
эскиз в масштабе и указать на нём величины, необходимые для расчёта.

6 Решение должно сопровождаться краткими, последовательными, 
без сокращения слов объяснениями и чертежами, на которых все вхо
дящие в расчёт величины должны быть показаны только в буквенных 
выражениях. Надо избегать многословных пояснений и пересказа учеб
ника; студент должен знать, что язык техники -  формула и чертёж. При 
пользовании формулами или данными, отсутствующими в рекомендо
ванных учебниках, необходимо кратко и точно указать источник (авто
ра, название источника, издание, страницу, номер формулы).

7 По получении из университета проверенной контрольной рабо
ты студент должен исправить в ней все отмеченные ошибки и выпол
нить все сделанные ему указания.

8 В случае требования рецензента следует в кратчайший срок вы
слать ему выполненные на отдельных листах исправления.
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2 Расчёты на прочность и жёсткость при плоском изгибе

2.1 Задание
Для заданных расчётных схем балок ( рис. 1 ):
а) определить значения поперечных сил Q и изгибающих моментов 

М , построить эпюры Q и М  и показать характер изогнутой оси для 
случаев нагружения силами в буквенных и численных выражениях 
( всего 1 0  схем );

б) подобрать для численной балки по варианту а размеры попереч
ного сечения: двутаврового; прямоугольного (отношение сторон 
h/b = 2); круглого; кольцевого (отношение диаметров с = d/D  = 0,8), 
если [сг] =160 МПа;

в) определить соотношение масс балок различных сечений (путём 
сопоставления площадей поперечного сечения), приняв площадь сече
ния двутавра за единицу. Высказать суждение по полученному соот
ношению;

г) для остальных четырёх численных балок подбирать только дву
тавровые сечения;

д) для одной из численных двутавровых балок провести полную 
проверку прочности и исследовать напряжённо-деформированное со
стояние в окрестности точки, удаленной от нейтральной оси на h /  4.

е) для числовой балки по варианту б определить прогиб сечения А  

и угол поворота сечения В. Для определения перемещений использо
вать приближённые дифференциальные уравнения изогнутой оси;

ж) для поперечного сечения по рисунку 2  определить главный мо
мент сопротивления сечения изгибу Wx и оценить наибольшую до

пустимую интенсивность распределённой нагрузки q max для балки по 
варианту д с буквенными нагрузками, принимая [сг] =160 МПа.

2.2 Порядок выполнения работы
1) Для выполнения задачи выбирают данные из таблицы 1 согласно 

своему шифру и первым шести буквам русского алфавита, располо
женным в определенном порядке. Например, записав шифр под каж
дой буквой последней строчки таблицы:

буква -  абвгде
шифр -  281611,

выбирают в каждом столбце таблицы данные, которые находятся на 
строке, соответствующей шифру.
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Пример. В последней строке таблицы по горизонтали первая буква 
"а". На пересечении этого столбца со строчкой, соответствующей циф
ре шифра, т.е. цифре 2, находится вариант схемы I I I  по рис. 1. Затем по 
следующей букве "б" и соответствующей цифре шифра 8  на пересече
нии столбца "б" и строки "8 " получаем величины "2 ", " 1 ", " 1 ", " 1 ", "3", 
"1 " и т.д.

Согласно указанному шифру окончательно получим: схема I I I  по 
рисунку 1; q i / q  = 2, q 2/ q  =  1, F \ / q  а = 1, F 2/ q a  =  1, m \ / q a 2 = 3, 
m 2/ q a 2 = 1, q i  = 30 k H ,  q 2 = 40 k H ,  F \  = 50 k H ,  F 2 =  40 k H ,  

Ш ] =  80 k H m , m 2 =60 k H m , a  =  1,1 м; схема I  по рисунку 2; швеллер 
№ 10 [2]; неравнополочный уголок № 4 /2 ,5 /0 ,4  [3].

1) Строят эпюры поперечных сил и изгибающих моментов по дли
не балки.

Для определения поперечных сил Q и изгибающих моментов М  в 
сечениях балки необходимо знать все нагрузки, действующие на бал
ку, включая реакции опор. Поэтому вычисление опорных реакций 
должно предшествовать вычислению Q и М. Исключение составляют 
только консольные балки. Для таких балок можно определить Q и М, 
не зная опорных реакций в заделке, если идти со свободного конца.

- Определяют реакции опор.
В двухопорных балках определение реакций ведут в следующей 

последовательности:
• Намечают направление опорных реакций. Иногда эти направ

ления очевидны, но часто неизвестны, поэтому задаются произволь
ными направлениями опорных реакций;

• Составляют уравнения равновесия балки как жёсткого тела. 
Для этой цели удобно записать последовательно уравнения, выра
жающие равенство нулю сумм моментов всех сил относительно одной 
и другой опоры, из которых определить реакции опор. Уравнение, вы
ражающее равенство нулю проекций всех сил на вертикальную ось у, 
используется для проверки правильности определения реакций.

Так как внешние силы, приложенные к балке, не дают проекций на 
горизонтальную ось z, поэтому в неподвижной опоре возникает только 
вертикальная реакция.

Для определения одной из реакций в балках с промежуточным ци
линдрическим шарниром составляется дополнительное уравнение, вы
ражающее равенство нулю моментов всех сил, действующих на одну 
из частей балки относительно шарнира. Дальнейший расчёт таких ба
лок ничем не отличается от расчёта остальных балок.

29



Т аблица 1. Параметры статически определимых балок

№ 
строки

Схема 
по 

рис. 1

Балки с буквенными данными Балки с числовыми данными Схема 
по 

рис. 1

№ 
ш

веллера

№ 
неравнопо

лочного 
уголка

4\
q

42

q
и
q a

E i
q a q a  2

т 2 

q a  2

q  ь
кН
м

4 2 ,

кН
м

F,,
кН

F  2 ,
кН

т ь  
кНм

т2, 
кНм

а,

м

1 I 1 2 3 1 2 3 30 40 50 40 80 60 и V 1 0 4/2,5/0,3

2 II 2 3 1 2 3 1 40 30 40 50 60 80 1 , 2 VI 1 2 5/3,2/0,4

3 III 3 1 2 3 1 2 30 2 0 30 40 50 60 1,3 VII 14 7/4,5/0,5

4 IV 2 3 1 2 3 1 2 0 30 40 50 60 70 1,4 VIII 16 8/5/0, 6

5 V 3 1 2 3 1 2 30 40 50 60 70 2 0 1,5 IX 18 9/5,6/0, 6

6 VI 1 2 3 1 2 3 40 50 60 70 80 30 1 , 6 X 2 0 11/7/0, 8

7 VII 3 2 1 3 2 1 50 2 0 30 50 60 40 1,7 I 2 2 3,2 /2 /0 ,4

8 VIII 3 2 3 2 1 2 2 0 40 50 30 50 40 1 , 8 II 24 4/2,5/0,4

9 IX 2 1 1 1 3 1 1 0 2 0 30 2 0 40 30 1,9 II 27 6 ,3/4/0,5

0 X 1 2 1 2 1 2 40 2 0 30 1 0 2 0 30 2 , 0 IV 30 7,5/5/0, 6

а б в г д е
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- Построение эпюры поперечной силы.
Для вычисления значений Q используется метод сечения. Попереч

ная сила в сечении численно равна сумме проекций на плоскость этого 
сечения всех внешних сил, действующих на балку с любой стороны от 
данного сечения.

Q > О Q < О

Рисунок 3 -  Правило знаков для поперечных сил

Установлено следующее правило знаков для Q: силы, стремящиеся 
сдвинуть левую часть балки вверх, а правую часть -  вниз, входят в вы
ражение поперечной силы со знаком плюс (рис. 3).

- Построение эпюры изгибающего момента.
Для вычисления значений изгибающего момента М  также исполь

зуется метод сечения. Изгибающий момент в сечении численно равен 
сумме моментов относительно центра тяжести этого сечения, всех 
внешних сил, действующих по одну сторону от сечения. Момент от 
внешних сил, стремящихся изогнуть балку выпуклостью вниз (рис. 4), 
входит в выражение изгибающего момента со знаком плюс.

м >О м <о

Рисунок 4 -  Правило знаков для изгибающих моментов

Примем за правило откладывать на эпюрах Q и М  положительные 
значения вверх от нулевой линии -  при этом эпюры изгибающих мо
ментов будут построены на сжатых волокнах.
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Для проверки правильности построения эпюр Q и М  следует пом
нить дифференциальные зависимости между интенсивностью распре
делённой нагрузки q, поперечной силой Q и изгибающим моментом М, 
которые при направлении оси z слева направо, имеют вид

Исходя из приведенных зависимостей и физического смысла Q и 
М, можно сформулировать правила проверки правильности построе
ния эпюр:

1 . в сечении балки, где приложена сосредоточенная сила, на эпюре 
Q наблюдается скачок на величину силы, на эпюре М -  излом;

2 . в сечении балки, где приложена сосредоточенная пара сил, на 
эпюре М наблюдается скачок на величину пары, на эпюре Q это не от
ражается;

3. на концевых шарнирных опорах поперечная сила равна реакции 
опоры, изгибающий момент равен нулю, если не приложена сосредо
точенная пара сил;

4. в заделке изгибающий момент и сосредоточенная сила равны ре
акциям опор;

5. на участке балки, свободном от распределенной нагрузки, эпю
ра Q -  постоянная по длине, эпюраМ -  линейная функция;

6 . если на некотором участке, идя по левым силам, Q > 0, то М  -  
возрастает; если <2 < 0, то A f - убывает; если Q = 0, то М -  постоянен;

7. на участке, где действует равномерно распределенная нагрузка q, 
эпюра Q -  наклонная прямая, эпюра М  -  парабола второго порядка с 
выпуклостью навстречу нагрузке;

8 . в сечении, где Q меняет знак с плюса на минус, идя по левым си
лам, на эпюре М  наблюдается max; с минуса на плюс -  min.

Невыполнение любого из указанных правил свидетельствует об 
ошибках в расчётах и при построении эпюр.

- Изображение формы изогнутой оси балки.
По эпюре М, учитывая правила знаков, можно построить вид изо

гнутой оси балки. При этом следует следить за сопряжением линий с 
выпуклостью вниз (где М  > 0) с линиями с выпуклостью вверх (где 
М  < 0 ) и соблюдением условий закрепления.

dQ d M d 2M
d z'
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2) Для одной из числовых балок назначают размеры различных по
перечных сечений.

При подборе размеров поперечного сечения исходят из условия 
прочности по нормальным напряжениям при изгибе

ЩГ наиб ,  ттг наиб^ сг , откуда Wx = -----------.
Wx <7

В расчётах принимается сг = 160 Мпа.
По найденному необходимому значению момента сопротивления 

при изгибе из таблиц ГОСТ 8239 [4] выбирается необходимый номер 
двутавра. Если требуемый момент сопротивления окажется больше, 
чем наибольший из имеющихся в сортаменте, то следует расположить 
рядом две или более одинаковых балки, принимая, что нагрузка на эти 
балки распределяется поровну. При определении необходимых разме

ров прямоугольного сечения используется формула Wx = , для
6

п В ъ л  Г)^
круглого -  Wx = ^  , для кольцевого -  Wx = ^  (1 -  с4 ) , где с = d/D.

3) Сравнивают массы m балок различных сечений через соотноше
ние площадей А :

™дв ■ ™кольц ■ ™пр ■ ™кр ~  ^к о льц  ■ ^ п р  ■ ^ к р  ■

Для остальных балок подбирают только двутавровые сечения.
4) Для одной из числовых балок проводят полную проверку проч

ности балки двутаврового сечения.
При поперечном изгибе в любой точке балки имеет место плоское 

напряженное состояние. Условие прочности в этом случае

^ ж е  j y  = > / С Г  2  + 3  Т 2  <  (J  .

Проверке подлежат 3 точки: 1 -  точка наиболее удалённая от ней
тральной оси; 2  -  точка на нейтральной оси; 3 -  точка перехода от 
стенки к полке двутавра.

В точке 1 |сг | = |сг|нацб; г = 0. Проверка проводится в сечении с 
наибольшим по абсолютной величине изгибающим моментом. Уело-

I I I JI/Y1
вне прочности |сг | наи6 =   < гг .

™ X
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В точке 2 а  -  0, |г | -  |г | наиб -  чистый сдвиг. Проверка проводит

ся в сечении с наибольшей по абсолютной величине поперечной си

лой. Условие прочности: г наиб
|е| наиб УX

ъv

и

Л
Величины момента инерции сечения J x, ширина сечения (стенки) b 

и статического момента половины сечения S°mc но берутся из таб

лиц сортамента для выбранного двутавра.
В точке 3 действуют как нормальные, так и касательные напряже

ния:

М . .  u i _ №
ошс
X

\ с г \ =  —  У > т  =

1 1 J x 1 1 J x b

Статический момент отсеченной части (полки) Sx можно вычис
лить как разность статического момента половины площади сечения 
двутавра (табличное значение) и статического момента половины пло
щади стенки. Вычисление напряжений проводится для сечения с наи-

1 2  2большим сочетанием М  и Q. Условие прочности: м сг + 3 г < сг .

5) Исследуют напряжённое и деформированное состояния в окре
стности точки, удаленной от нейтральной оси на hi4 (точка 4). Напря
жения в точке 4 определяются аналогично точке 3. Напряжённое со
стояние в точке 4 определяется напряжениями

<та — сг, та — Т, Ор — 0, Тр — —т.

• Определяют главные напряжения и положения главных площа
док аналитическим методом:

1

а '-п ~ 2
тпа 0 = -  arctg-

• Определяют главные напряжения и положения главных площа
док графическим методом ( с помощью круга М ора).
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• Определяют главные деформации:

• Определяют относительное изменение объёма тела: 
е= £ 1+ £ 2 +£'з -
• Определяют удельную энергию деформации тела:

1 Г 2 2 2 т
U о — -------- (7 1 ~\~ (7 2 + С Т ’ з - 2 / /  & 2 "*” ^ 2 ^  3 "*” ^ 3 ^ 1

• Определяют эквивалентные напряжения и оценивают проч
ность балки:

6 ) Определяют геометрические характеристики заданного попе
речного сечения.

• Изображают в масштабе форму поперечного сечения и опреде
ляют его характеристики в следующей последовательности:

• Делят сложное сечение на простые фигуры и определяют их

площади А 1 и моменты инерции J 1 , . / ' . . / ' относительно соб-
x i y i  x i y i

ственных центральных осей хг, у ,. Геометрические характеристики 
стандартных профилей берутся из сортамента.

• Выбирают применительно к поперечному сечению произволь
ную систему координат и, v.

• Относительно этой системы координат определяют положение 
центра тяжести всего сечения:

и,С

где и . у -  координаты центра тяжести, А 1-  площадь /-го сечения.
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• Проводят через центр тяжести сечения центральные оси х, у  
параллельные и, v.

• Используя формулы переноса, находят значения осевых и цен
тробежного моментов инерции всего сечения относительно централь
ных осей:

• / x = I  J ^ + b f . A 1 ;
2  =  1

J y = T  J y , + a r A i  ;
2—1

2= 1

где bj -  расстояние между осями x и хг; а г -  расстояние между осями 
У и у,.

• Определяют величину главных центральных моментов инерции
J  v , J ,, сечения и положение главных осей:х0 ’ У о

J = -Ъ 2

Jv = “то 2

а/  ^  ' 

■ /

J  2 +4.7 2

J x + J y  -  J  J x ~ J y  2+4. /л:, 2

J
а  о = -arctg х у

J x  J y 0

Определяют моменты сопротивления сечения при изгибе:
J х 0 J

*0 \у0
wv = - ,Т о

То

ТО|наиб |хо| наиб

где |х0| наиб , \Уо\наиб ~ координаты наиболее удалённых от главных 

центральных осей точек сечения, определяемые из формул 
х0 = x-cos а 0 + у  • sinа 0 ,
Уо =  у  • cos а0 -  х  • sin а 0 ,

а  о -  угол между осями х и х 0.
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• Определение грузоподъёмности балки. Наибольшую допусти
мую интенсивность распределённой нагрузки qmax определяют из усло
вия прочности балки при изгибе

7) Для одной из числовых балок определяют перемещения в задан
ных сечениях.

Перемещения в заданных точках балки определяются с помощью 
дифференциальных уравнений изогнутой оси. Дифференциальные 
уравнения составляются для каждого участка. Интегрируя уравнения, 
получаем уравнения углов поворота, при повторном интегрировании -  
уравнение прогибов.

Чтобы составить уравнения, необходимо для каждого участка на
писать выражения изгибающего момента для произвольного сечения 
на расстоянии z от начала координат. Начало координат можно распо
лагать как на левой границе участка, так и на правой границе, ось у  
перпендикулярна оси бруса и направлена вверх, ось z -  вдоль оси бал
ки. Начало координат может располагаться и вне границ участка.

Постоянные интегрирования определяются из граничных условий, 
которые назначают исходя из условий закрепления и сопряжения гра
ниц участков: на шарнирных опорах прогибы у  равны нулю; в заделке
прогибы и углы поворота в  = у 1 равны нулю; на границах участков -  

>’,■=>’,■+1 , у  ] —>’/+ |, если z ;- и z i + 1  направлены в одну сторону,

y i — у  , у  j —— у  , если z (h z направлены в разные стороны.

Для определения перемещений в заданном сечении необходимо в 
уравнения прогибов и углов поворота подставить координату z этого 
сечения. Правило знаков: при у > 0 -  прогиб вверх; при в>  0 -  поворот 
сечения происходит в направлении против часовой стрелки, если нача
ло координат слева, и по часовой стрелке -  если начало координат 
справа.

\к \ наиб -  численный коэффициент, берётся
из эпюры М.

Тогда qmax <max
наиб
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2.3 Пример выполнения работы
1) Построение эпюр поперечных сил Q, изгибающих моментов 

М  и формы изогнутой оси балок.
Пример 1. Балка (рис. 5) шарнирно закреплена по концам и нагру

жена сосредоточенной силой /■', = 2qa, парой сил А/, = Зцсг и рав
номерно распределенной нагрузкой интенсивностью qi = 2q.

1 Определяем количество и границы силовых участков. Данная 
балка имеет два участка. Обозначаем границы участков А, В, С.

2 Определяем реакции опор А  и С, предполагая, что обе реакции 
направлены вверх:

^ М А = Rc - З а -2q-2a-2a  + 2qa-a + 3qa2 =0;  Rq = qa\

У^МС = —RA -3a + 3qa2 -  2qa-2a + 2q-2a-a = 0; RA =qa.

Знак плюс указывает, что выбранное направление RA и Rc оказа
лось правильным. Направляем обе реакции вверх и записываем их зна
чения на рисунке 5. Реакцию опоры, получившуюся со знаком минус, 
следует направить вниз. Проверяем верность вычисленных реакций:

= qa + 2qa -  2q -2а + qa = 0 .

3 Строим эпюру поперечных сил.
Первый участок (АВ). Воспользуемся методом сечений. Мысленно 

отсечем часть балки в пределах первого участка на расстоянии z, от 
левого конца балки (рис. 5, а) Отбросим правую часть и рассмотрим 
равновесие оставшейся левой части. Поперечная сила Q численно рав
на сумме проекций на вертикальную ось всех внешних сил, действую
щих левее нашего сечения:

Q ( z 1) = Ra =qa = const.

Строим эпюру Q в виде прямой, параллельной оси бруса, на рас
стоянии qa выше нулевой линии.

Второй участок {СВ). Как и ранее, воспользуемся методом сечений 
(рис. 5, а), направив ось z 2 o t  сечения С  влево.

Полученное выражение является линейной функцией. Следователь
но, поперечная сила на втором участке ограничивается прямой линией, 
наклонной к нулевой. Для построения эпюры Q на этом участке доста
точно определить значения поперечных сил на границах участка:

Q ( z 2 ) = - q a  + 2 4 -z2 .

Qc = Q (z 2=°) = - ^ ;
Qb =Q ( z2 =2a) = -q a  + 2q-2a = 3 qa.
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3qa
Рисунок 5 -  Построение эпюр поперечных сил 

и изгибающих моментов
На рис. 5, б изображена эпюра Q. Видно, что на втором участке 

эпюра пересекает нулевую линию. Представляет интерес найти коор
динату г с е ч е н и я  балки, в которой поперечная сила равна нулю. Для

этого приравняем выражение Q ( z 2) = -  qa + 2 q z 32 и получаем

Э Ч а  п  гz 2 = - — = 0,5а .
2 2  q

Из полученного выражения видно, что для вычисления координаты zэ 
на участках с равномерно распределенной нагрузкой необходимо раз
делить величину поперечной силы в начале участка (qa ) на интенсив
ность распределенной нагрузки ( 2 q).
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Следует обратить внимание на то, что значения QB, вычисленные 
по первому и второму участку, отличаются на величину приложенной 
в этом сечении силы, т.е. в сечении В  наблюдается скачок на 2qa.

4 Строим эпюру изгибающих моментов.
Для этого также воспользуемся методом сечений (рис. 5, а) Изги

бающий момент в данном сечении численно равен сумме моментов 
относительно центра тяжести сечения всех внешних сил, действую
щих по одну сторону от этого сечения.

Первый участок:
'у

M(z±) = -3qa +qa-zi.
Это уравнение прямой, для построения которого достаточно знать 

значения М  на границах участка:
М А =M(z\ =0) = -3qa2 ;

9  9М в = M (zl =a) = -3qa +qa-a = -2qa  .
Второй участок:

М  (z  2) = qa ■ z 2 -  2q ■ z 2 ■—  = q a z 2 - q z 22.

Изгибающий момент на втором участке описывается уравнением 
второго порядка, т.е. имеет вид параболы, для построения которой не
обходимо не менее трех точек:

М с = M (z2 =0) = 0;
МэКстр = M (z2 = 0,5а) = qa ■ 0,5а -  2q • 0,5а 2  = 0,25 qa2 ;

2  2М в = M (z2 =2а) = qa-2а -  2q ■ 2a = -2qa .
Ha рис. 5, в показана эпюра изгибающих моментов. Следует обра

тить внимание на то, что значения М  в сечении В, вычисленные по 
первому и второму участкам, совпадают.

5 Изображаем форму изогнутой оси балки (рис. 5, а).
При этом используем знаки на эпюре изгибающих моментов, пра

вила знаков для М  и следим за сопряжением линий с выпуклостью 
вверх и вниз.

Пример 2. Балка (рис. 6 ) шарнирно закреплена в трёх сечениях, 
имеет промежуточный цилиндрический шарнир и нагружена сосредо
точенной силой F 2 = qa, парой сил т 2 = 2qa2 и равномерно распре
делённой нагрузкой интенсивностью q \ =2q.

1 Определяем количество и границы силовых участков. Данная 
балка имеет четыре участка. Обозначаем границы участков А, В, С, 
D, Е.
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2 Определяем реакции опор А, С  и Е, предполагая, что все реакции 
направлены вверх. Для определения реакции в опоре Е  составляем до
полнительное уравнение статики, выражающее равенство нулю момен
тов всех сил, действующих справа от промежуточного шарнира D. Ре
акции опор А  и С  определяются из уравнений равновесия всей балки:

Y M n£ ae = RE -a-2q-a-0 ,5a = 0; RE = qa;

'y'jM A = qa-4a + qa -3 a -  2q-4a-2a + Д- • 2a + 2qa2 =0;
Rq = 3,5 qa;

= qa-2a + qa - a + 2qa2 -  RA • 2a = 0; RA = 2,5qa.

qa

2,5 q a
qa

qa0,5 q a

qa

M

qa

Рисунок 6  -  Построение эпюр Q и M  методом 
характерных сечений
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Знак плюс указывает, что выбранное направление RA, R c и RE 
правильно. Направляем все реакции вверх и записываем их значения 
на рисунке 6 , а. Проверяем правильность вычисленных реакций:

3 Строим эпюру поперечных сил и изгибающих моментов.
Построение эпюр можно значительно ускорить, используя способ 

так называемых "характерных сечений". Характерными считаются се
чения, ограничивающие участки бруса, и сечения, в которых попереч
ная сила меняет знак, плавно изменяя величину (в таких сечениях из
гибающий момент достигает экстремального значения).

Суть способа состоит в том, что величины Q и М определяют толь
ко в характерных сечениях, а затем с учетом свойств эпюр поперечных 
сил и изгибающих моментов производят построение эпюр.

Построение эпюр начинаем с левого конца балки.
В сечении А, где приложена сила RA = 2 ,5 qa, на эпюре попереч

ных сил (рис. 6 , б) наблюдается скачок на величину этой силы по ее 
направлению (вверх). Скачки на эпюре Q наблюдаются также в сече
ниях С, D  и Е, где приложены сосредоточенные внешние силы. В этих 
сечениях на эпюре М  наблюдается излом. В пределах всех четырех 
участков действует равномерно распределённая нагрузка интенсивно
стью q, поэтому эпюра Q на всех участках ограничивается прямыми 
линиями, наклонными к нулевой. Углы наклона этих прямых одинако
вы (т.к. интенсивность распределённой нагрузки на всех участках по
стоянна). В сечении В  приложена сосредоточенная пара сил тх = 2qa . 
В этом сечении на эпюре Q изменений нет, а на эпюре М  (рис. 6 , в) 
наблюдается скачок вниз на величину этой пары сил.

Вычислим значения Q и М.
На втором (ВС) и четвертом (1)Е) участках эпюра поперечных сил 

пересекает нулевую линию. Определим абсциссы точек пересечения

Построение эпюр можно вести по левым силам: 
0  =2,5qa = 0,5qa;
QB -  2,5qa - 2 q - a  = 0,5qa,

Ос(лев) = 2,5qa -  2q ■ 2a = 1,5qa',
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Mg = 2,5qa ■ a -  2q • a • 0,5a = 1,5qa2;

M g = 2,5qa ■ a -  2q ■ a ■ 0,5a -  2qa2 = -  0,5qa2 ;

M Жстр — 2 ,5qa ■ 1,25a — 2q ■ 1,25a ■ 0,625a -  2qa2 —- 0 , 4375qa2;
9 9M c (лев) = 2,5qa ■ 2a -  2q ■ 2a ■ a -  2qa = -q a  .

Вычисление внутренних сил в остальных характерных сечениях 
удобнее вести по правым силам:

Qe = - 4 q ;

= -q a  + 2q -a = qa;

Qi) = -  qa + 2q • a -  qa = 0 ;

Qq = -q a  + 2q-2a -  qa = 2qa ;

Qq (прав) = -  qa + 2q ■ 2a -  qa -  3,5qa = - 1,5qa;

М ЛЕ = 0;

M жстр - q a - 6 ,5 a - 2 q - 0,5a ■ 0,25a = 0,25qa ;

M D = qa ■ a -  2q ■ a ■ 0,5a = 0;
о

M c (прав) = qa ■ a -  2q -2a ■ a + qa ■ a = -  qa .
Следует обратить внимание на то, что внутренние силы в одном и 

том же сечении, вычисленные по левым и по правым силам, совпада
ют. Этим свойством внутренних сил можно пользоваться для проверки 
правильности определения Q и М.

4 Изображаем форму изогнутой оси балки (рис. 6 , а).
При этом используем знаки на эпюре изгибающих моментов, пра

вила знаков для М  и следим за сопряжением линий с выпуклостью 
вверх и вниз, кроме шарнира D.

Пример 3. Балка (рис. 7) шарнирно закреплена в двух сечениях и 
нагружена сосредоточенной силой 1<\ 50 кН, парой сил пь 30 кНм и
равномерно распределённой нагрузкой интенсивностью q\ = 30 кН/м.

1 Определяем количество и границы силовых участков.
Данная балка имеет четыре участка. Обозначаем границы участков 

А, В, Ck D.
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44,36 кН
30 кН/м28,36 кН

^  ̂  - - -у - £ 4 -  - - - - - - '(■' А \т
■ Ъ  ^  50 кН

1,1 м 1,1 м1,1 м

28,36

11,36

61,36 44,36

30,65

М 1 кНм

Рисунок 7 -  Эпюры Q и М  для числовой балки

2 Определяем реакции опор В  и D,  предполагая, что они направле
ны вверх. Для определения реакций составляем уравнения статики:

Y M B = r d ■ 2,2 -  30 • 2 , 2 -1 , 1  + 50 • 1 , 1  -8 0  = 0 ,
RD = 44,36 кН;

Y m d = - 8 0 -  RB -2,2 + 30 -2,2-1,1 -50-1,1 = 0,

Rb = -28 ,36 kH .

Знак минус означает, что направление Rb противоположно выбран
ному, поэтому направляем RB вниз, a Rd — вверх. Проверяем правиль
ность полученных реакций:

Y ?  = -28,36 -3 0  -2,2 + 50 + 44,36 = 0.

3 Строим эпюру поперечных сил и изгибающих моментов. По
строение эпюр проводим, используя способ характерных сечений.
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По левым силам:
0 = 0 ;  0 = 0 ;  0 = - 2 8 , 3 6 к Н ;

0  {лев) = -28,36кН -30• 1,1 =-61,36кН 

М пА = 80кНм; М в = 80кНм;

М с {лее) = 80 -  28,36 • 1,1 -  30 ■ 1,1 • 0,55 = 30,65кНм;
По правым силам:
0 )  = —44,36кН; 0  = -4 4 ,3 6  + 30-1,1 = -11,36кН;

Qc(npae) = -44,36 + 30 -1,1 -5 0  = -  61,36кН;

M D = 0; М с (прае) = 44,36-1,1-30-1,1-0,55 = 30,65кНм; 
Сравниваем:

0 (л е е )  = Qc(npae) = -61,36кН ; М с {лее) = М с {прае) = 30,65 кНм. 
Строим эпюры Q (рис. 7, б) иМ (рис. 7, в).
4 Изображаем форму изогнутой оси балки (рис. 7, а). При этом ис

пользуем знаки на эпюре изгибающих моментов, правила знаков для М  
и следим за сопряжением линий с выпуклостью вверх и вниз. 

Аналогично строятся эпюры для всех десяти балок.

2) Расчёт на прочность.

1 Подбираем размеры поперечного сечения балки (см. рис. 7) из 
условия прочности при плоском изгибе:

I | \^ \н а и 6  ^ ^ я а г /б  80-103 3
СГ = ------------------- <  СГ Wv >------- ------------ =  -  =  500СМ .I I наиб ^  а  160-10

а) Двутавровое сечение: Принимаем [4] двутавр № 30а: h = 300 мм,
b = 145 мм, 5  = 6,5 мм, t = 10,7 мм, Wx = 518 см3; А = 49,9 см2;

X  = 7780 см4, S i  =292 см 3.
б) Прямоугольное сечение h/b = 2:

2 — I
3

/3 -W 13-500 
Ъ = з  £ = з  =9,09 см, h = 2 - 9,09 = 18 ,18  см.

w  = b_AS= b . ( 2 b f  = 2 ь3[

'у
Принимаем [5] /г = 18,5 см, Ъ-9 ,5см , Апр—9,5-18,5 = 175,8см .
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в) Круглое сечение:
w  я -D3 n J32-Wx /32• 500
wx = —^ l  D = ? ------- ~ = f l ------ =17,21 см.

32 V л  V л
1 'у ^ 2

Принимаем [6 ] D  = 17,5см. Акр = -------—  = 240,53 см2.

г) Кольцевое сечение с = d/D  = 0,8:
1ТГ я -D3 п ~  I 32-Wx I 32-500 С 1
wx = —— G - c  ); 7 ) = з  - — =-з ----- - — = 20,51 см.

32 у я ' (1 — с ) у я - ( 1 - 0 ,8 )

. 2 1 2
Принимаем [7] 1) = 21.0см. A/M/ti/f =— - — (1-0 ,82) = 124,7 см2  .

2 Сравниваем массы балок различных сечений:
™-дв ■ ™кольц ■ ™пр ■ ™кр ~  -4дв • ^ко льц  ■ ^ п р  ■ ^ к р  ~

= 49,9:124,7 :175,8:240,5 = 1:2,50:3,52:4,82.
Следовательно, при плоском изгибе самым экономичным является 

двутавровое сечение.
3 Полная проверка прочности балки.
1 -  опасная точка: Сечение А — с наибольшим по абсолютной вели

чине значением изгибающего момента. М  — 80кНм, О = 0.

300сто ) = Л 1 / о = 8 0 ‘ 1 ( ) 3

2J  х 7780-10 “ 

ег(1) < [сг], условие прочности выполняется.

у  = -154,4 МПа

2 -  опасная точка: Сечение С л -  с наибольшим по абсолютной ве
личине значением поперечной силы. Q = — 61,3 6  кН .

г™ = Q 'S ’ = - 61.3 6 1 0 ; - 2<,210;= -3 5 ,4 М П а  
J х -Ь(у)  7780-10 8 -6,5-10 3

[т] IV = = 92,4МПа; I г (2) I < [ r ] IV , условие прочности
л/3 л/З 1 1

выполняется.
3 -  опасная точка: Сечение В п -  с наибольшим сочетанием изги

бающего момента и поперечной силы. М  = 80 к! 1м; (? = —28,36кН.



, (1) _ M  „ ( 1 ) 80-10-
o' = —  У =-

J x ' 7780-10"
^ - 1 0 , 7  1-1 0 ~ 3 = -143,2МПа;

г 3  = ^  = - ^ 3 6 - 1 0 3-228,9-10-б = _ 128М Па;
J x -b(y) 7780-10 -6,5-10

а эквш = д/(Т2 + 3• г 2 = д/143,22 +3-12,8 2 =145,5МПа, условие

прочности выполняется.
4 Строим эпюры нормальных и касательных напряжений по высоте 

двутаврового сечения (рис. 8 ):
з

3  - -  = -12,8- —  = -0 ,57М П а; 
В 145

s :
ciomc
°х(3)

- =  - 12 , 8 -
292

228,9
= — 16,3 МПа.

3) Исследуем напряжённо-деформированное состояние в точке 4.
1 Определяем напряжения

300 , 10_3 
4

у = -77,2М Па;-О ) М у (1) 8 0 ' 1 0

J x 7780-10~8

= 2 9 2 -1 -0 ,6 5 - f ^ l  = 273,7 см3.

МПа МПа154,4
J L

0 — 16,3

0,65154,4
Рисунок 8  -  Эпюры нормальных и касательных напряжений 

по высоте двутаврового сечения
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Q-sr:
т = - x(4) -28,36-103 -273,7 -1СГ6  

'-2~J x ■b(y) 7780-10“ -0,65-10
= -15,ЗМПа.

2 Показываем напряжённое состояние в окрестности точки 4 (рис. 9).

Р

11Л МПа

<тв = -77,2М П а; 

га =-15,3 МПа; 

а р =  0 ;

<7 „ = 15,ЗМПа.
15,3 МПа

Рисунок 9 -  Напряжённое состояние в точке 4

3 Определяем главные напряжения и положение главных площадок 
аналитическим методом:

( 7 „ + ( Г ,

=-
II

TJ L ± l у} (а а ~ °  р) 2 + 4 г 2  =+  ^  L a t2 2

77,2 2  +4-15,32 =38,6 + 41,52;-77,2 1 — + —
2 2

o-j = 0 -! =-38,6 + 41,52 = 2,92МПа; сг2 =0; 
! =  - {

15,3

о-п =о -3 = -38,6 -41,52 = -80,12МПа
- г ,

tga0 =-
-77,2 + 80,12

= 5,24; а 0 =79,2о.

4 Определяем главные напряжения и положение главных площадок 
графическим методом (рис. 1 0 ):

т, МПа

-40

-80 -40 о, МПа

40

Рисунок 10 -  Определение главных напряжений 
графическим методом
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5 Определяем главные деформации:

^  = ~  + 1 .92-0,3 . (-80,12) j= 1,348 • 10 4;
Ь  2 - 1 0

е 2 = ~  h - M '( < ? 3 + <ri) h 0,3-(-80,12+ 2,92) 1=1,158.К Г4;
£L Z  • Ш

е 3 = ~  ^ з - м . ((Тз + (Тз) = - i — . h  80,12-0,3-(2,92) > -4 ,0 5 0 -1 0  ~4. 
lL Z  • 1U

6  Определяем относительное изменение объёма детали: 
e = s l + s 2 + s 2 = (1,348 + 1,158 -  4,05) -10 4 =-1,544-10 4 -  объём

уменьшается.
7 Определяем удельную энергию деформации тела:

U° = J e  ^  + С Г 2 + С Т з 2  _ 2 / / ^ г1 с г 2 + о- 2 сг3 + сг3 (Tj _̂ _=

1012 ■  —

= 2 .2 .10п k 9 2 2 + ( - 8 °Д2) 2 -  2 -0,3- <-80,12-2,92 ^_= 16,42кДж/м 3.

8  Определяем эквивалентные напряжения и проверяем прочность: 

(Тэ,вш =a / ( j 2  + 4 ^ 2 = л / ( - 7 7 ,2 ) 2 +4-15,3 2 =83,04М Па < [ <т ] -
условие прочности выполняется.

а эм!1у =V<72 + 3 -Г 2 = V ( - 7 7,2 ) 2 +3-15,32 =81,62М Па < [ <т ] -

условие прочности выполняется.
4) Определяем геометрические характеристики поперечного 

сечения.
1 Изображаем в масштабе форму поперечного сечения (рис. 11).
2 Делим сложное сечение на две простые и определяем их площади 

и моменты инерции относительно собственных центральных осей. Для 
стандартных профилей геометрические характеристики берем из сор
тамента.

1) Швеллер № 10 [2]: h = 100 мм; b =46 мм; 5  = 4,5 мм; t = 7.6 мм; 

А 1 = 10,9см2 ; J 1 =174см4 -, J lyy = 20,4 см4 ; J 1 =0; х 0  =1,44см.

2) Неравнополочный уголок № 4/2,5/0,4 [3]: В = 40 мм; b = 25 мм; 

1 = 4  мм; х0 = 0,63 см; у 0 = 1,37 см; А11 = 2,47 см2; - J y =1,18 см4 ;

jly2 =J x = 3 ,9 3 сл /; J um[n — 0,71 см4 ; lg a  = 0,381.
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Вычисляем центробежный момент инерции уголка:

J x2y 2 =J xy = J x ~ J umm ' t g a = -  3 ,93-0 ,71  ■ 0,381 = -1 ,2 2 7 см4

Рисунок 11 -  Определение геометрических 
характеристик сложного сечения

3 Выбираем произвольную систему координат и, v (рис. 11) и опре
деляем положение центра тяжести всего сечения относительно этой 
системы координат:

и\ = Ъ1 — у q =4,6 — 1,44 = 3,16 см ; vlc = hlД  =10/2 = 5,00 см; 

и1}  = Ъ1 +уо = 4 , 6 + 1,37 = 5,97 см;

v? =hl -Ъ 11 +х$ = 1 0 -2 ,5 +  0,63 = 8,13см;

3,16-10,9 + 5,97-2,47Л  /(I , „ п  л \  ыс • А ыс • А
А 1+А 11 

vlc -Al +vlJ - A 11 
А 1+ А и

10,9 + 2,47

5-10,9 + 8,13-2,47 
10,9 + 2,47

= 3,679 см'

-  5,578 см.

4 Проводим через центр тяжести сечения центральные оси х, у  
(рис. 1 1 ), параллельные и, v.

5 Используя формулы переноса, находим значения осевых и цен
тробежного моментов инерции всего сечения относительно централь
ных осей:
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\  = v lc —v c =5-5 ,578  = -0,578 c m ;  a l = u lc —u c = 3,16-3,679 = -  0,519c m ;  

b , =  v 1}  -v„ =8,13-5,578 = 2,552c m :  a , =  u 1}- u „  =5,97-3,679 = 2,291 c m ;

J x = 4 i + b f . A l +4 2 + b l A l

=  1 7 4  +  0 , 5 7 8 2 - 1 0 , 9  +  l , 1 8  +  2 , 5 5 2 2 - 2 , 4 7  = 1 9 4 , 9 c m 4 ;

J y = J у i + af • ^  + J y 2 + 02 • A^ =
=  2 0 , 4  +  0 , 5 1 9 2 • 1 0 , 9  +  3 , 9 3  +  2 , 2 9 12 • 2 , 4 7  =  4 0 , 2  c m 4  ;

J x y  _ ^ Х 1У1 + a l - A 1 + J x 2 y 2 -a2 -b2 -A -

= (-0,519)- (-0,579) ■ 10,9 -1,227 + 2,291 • 2,552 ■ 2,47 = 16,49 cm4 . 

6  Определяем величину главных центральных моментов инерции
J  v , J ,, сечения и положение главных осей:

Л о у  о

./ J x + J y  ±д/  J x ~ J y  2 + ^ ' J x y 2

” 2

= 117,55 ± 79,09:

194,9 + 40,2 ± 9 -4 0 ,2  2  + 4• 16,492

J  = 117,55 + 79,09 = 196,6 cm4 ;

J yQ =117,55-79,09 = 38, 5 c m

J
tq a  о =

J x  J y 0

-16,49 
194,9-38,5

= -0,105:

a  о -  arc tg (-0,105) = — 6 ,02°.
Строим главные центральные оси х0, _)+ (рис. 11).
7 Определяем координаты наиболее удалённых от главных осей 

точек сечения.
Точка I: х = 6 1 +/гп — ис =4,6 + 4 — 3,679=4,921 ом;

>-=/*! -  6 П -  vc = 1 0 -2 ,5 -5 ,5 7 8  = 1,922 см. 
х0 -  х  • cos а 0 + у  ■ sin а 0 -

= 4,921 • cos ( - 6 ,02°) +1,922 • sin ( - 6 ,02°) = 4,692см.
Точка II: х = 0 - и с = -3,619 см; у  = 0 - v c =-5,518 см.
у0 = у - cosa0 - x -sm a 0 =

= -  5,578 • cos ( - 6 ,02°) + 3,679 • sin ( - 6 ,02°) = -  5,933 см.
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IX 0 | наиб =  4 >'6 9 2  C M '- | J  0 | наиб =  5,933 CM.

Вычисленные значения координат можно проверить измерениями 
на рисунке 1 1 .

8  Определяем моменты сопротивления сечения при изгибе:

ТТГ Ы  196,6 3Wr =i— j------=  = 33,1 см ;
° Ы н а и б  5,933

Iw ^ Уо 38,5-103 зW =-— j-------= ------------- = = 8 , 2 1  см .
Ы н а и б  4,692-10“6

9 Определяем грузоподъемность балки с заданным сечением. 
Наибольшую допустимую интенсивность распределенной нагрузки

Я max определяем из условия прочности балки (см. пример 2 ) при изги
бе в плоскости наибольшей жесткости:

I I наиб ,  I  д , I 1 с  2\<г \наиб=—^ ------^ , где \ М \ наиб =1,5 да  .
х0

[cr]-Wx 160 -106 -33 1 -10 6
Тогда qmax = 2° = ---------- — -f2-------- = 2,92 кН/м.

1,5 -а 2 ■ 1,1
5) Определение перемещений.
Составляем выражения изгибающего момента для произвольных 

сечений на каждом участке балки (см. рис. 7):
M (z l ) = 80; M (z 2) = 80 -28,36 z2  -1 5 z2 ;
M (z 3) = 44,36z3 - 1 5 z \ .
Составляем дифференциальные уравнения изогнутой оси балки для 

каждого участка и дважды интегрируем их:

EJxy[ =80;

1 ) EJxy\ = 80ZJ + Q ;

2) EJХУ\ = 40 z f  + Q  Zj + D1;

EJxy 2 = 8 0 -2 8 ,3 6 z2 - 1 5 z f ;

3) EJxy 2 =80z2 -14 ,18z | - 5 z |  +C 2;

4) EJxy 2 = 40 zf -  4,727 z3  -1,25 z24  + C2  z2  + D2 ;

EJхУъ = 44,36z3 -15 z | ;
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5) EJxy 3 = 22,18 zf -  5 z | + C3  ;

6 ) EJxy 3 = 7,393 z | -1,25 z 4  + C3z3 +D3 .
Составляем граничные условия и, подставляя их в соответствую

щие уравнения 1 ) -  6 ), определяем постоянные интегрирования:
I) при Zj = 0, y 1 = 0~,=>!)=> D x =0;
П )п р и г 2 =0, у2 = 0;=>4)=>1 ) 2  =0;
III) при z3 = 0, у 3 = 0; =̂> 6 ) =̂ >D 3 = 0;

IV) при zj = 0, z2  = 0, jy = - у2 ; =>1) м3) = - С 2 ;

V) при z2  =1,1 м, z3  =1,1м, у 2 — —Уз; =>3) и 5) =>

80-1,1-14,18-1,12 -5 -1 ,13  +С 2  =-22,18-1,12 +5-1,13  - С 3;
С2  = -8 4 ,3 7 -С 3;

VI) при z2  = 1,1 м, z3  =1,1 м, у2  = у 3 ; =>4) и 6 )^>

40-1,12 -4 ,727-1 ,13 -1,25-1,14 +С 2  • 1,1 = 7,393-1,13  -1 ,2 5 -1Д4 + С 3 -1,1; 
С2 = -29 ,33  + С3.
Решая систему уравнений, полученных из граничных условий IV), 

V) и VI), получим:
Q  =56,85 кНм2; С2  = -56 ,85  кНм2; С3  = -2 7 ,5 2  кНм2. 
Подставляем полученные коэффициенты в уравнения 1) -  6 ) и оп

ределяем прогиб и угол поворота в сечении А:
1) EJХу х =80zj +56,85;

2) EJXy 1 = 40z2 + 56,85 Zj;

3) EJxy 2 =80z2 -14 ,18z | - 5 z |  -56,85;

4) EJxy 2 = 40z2 -  4,727z2 -1,25 z3  -  56,85 z2;

5) EJxy 3 = 22,18 zf - 5  z] -27 ,52;

6 ) EJxy 3 = 7 ,393z| - l ,2 5 z | -2 7 ,5 2 z3 ;

40-1,l2 +56,85-1,1 -103

V4  = Л < > 1  =1Дм) = ----------   ------ = 7,14 мм;
2-10 -7780-10

40-1,1 + 56,85 -103

вА = y\(z\ = U M) =  п ^- = 6,48 рад.
2-10 -7780-10
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2.4Контрольные вопросы
1 Как определяют поперечную силу и изгибающий момент в про

извольном сечении балки?
2 Какие зависимости используют для контроля эпюр поперечных 

сил и изгибающих моментов?
3 Как распределяются нормальные и касательные напряжения по 

высоте балки?
4 Какие напряжения называют главными и какими свойствами они 

обладают?
5 Как вычисляют наибольшие касательные напряжения и на каких 

площадках они действуют?
6  Как с помощью круга Мора определяют величину и направление 

главных напряжений?
7 Как оценивается прочность балки при поперечном изгибе?
8  Какие оси называют главными осями поперечного сечения?
9 Из каких условий определяют постоянные интегрирования при 

решении дифференциальных уравнений изогнутой оси балки?
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3 Расчет плоской статически определимой рамы

3.1 Задание

Заданы схема плоской статически определимой рамы (рис. 12), 
размеры и действующие нагрузки (табл. 2 ).

Требуется:
построить эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих 

моментов;
подобрать размеры поперечного сечения;
определить линейные и угловое перемещения заданного сечения 

рамы.
В пояснительной записке следует представить схему рамы, вы

полненную в масштабе, эпюры поперечных сил, нормальных сил и из
гибающих моментов, эпюры от единичных нагрузок и все необходи
мые расчёты.

3.2 Порядок выполнения работы

1 По данным таблицы 2 и рисунка 12 изображают в масштабе схе
му рамы, соответствующей заданному шифру.

2 Определяют реакции опор рамы.
3 Строят эпюры нормальных сил N, поперечных сил Q и изги

бающих моментов М  на каждом участке рамы. Для криволинейных 
участков предварительно записывают аналитические выражения для N. 
Q и М.

4 Подбирают размеры поперечного сечения рамы из условия 
прочности только при изгибе по нормальным напряжениям. В расчётах 
учитывают, что материал рамы -  Ст. 3 с допускаемым напряжением 
[о] = 160 МПа.

5 Проверяют прочность подобранного сечения с учётом действия 
нормальной силы.

6  Определяют линейные и угловое перемещения в заданном сече
нии рамы с помощью интеграла Мора. На прямолинейных участках 
интегралы вычисляют способом Верещагина.
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59



Т а б л и ц а  2. Параметры статически определимой рамы

№ 
строки

№ 
схем

ы

т и
кН-м

т 2,
кН-м

F u
кН

F2,
кН

4и
кН-м

42,
кН-м 11,М /2,м /3, м

С
ечение

Форма поперечного 
сечения

1 4 2 0 0 40 0 15 0 3 2 4 А I -  двутавр

2 1 0 40 0 30 0 2 0 4 3 2 В J L -  два неравно
полочных уголка

3 7 -50 0 30 0 1 0 0 2 4 4 А II -  два двутавра

4 2 0 -40 0 2 0 0 - 15 3 2 2 В •  -  круг

5 3 30 0 - 2 0 0 - 1 0 0 4 4 2 А ] [ -  два швеллера
6 1 0 0 -30 0 2 0 0 2 0 2 3 4 В □ -  квадрат

7 4 40 0 -30 0 2 0 0 2 2 4 А о -  кольцо, с = d/D =  0,8

8 5 0 - 2 0 0 40 0 - 2 0 3 3 2 В -  два швеллера

9 6 -30 0 -40 0 - 15 0 5 4 3 А 1 1 -  четыре неравно
полочных уголка

0 9 0 30 0 - 2 0 0 15 3 5 4 В 1—| -  четыре равно- 
1—1 полочных уголка

я б в г д е
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в
3 м

Л

2  м
F2 = 20 кН

,q2 = 15 кН/-м 5)

НА = 42 кН 
^  = 16 кН Ср = 16 кН 

Рисунок 13 -  Расчётная схема рамы

5.5 Пример выполнения работы

Для рамы, изображённой 
на рисунке 13, построить 
эпюры нормальных сил, попе
речных сил и изгибающих 
моментов, подобрать размеры 
кольцевого поперечного сече
ния и определить линейные и 
угловое перемещения сечения 
D при следующих данных: 
q 2 = 20 кН/м, т ! = 40 кН-м, 
/ ; = 4 М, /  2  =  3 м , I 3  = 3  м ,  

с = d/D = 0 ,8 .

да; = 40 кН-м

Я Р =2кН

=16 кН;

VA = -16  кН;

Определим реакции опор:
^ М А =VE -5 -4 0  + 20-4 -15  -4-2 = 0,

Y , M c (np) = H E -4 -4 0  + 16-2 = 0, => Н Е =  2 кН;

J ^ M E = - V A - 5 -4 0 +  2 0 -4 -1 5 -4 -2  = 0,

с (лев) = - Н  А - 4 —15-4-2 —16-3 =0, => Н А = - 42 кН.

Проводим проверку: ^  х  =  -  42 +15 • 4 -  20 + 2 = 62 -  62 = 0;

Х у  = -16 +16 = 0 .
Строим эпюру нормальных сил (рис. 14, а).
На участке АВ: N  = 16 кН, на участке ВС и CD: N  = 42-15-4 = -18 кН, 

на участке DE: N  = -16 кН.
Строим эпюру поперечных сил Q (рис. 14, б).
На участке АВ :

Q(z) = 42-15-z, z 0 = ^ -  = 2,8 м Q А Q(z=0) = 42 кН,

Q а = G(z= 4 м) = -18 кН, на участке ВС и CD: Q = -16 кН, 
на участке DE: Q = -2 кН.
Строим эпюру изгибающих моментов (рис. 14, в).
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Рисунок 14 -  Эпюры внутренних сил

На участке АВ:

М  =42-z -
15- z ‘

при z = 0 М  = 0, при z 0 = 2,8 м - М э = 58,8 кН-м,

при z  = 4 m - M  =  4 8  к Н -m . Показываем расслоённую эпюру М  (рис. 1 4 ,  

в -  пунктирные линии).

М %  = 4 8  кН-м; М с = 0; М  = -32 кН-м; М Е = 0.

Подберём поперечное сечение, составленное из двух швеллеров, из 
условия прочности только при изгибе

J ]l 2 - J ]
W ][ =

W l >

IУ I наиб

\ м \
I I н а и б

IУ I наиб

58,8-103

■ = 2 -W

= 183,8 c m 3 .
2 -[cr] 2-160-10'

Полученному значению удовлетворяет швеллер № 22 с характери

стиками: W  ̂= 192 см 3, = 2110 см4, А^ = 26,7 см 2.X X
Проверим подобранное сечение по полному условию прочности:

\ м \

I наиб
наиб N  

+
58,8-10"

2 -Ж
16-103

2 -А 2-192-10 6  2-26,7-1СГ4
= 156,1 МПа< сг -

условие прочности выполняется.
Определим горизонтальное перемещение сечения D. Приложим в 

направлении искомого перемещения единичную силу, определим ре
акции опор от единичного нагружения и построим эпюру изгибающих

моментов М \  (рис. 15, а).
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Рисунок 15 -  Эпюры изгибающих моментов 
от единичных нагружений

Вычислим перемещения способом Верещагина
1  3 1 2  1  2  1 2  1  2  1 2

Е -J  -А, = — • 120• 4• — • — -  — • 168• 4• — • — -  — • 48• 3• — • — -
3 4 5 2  3 5 2  3 5

x D - А 1 -■

1 , 2 8  1
 32- 2-------+ - •

2 3 5 2
-381,87 • 103

- 4 - - - -  = -381,87кН м3. 
3 5

■ = -45,24мм.
2 - 1011 - 2 - 2 1 1 0 - 10~8 

Знак «минус» указывает на то, что направление перемещения про
тивоположно направлению единичной силы (рис. 15, а), т.е. сечение D 
движется влево.

Вертикальное перемещение сечения D равно нулю, т.к. эпюры М  2 

нулевые (рис. 15, б).
Определим угол поворота сечения D. Приложим в сечении D еди

ничный момент (рис. 15, в), определим реакции опор от единичного 
нагружения и построим эпюру изгибающих моментов М  з :

1 3 3 1 2 3 1 2 3E - J - A - ,  = -■ 120-4------------ 168-4------------- 48-3---------
3 4 5 2  3 5 2  3 5
1 2 2 1 2 2 9

 32 -2 ------------ 8 -4 ------- = -104 кНм2.
2 3 5 2 3 5

-104-10^
2 -1011-2-2110-10"

- = — 1,232 -10 —2 рад.

63



Знак «минус» указывает на то, что поворот происходит в сторону, 
противоположную направлению единичного момента (рис. 15, в), т.е. 
сечение D поворачивается против часовой стрелке.

3.4 Контрольные вопросы

1 Какую конструкцию называют плоской рамой?
2 Как определяют внутренние усилия в плоской раме?
3 Какие правила знаков используют при определении внутренних 

усилий в плоской раме?
4 Из какого условия прочности подбирают поперечное сечение 

плоской рамы?
5 Как записывается полное условие прочности для плоской рамы?
6  Как записывается интеграл Мора при определении перемещений 

в плоских рамах?
7 В чём заключается способ Верещагина для вычисления интеграла 

Мора?
8  В чём заключается разница вычисления угловых и линейных пе

ремещений с помощью интеграла Мора?
9 Как и для чего строят расслоённые эпюры?

4 Расчет плоской статически неопределимой рамы

4.1 Задание

Заданы схема статически неопределимой рамы (рис. 16), размеры и 
действующие нагрузки (табл. 3).

Требуется:
раскрыть статическую неопределимость;
построить эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих 

моментов;
подобрать размеры поперечного сечения, составленного из двух 

швеллеров.
В пояснительной записке следует представить схему рамы, изо

бражённую в масштабе, основную и эквивалентную системы, эпюры 
изгибающих моментов от заданных и единичных нагрузок с соответст
вующими схемами нагружения, эпюры нормальных сил, поперечных 
сил и изгибающих моментов и все необходимые расчёты.
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4.2 Порядок выполнения работы

1 По данным таблицы 3 изображают в масштабе схему рамы 
(рис. 16), соответствующей заданному шифру.

2 Определяют степень статической неопределимости рамы, отбра
сывают «лишние» связи и изображают основную (ОС) и эквивалент
ную (ЭС) системы. Записывают канонические уравнения метода сил.

3 Изображают схемы нагружения основной системы заданными на
грузками и единичными усилиями по направлению отброшенных свя
зей. Строят соответствующие эпюры изгибающих моментов.

4 Вычисляют коэффициенты и свободные члены канонических 
уравнений. Интегралы Мора вычисляют по способу Верещагина.

5 Решают канонические уравнения метода сил и определяют неиз
вестные усилия.

6  Определяют реакции опор в эквивалентной системе и проводят 
генеральную проверку решения, заключающуюся в определении пере
мещений в новой основной системе по направлению новых отброшен
ных связей. Решение верно, если эти перемещения равны нулю. До
пускаемая погрешность решения -  не более 3%.

7 Строят эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих 
моментов для заданной рамы.

8  Подбирают поперечное сечение рамы, составленное из двух 
швеллеров, из условия прочности при изгибе. В расчётах учитывают, 
что материал рамы -  Ст. 3 с [сг] = 160 МПа.

9 Проверяют прочность подобранного сечения с учетом действия 
нормальной силы.

4.3 Пример выполнения работы

Для рамы, изображённой на рис. 17, а, раскрыть статическую неоп
ределимость, построить эпюры нормальных сил, поперечных сил и 
изгибающих моментов, а также подобрать поперечное сечение, состав
ленное из двух швеллеров, при следующих данных: F  = 50 кН, 
q = 25 кН/м, [о] = 160 МПа
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Т а б л и ц а  3. Параметры статически неопределимой рамы

№ строки № схемы Л,м /2,м /3,м q , кН/м кН т , к 11 • м

1 1 1 2 3 15 2 0 0

2 2 2 4 1 2 0 0 -40

3 3 3 2 4 25 -40 0

4 4 1 3 2 30 0 2 0

5 5 2 4 3 35 60 0

6 6 3 3 4 40 0 40

7 7 4 2 3 - 15 -30 0

8 8 1 3 3 - 2 0 0 -30

9 9 2 4 4 -25 50 0

0 1 0 3 2 2 -30 0 2 0

а б в г <) е
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Рисунок 17 -  Расчётная схема, основная и эквивалентная 
системы статически неопределимой рамы

Рама два раза статически неопределима. За лишние неизвестные 
принимаем реакции в промежуточном шарнире D и изображаем ос
новную (рис. 17, б) и эквивалентную системы (рис. 17, в). Запишем 
канонические уравнения метода сил:

Изобразим схемы нагружения основной системы единичными на
грузками, соответствующими отброшенным связям (рис. 18, а, б), и 
раздельно -  заданными нагрузками (рис. 18, в). Строим эпюры изги
бающих моментов M i,  М г  и М Р (рис. 18, г). Эпюры расслаиваем.

Рисунок 18 -  Эпюры изгибающих моментов для раскрытия 
статической неопределимости

Вычислим коэффициенты и свободные члены канонических урав
нений. Для вычисления интеграла Мора используем способ Вереща
гина:

^ 1 1  + ^12^2 + ^1F ~ О’
^ 2 1 ^ 1  + ^ 2 2 ^ 2  +  А 2 F  = 0-

jjcn333*”

.25 кН/м



E - J - S n  = + 2-2-2 + (—• 2-2- —-2)x2 = 13,33 м 3;

E - J - S 77 = — • 2 • 2 • — -2 = 2,667 м 3; 
2 3

E - J - S l2 = | - 2 - 2 - 2  = 4 , 0 0 m 3 ;

1 1
E - J - A lF = - -100-2-- -2 -2-2-(200  + --2 0 0 ) = -1066,7 кНм3;

E - J ■ A 2p  - -•2 -2 -(2 0 0 +  --2 0 0 ) = -6 6 6 ,7  кНм3; 
2  3

Подставим найденные значения коэффициентов в канонические 
уравнения

1 3 , 3 3 3 - X j  +  4 , 0 0 0 - Х 2  - 1 0 6 6 , 7  =  0 ;

4 , 0 0 0 - 2 ^ +  2 . 6 6 7 - Х 2  - 6 6 6 , 7  =  0 .

Совместное решение уравнений даст 36, = 9,09 кН, Х 2 = 236,4 кН. 
Подстановкой значений Х х и 1 2  в канонические уравнения убеждаем
ся, что уравнения решены верно.

Определим с помощью уравнений статики реакции опор в эквива
лентной системе от заданных нагрузок и найденных значений Х х, Х 2 
(рис. 19, а).

а)
9.09 кН

136,4 кН
.25 кН/м

m  н и  х
б)

90,98 кН-1

9,09 кН
D

50 кН* Т г9,09 кН
236,4 кН Е\ 59.09 кН

„ о  о N  2.36,4 кН 118,2 кН-к
Г

в)
\А  В,

■25 кН/м
Ш Б ,

D
50кН 

Х А

Рисунок 19 -  Первоначальная эквивалентная (а), 
новые основная (б) и эквивалентная (в) системы

Проведем генеральную проверку решения. Для этого выбираем но
вую основную систему (рис. 19, б), отбрасывая в опоре Е  две лишние 
связи, препятствующие повороту сечения и линейному перемещению 
по вертикали. Изобразим новую эквивалентную систему (рис. 19, в).
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Вычислим в новой эквивалентной системе угловое перемещение се
чения Е  отдельно от заданных сил и отдельно от новых «неизвестных». 
Для этого изобразим схемы нагружения новой основной системы еди
ничной парой сил, приложенной в сечении Е  (рис. 20, б), и построим
эпюру изгибающего момента М  4 (рис. 20, г ) ,  вычислив предваритель
но реакции опор, а также эпюру М  в эквивалентной системе (рис. 20, в).

136,4 кН
а) Л 25 кН/м

9.09 k H J  А ВУЛ I  4 1  4 I

ттЛ,90,98 кН-м

9,09 кН 
236,4 кН

в)

Е

118,2 кЕРм1 

90,98

D
50 кН 1 9,09 кН

59.09 кН

‘ 236,4 кН

18,18

272,8" /200

(ГГ). кНм

118,2

б)

1/2

г)

М

Рисунок 20 -  Эпюры изгибающих моментов 
для генеральной проверки

Перемножая эпюры М  и М  4 способом Верещагина вычислим 
угловое перемещение сечения Е:

E - J -Ал = [ м -М 4  -dz  = 90,98-2-1 - -2 7 2 ,8 -2 -1  + - 1 8 ,18-2- —-1+ 
4  J 2 2 3

+ — 118,2-2- — -1 = 272,88 -272,8  = 0,08кНм2 
2 3

1

Определим относительную погрешность решения: 
Е ■ J  • А 4 +Е ■ J  • А 4

. Ю0% = 0 , 0 8  ■ 100% = 0,029% < 5%.
E - J - A I  272,76

Аналогично определяется вертикальное перемещение сечения Е  и 
вычисляется вторая погрешность.
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Погрешность решения менее 5%, следовательно, статическая неоп
ределимость раскрыта верно.

Строим эпюры N, Q и М для рамы (рис. 21) в эквивалентной системе.
Нормальная сила
на участке АВ -  N  = 9,09 кН;
на участке ВС -  N  = 0;
на участках BD и DE -  N  = - 236,4 кН
Поперечная сила
на участке АВ -  Q = - 136,4 кН;
на участке ВС -  О = 25z: Qc = 6 (0 )  = 0 ,
QB = <2(4 м) = 25-4 = 100 кН; 
на участке BD -  Q = - 9,09 кН 
на участке DE -  Q = - 59,09 кН 
Изгибающий момент
на участке АВ -  М  = 90,92 - 136,4z\\ М А = М{ 0) = 90,92 кНм,
М в = М (2 м) = 90,92 - 136,4-2 = - 181,9 кНм;
на участке ВС -  М  = 12,5z 2:
на участке BD -  М  = 9,09z3: M D = М (  0) = 0,
М в = М {2 м) = 9,09-2 = 18,18 кНм; 
на участке D E - М  = - 59,09z4: M D = М (0) =0 ,
М в =М (2  м) = -  59,09-2 = - 118,18 кНм;

^ГТт-т--^

136,4 кН

59,09 ^

Рисунок 21 -  Эпюры внутренних сил
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Из условия прочности только при изгибе подберём поперечное се
чение, составленное из двух швеллеров:

J ]l 2 - J ]
j^][ -  f -  — = 2-W^

* Ы н а и б  IУ I наиб

w l IМ \наиб 200-103 3Wi. = -----------=    = 625 c m  .
2 - a  2-160-10

Полученному значению удовлетворяет швеллер № 40 с характери
стиками: fF^ = 7 6 1 c M 3, ^4  ̂= 6 2 , 5  см 2.X

Проверим подобранное сечение по полному условию прочности:

I I \М \наиб Н 200 ■ 103 0 < /тег = -------— + - —^  = ------------ - -+ ------------------  = 131,4 МПа < & ~
наио 2 . W \  2 - А ] 2-761-10 2-125,69-10”4

условие прочности выполняется.

4.4 Контрольные вопросы
1 Какие рамы называются статически неопределимыми?
2 Как определяют степень статической неопределимости рамы?
3 Какую систему называют основной?
4 Каким требованиям должна удовлетворять основная система?
5 Какую систему называют эквивалентной?
6  Что выражают собой канонические уравнения метода сил?
7 Как определяют коэффициенты канонических уравнений?
8  В чём заключается генеральная проверка правильности раскры

тия статической неопределимости?
9 Из какого условия подбирают размеры поперечного сечения 

рамы?
10 Как записывается полное условие прочности для плоской рамы?
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5 Расчёт вала зубчатой передачи 

5.1 Задание

Заданы схема зубчатой передачи (рис. 22), число оборотов первой 
шестерни, передаваемая мощность, размеры, материал вала и коэффи
циент запаса (табл. 4).

Требуется определить диаметр вала АВ.
В пояснительной записке следует представить схему зубчатой пе

редачи, выполненную в масштабе, расчётную схему вала, эпюры изги
бающих, крутящих и эквивалентных моментов и все необходимые рас
чёты.

5.2 Порядок выполнения работы

1 По данным табл. 4 изображают в масштабе схему зубчатой пере
дачи, соответствующую заданному шифру.

2 Изображают расчётную схему вала.
3 По заданным значениям мощности и числа оборотов определяют 

момент и усилия, действующие на вал АВ.
4 Строят эпюры изгибающих моментов М г, М в в горизонтальной и 

вертикальной плоскостях.
5 Строят эпюру суммарного изгибающего момента М и.

6  Строят эпюру крутящего момента М к.
7 Вычисляют эквивалентные моменты по четвёртой теории пре-

V 2  2М и+0,15М к и строят

эпюру эквивалентного момента.
8  Подбирают диаметр вала по наибольшему эквивалентному мо

менту и заниженному значению допускаемого напряжения, исходя из 
условия прочности:

\ * наиб
М  3 K 6 j y  <Т_1

Wx ПСр

где пср -  среднее значение требуемого коэффициента запаса.
9 Определяют коэффициенты запаса прочности в предполагаемых 

опасных сечениях вала и сравнивают их с заданными значениями.
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Т а б л и ц а  4. Параметры зубчатой передачи

№
строки

ЛГ,
кВт

п ,
об/мин

D u
см

d 2,
см

D 3,
см

D 4, 
см

h,
см

1ъ
см

h,
см

Р ,
град

?,
град

а,
град

Коэффиц.
запаса

М арка
стали

1 45 700 16 40 30 55 8 2 0 24 0 1 2 0 2 0 1 , 1 .. 1,4 15

2 50 800 18 42 26 53 1 0 24 2 0 45 225 2 0 1 ,2 .. 1,5 35

3 55 900 2 0 44 24 51 1 2 2 0 2 2 90 315 2 0 1,3.. 1 , 6 45

4 60 1050 18 53 36 58 9 24 2 2 150 60 2 0 1,4.. 1,7 4 ОХ

5 65 1150 2 0 51 34 56 8 2 0 24 2 1 0 270 2 0 1,5.. 1 , 8 25ХНЗА

6 70 1 2 0 0 16 50 24 55 9 2 2 28 225 90 2 0 1 ,6 .. 1,9 12ХНЗА

7 75 1250 17 49 25 54 1 0 24 26 240 135 2 0 1 ,2 .. 1,5 18ХНЗА

8 65 1300 18 48 26 53 1 1 24 24 270 30 2 0 1,3.. 1 , 6 30ХГСА

9 60 1350 2 0 46 28 51 1 0 2 0 2 2 315 45 2 0 1 , 1 .. 1,4 30ХМА

0 55 1400 18 50 24 54 8 2 2 24 45 135 2 0 1,5.. 1 , 8 50ХН

а б в г д е
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Рисунок 22 -  Схема зубчатой передачи
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Примечания:
1 Концентраторами напряжений являются: под шестерней -  шпо

ночный паз, под опорой -  напрессованное внутреннее кольцо подшип
ника (давление напрессовки 20 МПа).

2 В расчётах учитывают, что поверхность вала шлифованная.
3 Если вычисленный коэффициент запаса прочности не соответст

вует заданному, то следует изменить диаметр вала и повторить расчёт 
на прочность.

5.3 Пример выполнения работы

Подобрать диаметр вала АВ зубчатой передачи, изображённой на 
рис. 22, при следующих данных: N  = 13 кВт, п = 1050 об/мин, 
D i = 28 см, D2 = 58 см, D3 = 26 см, D4 = 42 см, 1Х = 18 см, / 2 = 20 см, 
h = 20 см, [I = 135°, у = 180°, а = 20°, п мео& = 1,4...1,7, поверхность вала 
шлифованная, материал вала -  сталь 45.

Используя исходные данные, изобразим в масштабе схему зубча
той передачи (рис. 23, а). Покажем усилия Fu  и F43, действующие на 
зубчатые колеса 2 и 3 вала АВ.

Изобразим отдельно вал АВ с зубчатыми колесами 2 и 3 и дейст
вующими на них силами (рис. 23, б).

Изобразим расчётную схему вала (рис. 23, в), перенося усилия Fu  и 
F43 на ось вала, раскладывая их на вертикальные и горизонтальные со
ставляющие и добавляя моменты тъ т3.

Определим по мощности и числу оборотов моменты, действующие 
на вал:

Nт 2 =т з = ^ 5 5 -----;
п 2

0  28
где п 7 =пл-----= 1050-—̂—  = 507,0об/мин,

D 2 0,58



a) P = 13 5c
8 _
a

U18 0 . 2 0  м *
у = 180°

-4.

20

43
120

4 3

12

43
4 3

20
25

Рисунок 23 -  Расчётная схема зубчатой передачи
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Определим усилия, действующие на вал, и их проекции в горизон
тальной и вертикальной плоскостях:

2 -т2 2-1 375
F л о =  —  = ----------------= 5,046кН ;

D 2 -cosa 0,58-cos20°

F z = F  -cos 25° = 5,046-cos 25° = 4,593кН;
12 12

F e = F  -sin 25° = 5,046-sin 25° = 2,132kH ;
12 12

2-m 3 2-1375
F 43 =  —  = ------- :-------- = 11,26kH ;

D 3 -cosa 0,26-cos 20°

F r  = F  • sin20° = 11,26- sin 20° = 3,850 kH ;
4 3  4 3  ’  ’  ’

F B = F  -cos20° = l l , 26-cos 20° = 10,58kH .
4 3  4 3  ’  ’

Строим эпюры изгибающих моментов М г, М в от сил, действующих 
в горизонтальной и вертикальной плоскостях, а также эпюры суммар
ного изгибающего момента М  и, крутящего момента М  к и эквивалент

ного момента М  экв^  (рис. 24).

Определим диаметр вала в первом приближении из условия стати
ческой прочности при изгибе с кручением, используя заниженное до
пускаемое напряжение:

ъ г  наиб
М же iv о-_!

< < 7

W x П ср

где Wx -  n - d \ i y i ,  п ср = (1,4+ 1,7)/2 = 1,55 ,

для стали 45: сгв = 600-750 МПа; сгт = 320 МПа; а л = 250-340 МПа.

3 2 -ncD I 32 • 1,727 • 103 • 1,55Тогда d  = з I  — 2 1  = з I ~  ^  = 47,78 мм.
]  п -а _ х V 2Г-250-106

Принимаем ближайшее стандартное значение с! = 48 мм.

иг иг 71 • d Я • 4 8  зW =W = ------- = ------— = 10,86см ,Г 32 32

Wp = 2-W x =2-10,86 = 21,72 см3.
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;,556 кН4,573 кН 3,850 кН 0,133 кН

0.18 м 0.20 м 0.20 м

0,0266 кНм
0,8231 

2,199 кН2,132 кН 10,58 кН 6,249 кН

1,25

0,3838

M e
1,25 кНм

0,9082

д
01,375 кНм О 1,375 кНм кНм

1,375
кНм

1,727
1,251,498

1,191

М  же

кНмРисунок 24 -  Эпюры внутренних сил

Фактически напряжения во вращающемся вале циклически изме
няются.

Определим коэффициенты запаса вала по текучести и усталости в 
предполагаемых опасных сечениях.
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Сечение Е (концентратор -  напрессованное внутреннее кольцо 
подшипника). Определим напряжения в опасной точке сечения (точке, 
расположенной на поверхности вала), учитывая, что нормальные на
пряжения изменяются по симметричному закону, а касательные на
пряжения постоянны:

М х 0,9082-103
W  10,86-10

= 83,63 МПа,

М 1,375-10;
Гшах Г mn w  21,72-10 ~ 6

= 63,31 МПа.

Тогда <7а = 83,63 МПа, <тт = 0, та = 0, тш = 63,31 МПа Из справоч
ных данных [2 ] найдём значения остальных величин, входящих в фор
мулы для коэффициентов запаса:

ц/а = 0,1 и у/т = 0,05 при ав = 750 МПа.

Для валов с напрессованными деталями: 'О = 3,020 при

= 48 мм, передаётся сила; q = 1,339 при ав = 750 МПа; q = 0,957

при р  = 20 МПа; тогда
{ к > ( к

G _ G

к й к й
V J V )

• • 4 я = 3,02 • 1,339 • 0,957 = 3,95 ;

к Р = 0,94 при ив = 750 МПа, шлифовка; к v 0 -  упрочняющей обра
ботки нет.

Теперь находим коэффициенты запаса: 
оу 320

=

<т\ + 3 • г
I н а и б

2
шах

7  83.632 + 3-63.312
= 2,32:

а 250п_ =

п, =

к d ' к р ' к v
■а + хи •аа  т а  п

3,95 
0,94 • 1

150

= 0,711
-83,63 + 0

к d ' к f  ' kj7
■т + хи -га  т х  г

0 + 0,05-63,31
= 47,39:

0,711-47,39
п п =

^ 4 + « f  ^ 0 ,7 U 2 +47,39 2

= 0,711.
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Подсчитаем коэффициенты запаса в сечении С (концентратор -  
шпоночный паз).

Из сборника справочных данных [2]: Wu = 9,62 см3; WK = 20,50 см3 

для вала со шпоночным пазом, при d = 48 мм. 
м х 1,25-103
Wх 9,62-10 6

М к 1 375-103

= 129,9 МПа,

W  20,5-10
= 67,07 М П а.

Тогда <та = 129,9 МПа, <тт = 0, та = 0, тш = 67,07 МПа Из справоч
ных данных [2 ] найдем значения остальных величин, входящих в фор
мулы для коэффициентов запаса: t/y = 0.1 и (//, = 0.05: к,- 0.94:
k v = 1, ка = 1,75 и к т= 1,65 при <тв = 750 МПа (шпоночный паз); 
k d = 0,802 при ов = 500 МПа, k d = 0,683 при а е = 1400 МПа и 
d=  45 мм. Интерполируем для <тв = 750 МПа:

k d = 0,683 + 0 , 8 0 2  ~ 0 , 6 8 3  • (1400 -  750) = 0,77 .
1400-500

Находим коэффициенты запаса:
320

= , = . = 1,84 ;
сг| 2 + 3 - 4  V 129,92 + 3-67,072

I н а и б  IIldX

_ ____________   250_________ n7Q, .
П° к а  I 7 5  П О П  О  ’--------------- <7 +w ■ < т  129,9 + 0

k d -kP -kr а ” 0,77-0,94-1

r -i 150п г = -----   = ---------------------= 44,73 ;
к т 0 + 0,05-67,07

--------------- т +ш ■ т
к -к -к “ ”/С J /С J7 Лт,'  d  F  , v V

п - п т 0,796-44,73
= 0,796.

V0,7962 +44,7329 
Коэффициент запаса вала, равный наименьшему из четырёх най

денных значений, и = 0,711, ниже заданного, поэтому диаметр вала 
необходимо увеличить и повторить расчёт для наиболее опасного се
чения Е. Для второго приближения диаметр вала можно ориентиро
вочно подсчитать по формуле
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=48 ! ’ 5 5  *9 9• 3 -----------  =  62,2 MM.
V 0,711

Принимаем ближайшее стандартное значение d = 62 мм.

я ■ 6 , 2  _ _  , _ я----------- =23,40 см ;
32

Wp =2-Wx = 2-23,4 = 46,8смТ

Определяем коэффициент запаса в наиболее опасном сечении Е: 

М х 0,9084-10 3
W, 23,4-10'

= 38,82 М П а;

М к  1,375-10-
WK 46,8-10 - 6

= 29,38 М П а.

Тогда сгд = 38,82 МПа, ит = 0, га = 0, тт = 29,38 МПа Из справоч
ных данных [2 ] найдём значения остальных величин, входящих в фор
мулы для коэффициентов запаса: цга = 0,1 и у/Т = 0,05; k F = 0,94; k v = 0;

к,.
= 3,182 при d=  62 мм, передаётся сила; = 1,339; = 0,957,

следовательно,
y k d j

g  ■ Z” = 3,182 • 1,339 • 0,957 = 4,08 .
\  a ) о

Коэффициенты запаса:
320

^ | 2 + 3 "r m1наш

a

-y/38,82 2  +3-29,382

250

= 5,00;

к  d ' к  f ' k y

4,08
a ^  ^  m q  д д  . ^

= 1,48;
38,82 + 0

150

k d ' k F ' ky
Ta + V z ' Tr.

0 + 0,05-29,38
= 102;
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Подобранный диаметр d = 62 мм обеспечивает коэффициент запаса 
вала п = 1,48, что находится в требуемом интервале 1,4... 1,7.

5.4Контрольные вопросы
1 Какой вид сопротивления испытывает вал зубчатой передачи?
2 Как записывается условие статической прочности вала круглого 

поперечного сечения при изгибе с кручением?
3 Почему вал зубчатой передачи испытывает циклически изме

няющиеся напряжения?
4 Где располагаются опасные сечения вала?
5 Что такое концентрация напряжений и как она влияет на проч

ность?
6  Как влияют размеры вала на сопротивление усталости?
7 Как влияет состояние поверхности вала на сопротивление уста

лости?
8  Как записывается условие прочности при циклически изменяю

щихся напряжениях?
9 Как определяют коэффициент запаса вала по усталости при изги

бе с кручением?
10 Как определяют коэффициент запаса вала по текучести при из

гибе с кручением?
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