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В В Е Д Е Н И Е

В самых разнообразных областях современной науки и техники часто 
приходится встречаться с математическими задачами, для которых невоз
можно получить точное решение классическими методами или же решение 
может быть получено в таком сложном виде, которое неприемлемо для прак
тического использования.

Цель пособия -  помочь студенту при изучении приближенных методов 
решения различных дифференциальных и интегральных уравнений. В данной 
работе рассмотрены основные вычислительные методы, позволяющие найти 
приближенные решения краевых задач для обыкновенных дифференциаль
ных уравнений, уравнений с частными производными и интегральных урав
нений. В каждом разделе для лучшего понимания алгоритмов решений при
ведены примеры расчетов.

В первой главе пособия рассматриваются численные и аналитические ме
тоды решения краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравне
ний.

Вторая глава посвящена одному из самых распространенных методов 
численного решения уравнений с частными производными -  методу сеток. 
Рассматривается применение этого метода для уравнений параболического, 
гиперболического и эллиптического типов.

В третьей главе рассматриваются некоторые численные методы решения 
интегральных уравнений: методы последовательных приближений, конечных 
сумм и вырожденного ядра.

Четвертая глава содержит задание на курсовую работу по курсу «Уравне
ния математической физики». Выполнение курсовой работы требует само
стоятельного составления краевых задач и интегральных уравнений, их ре
шения приближенными методами и сравнения с точным (аналитическим) 
решением. Цель курсовой работы состоит в том, чтобы освоить приближен
ные методы решения некоторых дифференциальных и интегральных уравне
ний. Структура курсовой работы соответствует структуре первых трех глав 
данного учебно-методического пособия.
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1 ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматриваются методы решения линейной краевой задачи:
Ц. v] = у ” + р {х )у ' + q{x)y  = f { x X (1.1)

f r a [ v] = a 0 v(a) + aj v'(a) = A,
( 1.2 )

[ r feLv] = Pov(6) + P1 (6) = 5 J 
где p(x). q ( x \  f  (x) - известные непрерывные на отрезке [я, Ь\ функции, 

a 0 , a 1 ,Po,Pi,A,.B - заданные постоянные, причем а 0 | + 1 а, \ф 0 и
| Ро | + 1 Pi И 0 . Если А  = I! = 0 . то краевые условия (1.2) называются одно

родными.
Методы приближенного решения краевой задачи (1.1), (1.2) разделяются 

на две группы:
- разностные методы  (позволяют найти приближенное решение в виде 

таблицы);
- аналитические методы  (позволяют найти приближенное решение в ви

де аналитического выражения).

1Л Метод конечных разностей
Одним из наиболее простых методов решения краевой задачи (1.1) — (1.2) 

является сведение ее к системе конечно-разностных уравнений.
Разобьем отрезок [а.Ь] на п 

равноотстоящих узлов с некоторым

шагом h =
b -с

. Точки разбиения

имеют абсциссы
х0 = а , хп =Ъ , х;. = х0 + ih

(/ = 1,« —1).

У
у= у (х )

О

Рис. 1.1
та приближенные значения искомой 
функции у(х) (рис. 1.1) и ее произ
водных у '( х ) , у"(х) в узлах х, обозначим через v ,, у ] , у ” соответственно. 
Также введем обозначения

Р, = Р(У X = Ч<Х X f ,  = f i y ) •
Заменим приближенно в каждом внутреннем узле производные конечно
разностными отношениями
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У , =
У м - У ,

h
х,= Ух+2 ~ 2 Ух+х+ У х  

У  i

а на концах отрезка положим

Уо =
У 1 - У 0

Уп =

h 2

У п - У п - Х

h " h 
Подставив (1.3), (1.4) вуравнение (1.1) иусловия (1.2):

У , +2 - 2 У м  + Ух + P i Ух+х ~ У х  +  = ^  д  = о  „ _ 2 ) ,
И2

а оУо + а х
У х ~  У  XX

h

= Л  РоУп+Рх
Уп ~Уп

(1.3)

(1.4)

(1.5)
■ = В ,

h ии 1 h
получим линейную систему п +1 алгебраических уравнений с п +1 неизвест
ными. Решив ее, получим таблицу приближенных значений искомой функ
ции.

Пример 1.1. Методом конечных разностей найти приближенное реш е
ние уравнения

у" + — у ’ + 0 ,5у  = 0 ,5х2 -  In х  + 4 , ( I 1)

(I2)

удовлетворяющее краевым условиям
Гу(1) +  / ( 1 )  =  1,

[ Ж » - 0 ,5 /(2 )  =1,1137, 
используя конечно-разностные отношения.

Выберем шаг h  = 0 ,2 , получим шесть узлов сетки: х0 = 1. х, = 1 .2 . 

х2 = 1,4, х3 = 1,6, х4 = 1,8, х5 = 2 . Используя формулы (1.3), заменяем урав
нение (I1) системой конечно-разностных уравнений:

У 1+2 ~ 2 Ух+х +Ух + ± Ух+х - У х  + 0  5 у  = 0,5х2 -1пх. +4, (/ = 0,1,2,3).
И2 х, h  ’ • ' < ’ < V 1

В результате приведения подобных членов получаем

У,
(  h ^

1—— + 0,5 h 1
х..

(
+ УхЧ

Л
—2 +  - + У, +2 = h1 (°, 5xf  -  In X,. + 4 ) . (I3)

В граничных узлах краевые условия (1 ) согласно (1.4) принимают вид

у 0 + У1~ Уо =1, у 5 - 0 , 5 ^ - ^ -  = 1,1137. 
h h

Записав предпоследнее уравнение для каждого узла /' = 0,1,2,3 и добавив по
следние уравнения, получим систему
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° , 8 2 % “ 1 8̂>’i +  T2 = ° Д 8>

0,853^ - l ,8 3 3 y 2 + y3 =0,182,

0,2,11 у  2 -1,2,51 у ъ + у4 =0,186,

0,895у3 -1 ,875у4 + у5 =0,192,

-/ЗУ о +Ух = 0, 2,
-О, Зу5 + 0,5 у 4 = 0,223, 

решая которую, получаем
у0 =1,066, у 1 =1,053, у2 =1,201, уз =1,485, у4 =1,891, у5 = 2 ,4 0 8 .

Для сравнения приведем значения точного решения задачи ( l 1), (I2) 
у(х) = х 2 -2 1 п х  в соответствующих точках:

у(х0) = 1,000, у (хД =  1,075, у(х2) =  1,287, 

у(х3) =1,620, у (х4) = 2,064, у(х5) = 2,614.

Другое приближенное решение получается, если производные заменить
центрально-разностными отношениями

Ух =

Тогда получим систему

' У м  - 2 У х  +Ух- 1

У м  -Ух-X

h2 + Р,

2 h

Ух+х-Ух-х

Ух =
Ух+х - 2 Ух +Ух-X 

h 2

2 h

О - о Т о + О -/ 1 7 ° = А  Ро Уи + Р !

+ Ч , У , = / х  0 = 1 ,« -1 ) ,

У п - У п - Х

( 1.6)

■ = в.
h и " 1 h

Замечание: Если функция у  = у(х) достаточно гладкая, то более точные 
значения дают формулы

- У 2  + 4 Ух ~  3У0 , ,1 _  3 У „  -  4 Уп-Х  +  У хх-2
У0 =- 2 h п 2 h

Оценка погрешности метода конечных разностей для задачи (1.1), (1.2) 
имеет вид

И2М Л
96

где i’(x ) —  значение точного решения при х = х . М 4 = max l / h(x )l.
д:е[о,й] I I

Пример 1.2. Методом конечных разностей найти приближенное реш е
ние уравнения (I1), удовлетворяющее краевым условиям  (I2), используя цен
трально-разностные отношения с шагом h = 0,2 .



Используя формулы (1.6) и (1.7), заменяем уравнение ( I 1) и краевые усло
вия (1 ) системой конечно-разностных уравнений:

»+1 1 + И_
2х.

+ »  ( -2  + 0 ,5 /? ')+ v,._i 1 -
h_

2х.
= h2 (о, 5х2 -  In xl. + 4-) 

(/ = 1,2,3,4), ( I 4)

v0 +
- v 2 +4v, -3v„  

2/7
=  1. _ q 5 3-v5 4-v4 + -v3 = Ц 137.

2/7

3

2

I
.V

Рис. 1.2

Подставляя значения соответствующих 
коэффициентов, последняя система примет 
вид

"l,083 v2 -1 ,9 8  vx +0,917 v„ =0,182,

1,071 у, -1 ,98у , + 0 ,929y =0,186,

1,063у4 - 1 ,98у, + 0 ,938у2 = 0,192,

1,056 v5 -1 ,98  v4 + 0 ,944у, =0,201,

- 2 ,6у0 +4Vj - 2 v ,  = 0 ,4 ,

-1,1 v5 + 2 v4 - 0 , 5 v3 = 0,446. 
Решением этой системы будет

v0 =1,037, Vj = 1,099. v2 =1,299, 

v, =1,622, v4 =2,055, y5 =2,594.
На рис. 1.2 представлено графическое сравнение решений задачи ( l ' H l 2), 
полученных в примерах 1.1 и 1.2, с точным решением. Из графиков видно, 
что значения, близкие к точным, дают в данном случае центрально
разностные соотношения.

1.2 Метод прогонки
При применении метода конечных разностей к краевым задачам для 

дифференциальных уравнений второго порядка получается «трехчленная 
система» линейных алгебраических уравнений, каждое из которых содержит 
три соседних неизвестных. Для решения такой системы разработан метод, 
получивший название метода прогонки.

Запишем первые /7-1 уравнений системы (1.5) в виде

У<+2+ЩУ<+1+к<У< = h2fi~
( 1 .8 )

mj = —2 + hpj, kj = 1 -  hpj + i f  cp (7 = 0, n — 2). 
Разрешая уравнение (1.8) относительно y,+1:



и предполагая, что с помощью полной системы (1.5) из уравнения (1.9) ис
ключена неизвестная , получим

У м = с М ~ У , +2 )  (г' = 0 ,и - 2 ) ,  (1.10)

где с( , cL ( i = \.п -  2 ) -  некоторые коэффициенты. Из (1.10) следует, что

у<=с<-№ -1-у<+д- ( i -Ц)
Подставляя (1.11) вуравнение (1.8), получим

yi+2 +т,У,+ 1 +kic,_1(d,_1 - y . +l) = h 2f n
откуда

У1+1 = ------ \ ------( t f f t - k f i - A - i  - У м )  ■т, - k iCi_x
Сравнивая последнее выражение с (1.10), получим для определения с( , ci 
рекуррентные формулы:

с ,=    , di = f h 2 - k ici_1di_1 (i = l ,n - 2 ) .  (1.12)
Щ

Для определения коэффициентов с0, d0 запишем соотношения (1.11), (1.12) 
при i = 0 :

у 0 = c_1(d_1- y 1),
1

с0 — - , d0 — h f 0 — kac xd x
m0 - k 0c_x

и вьфазим из первого краевого условия (1.5)
(  л и \а

Уо = <x0h - a x
Ah

у
Сравнивая последние два равенства, получим

С = + (1.13)
т0(оц - a 0h) + к0clx оц — a 0/z

Вычисления по методу прогонки проводятся следующим образом.
Прямой ход. По формулам (1.8) вычисляем значения тх, /г,. Находим по 

формулам (1.13) коэффициенты с0, d0, а затем, применяя последовательно

рекуррентные формулы (1.12), получаем значения с( , ci при i = \,п  - 2  .
Обратный ход. Из уравнения (1.10) при i = п — 2 и последнего уравнения 

(1.5) получаем



У п - Х = Сп - 2 ^ п - 2 ~ У п 1

РоЛ+Р12Ц 2к1 = 5. 
h

Разрешив полученную систему относительно у п, определяем

= IV,-,<-,+«»
р,(1 + с„_а) + р„Л

используя уже найденные значения сп_2, dn_2. Далее, последовательно при
меняя рекуррентные формулы (1.11), вычисляем значения у п ( /= /? - 1 ......1):

У п-Х =  Сп - 2 ^ п - 2  ~ У п \

Уп-2 ~ Си-з(^и-3 _ Уп-х)’ ^

(1.16)

Ух = Co(dO ~y 2 )-
Значение у 0 находим из предпоследнего уравнения системы (1.5):

а. у. -  Ah
У о=  Г -а.1 -  а  0Л

Все вычисления метода прогонки рекомендуется располагать так, как по
казано в табл. 1.1.
Таблица 1.1 -  Порядок вычислении по методу прогонки (конечно-разностные 

 отношения)_______

/ X,. mt к, / ,
Прямой ход Обратный

ход

с, d, У,
0 х0 т0 к0 /о со 1г d0 Уо
1 Xi тх К / . сх dx Ух
2 х2 т2 к2 и С2 d2 У2

п — 2 Х„-2 т„-2 К-2 fn-2 Сп-2 dn-2 Уп-2
п — 1 Хп-X 4  Уп-Х

п Хп
1

Уп
Пример 1.3. Методом прогонки найти приближенное решение уравнения

У' + — У + 0 ,5у = 0 ,5х2 -  In х + 4 , (I1)
х

удовлетворяющее краевым условиям
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Я 1) + / ( ! )  = !, 2
у (2 )~  0 ,5 /(2 )  =1,1137,

Выберем шаг h = 0,2. Согласно (I3), (1.8) и условий задачи имеем:
используя конечно-разностные отношения.

0,2. Согласно

mt = -2  + —  , kt = 1 -  — + 0,5/г2, = 0,5х2 - ln x ,.+4,
х ,. х ,.

а 0 = 1, а 1 = 1, р0 =1, Р! = -0 ,5 , А = 1, В = 1,1137.

Прямой ход. Записываем в табл. 1.2 числа х( = 0 ,2 / и вычисляем величины

//?,, k j , /, (г = 0 ,3). Далее находим по (1.13):
1 — 0 9  О  Я 9  О  9

с„ = ------ — —  = -1,290, da = ’ ’ + 4 ,5 -0 ,04  = 0,385.
-1 ,8 -0 ,8  + 0,82 0,8

Записываем полученные числа в табл. 1.2 и вычисляем с , ci при / = 1,2,3 :

/С  = --------   = ------------   т--------т = -1,366,
i=  I; I m1 - k lc0 -1 ,8 3 3 -0 ,8 53-(-1 ,29)

Ц  = f xh 2 - к хсййй = 4 ,5 3 8 -0 ,8 5 3 -(-1 ,2 9 )-0 ,3 8 5  = 0,605;

с2 = ---------  = -------------     т = -1,517,
i = 2: ( т2 - к 2сх - 1 ,8 5 7 -0 ,8 7 7 -(-1 ,366)

\ с !2 =  f 2h 2 -  k2cxd x =  4,644 • 0,04 -  0,877 • (-1 ,366) • 0,605 =0,911;

/Cj = ---------   = --------------— 7 -  = -1,933,
i = 3: / да3 - к ъс2 -1 ,8 7 5 -0 ,8 9 5 -(-1 ,5 1 7 )

\^з = / 3/г2 -  Л3с2 = 4,81 • 0,04 -  0,895 • (-1 ,517) • 0,911 = 1,429.

Полученные значения с . ci записываем в табл. 1.2.
Обратный ход. По формуле (1.14) находим

- 0 ,5 (-1,933) 1,429 +1,1137 • 0,2
гу = v ----- ----------------- ------— = 2,407 .

- 0 ,5(1-1,933)+  0,2
Далее по формулам (1.15) приступаем к последовательному вычислению 
значений y t (/ = 4,3,2,1) и заполняем столбец обратного хода в табл. 1.2.

У а = с 3(^3 - у 5) = 1,890, у 3 = c2(d2 - y 4) = 1,484,

У2 = сМ х - > ’з) = 1,200, y t = c0(d0 - y 2) = 1,052.
Значение у 0 находим по формуле (1.16):
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1 ,0 5 2 -0 ,2  ,
Уп = ----------------= 1,065
0 1- 0,2

и записываем в табл. 1.2, в последнем столбце которой для сравнения приве
дены значения точного решения у (х ) = х2 -  21пх .
Таблица 1.2 -  Метод прогонки для задачи ( l 1), (I2), конечно

разностные отношения

i X,. mx К X
Прямой ход Обратный

ход Х т )
c. d t У,

0 1,0 -1,800 0,820 4,500 -1,290 0,385 1,065 1,000
1 1,2 -1,833 0,853 4,538 -1,366 0,605 1,052 1,075
2 1,4 -1,857 0,877 4,644 -1,517 0,911 1,200 1,287
3 1,6 -1,875 0,895 4,810 -1,933 1,429 1,484 1,620
4 1,8 1,890 2,064
5 2,0 2,407 2,614

Рассмотрим метод прогонки для решения системы, которая получается 
при замене уравнения (1.1) и второго краевого условия (1.2) центральными 
конечно-разностными отношениями:

Г»+1-2у, +.У,-1 , „ Ум~У,-1
h2 ■ + Рг 2 h

-+ч,у, = f, 0' = i,«-i),

а оУо+ а 1^ - ^  = А,  Р о Т я + Р / я+‘ = в .  
п 2 п

Запишем первые п - l  уравнений системы (1.17) в виде

Ум + ЩУс +КУ , - 1 =
и 2/

2 + hPi = Ф/.

2 4 * _ - 4  2 -1 щ
2 + hpi ' 2 + hpi

Аналогично предыдущему приводим уравнения (1.18) к виду

y t =ct(dt - y t+d  ( z= l , « - l ) ,
где коэффициенты с , ci вычисляются по формулам:

- a 0h
/ = 1 :

i = 2, п: с, =

1 - а 0/г)+ Cjaj

1

dx = Ф! + kx
Ah

otj - a :h

Щ ~ kici-1
d, = ф,. - k f ^ d ^ .

(1.17)

(1.18)

(1.19)

( 1.20)

12



Вычисления проводятся следующим образом.
Прямой ход. По формулам (1.18) вычисляем значения mj , /с . По форму

лам (1.20) определяем коэффициенты сг, dx, а затем по рекуррентным фор

мулам находим последовательно значения с , ci при i = 2. п ,
Обратный ход. Из уравнения (1.19) при i = n , i = n - l  и последнего 

уравнения системы (1.17) получаем систему

Уп = сп (d„ ~ Уп+\ )>

Уп-х = с„-М„-1-У „1

2 п
разрешая которую относительно у п, получим

2 B h ~?>x(d n - c n-xd n-x)
Ти = -------------- 7---------—

2 P0̂  + Pi I c„-i ~  —

( 1.21)

Используя уже известные значения cn,d n,c n_1,d n_1, находим у п . Значения
y t (i = п - \ ...... 1) получаем из рекуррентных формул (1.19). Для вычисления

у 0 используем предпоследнее уравнение системы (1.17):

са д  - A h
У о =- ( 1.22)

ОЦ -  a 0h
Результаты вычислений рекомендуется представлять в виде таблицы (см. 

табл. 1.3).
Таблица 1.3 -  Порядок вычислений по методу прогонки (централъно- 

разностные отношения)

/ X,. mt к, Ф,
Прямой ход Обратный

ход

Сг dt У,
0 х0 Уо
1 Xi т1 К Ф1 С ' ' dx Ус
2 х2 т2 К ф2 С2 d2 У2

п — 1 т„-х К-х Фя-1 Сп-Х d „ - 1 t  Уп-Х
п х „ тп К % С„ dn Уп
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Пример 1.4. Методом прогонки найти приближенное решение задачи 
( l 1)- (I2), используя центрально-разностные отношения.

Согласно (I4), (1.18) и условиям задачи имеем:

[hi2 - 4)х,. 2 x - h  2h2x  , 2 , л
т .= - ----------— , к. = — 2------, ср. = ------- - 1 0 ,5х. -1 п х  + 4 ),

2х,. +h ' 2х,. + h ' 2 xt + h y ' ' ’

а 0 = 1, а 1 = 1, р0 =1, Р1 = -0 ,5 , А = 1, В = 1,1137.

Прямой ход. Записываем в табл. 1.4 числа х( = 0 ,2 / и вычисляем величины

да,, /с,, ф; (г = 1,5). Далее находим по (1.20)

1 - 0  2 0 2
с, = -------------- -̂-----------= -1,299, а?, =0,168 + 0,846— = 0,379.

-1 ,828-0,8 + 0,846 0,8
Записываем полученные числа в табл. 1.4 и вычисляем последовательно с( , 

ск при i = 2 ,5 . Результаты приведены в табл. 1.4.
Обратный ход. По формуле (1.21) находим

2-1,1137-0,2 + 0,5(2,947 + 2,072-1,464)
У 5 =-

0 ,4 -0 ,5  -2 ,072  + -
1

= 2,401.

92,172,
Далее по формулам (1.19) приступаем к последовательному вычислению 
значений y t (/ = 4,3,2,1) и заполняем столбец обратного хода в табл. 1.4. 

Значение у 0 находим по формуле (1.22):

1 ,3 0 9 -0 ,2
Уо =- 0, :

= 1,386

и записываем в табл. 1.4, в последнем столбце которой приведены значения 
точного решения у (х )  = х2 -  21пх .

Таблица 1.4 -  Метод прогонки для задачи ( l 1), (I2), центрально- 
разностные отношения

/ х,. д а ,. К Ф,
Прямой ход Обратный

ход Х т )
ci di У,

0 1,0 1,386 1,000
1 1,2 -1,828 0,846 0,168 -1,299 0,379 1,309 1,075
2 1,4 -1,848 0,867 0,173 -1,384 0,600 1,387 1,287
3 1,6 -1,864 0,882 0,181 -1,557 0,914 1,602 1,620
4 1,8 -1,876 0,895 0,191 -2,072 1,464 1,943 2,064
5 2,0 -1,886 0,905 0,202 -92,172 2,947 2,401 2,614
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1.3 Базисные функции
Рассматриваемые ниже аналитические методы нахождения приближенно

го решения краевой задачи (1.1) -  (1.2) основаны на выборе системы базис
ных (координатных) функций. Системы базисных функций обладают тем 
свойством, что все остальные функции (с учётом некоторых ограничений) 
могут быть разложены на их сумму (или интеграл). Например, лю
бая аналитическая функция одного аргумента может быть разложена в сумму 
степенных функций с различными коэффициентами, то есть разложена в ряд 
Тейлора. Если в качестве базисных выбраны синусоидальные функции, то 
разложение по ним есть преобразование Фурье и т.д.

Система базисных функций
и0(х), Mj(x), . . . ,и п( х \  . . . ,  (1.23)

заданная на отрезке [а,Ь], удовлетворяет следующим условиям:
1) Система (1.23) является ортогональной, т.е.

b

ju j (x^Uj^x^dx = 0 при i = j ,
а

b

ju f  (^x^dx ф 0.
а

2) Система (1.23) является полной, т.е. не существует никакой другой от
личной от нуля функции, ортогональной ко всем функциям ифх) (г =0,1,2,...) .

3) Конечная система базисных функций ut (.v) ( / = 0,nj выбирается так, что 

функция и0 (л:) удовлетворяет неоднородным (заданным) краевым условиям:

Г „К ] = Д  Г ь[и0]=В, (1.24)

а остальные функции щ(х) (/ = 1.«)удовлетворяют однородным (нулевым) 

краевым условиям:

г Л «,]=г Лм<]=° (г'=1’и)- (L25)
Отметим, что при выборе базисных функций условие ортогональности не 

является обязательным. Например, взяв за основу полную систему функций, 
ортогональных на отрезке [а , Ъ], можно выбрать в качестве базисных функ
ций линейные комбинации функций из этой системы. Достаточно лишь, что
бы выбранные функции (1.23) были линейно независимы на отрезке |а. Ь \ .

Решение краевой задачи (1.1) -  (1.2) методами Галеркина, коллокаций и 
Ритца ищется в виде

п

y(x)=u0(x) + Y Jciui(x)- (L26)
/=1
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Из условий (1.24), (1.25) следует, что функция (1.26) удовлетворяет краевым 
условиям Та[у] = А, Ть[у\ = В.

Точность приближенного решения в большой степени зависит от удачно
го подбора базисных функций и, вообще говоря, возрастает с увеличением их 
числа.

1.4 Метод Галеркина

Пусть имеем линейную краевую задачу (1.1) -  (1.2). Выбрав систему ба
зисных функций (1.23), удовлетворяющую краевым условиям (1.2), составим 
функцию

R (x,c l,c2,...,c ll) = L[ii0] - f ( x )  + '^ c iL[iii], (1-27)
/ =  1

называемую невязкой. Коэффициенты cf выбираются таким образом, чтобы
значение интеграла от квадрата невязки

ь
J"i?2 (х, Cj, с2,. .., cn)dx
а

было наименьшим. Доказано [1], что это достигается лишь в том случае, если 
невязка R(x, cj,c2,...,c„) ортогональна к базисным функциям », (л-):

Ь
j u k (x )i? (x ,c1,c2,. . . ,c n)<ix = 0 (k  = 1 .
a

Подставляя в это условие невязку (1.27), получим систему алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов с , :

Y Jciau = bk ( к = \ ,пу  (1.28)
/= 1

b ь

где аи = J ик (х) L [и, ] dx, h = \ uk (*) { / ( * ) - £  К ] }  dx. Подставив коэффи-
а а

циенты с ,, найденные из решения системы (1.28), в выражение (1.26), полу
чим приближенное решение краевой задачи (1 .1 )-(1 .2 ).

Пример 1.5. Методом Галеркина найти приближенное решение уравне
ния

у" + — У + 0 ,5у = 0 ,5х2 -  Inх + 4 , (I1)
X

удовлетворяющее краевым условиям
У(1) = 0, Х 2 ) = 2,6137. (I5)

В качестве системы базисных функций выберем следующие функции:
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u0(x) = 2,6137; M j( x )  = x 2 - 2 x ;  u 2 ( x )  = x 3 - 3 x - 2 ;  6

m3 (x) = x 4 -  4x -  8 ; u4 (x) = x5 -  5x -  22.

Эти функции линейно независимы на отрезке [1,2], причем функция и0 (х)
удовлетворяет заданному краевому условию, а остальные функции -  одно
родным краевым условиям. Будем искать решение в виде (1.26):

4

у ( х ) = и 0 (х) + Ус,.м,.(х).
/=1

Находим L \u i ] (I = 0,1,2,3,4):

L [и0 ] = и ” + -  и ’ + 0,5 и0 = 0,5 • 2,3167 = 1,3069 ;

L \и11 = и ” + — и[ + 0,5их = 0 ,5х2 - х + 4 -  — ;
х х

п 1 i 3Ь\иЛ  — и2 + — и2 + 0 , 5 zy2 = 0,5х3 + 0 ,7 5 х -1 — ;
X X

L[u3\=  0 ,5х4 +16х2 - 2 х - 4 - - ;  Ь[и4] = 0,5х 5 + 25х3 - 2 , 5 х - 1 1 - -  ;

Д х )  - Д и 0 ] = 0 ,5х2 -  In х + 2,6931.

Коэффициенты , Ък равны

aw ~ | wi {x)L\u^\cbc = | ( х 2 - 2 x ^ 0 ,5х2 -  х + 4 - — j dx = -1 ,4  ;

^12 = | wi (x)Z[w 2 ]<7x = | ( x 2 - 2 x ^ 0 ,5 x 3 + 0 , 7 5 x - l - — j dx = -5,6583 ;

2 2

= |w 1 (x)Z[w3]Jx =-15,7286; « 14 = |w 1 (x)Z[w4]Jx =-37,5804;
1 i
2 2

a2i ~ \ u 2 (x )L [u ^ d x  = -5,8024; « 22 = |w 2 (x)Z[w 2 ]<7x = -23,5697;
1 i

2 2

a 23 = J u 2 (x )L [u 3]dx = -65,8673; « 24 = |w 2 (x)Z[w 4 ]<7x = -158,2392;
i i

2 2

a3i ~ \ иъ (x )L [ u ^ d x  = -16,5382; аЪ2 = |w 3 (x)Z[w 2 ]<7x = -67,527;
i i

2 2

«33 = Jw3 (x)Z[w 3 ]<7x = -189,7447; « 34 = |w 3 (x)Z[w 4 ]<7x = -458,4015;
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2 2

a4 \ = { u 4 {x )L \u x]dx = -40,4819; a42 = Jw4 (x)Z[w2]<ir = -166Д42;
i i

2 2

a43 = jw4 (x)Z[w3] dx = -469,3888; a44 = |w 4 (x)Z[w4] dx = -1140,3115;
i i

2

fej = J (x2 -  2x) (0 ,5x2 -  In x + 2,6931) dx = -2 ,243 5;
i

2

b2 = J (x3 -  3x -  2) (o,5x2 -  In x + 2,6931) dx = -9,2681;
1

2

b3 = J (x4 -  4x -  8) (0 ,5x2 -  In x + 2,6931) dx = -26,3291;
1

2

b4 = J(x5 -5 x - 2 2 ) ( 0 ,5 x 2 - ln x  + 2,693l)<ix = -64,2376.
1

Подставляя найденные коэффициенты в (1.28), получим следующую систему 
алгебраических уравнений:

1,4сх +5,6583с2 +15,7286с3 +37,5804с4 = 2,2435,

5,8024q +23,5697с2 +65,8673с3 +158,2392с4 = 9,2681,

' 16.5382с, +67,527с2 +189,7447с3 +458,4015с4 = 26,3291,

40.4819с, +166,142с2 +469,3888с3 +1140,31 15с4 = 64,2376, 
решением которой являются коэффициенты

q  = 1,5614, с2 = 0,7661, с3 = -0,4495, с, = 0,0743 .
Таким образом, согласно (1.26) и (I6) получили приближенное решение ис
ходной задачи:

у (х)  И -3 ,9946х +1,5614х2 +0,7661х3 -0 ,4 4 9 5 х 4 +0,0743х5 +3,0429 . (I7) 

В табл. 1.5 приведены значения точного решения у (х )  = х2 - 2 1 п х , получен
ного приближенного решения и приближенного решения

j>(x)« -2,9585х + 0,924х2 +0,5567х3 -0 ,1399х4 +2,6195 ,

полученного с помощью базисных функций щ I / = 1.3) системы (I6).

Таблица 1.5 -  Точное и приближенные решения задачи ( l 1), (I5)
X 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

У(х) 1,0000 1,0754 1,2871 1,62 2,0644 2,6137

Ят> 1,0006 1,0744 1,2858 1,6199 2,0647 2,6137

у(х) 1,0018 1,0717 1,2788 1,6147 2,066 2,6137
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Из таблицы видно, что при выборе большего числа базисных функций при
ближенное решение дает более точный результат.

Пример 1.6. Методом Галеркина найти приближенное решение уравне
ния (I1):

у" + — у ’ + 0 ,5у  = 0,5х2 -1 п х  + 4 , 
х

удовлетворяющее краевым условиям:
X I) = 1, X  2) = 2,6137. (I8)

В качестве системы базисных функций выберем функции вида

и0(х) = 1,6 1 3 7 х -0 ,6137; их(х) = ( х - 1 ) ( х - 2 ) ;  м2(х) = ( х - l ) 2 ( х - 2 ) ;  9

м3 (х) = (х - 1)3 (х -  2); и4 (х) = (х - 1)4 (х -  2).

Аналогично примеру 1.5 определяем функции Z [m,.] =1,4^ и коэффициенты

ам, bk . Получим:

1[м0] = 0,807х + ̂ ^ - 0 , 3 0 7 ;  L[ux] = -1 ,5х  + 0,5х2 - -  + 5;

L [ u 2] = 0 , 5 х 3 - 2 х 2 + 11 ,5х-17  + —;

L[u3] = 0 ,5х4 - 2 ,5 х 3 + 2 0 ,5х2 -4 8 ,5 х  + 3 7 - - ;

L [ u 4] = 0 , 5 х 5 - З х 4 +З2х3 - 1 0 4 х 2 + 130 .5х -65  + -  ; 

f ( x ) - L [ u 0] = 0,5х2 - 0 , 8 0 7 x - l n x - i ^  + 4,307 ;

« 1 1  = -0,309; « 1 2  = -0,144; « 1 3  = -0,083; « 1 4  := -0,054;

« 2 1  = -0,166; « 2 2  = -0,127; « 2 3  = -0,093; « 2 4 = -0,07;

« 3 1  = -0,104; « 3 2  — -0,099; « 3 3  — -0,083; « 3 4 =  -0,068;

«41 = -
-0,072; « 4 2  = -0,077; « 4 3  = -0,071; « 4 4 = -0,062;

= -0,459; ь2 = -0,236; Ьз =--0,144; Ь4 = -0,097.
Система алгебраических уравнений (1.28) принимает вид
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0 , 309Cj +  0, 144с2 +  0 ,0836с3 +  0 ,0 54с4 = 0 ,459 ,

0,166q +0,127 с2 +0,093с3 +0,07с4 = 0,236,

' 0 ,104^  + 0 ,0 9 9 с2 + 0 ,0 8 3 с3 + 0 , 0 6 8 с4 = 0,144,

0,072^ +0,077с2 +0,071с3 +0,062с4 = 0,097.

Откуда коэффициенты с( равны:

Ci = 1,613, с2 = -0,371, с3 = 0,206, с4 = -0 ,062  . 
Приближенное решение задачи ( l 1), (I8) имеет вид

у (х )  И - 0 ,062х5 + 0 ,578х4 -  2 ,269х3 + 5,943х2 -  7 ,08х + 3,89.

В табл. 1.6 приведены значения точного решения у (х )  = х2 - 2 1 п х , получен

ного приближенного решения у(х)  и приближенного решения

у ( х )  »  0,113х4 -  0 ,897х3 + 3 ,953х2 -  5 ,661х + 3 ,492, полученного с помощью

базисных функций ut (/' = 1,3) из выбранной для решения системы.

Таблица 1.6 -  Точное и приближенные решения задачи ( l 1), (I8)
X 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

у ( х ) 1,0000 1,0754 1,2871 1,62 2,0644 2,6137

у ( х ) 1,0000 1,0753 1,287 1,6199 2,0644 2,6137

X х) 1,0000 1,0754 1,2871 1,6203 2,0646 2,6137

1.5 Метод коллокаций
Решение краевой задачи (1.1) -  (1.2) будем искать в виде (1.26), выбрав 

систему функций (1.23), удовлетворяющих условиям (1.24), (1.25).
Потребуем, чтобы невязка (1.27) обращалась в нуль на некоторой системе 

точек X j , x 2, . . . ,  х л отрезка | а. b \ . называемых точками коллокации, причем 

число таких точек должно равняться числу коэффициентов с, в выражении
(1.26). Тогда для определения с( получаем систему алгебраических уравне
ний:

! ? ( x j ,  q ,  с 2, . . II О

R [ x2, q ,  с 2,. ■>О = 0,

R (Xn>C II о
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Разрешая систему (1.29) относительно коэффициентов ct (/ =l , n j  и подстав

ляя их в (1.26), получим функцию у  (л-), дающую приближенное решение 

исходной краевой задачи.

Пример 1.7. Методом коллокаций найти приближенное решение уравне
ния (I1):

у" + — у ’ + 0 ,5у  = 0,5х2 -1 п х  + 4 , 
х

удовлетворяющее краевым условиям  (I5):
У(1) = 0, у(2) = 2,6137.

В качестве базисных функций возьмем функции системы (I6): 
и0(х) = 2,6137; Mj(x) =  x 2 - 2 x ; и 2 ( х )  = х3- З х - 2 ;  

и3 (х) = х4 -  4х -  8; и4 (х) = х5 -  5х -  22.

Выберем точки коллокации: х, =1,2, х2 =1,4, х3 =1,6, х4 =1,8 . Вьиисляя 

невязку R(x)  по (1.27) в точках коллокации и приравнивая нулю, получим 

систему алгебраических уравнений относительно с,. (/' = 1,4):

1,42^ - 1 , 0 4 9 3 с2 - 0 , 7 9 6 5 с3 - 0 , 3 4 0 6 с4 = 2,5316,

1,737Ц  + 0 ,1 2 3 4 с2 - 0 , 6 5 9 2 с3 - 0 . 7 3 9 1 с4 = 2,6681,

’ 2 ,005с! +1,453с2 + 0 ,5 4 1 8 с3 - 0 , 1 6 0 9 с4 = 2,8173,

2,2533cj + 2 ,9 1 3 8 с2 + 2 ,8 9 9 9 с3 + 2 ,5 1 9 0 с4 = 2,9902.
Решая эту систему, находим коэффициенты

Ci =1,6102, с2 = -0 ,3607 , с3 =0,1918, с4 = -0 ,0 5 6 8 , 
и приближенное решение задачи ( l 1), (I5) методом коллокаций согласно
(1.26) принимает вид

у{х)  И - 6 ,8742х + 5 ,688х2 -2 ,1149х3 +0,5326х4 -0 ,0 5 6 8 х 5 +3,8253 . (I10)

1.6 Метод Ритца для простейшей краевой задачи

Путь дано линейное дифференциальное уравнение вида

- ^ [ p ( x ) y ' ] + q ( x ) y  = 7 ( х )  (1.30)

с краевыми условиям
у ( а ) =А ,  у ф )  = В  , (1.31)

где р ( х ) ,  q ( x ) ,  f  ( х ) е  С [я ,й ], причем р ( х ) > 0 при а < х < Ъ  .
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Краевая задача (1.30) -  (1.31) при известных условиях эквивалентна ва
риационной задаче для функционала вида

F  [ у ]  = j [p  (х ) у '2 ~ q (х ) у 2 +2/  ix) y \ dx (1.32)

на множестве функций > (х ) е  I "'2 [д .й ]. удовлетворяющих краевым услови

ям (1.31).
Для решения вариационной задачи (1 .32), (1.31) применяем метод Ритца. 

Выбираем систему линейно независимых функций (координатные функции) 
и0 (х), Mj (х),. . ип (х) таких, что

и0(а) = А ,  и0(р} = В ,  

щ (я) = м( (й) = 0 (/ = 1 ,wj.

Решение вариационной задачи определяется в виде линейной комбинации 
базисных функций (1.26):

п

у  (х) = и0 (х) + £с,.н ,.(х),
/=1

где с, = 1  , nj  - некоторые постоянные. Очевидно, что функция (1 .26) удов

летворяет заданным краевым условиям (1.31).
Коэффициенты с1,с2,. . . ,с п подбираются так, чтобы функция у(х)  давала 

экстремум функционалу (1.32). Подставим решение вида (1 .26) в выражение 
(1.32), получим квадратичную функцию переменных с1,с2,. . . ,с п :

F [y] = \ \ p { x) {о (х) + И сУ<(х) —q (х)

+ 2 /( х ) м0 (х) + Х с.м, ( х)

,(х )  + 2 с ,и ,( х )

dx = ^ ( c u c2, . . . , cn).

Для того, чтобы дифференцируемая функция \\i(cl ,c2, . . . ,c n) при некоторых
значениях с.,. с2........сп имела экстремум, необходимо выполнение следующих
условий:

3 s = o .  ^  =  о .  . . .  ^  =  о .  ( 1 . 3 3 )
5Cj дс2 дсп

Система (1.33) является линейной относительно искомых коэффициентов 
q ,с2, . . . ,сп, причем число уравнений равно числу неизвестных. Составив сис

тему (1.33) и решив ее относительно с.,. с 2 сп . найдем решение вариацион
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ной задачи, а следовательно и решение исходной краевой задачи по формуле
(1.26) .

Замечание: Определим связь функций p [x),q [x), f [ x )  и p [ x ) ,q [ x ) , f [ x ) ,

входящих в уравнения (1.1) и (1.30) соответственно. Запишем уравнение 
(1.30) в виде

р ( х ) у "  + р ' ( х ) у ' + q ( x ) y  = f  (х ),

„ , Р'(х)  , , q ( x )  f ( x )
У  + ^ т ~ г У  + ^ - ^ У  = ^ ~ ^ -  р ( х )  р ( х )  р ( х )

Сравнивая последнее уравнение с (1.1), получим

< \ Р' ( Х) < \ ? ( * )  W  \ Л Х)P(x) = = r j ,  ? ( * )  =  = 7 - 7 ,  f ( x ) = ^ p r ,р(х)  р(х)  р(х)
откуда

p ( x )  = J p{*)dx, q (x )  = q ( x ) J p{x),h, 7 ( x )  = / ( x ) e ^ W*. (1.34)

Пример 1.8. Методом Ритца найти приближенное решение уравнения
(I1):

у ” + —у ' + 0 ,5у = 0 ,5х2 -1 п х  + 4 , 
х

удовлетворяющее краевым условиям  (I5):
У(1) = 0, Х 2 ) = 2,6137.

Для того чтобы воспользоваться методом Ритца, найдем сначала функции 
(1.34):

[ p̂ x̂ dx \~^хei = е х = х,

Д (х) = х, q (x )  = ^ ,  / ( х )  = ~ ( х 2 -2 1 и х  + 8).

В качестве базисных функций также возьмем функции системы (I6): 
и0(х) = 2,6137; Mj ( x )  = x 2 - 2 x ; и 2 ( х )  = х3 —Зх —2; 

и3 (х) = х4 -  4х -  8; и4 (х) = х5 -  5х -  22.
Подставляя решение в виде (1.26) в функционал (1.32), получим:

2 С 2
\j /(cj ,c2,c 3,c 4) =  |  jx ^ q  ( 2 х - 2 )  +  с2 (Зх2 - 3 )  +  с3 (4 х3 - 4 ^  +  с4 (5 х4 -

——^2,6137 + Cj (х2 - 2 х) + с2 (х3 -З х -2 ^  + с3 (х4 -4 х - 8 ^  + с4 (х5 -5 x -2 2 ^ J  +

23



+ x ( x 2 - 2 1 n x  +  8 ^ 2 , 6 1 3 7  +  Cj ( x 2 - 2 x )  +  c2 ( x 3 — 3x —2^ +

+ c 3 ( x 4 — 4 x  —8) +  c4 ( x 5 -  5x  -  2 2 )JJ dx.

Согласно (1.33) получим систему алгебраических уравнений относительно 
коэффициентов ci (/' = 1,4):

3,967 с1+ 16 ,524 с2+ 4 7 ,3 44 с3+ 116 ,496с4=6,225,

16,524Cj+69 Д 7 5 с2+199,213с3+492,6 7 7 с4 =25,849,

47,344^+199,213с2+576,71с3+1433,711с4=73,818,

П 6,496^+492,6770,+1433,711с3+3582,702с4=181,05, 
решением которой являются

с, = 4 ,0 3 7 8 ,  с2 = -1,101,  

с3 = 0 ,2 3 6 0 ,  с4 = - 0 , 0 2 3 8 .

Тогда приближенное решение задачи ( l 1), (I5) методом Ритца согласно (1.26) 
принимает вид

у{х)  И - 5 ,5976х + 4 ,0378х2 -1,101х3 + 0 ,2 3 6х4 -0 ,0 2 3 8х5 +3,4513 . (I11) 

В табл. 1.7 приведены значения точного решения у(х) = х 2 -2 1 п х  и 
приближенных решений задачи ( l 1), (I5), полученных методами Галеркина 
(I7), коллокаций (I10) и Ритца (I11).

Таблица 1.7 -  Точное и приближенные решения задачи ( l 1), (I5)

X 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
у (х ) 1,0000 1,0754 1,2871 1,62 2,0644 2,6137

У{х) , (I7) 1,0006 1,0744 1,2858 1,6199 2,0647 2,6137

у ( х ) ’ (I10) 1,0107 1,0854 1,2958 1,6268 2,0685 2,6137

т ( х ) , ( 1 п) 1,0027 1,0762 1,2862 1,6193 2,0648 2,6137
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2 МЕТОД СЕТОК ДЛЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

Метод сеток (метод конечных разностей) является одним из самых рас
пространенных методов численного решения уравнений с частными произ
водными. В его основе лежит идея замены производных конечно- 
разностными отношениями. Для приближенного решения краевых задач для 
двумерных дифференциальных уравнений идея метода заключается в сле
дующем:

1) в плоской области G , в которой разыскивается решение, строится 
сеточная область, состоящая из одинаковых ячеек и приближающая данную 
область G ;

2) заданное дифференциальное уравнение заменяется в узлах построен
ной сетки соответствующим конечно-разностным уравнением;

3) на основании граничных условий устанавливаются значения искомо
го решения в граничных узлах сеточной области.

Решая полученную систему конечно-разностных уравнений (алгебраиче
ская система уравнений с определенным числом неизвестных), находим зна
чения искомой функции в узлах сетки -  численное решение исходной задачи.

Пусть в плоскости хОу имеется некоторая область G , ограниченная кри
вой Г (рис. 2.1). Строим на плоскости два семейства параллельных прямых:

X,. = х0 + ih (/ = 0, +1, ±2,...), Vj = у  о +./'/ (./' = о, +1, ±2,...).
Точки пересечения этих прямых назы
ваются узлами. Два узла называются У ‘ 
соседними, если они удалены друг от 
друга в направлении оси Ох или Оу на

расстояние, равное шагу сетки h или / К 
соответственно. Те узлы, у которых все 
четыре соседних узла принадлежат вы
деленному множеству узлов, называют
ся внутренними (узел И, рис. 2.1). Мно- q  
жество внутренних узлов образуют се
точную область. Те узлы, у которых 
хотя бы один соседний узел не принад
лежит к рассматриваемому множеству, называются граничными (узлы В , С, 
рис. 2.1), а их совокупность образует границу сеточной области.

Обозначим значение искомой функции и(х .у )  в узлах сетки через 

и у = u(xj.y j ) . В каждом внутреннем узле (xi. у ;) заменим частные производ

ные разностными отношениями:
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»,+Ц »:
2 h

»,J+1 »: .

21' v  — ■ У - - - У ]

в граничных узлах используем менее точные формулы:
' ди н,■+!.,■ ~и„ (  ди
. д х . 5v /

Частные производные второго порядка заменяются соотношениями:
Г д2гЛ J l <+i j - 2 u < j + u < - i j Г д2гЛ U I J + 1 2 , 1  г  • ' (

U h / г U 4 г-

(2 . 1)

(2 .2 )

(2.3)

Все разностные схемы можно разбить на два типа: явные и неявные. Явными 
называются такие схемы, что при любом j  в каждое из уравнений, связы
вающих значения искомого решения на горизонтальных рядах 
j ,  j  — 1,.... j —п , входит лишь одна точка ряда j , так что значения решения в 
каждом узле j  -го горизонтального ряда можно вычислить независимо от его 
значений в других узлах этого ряда (исключая граничные узлы), рис. 2.2,а. 
Неявными называют такие схемы, когда для определения значений решения в 
узлах j  -го ряда при известных значениях решения во всех предыдущих ря
дах нужно решать систему уравнений, связывающих значения решения в уз
лах j  -го ряда, рис. 2.2,6.

(V + 1 ) <7-1,у+1) ( у + 1 )  (Z + lj+ l)
4 — а— *'— ъ— *

/ /
h . h .

O - l j ) ( i j )  

(а)

((+ !,/) (U )

(б)
Рис. 2.2

Таким образом, явные схемы позволяют очень просто вычислить значения 
искомого решения в узлах j  -го горизонтального ряда, если известны значе
ния решения на предыдущих рядах. Но они имеют существенный недостаток: 
для того, чтобы они были устойчивы, необходимо налагать сильные ограни
чения на сетку. Кроме того, если в ходе решения необходимо уменьшить шаг 
по х , то нельзя этого сделать, не уменьшая шага по у  . Неявные схемы сво
бодны от этого недостатка, но использование их связано с другой трудно
стью: для отыскания значений решения в узлах j  -то горизонтального ряда
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при известных значениях в узлах предыдущих рядов приходится решать сис
тему алгебраических уравнений с большим числом неизвестных.

При использовании конечно-разностной схемы для решения краевой за
дачи возникает важный вопрос об устойчивости такой схемы. Конечно
разностная схема называется устойчивой, если малые погрешности, допу
щенные в процессе решения, затухают или, во всяком случае, остаются ма
лыми при неограниченном увеличении номера текущего слоя, [1,2]. В про
тивном случае схема называется неустойчивой. Очевидно, что неустойчивая 
конечно-разностная схема противопоказана для вычислений, так как неиз
бежные незначительные ошибки, например погрешности округлений, могут 
создать большие отклонения от точного решения краевой задачи и привести к 
результатам, не имеющим ничего общего с действительностью.

Отметим, что погрешность приближенного решения, полученного разно
стным методом, складывается из трех погрешностей:

-  погрешности замены дифференциального уравнения разностным;
-  погрешности аппроксимации краевых условий;
-  погрешности, получаемой в результате того, что система разностных 

уравнений решается приближенным методом.

2.1 Метод сеток для уравнений параболического типа
Рассмотрим смешанную задачу для уравнения теплопроводности1: найти 

функцию u(x,t) , удовлетворяющую уравнению

ди 7 д2и
—  = а2 —  , (2.4)
dt дх

начальному условию
и (х ,0) = / ( х )  ( 0 < x < s )  (2.5)

и краевым условиям
u(0 ,t) = ф(/), u(s,t)  = \р(/) (/ > 0) . (2.6)

Для отыскания приближенного решения задачи (2.4)-(2.6) методом сеток 
рассмотрим прямоугольную сетку узлов в полосе / > 0 . 0 < х  < \  . образуе
мую точками пересечения двух семейств параллельных прямых: 

х = ih (/= 0 ,1 ,2 ,...), t = j l  O '= 0,1,2,...).
Введем обозначения х, = ih, t} = j l ,  ui} = u{xt,td) и приближенно заменим в

д2и
каждом внутреннем узле {xt, t .) производную — -  разностным отношением

дх

1 Задача о распространении тепла в однородном стержне длины s , [5].
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ди
<

' диЛ uiJ+l- u y ( д и ) U j-U ij - 1

а производную —  одним из двух разностных отношении:
dt

dt )v I { d t j y  I

В соответствии с предлагаемыми способами аппроксимации производных 
получим для уравнения (2.4) два типа конечно-разностных уравнений2:

u,J+i ~ ue 2 м,+ и -2 м #+м 
—  — = а —   тг — ,

ui j - uu - i = a 2 ut+i j - 2 u u+ut-i„
I h2

Первая разностная схема является явной схемой, вторая -  неявная. Получен
ные разностные уравнения содержат значения решения в четырех узлах и 
аппроксимируют уравнение (2.4) с точностью до 0(1 + / г ) [1].

Обозначив ст = , приведем эти уравнения к виду
h

uu +i = ( ! - 2стК -  + ст(м,+у +Щ -и) , (2 -8)

(1 + 2а )и у -ct(h,.+1j +ui_1J) - u iJ_1 = 0 , (2.9)

При выборе числа ст в уравнениях (2.8), (2.9) следует учитывать, что:
- погрешность замены дифференциального уравнения разностным должна 

быть наименьшей;
- разностное уравнение должно быть устойчивым.

В [1,2] доказано, что уравнение (2.8) будет устойчиво при 0 < ст < ^  , а урав

нение (2.9) -  при любом ст . Наиболее простой вид уравнение (2.8) принимает 
1

при ст = — :
2

u i + 1 ,■ +  u i -1  i
uiJ+l = '+U .  U , (2.Ю)

2 Использование разностного отношения « 1,2+1 ̂  'J 1 приводит к

неустойчивой разностной схеме [1].
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1
а при ст = — :

6

u i,j+1 = ^  + 4 и ц + M,+i j  ) • (211)

Оценки погрешностей приближенных решений, получаемых из уравне
ний (2.10), (2.11) и (2.9) в полосе 0 < х < s . 0 < t< T  соответственно имеют 
вид3 [4]:

Т  Т  ( I h  ̂ I
\и —й\ < — М.И2, \и—й \< -----Л/7/г4, \и - й \< Т  — Н М .,
I I з  I 1 135 2 1 1 |^2 12 J

где й - точное решение задачи (2.4) -  (2.6);

м > = s s { l / " ’ ( x ) N c p " ( 0 l ’ k 4 0 l } ’  м 2 = “ s { l / F / ( x ) l ’ K ( / ) l > " ( 0 | } •

0 <t<T  0 <t<T

Из приведенных оценок погрешностей следует, что уравнение (2.11) дает бо
лее высокую точность решения по сравнению с решением (2.10). Но уравне
ние (2.10) имеет более простой вид, а, кроме того, шаг / по аргументу t для 
уравнения (2.11) должен быть значительно меньше, что приводит к большему 
объему вычислений. Уравнение (2.9) дает меньшую точность, но при этом
шаги / и h выбираются независимо друг от друга. Уравнения (2.10), (2.11)
позволяют вычислить значения функции u (x ,t) на каждом слое по явным 
формулам через значения на предыдущем слое; уравнение (2.9) -  неявная 
схема -  этим свойством не обладает.

Данным методом можно решать смешанную краевую задачу для неодно
родного параболического уравнения

ди , д2и , 7
—  = я — -  + F ( x , t ).
dt дх2 V ’

Тогда соответствующее разностное уравнение, использующее явную схему 
узлов, имеет вид

и и +1 =  (1 -  2ст) и у  + ст (ч-+и + и 1 - и  )  +  Щ -  

Откуда при ст = ~  имеем

3 Оценки погрешности даны для случая а = 1 . Читателю предлагается самостоятельно 
получить выражение оценки при а ф 1 . Аналогично для оценок в рассматриваемых
далее методах.
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при а  = -

u i, j + 1 = \ { Ui-U + A u V + U M , j ) + l F ij ■

В этом случае имеют место следующие оценки погрешности [4]:

\и -й \  < Ч М 2 +\ м *  ^ \ и - й \< — \ - М 3+ -М „  W  
1 1 7 2 13 5

д2и
, М 3 =шах

д3и
, М 4 = шах

д4и
, М 6 = шах

д6и
шах

оГ dtJ дх'4 дхи

(2.13)

Пример 2.1. Используя разностное уравнение (2.12), найти приближен
ное решение уравнения

Ul = %ихх >
удовлетворяющее условиям

и (х ,0) = 13sin^ x ( 0 < х < 2 ) ,

и (0 ,/) = 0, и (2 ,/) = О ( /> 0 ) ,  
и сравнить его с аналитическим решением.

Выберем по аргументу х  шаг А = 0 ,25  и воспользуемся конечно
разностным уравнением (2.10), т.е. ст = 1/2, откуда шаг по аргументу t будет 

a h 2
I = —— и 0,0039. Записываем в табл. 2.1 начальные и краевые значения, т.е. 

а
заполняем строку при )  =  0 и крайние столбцы (при i = 0 и i = 8 ) соответст

венно. Значения функции u(x ,t)  на первом слое находим, используя значения 
на нулевом (начальном) слое и краевые условия согласно (2.10) при / = 0:

Откуда получаем

« и = |  ( « 2 0  +  « о о) = \  ( 9 , 1924 + 0) = 4,5962,

*21 = ^  (« 3 0  + М10) = ^  (12, о 104 + 4,9749) = 8,4927

И т.д.
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Записываем полученные значения иа ( i = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7) во вторую строку 
табл. 2.1. Переходим к вычислению значений на втором слое по формуле 
(2.10) при j  = 1:

Подобным образом определяем последовательно значения utJ при / = 0,0039; 
0,0078; 0,0117 и т.д.
Таблица 2.1 -  Результаты вычислений для примера 2.1

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

j 0,0 0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 1,75 2,0
0 0,0 0 4,9749 9,1924 12,0104 13,0 12,0104 9,1924 4,9749 0
1 0,0039 0 4,5962 8,4927 11,0962 12,0104 11,0962 8,4927 4,5962 0
2 0,0078 0 4,2464 7,8462 10,2516 11,0962 10,2516 7,8462 4,2464 0
3 0,0117 0 3,9231 7,2490 9,4712 10,2516 9,4712 7,2490 3,9231 0
4 0,0156 0 3,6245 6,6972 8,7503 9,4712 8,7503 6,6972 3,6245 0
5 0,0195 0 3,3486 6,1874 8,0842 8,7503 8,0842 6,1874 3,3486 0
6 0,0234 0 3,0937 5,7164 7,4689 8,0842 7,4689 5,7164 3,0937 0
7 0,0273 0 2,8582 5,2813 6,9003 7,4689 6,9003 5,2813 2,8582 0
8 0,0312 0 2,6407 4,8793 6,3751 6,9003 6,3751 4,8793 2,6407 0
й(х;0,0312) 0 2,6873 4,9655 6,4877 7,0223 6,4877 4,9655 2,6873 0

\й -и \ 0 0,0466 0,0862 0,1126 0,1220 0,1126 0,0862 0,0466 0

Аналитическое решение данной задачи определяется согласно приложе
нию I формулой

~l (x ’0  = Вп s in - ^ x ,
п=1 ^

г\ 22 |* л  7171
где В  = — 13sin—xsin — хек Ф 0 при п = 1: 

п 9 J 9 9 г

В1 = 13 j  sin2 xdx = ~  |  ( l _ cos 7П:) dx
ТЗ
2

1 .
х  sm7ix

71
= 13 .

Получаем й (х ,/) = 13с 2,1' sin—х - точное решение данной задачи.

В последних двух строках табл. 2.1 приведены значения точного решения 
задачи и модуля разности \й -и \  при / = 0 ,0312. Для данной задачи

31



ф(0 = 'КО = () • / /г (х) = —  л 1 sin —х . следовательно М х = —  л 4 и оценка
16 2 16

погрешности приближенного решения будет
I 0,0312 13 4 2, 2 А

\ и - и \< --------------п а п  «0, 4116.
1 1  3 16

2.2 Метод сеток для уравнений гиперболического типа
Рассмотрим смешанную задачу для уравнения свободных колебаний од

нородной струны [5]: найти функцию u(x,t) , удовлетворяющую уравнению

^  = (2.14)
dt2 дх2

начальным условиям

и (х ,0) = / (х ) ,  ди(*,0) _ (о < х  < s) (2.15)

и краевым условиям
м(0,/)=ср(/), u(s,t) = \y(t) ( />  0). (2.16)

Как и для уравнения параболического типа, построив в полосе t > 0 , 
0 < х < s прямоугольную сетку

х;. = ih (i = 0 ,1 ,...,и), tj = j l  (J = 0,1,2,...) , 

заменяем производные в уравнении (2.14) разностными отношениями (2.3):

u u + i ~  2 и  a + u i j - \  2 u i + u  ~  2 и  и + u i - i j—— = а ----   тг-------— •
/ 2

Обозначив а  = — , получим разностное уравнение
h

ui j+i =  2 u ij ~ u i j - 1  + “ 2 ( « M J  ~ 2 u i j + u i - i , j ) . (2-17)
которое является устойчивым при а  < 1 [1]. В частности, при а  = 1 уравне
ние (2.17) принимает наиболее простой вид:

и и + 1 =  M , + U  +  и , - и  -  u i j - 1 • ( 2 - 1 8 )

Оценка погрешности приближенного решения, полученного из уравнения 
(2.17) в полосе 0 < x < s ,  0 < t < T ,  имеет вид

7 2

\и -  й\ < —  [(M 4h + 2М 3 )Т  + Т 2М 4 ] ,

где й - точное решение; М k = max
dku dku
dtk dxk

(* = 3,4).
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Из уравнения (2.17) видно, что для 
чения значений u ( x j )  на 0  +1) слое исполь
зуются значения u (x j)  на слоях у и ( / - 1 ) .
(рис. 2.3). Для начала вычисления необходимо , ___
знать значения u (x j )  на первых двух слоях: (/-1J )
j  = 0, j  = 1, которые можно определить од
ним из следующих способов, используя на
чальные условия (2.15).

П е р в ы й  с п о с о б .  Заменяя в началь
ном условии (2.15) производную м,(х,0) раз
ностным отношением

^ ^  = Ф (*,) = Ф„

для определения u (x j )  на слоях / = 0, / = 1 получим

«/О = f„  ип = / + 1ф,- 
Оценка погрешности значений ил имеет вид [1]:

(V + 1 )

/

/

1)

Рис. 2.3

1 - 1 СХЛ . [ S2// S2// 1
-М 2- М , =m axl

S/2 ' й г

шением

В т о р о й  с п о с о б .  Заменяем производную и ,(х .0) разностным отно-

и„
’ , где и, - значение функции /Дх. /) на слое j  = - 1. Тогда

из начальных условий (2.15) получаем

До = f i '  — ■ = ф , .
21

Записав разностное уравнение (2.18) для слоя j  = 0:

и исключив из последних двух уравнении значения ui _l , получим

1
“/1 -  2 (^+1 •

Оценка погрешности значений м;1 имеет вид [1]:

[ дки дки1 - 1м., -  м., < — М .  н-----М ,, М , = max1 ,i ,ц 12 4 6 3
1dtk дхк ]

(* = 3,4) .
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Т р е т и й  с п о с о б .  Если функция / (х) задана аналитически и имеет 

конечную вторую производную, то значения ил можно определить с помо
щью формулы Тейлора:

, ди,п 12 52м,.„
" ,и dt 2 dt2 

Из уравнения (2.14) и начальных условий (2.15) имеем

40

Тогда

ul0= f n ^  = Ф,., ^  = а2^  = а2/ : .
,0 ' dt ' dt dx2

2/2 Я /
Ид и и,.о + /Ф, /  .

Погрешность значений ип , полученных по этой формуле, имеет порядок

o i h .

Аналогичным образом применяется метод сеток при решении смешанной 
краевой задачи для неоднородного волнового уравнения

d2u , d2u . -.
—  = ci2—  + F ( x , t ) .  
dt2 dx2 y ’

В этом случае разностное уравнение имеет вид

2 ( \ c ^h 2 „
u , j + 1 =  2 и у  ~ и и - 1 +  а  ~  2 и  у  + u i - i j  )  +  — j - ■

Пример 2.2. Методом сеток найти приближенное решение задачи
ип = 16иа ,

7Т 71
и (х , 0) = 2sin —х, ut (х ,0) = 7isin—х ( 0 < х < 4 ) ,

м(0,/) = 0, м(4,/) = 0 0)

с шагом А = 0,5, используя первый и второй способы для вычисления значе
ний ип . Результат сравнить с аналитическим решением задачи.

Для решения воспользуемся соотношением (2.18) при а  = 1. Тогда, учи
тывая, что шаг по аргументу х равен 0,5, получим шаг по аргументу t рав
ным / = А/я = 1/8 = 0,125 . Результаты вычислений будем заносить в таблицу 
следующим образом: сначала заполняем столбцы, соответствующие значени
ям х0 = 0 и х8 = 4 (согласно краевым условиям), затем вычисляем значения 

u(pc,f) на первых двух слоях (согласно начальным условиям), и далее по 

формуле (2.18) вычисляем значения ?/(/ на последующих слоях:
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j  = 1; м.2 =М/+ц+М/_ц -М/>0; 

у = 2: м.3 = и,+1>2+и,_1>2-и ,д; 

у = 3: м =м,+,з+м,-,з-м,-2
И т.д.

П е р в ы й  с п о с о б .  Значения и(х, /) на первых двух слоях находим по 
формулам

71 7Т
м ,0 = •/! = 2 s in -x „  м(1 =у;+/Ф,.  = ( 2  + /Ti)sin-x,.;

заносим в табл. 2.2.
В т о р о й  с п о с о б .  Значения и(х, I) на первых двух слоях находим по 

формулам
Т С  1  i 7 Т  7 Т  I 7Т

м ,0 = 2 s i n - x .  ип = - ( f i+i + / ^ ) + Щ  =1 sin -x ,.+1 + s i n - x ,  j + l n s m - x , ,

заносим в табл. 2.3.
В табл. 2.2 и 2.3 представлены результаты вычислений. В последних 

строках таблиц приведены значения точного решения задачи и модулей раз
ности \й -и \  при / = 0,875 . Аналитическое решение задачи определяется по 

формуле (см. приложение I):
жп
4 " 4

4 ,  IL ----
где

/  \  Х - ' I a  i i n  г ,  • 7 W  I . Т С Т 1
u [x ,t)  = 2J\ Ап cos —  a t+ B n sin —  at |sin —  x,

n=l  A

7ГХ . 7ШХ
—  sin---
4 4

2 f . 71X . nnx  , „ 2 f . 71X nnx ,
A  = — 2sin  sin  ахФ  О н В = -----  7isin-----sin------d x ^  0 ,

” A J a  A " a m ]  ^

4 

n-
4 4

при n = 1:

7ГХ ] 1
dx = —

. } . 2 7ГХ , 1 ,
Aj = sin —  dx = — 1 -  cos

0 4 2 0 v

1 г . 2 7ГХ I f f  7oA 1
B, = — sin —  dx = — 1 -  cos —  \dx = —

1 9 J A A ' 9 A

2 . 7ГХ
X sin —

71 2

2 . 7ГХ
x  sm —

71 2

71

=  2 .

=  1 .

Следовательно, функция й(х, /)  = (2cos7r/ + sin7r/)sin —x является точным 

решением рассматриваемой задачи.
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Таблица 2.2 -  Результаты вычислений для примера 2.2 (первый способ)

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

j 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
0 0,0 0 0,7654 1,4142 1,8478 2 1,8478 1,4142 0,7654 0
1 0,125 0 0,9157 1,6919 2,2106 2,3927 2,2106 1,6919 0,9157 0
2 0,250 0 0,9265 1,7121 2,2368 2,4212 2,2368 1,7121 0,9265 0
3 0,375 0 0,7964 1,4714 1,9227 2,0809 1,9227 1,4714 0,7964 0
4 0,500 0 0,5449 1,0070 1,3155 1,4242 1,3155 1,0070 0,5449 0
5 0,625 0 0,2106 0,3890 0,5085 0,5501 0,5085 0,3890 0,2106 0
6 0,750 0 -0,1559 -0,2879 -0,3764 -0,4072 -0,3764 -0,2879 -0,1559 0
7 0,875 0 -0,4985 -0,9213 -1,2036 -1,3029 -1,2036 -0,9213 -0,4985 0
8 1,000 0 -0,7654 -1,4142 -1,8478 -2 -1,8478 -1,4142 -0,7654 0
й(х; 0,875) 0 -0,5607 -1,0360 -1,3536 -1,4651 -1,3536 -1,0360 -0,5607 0

й — и 0 0,0622 0,1147 0,1500 0,1622 0,1500 0,1147 0,0622 0

Таблица 2.3 -  Результаты вычислений для примера 2.2 (второй способ)

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

J 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
0 0,0 0 0,7654 1,4142 1,8478 2 1,8478 1,4142 0,7654 0
1 0,125 0 0,8574 1,5843 2,0699 2,2405 2,0699 1,5843 0,8574 0
2 0,250 0 0,8189 1,5131 1,9770 2,1398 1,9770 1,5131 0,8189 0
3 0,375 0 0,6557 1,2116 1,5829 1,7135 1,5829 1,2116 0,6557 0
4 0,500 0 0,3927 0,7255 0,9481 1,0260 0,9481 0,7255 0,3927 0
5 0,625 0 0,0698 0,1292 0,1686 0,1827 0,1686 0,1292 0,0698 0
6 0,750 0 -0,2635 -0,4871 -0,6362 -0,6888 -0,6362 -0,4871 -0,2635 0
7 0,875 0 -0,5569 -1,0289 -1,3445 -1,4551 -1,3445 -1,0289 -0,5569 0
8 1,000 0 -0,7654 -1,4143 -1,8478 -2,0020 -1,8478 -1,4143 -0,7654 0

й(х;1,0) 0 -0,5607 -1,0360 -1,3536 -1,4651 -1,3536 -1,0360 -0,5607 0

|й-и| 0 0,0038 0,0071 0,0091 0,0100 0,0091 0,0071 0,0038 0

Сравнивая результаты вычислений, видим, что лучший результат вычис
лений получается при втором способе заполнения первых двух слоев табли
цы.

36



2.3 Метод сеток для задачи Дирихле

Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения Пуассона (задачу Ди
рихле): найти функцию u (x ,t ) , удовлетворяющую внутри некоторой облас
ти G уравнению

Au = ^  + ̂  = f ( x , y ) ,  (2.19)
дх ду

а на границе Г - условию

Иг = ф (Х’У) >
где ср(х ,у )  - заданная непрерывная функция.

Выбрав шаги h и / по х и у  соответственно, строим сетку
х,. = х0 + ih (i = 0, +1, +2,...), y j = у 0 + j l  { j  = 0, +1, ± 2 ,.. .)

/ \ д2и д2и
и заменяем в каждом внутреннем узле [хп у  I производные — - ,  — -  ко-

v ' дх ду
нечно разностными отношениями (2.3), а уравнение (2.19) -  конечно
разностными уравнениями:

u  uIJ+1- 2 u = 

h2 I2 r
Уравнения (2.20) вместе со значениями utj в граничных узлах образуют 

систему линейных алгебраических уравнений. Наиболее простой вид эта сис
тема имеет для прямоугольной области и при I = h . В этом случае уравнения 
(2.20) записываются в виде

UMJ + u i - u  + u i j +1 + u i j - 1 -  Auij = Ь 2 f a , (2.21)
а значения в граничных узлах в точности равны значениям граничной функ
ции. При f ( x , y )  = 0 уравнение (2.19) называется уравнением Лапласа и со
ответствующие конечно-разностные уравнения имеют вид

и « =  \  ( М<+1 J  +  и 1 - и  +  и и +1 +  и и - 1) • ( 2 -2 2 )

При этом погрешность аппроксимации имеет оценку 

I I h2/(, < — М . , М . = шах 
6 G

При составлении уравнений (2.21) и (2.22) была использована схема уз
лов, представленная на рис. 2.4. На рис. 2.5 показана другая схема узлов, при 
которой конечно-разностные уравнения, соответствующие уравнению Лапла
са, принимают вид

д4и д4и
дх4 ду4
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(J-lj)

( i - l j+ l)  (/+1,7+1)

O'+lj)

, \ h  /  

\J ,_ ' h

A Q K

OV-D 
Рис. 2.4.

0-17-1) (i+l,-l)
Рис. 2.5.

4 4
а для уравнения Пуассона

и»

эна 

= \ ( uw
\ h~ f+ ui+lj-1 +M,-lj+l +M,+lj+l j -  — Л  ^

4Л2

(2.23)

причем погрешность аппроксимации не превосходит —— М 4.

Другие схемы узлов, расположенных определенным образом около узла 
( i j ) , рассмотрены в [1].

Пример 2.3. Найти решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона в 
прямоугольнике А (0,0), 5(0,1). С(2,1), D (2,0):

" л  + и у у  =  ^

и\ = 2 + v 2, и\ = 3 - х ,и г  • 1гс

и I = 2 - v .  м| =2.ХГ.Г) S  ? М П

(21)

Построим сетку с шагом h = 0,5,  получим три внутренних узла (рис. 2.6). 
Запишем в этих узлах конечно-разностные уравнения согласно (2.21) и под-

= 3 ип = 2,5 и22 2 и32 II 1

2,25 ип «21 «31 ,(41 = 1.5

Рис. 2.6.
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ставим известные из краевых условии значения utj в граничных узлах:

и,, = — (ипл +ит +и,п + и1П) -  —  х, у, = — (ипл + 2,25 + 2,5 + 2 ) -  —  • — • — ,
п  4 V 21 01 12 1 0 /  1 6  1 2 1  4 V 21 ^  16 2 2

1 / ч 1 1 / „ „ч 1 , 1
2̂1 = - ( « 3 1  +«11 +«22 + « 2 о ) -  — ^2>”l = - ( « 3 1  +«11 + 2  +  2 ) -  — -Ь  — ,

1 / Ч 1 1 /. ,  ,  ,  - ч  1 3 1
« 3 1  = - ( « 4 1  + « 2 1  + « 3 2  + « 2 о ) -  — Х̂зУ1 = - ( 1 > 5  +  « 2 1  + I  5  +  2 )  “  ~  '  “  '  “ •

После преобразования получим алгебраическую систему уравнений относи
тельно неизвестных значений utj во внутренних узлах:

64ип -1 6 м21 = 107,

8ип - 3 2 и 21+8и31 =-31,
-16и21 +64 и31 = 77.

Решив эту систему методом Гаусса, получим
А/ГГ ла тгг

г/,, =  и 2,1540, и,, = —  «1,9286, г/„ = ------«1,6853.
448 14 448

Запишем теперь во внутренних узлах конечно-разностные уравнения со
гласно (2.23) и подставим значения utJ в граничных узлах:

, 1 1  1 ,„  „ „ „ч 1 71
«11  “  ^ ( « 0 0  + « 2 0  +  « 0 2  + « 2 2 ) _ “ ' “ - “ ( 2  +  2  +  3  +  2 ) _ ~ - ~ ^

ч2 \ ~ т(«ю +«зо + « 1 2  + «32)- - ' -  -  т ( 2 + 2 + 2’5 + ̂ 5) _ 77 “ 7 7 ’2 4 16 16

1/  ч 1 3 1 ,„  „ „ 3 53
« 3 1  - ^ ( « 2 0  + « 4 0  + « 2 2  + « 4 2 / з ' 4  “  ^ (  +  +  +

Выполнив несложные действия, получим
ип «2,2188,  м21 «1,9375, м31 «1,6563.

2.4 Итерационный метод решения системы 
конечно-разностных уравнений

Непосредственное решение системы конечно-разностных уравнений ме
тодами последовательного исключения при большом числе узлов оказывается
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слишком громоздким. Тогда более удобны итерационные методы решения, 
которые учитывают специальный вид таких систем [1-3] . Рассмотрим наибо
лее простой метод -  процесс усреднения Либмана для систем вида (2.22), со
гласно которому вычисления ведутся следующим образом: выбрав начальные 

приближения tp " , последовательные приближения и]'. 11 для внутренних 

узлов сеточной области определяются по формуле

Доказано [5], что для любого шага сетки h процесс Либмана сходится к точ
ному решению независимо от выбора начальных значений, т.е. существует

Обычно итерации продолжаются до тех пор, пока в двух последователь
ных приближениях не совпадет требуемое количество десятичных знаков. 
Для оценки погрешности приближенного решения уравнения Лапласа можно 
использовать принцип Рунге [1], согласно которому погрешность г.и при

ближенного решения uh , полученного с шагом h , дается приближенной 

формулой

где u2h - приближенное решение, полученное с шагом 2h .

Пример 2.4. Применяя метод усреднения Либмана, найти приближенное 

решение задачи (21) с шагом h = — . Итерации проводить с точностью до

В предлагаемой сеточной области (рис. 2.6) три внутренних узла мп, м21, м31, 

соотношение (2.25) для каждого их этих узлов примет вид

(Аг = 0,1,2...) . (2.24)

причем погрешность приближенного решения имеет порядок 0 ( h 2^ .

2
0, 01 .

Запишем итерационную формулу для соотношения (2.22):
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1
» , r  = j L < ’ + “« + “ “ + < ’

< "  = i [ < > + « » ' + < + < >

< " = ± L C + < + < + < ’

] - T / -

Подставляя соответствующим образом значения в граничных узлах (см. рис. 
2.6) и значения функции / (х ,у )  = ху  в каждом внутреннем узле, получим

1 ™ Ю7и<*+1> = *«£> + ----
11 4 21 64

и ^  -\~и( * ) \  I 31
11 ' 3 2 ’

и ™  = -«$> +  —  . 
4 64

В качестве начального приближения выберем »j ’ = = 0 . Результаты

вьиислений по полученной системе итерационных соотношений представле
ны в табл. 3.1.

Таблица 3.1 -  Результаты итерационного процесса для примера 2.4

к 0 1 2 3 4 5 6 7 (7)  (6)  ип иа
« п 0 1,6719 1,9141 2,0938 2,1240 2,1465 2,1503 2,1531 0,0028

« 2 1 0 0,9688 1,6875 1,8086 1,8984 1,9136 1,9248 1,9267 0,0019

« 3 1 0 1,2031 1.4453 1,6250 1,6553 1,6777 1,6815 1,6843 0.0028

По результатам вычислений видно, что заданная точность вычислений 0,01 
была достигнута на 7-й итерации -  на этом процесс останавливается.

Формулы (2.20) -  (2.25) используются для задачи Дирихле в случае, когда 
граница Г области G прямоугольной формы. Если граница Г криволиней
на, то значения utJ для граничных узлов получаются путем переноса значений

из точек границы Г [1-3]. Погрешность, получаемую в результате такого пе
реноса, можно значительно уменьшить, если для каждого граничного узла 
составлять уравнения следующего вида:
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Рис. 2.7.

- для узла вида Ah (рис. 2.7)

«А  =
Ьхив +1ш4

8j +h

- для узла вида Ch (рис. 2.7)

8,j/d —huc 
и ̂  — .

с" 82 -И

Получив одно из таких уравнений для каждого гра
ничного узла и присоединив его к любой из систем 

конечно-разностных уравнений (2.21) -  (2.25), получим систему алгебраиче
ских уравнений относительно значений utj в узлах сетки. Если эту систему

решать методом Либмана, то последовательные приближения граничных зна
чений будут вычисляться по формулам

и{к) - и  
и ™  = и А + Ь ^  ^

8j +И
и{к) - и

и(к+1)= ис + 5 , “ д  с  
с" с ' S2 - h
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3 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Интегральное уравнение -  уравнение, содержащее неизвестную функцию 
у(х )  под знаком определенного интеграла. Наиболее часто встречающиеся
линейные интегральные уравнения, в которых неизвестная функция входит 
линейно (в первой степени) -  интегральные уравнения Фредгольма первого и 
второго рода  соответственно:

ь
^ K (x ,s )y ( s )d s  = f ( x ) ,  (3.1)
а

b

y ( x ) - X ^ K ( x ,s ) y ( s ) d s  = f ( x ) ,  (3.2)
а

где К (т. .v) (ядро) и . / ( х )  -  известные функции, X -  числовой параметр4. 

Интегральные уравнения вида

^ K (x ,s )y ( s )d s  = f ( x ) ,  (3.3)
а

х
y ( x ) - X ^ K ( x ,s ) y ( s ) d s  = f ( x )  (3.4)

а
называются интегральными уравнениями Волътерра первого и второго рода  
соответственно. Вводя функцию

* . . IK ( x ,s )  при a < s < x ,
К  (x,s)  = (

[О при s > х,
уравнения Волътерра (3.3) и (3.4) можно свести к уравнениям Фредгольма с 

ядром К* (х, 5 ) .

Замечание: если ядро X ( x , s )  и функция / ( х )  - непрерывно дифферен

цируемые, причем К  (х, х) Ф 0 при а < х  < h . то уравнение Волътерра перво

го рода (3.3) сводится к уравнению Волътерра второго рода (3.4).

4 Интегральное уравнение (3.2) не всегда имеет решения при данном значении 
параметра X . Варьируя параметр X , можно добиться того, чтобы решение уравнения 
(3.2) существовало.
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К линейным интегральным уравнениям может быть приведено большое 
количество задач математической физики. Основными проблемами здесь яв
ляются:

1) нахождение приближенного или точного решения неоднородного ин
тегрального уравнения при заданном значении параметра X ;

2) нахождение собственных значений и соответствующих собственных 
функций однородного интегрального уравнения.

3.1 Метод последовательных приближений

Рассмотрим уравнение Фредгольма второго рода (3.2) в виде
ь

y ( x )  = f ( x )  + X ^ K (x ,s )y { s )d s ,
а

где функции K ( x ,s ) /( .v) непрерывны. Будем искать решение этого урав

нения в виде степенного ряда (по степеням X ):
со

у(х) =  2 Л ”фп (х) = Фо(х) + М>1 (х) + ^ Ф 2(х) + • • • + ̂ ифп (х) + • • • (3.5)
П=О

Подставляя выражение (3.5) в интегральное уравнение (3.2) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях X , получим

Фо (х ) = / ( х)>

cpj (х) = |  К  (х, s) ср0 (s) ds,
а

Ъ
ф»( х) = | а: (х’5) фи-1

(3.6)

Пусть | ^ ( х , 5 ) | < М  и | / ( x ) | < N  в области R {а < х < b,a < s < Ь} . Из

формул (3.6) по индукции получаем |сри (х)| < M "N (b  - а ) п , и сходимость 

ряда (3.5) будет обеспечена, если

\ Х \ <  /  ч .
1 1 М ( Ь - а )

Приняв
П

X х) ~ Уп (х )  = Х Х*Ф* (х) ,
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получим приближенное решение интегрального уравнения (3.2) с погрешно
стью

= \у(х)~Уп (х)| ^ X  N* |ф* (х)| ^
к = п + 1

< J  N [ M { b - a ) \ K \ J  = ^ [ M (fe~ fl) N ]  
L V П U 1 - М ( Ь - а ) \ Ц

(3.7)

Формула (3.5) дает аналитическое относительно X решение уравнения 
Фредгольма (3.2) в окрестности точки Х = 0 . Из формул (3.6) вытекает, что 
решение (3.5) можно записать в виде

со Ь
y { x )  = f  (х ) + x y  X"-1 J К п (х, s ) f ( s ) d s

п= 1 а

Ъ
у ( х )  = f ( x }  + X j R ( x , s , X } f ( s ) d s .  (3.8)

а

СО

R(x ,s ,X )  = J ^ X n l K n (x,s)

или

Здесь функция

называется резольвентой уравнения (3.2), определяется данным степенным 
рядом при малых |Х|. Пользуясь аналитическим продолжением, резольвенту

i?(x,s,X ) можно продолжить на всю комплексную плоскость параметра X , 

за исключением собственных значений Х1,Х2,...  (особые точки), которые 
являются полюсами резольвенты. Тогда формула (3.8) дает решение уравне
ния (3.2) при любом X ^ X k(k = \ , 2 . . ) .

Коэффициенты K n ( x , s ) , так называемые итерированные ядра, могут 

быть найдены последовательно по формулам 
Kj (x ,s) = К  (x ,s ),

ь
К 2 (х, 5 ) = J К  (х, Kj (/, 5 ) dt,

K n (x, s)  = j K ( x , t ) K n_1(t ,s)dt ,

Рассмотрим теперь соответствующее уравнение Вольтера (3.4):
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y ( x )  = f ( x )  + X ^ K ( x , s ) y { s ) d s ,
a

где a < x < b  . Полагая
со

у (х )  = у Х > и(х ) , (3.9)
п =О

аналогично предыдущим выкладкам получим

Vo (*) = /  (* ), V* (*) = { К  (x, s)  ч/и_! ( s ) d s ( n  = 1 ,2...) ,
a

откуда

, . M nN ( b - a ) n .
Ы Ф — ^  ( » = 0 .1 .2 ....) . (310)

|_&T (x, s)| < M , |/(x ) |< 7 V  при a < x < b ,  a < s < b .

Следовательно, ряд (3.9) сходится при любом X и дает единственное реше
ние уравнения (3.4). Погрешность приближенного решения

Yn (*) = I X  Vt (*)
к =О

на основании оценок (3.10) определяется формулой

■, = 1 > М - П Ф
к=п+1 К -  к=О

Замечание: Неудобством метода последовательных приближений являет
ся необходимость вычисления квадратур. Если интегралы не вычисляются 
точно, то приходится прибегать к численным квадратурным формулам.

Пример 3.1. Методом последовательных приближений найти прибли
женное решение уравнения Фредгольма

у (х )  = х + Х| — — ds ( 0 < х < 1 ) .
0 10 + x + s

Полагая у (х )  = У  Хисри ( х ) , имеем
п=О

Фо (*) = / ( * )  = *,

s  , .  „  4 , 1 1  +  Х
Ф. (х) = f К  (х, s)  (5 ) ds = I"------------ ds = 1 -  (10 + х) In'гiv 7 J V ) J 10 + x + 5 V ) ш

а О

Тогда в качестве первого приближения можно взять
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у  (х) = ср0 (х) + Xcpj (х) = х + X

Здесь

1 — (10 + х) In I 1+ 1
10 + х

М  = m ax,K(x,s) = max  ------ = 0,1 N  = т а х  f i x )  = т а х х  = 1.
a < x< b  V 7  0 < д :< 1  10 a < x < b  V 7  0 < д :< 1
a < s< b  0 < 5 < 1

Следовательно, полученный ряд сходится при |Х| <  ̂ | —— = 10. В частно

сти, при X = 1 на основании (3.7) точность решения будет

, 1-Г0Д1-112|у(х) -  у, (х) < « 0 ,0 1 .
1 1 1 1- 0,1 11

3.2 Метод конечных сумм

Идея метода конечных сумм заключается в замене определенного инте
грала конечной суммой с помощью некоторой квадратурной формулы

\ F ( x ) d x  = f j AiF ( x i) + R [ F ] ,  (3.11)
>=1

где х( ^'=1,и) - абсциссы точек отрезка | a. h | : Ai (i = \ ,n ) - числовые коэф

фициенты, не зависящие от выбора функции F ( x ) ; R [ /• ] - остаточный член
п

(ошибка) формулы (3.11). Обычно Д  > 0  и ^ Д . = Ь - а .  В случае равноот-
/= 1

Ь — а
стоящих точек х( = а + ih = ().// -1  j . где h ■■ имеем:

1) для формулы прямоугольников Д. =h  = \.п - 1 j. Ап = 0 :

2) для формулы трапеций Л = Л = | -  А  = *  (* = О Г Л );

Ji — а
3) для формулы Симпсона при п = 2т, h = -

2т
» » h . . Ah 2h

A  ~ Am ~ ’ Д — Д — ... — Ат-1 ~ ’ Д  — Д  — ... — Ат-2 ~ •

Погрешность приближенного решения зависит от погрешности выбранной 
квадратурной формулы.

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма второго рода (3.2):
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y ( x ) - X ^ K ( x , s ) y ( s ) d s  = f ( x ) (a < x < b ).
a

Выбирая точки x (e  | a. b | и обозначая

у ( х ^  = y t, К (xj,Xj} = K jjy / ( х ^  = f t i , j  = \ ,n на основании формулы (3.11) 

будем иметь

»  - А к  У = f i + Ri i = \ n ,
j=i

где I t  - соответствующие ошибки. Отбрасьшая в этой системе величины I t , 

для приближенных значений y t решения у (х ) в узлах x t, i  = \ ,n  получим 

линейную систему алгебраических уравнений:

y i - y f JAj K ijy j = f i / = 1 Я  (3.12)
7=1

Г1, / = j
Вводя символы Кронекера = и учитывая, что у, = 8ууу (немой

индекс j  -  индекс суммирования), систему (3.12) можно записать в виде

' = (3-13)
7=1

Если
A(X) = det(8# - Ы у К у ) ф О ,  (3.14)

то система (3.13) имеет единственное решение у п  которое можно найти ме
тодами решения систем алгебраических уравнений.

Найдя y t ( / = 1 , и) для решения у ( х ) , получаем из уравнения (3.2) при
ближенное аналитическое выражение

y ( x )  = f  (х) + 1 £ л ук  (х, Xj) у  у .
7=1

Замечание: метод конечных сумм дает хорошие результаты, если ядро 
К  (х. л ) и правая часть /  (х) достаточно гладкие функции.

Метод конечных сумм может быть применен также к интегральному 
уравнению Фредгольма первого рода (3.1):
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В этом случае приближенные значения у.  решения v(x) в узлах х р /' = \,п  

определяются из системы

k i AJK v y j = ^  i = i ’n -
j=i

Особенно просто применение метода конечных сумм для решения инте
грального уравнения Волътерра второго рода (3.4):

y ( x ) - \ ^ K ( x , s ) y { s ) d s  = / ( х )  а < х < Ь ,
а

которое можно рассматривать как уравнение Фредгольма второго рода. Здесь 
Ку = 0 при j > i  и, следовательно, соответствующая система (3.12) имеет 

вид

/ = о Я  (з-15)
]=о

Причем коэффициенты . ' вычисляются для соответствующей квадратурной

формулы на каждом /' -том шаге, поскольку интеграл, входящий в уравнение 
Волътерра, имеет переменный верхний предел.

Пример 3.2. Применяя формулу трапеций с шагом h = 0,2 на отрезке 
[1,2], найти приближенное решение уравнения

у (х )  + |^ — + 0 ,5 ( x - s ) j > ,(.s-)iis- = 0,5х2 - ln x  + 3,5 . (З1)

Для формулы трапеций для каждого i -го шага ( i = 0 ,5)  будем иметь

4 °  = Д ( 0 = | .  4 ) = h  (У = 1,2,3,4).

Полагая в уравнении (З1) х = xt (i = 0,5) ,  получим

УО ~ fo ’

y t + j f — + 0,5(х( - 5 ) y(4 )ds = 0,5х2-1пх;. +4 (/ = 1,2,3,4,5).
Л х,-

Применяя к определенным интегралам формулу трапеций с шагом h = 0,2,  
согласно (3.15) получим систему уравнений
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Уо fo ’

Ух + 4 г>кх0у 0 +А^ к пУ1 = Л ,
' у 2 + А ^ к 20у 0 + 4 2)К 21У1 + А ^ К 22у2 = f 2,

' у 3 + А ^ К зоУо + 4 У>К31У1 + А ? % 2у 2 + А ^ К ззУз = / 3, 

у 4 + А ^ К 4оУо + А ^ К иУ1 +А24)К 42у 2 + 4 4% 3у 3 + А (4 )К 44у 4 = f 4, 

у 5 + 4 5%  оУо + 4 5)к 51У1 + А 4 к 52у 2 + 4 5)к 53у3 +а (4 )к 34у4 +а 4 к 55у5 = / 5,

*  ^ = r = ^ = ^ = ^ = 4 » = ^ M « = 4 ” = ^ = f = a t .  о с

тальные .1'/' = h = 0,2 для всех j  < i . Составляем таблицу значений

К  = — + 0,5 (у , - х  ) ,  f t = 0,5х2 -  In х(. + 4 (; = 0,5)  (табл. 3.1) и из получен- 
xt v ’

ной системы последовательно находим
4 o = f o  = 4,0000,

у, = и - 0 , 1 ^ 1оЛ](1 + 0 ,Щ 1)-1 =3,3825, 

у 2 = [ / 2 - О Л К 2оУо- 0 , 2 К 21У1](1 + ОЛК22у 1 =3,0118,

' Уз = [ /з  -  0 ,1^30у 0 -  0,2 (К 31у 4 + К 32у 2)] (1 + 0,1^33)-‘ = 2,7719, 

y 4 = [ f 4 -  0,1 К 40у 0 -  0,2 (К иУ1 + К 42у 2 + К 4зУз)] (1 + О, 1К44)-‘ = 2,6077, 

у5 = [ / 5 -О Л К зоУо - 0 , 2  (К 31у 4 + К 52у 2 + К 33у з + ^ 54у 4)] (1 + 0 ,1 ^ ) - '  =2,4906.

Таблица 3.1 -  Значения коэффициентов
/ Кхх K 2i K 3i K 4i K 5i / ,
0 0,9333 0,9143 0,9250 0,9556 1,0000 4,0000
1 0,8333 0,8143 0,8250 0,8556 0,9000 4,0377
2 0,7143 0,7250 0,7556 0,8000 4,1435
3 0,6250 0,6556 0,7000 4,3100
4 0,5556 0,6000 4,5322
5 0,5000 4,8069

Уравнение (З1) соответствует краевой задаче

и” + — и’ + 0,5и = 0 ,5х2 -1 п х  + 4 
х

и{ 1) = 1, и \  1) = 0.
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Связь между решением у(х) интегрального уравнения (З1) и решением
2 2 и(х) = х~ -  2 In х краевой задачи (3~) определена выражениями (II.3), (II.5),

см. приложение II. Следовательно, точным 4 
решением уравнения (З1) будет

у( х )  =
_ d 2u ( x ) _  2

dx = 2 + х̂
и, обратно, приближенное решение задачи 
(З2) будет иметь вид:

и, = ( х, -  5 ) Vjds +  1 У =  0 , 5  .

На рис. 3.1 представлено графическое срав-
1

уравнений (З1), (3°); в табл. 3.2 -  их значения. х
Рис. 3.1

Таблица 3.2 -  Сравнение приближенных 
_________________ и точных решений_______

х, У(х) У, м(х) Uj
1,0 4,0000 4,0000 1,0000 1,0000
1,2 3,3889 3,3825 1,0754 1,0676
1,4 3,0204 3,0118 1,2871 1,2409
1,6 2,7813 2,7719 1,6200 1,4989
1,8 2,6173 2,6077 2,0644 1,8345
2,0 2,5000 2,4906 2,6137 2,2453

3.3 Метод вырожденного ядра

Ядро К  (х. л ) называется вырожденным, если оно может быть представ

лено в виде конечной суммы парных произведений:

= 2 а Дх)РДД - (ЗЛ6)
1=1

где функции а,, (х ), р,. (s) можно считать линейно независимыми. Для таких
ядер интегральное уравнение Фредгольма второго рода (3.2):

ь
У (х) = /  (х) + ̂  j ̂ Д Д  y(s)ds

а
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решается весьма просто. Подставляя выражение (3.16) в уравнение (3.2), бу
дем иметь

где

y (x) = f  (*) + ̂ 2  cia i (х) ’ (3.17)

(3.18)

некоторые постоянные коэффициенты. Если в выражения (3.18) подставить 
функцию (3.17), то для определения коэффициентов cj получим алгебраиче
скую систему линейных уравнений

с  = { Р Д Д / ( Д ^ + д [ Р Д Д 2 с М Д ^  (г' = Р « )
а а '= 1

(3.19)

или

7=1

где

f, = j  Р, (Д  /  ( Д У  у = j  а,, (х) Р j (  s) ds .
а а

Запишем систему (3.19) в виде

i ( 8i - ' k y j i h = f  i = l’n -

(3.20)

7=1

Обозначим определитель этой системы
!-Х уц -Ху21

A(X) = det(S..-Xy.,.) =

“ ХУИ1
12 1 _ ^У22 ••• _ "̂Уи2

-^У2и ••• 1 -  ̂ У„.
и через А у (/_) - алгебраические дополнения соответствующих элементов 

(87 - Ч )  этого определителя. Если А (л) ф 0 , то по правилу Крамера нахо

дим

_
( i  = 1 , n j .с, = 7=1

А(Х)

Следовательно, в силу (3.17) интегральное уравнение (3.2) имеет единст
венное решение:
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y (x) = / ( x) +xS S ^ y  fp-, (x) ■

Отсюда, подставляя вместо соответствующее выражение (3.20) и заменяя 
сумму интегралов интегралом суммы, получим

у  (х) = /  (х) + X J А f { s ) d s ,  (3.21)

п п

где А(х,5,Х) = У  У  а, (х)р^ (5 ) А̂ . ( X ) . Из формулы (3.21) вытекает, что
<■=1 j = 1

функция
A(x,s,X) j y j y  . .  А .. (X)

R(x,s ,X)  = — = У  У  а  (х)р  ( 5 ) — ——
А(Х) £ £ Л ' Р Д ' д ( Х )

есть резольвента интегрального уравнения (3.2).
Собственные значения ядра XT(x,s) определяются из уравнения

Л(Х) = 0 . (3.22)

Если %к (к  = l,m ;m  < n j  есть корень уравнения (3.22) (очевидно, К * о ) >

то соответствующие собственные функции ср̂  (х) ядра К  ( x , s ) , т.е. нетриви

альные решения однородного уравнения
ь

У (Х) = К \ К  (x , s ) y { s ) d s ,
а

будут иметь вид

Ф* (*) = ^ У с даа, 0 У  
/=1

где с '<] - ненулевые решения линейной однородной системы

= 0  i = \ n .
j = 1

Если X = Xt есть собственное значение ядра К (х. л ) . то неоднородное

уравнение (3.2) или не имеет решений, или имеет бесконечное множество 
решений.

Пример 3.3. Найти приближенное решение уравнения
1

у ( х } ~  j  sh(xs)y(s^cls = 1 - х 2 . (З3)
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Заменяем ядро К (х , s) = shixs) суммой первых трех членов ряда Тейлора:

(xs)3 (x s f  
sh(xs) «  xs4---------- ь -

3! 5!
Тогда решение уравнения (З3) будем искать в виде

у(х)  = 1 —X2 +CjX + C2X3 + с3х5.

Обозначим / ( х )  = 1 - х 2, оц =х ,  a 2 = x 3, а 3 = х 5, Pj(5) = 5, Р2С5') = — ,

Р3 = — и найдем по формулам (3.20) коэффициенты системы (3.19):

f i = \  Pi ( s ) f ( s ) ds  =J (s - s 3)ds = j ,
0 0 4

Л  = j  P2 (s) f ( s ) d s  =J (s3 - s 5)ds = ^ ~ ,
0 0  ̂ ^

/з = j  Рз m ( s ) d s  = j  1  (s5 - s7 )ds = ^ ,

1  ̂ 1  ̂ 1 1  ̂ 1 1
Yn = fen, COP, OWs = \ s 2ds = —, Yn = f— s 4ds = — , у,, = f —s 6ds = ----- ,

11 I l W PlW  J з ’ !u J 3! 30 13 1 5! 840

f ^  1 f 1 1 f 1 8л 1у,, = s ®  = - , Yn = — s ds = — , Y™ = — s ds = ------- ,
21 I 5 { 3! 42 23 1 5! 1080

f ^  1 f 1 8 > 1 f 1 10 , 1Y„ = 5 ds = —, = — s ds = — , Узз = — s ds = ------- .
31 I 1 32 1 3! 54 33 J0 5! 1320

Таким образом, получаем систему
1 1 1 1

с, = —с, + — сп + —с, + —,
3 5 7 4
1 1 1 1

с. = —  с, н с, н с, н ,
30 42 54 72

1 1 1 1
Сз ~ 840 С‘ + 1080 Сз + 1320 Сз + 2880 '

Решив ее методом итерации, получаем сх = 0,3833, с2 = 0,0273, с3 = 0,0008.
Таким образом, приближенное решение уравнения (З3) можно записать в 

виде
у  (х) = 1 -  X2 + 0 ,3833х + 0 ,0273х3 + 0 ,0008х5.
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4 ЗАДАНИЕ НА КУРСОВУЮ РАБОТУ

I Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений
1.1. Найти решение краевой задачи 

у" + р ( х ) у ' + q(x)y  = f ( x ) ,  x e [ a ,b ]

а 0у(а) + а 1у'(а ) = А1,

РоУ(ь)+РУ(ь)=В1 
с шагом h = 0,1:

а) методом конечных разностей, используя конечно-разностные и цен
трально-разностные отношения; сравнить результаты вычислений с точным 
решением; сделать вывод;

б) методом прогонки, используя разностную схему, давшую в п. а) луч
ший результат;

в) сравнить результаты вычислений методом конечных разностей, 
методом прогонки с точным решением; сделать вывод.

1.2. Найти решение краевой задачи:
y ” + p{x )y ' + q{x)y = f { x ) ,  x e [ a ,b ]

У( а) = А 2,

УФ) = в 2
с шагом h = 0,1 методом Галеркина, методом коллокаций и методом Ритца. 
Привести сравнение результатов вычислений с точным решением. Сделать 
вывод.
Примечание: Для составления краевых задач использовать функции у ( х ) , 

р(х)  , q(x) и коэффициенты а 0, a j , Pq, Pi , приведенные в табл. 4.1.

II Уравнения в частных производных
II. 1. Методом сеток найти приближенное решение первой смешанной за

дачи для уравнения теплопроводности на отрезке:
и , = а 2ихх, х е [ 0 , / ] ,  t>  0;

' 2х2 п I
 , 0 < х < —,

1 2
I1 - х ,  — < х < /;

I 2 
и(0, / )  = и(7,/) = 0.

Сравнить результаты решений с аналитическим решением.

и (х ,0)
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№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
а 4 5 3 5 5 3 2 3 2 5
1 3 5 2 8 6 10 5 3 4 3

№ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
а 2 3 4 3 4 5 4 4 6 4
1 7 4 8 5 2 4 6 4 3 1

II.2. Методом сеток найти приближенное решение первой смешанной за
дачи для волнового уравнения на отрезке [0,/]:

*е[0,/], />0;
и(х,0) = х ( х - / ) ,  ut (x, 0) = 0; 

и(0,г) = и(/,г) = 0.

Сравнить результаты вычислений с аналитическим решением._______________
№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
а 3 3/2 2 2/3 4 2 1/2 1/3 1/3 2/3
1 3 3 1 2/3 2 2 1 1/2 1 1

№ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
а 4 1/3 3 3/2 3 2 1/2 1/2 3/2 2
1 3 2 3/2 3/2 2 1/2 3/2 1/2 1 3

II.3. Найти приближенное решение задачи Дирихле в квадрате с верши
нами /1(0.0). 5(0,1), С( 1,1), /1(1.0):

А и = 0,

[ и \ л в = ^ ( у ) ’ и \ в с = ^ Л х ) ’

[u \c D= ^{y)>  ML = 4 C ( * )  

с шагом h = 1/3 , применяя:
а) метод сеток;
б) метод усреднения Либмана с точностью 0,1.
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№

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

Ф1 ( /
З О у

З О у

ч / /

3 0 ( l - x 2)

30 cos —  
2

Ф2 (У)

О

30cos —  
2

ЗОх

5 0 y ( l - y 2) О О 50 sin хх

20у 20 20/ 50х (l — х)

50х (l — х) 5 0 y ( l - y 2) 50х (l — х)

30sinxy 20х 2 0 у ЗОх ( 1 - х )

3 0 ( 1 - / 20 л/х 2 0 у 3 0 ( 1 - х )

50sinxy 30 л/х З О у 2 50 sin хх

4 0 / 40 40 . .  . XX40 sin—  
2

50у 5 0 ( 1 -х ) О

4 0 ( 1 - / ЗОх З О у 40 (l -  х2)

10/ ( 1- / ) 10 sin хх

50sinxy 20х 20у2 50 sin хх

ЗОу 3 0 ( 1 - х )

20у ЮС20 cos — 20 cos — 20х

40sinxy 50-\/х 50у 40 sin хх

10у 10 10y2 ЗОх (l —/

15y

1 0 y ( l -y 2)

, xx 
15cos—

30x (l —/

15 cos
xy

3 0 y ( l - y 2)

15x

20 sin xx

30x (l —/
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III Интегральные уравнения
111.1. Для краевой задачи

y" + p {x )y ’ + q{x)y = f { x ) ,  x e [ a ,b ]

[ У(а) = А3,
\ у ' ( а )  = В3

получить соответствующее уравнение Вольтерра второго рода:

у  (х) + J К  (х, s) у  (5 ) ds = /  (х)
а

и найти его приближенное решение. Результат сравнить с точным решением.

111.2. Составить интегральное уравнение Фредгольма второго рода:
ь

у  (х) + X J К  (х, s) у  (5 ) ds = /  (х)
а

и найти его приближенное решение. Результат сравнить с точным решением.

Примечания: 1) Для составления уравнений использовать функции у ( х ) , 
К(х , s ) , приведенные в табл. 4.1.

2) При составлении уравнения Фредгольма необходимо уточнить сходи
мость будущего решения, т.е. определить диапазон значений величины

|Х|< /  ч .
1 1 М ( Ь - а )

Требования к оформлению курсовой работы

Оформление курсовой работы (структура, оформление текста, нумерация 
страниц и разделов, графический материал, таблицы, формулы и уравнения, 
список использованной литературы, приложения) производится согласно [7].

При выполнении работы предлагается использовать программные про
дукты MathCAD, Maple и др.
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N - xN  + 1

p (x ) ( N  + 2)x ( N - 2 ) x

q(x)

x + s
1 + x 2 + s 2 + xs

x 2 + 0, IN0 ,lN x ‘
N - 1 N  + 1

p (x ) (1 -  2N) x (2 - N ) x

q(x) 0,3 N r

l + s x + s x + s
1 + x2 + s2 + xs x - s

N  + 2
cos(Nx)  + 0, I N  -  s in ^ x ) + 0, I N  - ( N  + l)x2 + 0, IN

[a,b] [7V-5,7V-4]
2 N 2 N

p(x) ( N -  3)x

1 - x s x + s
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0,2 N

TV-1

p(x)

2 + x 2 + s' 2 — xs 2 + xs

— cos(0,2 Nx)
N - 3

[TV  + 1, 

Ж + 2] 2 N 2 N

p(x) (N  — 5) x

2 — N 2 — Nq(x)

l — x l + x
1 -  xs 2 — xs 1 -  xs
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ПРИЛОЖЕНИЕ I . Аналитические решения уравнений
в частных производных (метод Фурье)

Метод Фурье (или метод разделения переменных) принадлежит к числу 
важнейших методов решения уравнений математической физики. Схема ре
шения для смешанных задач в случае двух независимых переменных состоит 
в следующем:

-  на первом этапе находится решение, удовлетворяющее уравнению и 
краевым условиям: частные решения уравнения ищутся в виде произведения 
двух функций, каждая из которых зависит только от одной переменной; с 
учетом граничных условий определяются собственные значения и соответст
вующие им собственные функции;

-  на втором этапе согласно начальным условиям определяются коэф
фициенты разложения в ряд Фурье по соответствующим собственным функ
циям для полученного на первом этапе решения.

Ниже предлагаются решения смешанных задач для уравнений параболи
ческого и гиперболического типов, полученные методом Фурье [5].

1.1 Смешанная задача о колебаниях однородной струны
Найти функцию u(x,f) , удовлетворяющую уравнению

и „ = а 2ихх, (1.1)
начальным условиям

и(х,  0) = / (х), ut(х, 0) = Ф(х) (0 < х < s) (1.2)
и однородным краевым условиям:

1) оба конца струны закреплены:
и(0,О = 0, u(l,t) = 0 ; (1.3)

2) левый конец струны ( х = 0 )  закреплен, правый ( х = / )  -  свободен:
и(0,О = 0, ux(l,t) = 0;  (1.4)

3) левый конец струны ( х = 0 )  свободен, правый ( х = 1) -  закреплен:
ux(0,t) = 0, u(l,t) = 0;  (1.5)

4) оба конца струны свободны:
ux(0,t) = 0, ux(l,t) = 0 . (1.6)

Общее решение задачи имеет вид
со

и (x, t)  = cosK ° t+ B n sin l na t ) X n (x),
n

A  = y  \ f { x ) X „ { x ) d x ,  Bn = —? - | ф  ( x )X„(x)dx ,
/ 0 alkn 0
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где )-н -  собственные значения, X н (х) -  собственные функции, соответст
вующие краевой задаче (см. табл. 1.1.).

Таблица 1.1. -  Собственные значения и функции для волнового уравнения
Задача К

(1.1), (1.2), (1.3)
ПК —
--- , П = 1,00
/

sinXMx

(1.1), (1.2), (1.4)
(2w + l ) 7i  —
----------— , п  = 1,00

21
sinXMx

(1.1), (1.2), (1.5)
(2п + \)% —
----------— , п  = 0 ,оо

21
cos Хих

(1.1), (1.2), (1.6)
ПК —  
—  , п  = 0 ,<х> 

/
cos Хих

1.2 Смешанная задача о теплопроводности в однородном стержне

Найти функцию u(x,t)  , удовлетворяющую уравнению

ut = a2uxs, (1.7)
начальному условию

м(х,0) = / ( х )  ( 0 < x < s )  (1.8)
и однородным краевым условиям:

1) оба конца стержня теплоизолированы:
ux(0,t) = 0, ux(l,t) = 0 ; (1.9)

2) на обоих концах стержня поддерживается постоянная температура:
м(0,О = 0, м(/,О = 0 ; (1.10)

3) левый конец стержня (х  = 0 ) теплоизолирован, на правом конце 
( х = / )  поддерживается постоянная температура:

ux(0,t) = 0, u(l,f)  = 0 ; (1.11)
4) на левом конце стержня ( х = 0 ) поддерживается постоянная темпера

тура, правый конец ( х = 1)  теплоизолирован:
м(0,О = 0, ux(l,t) = 0 .  (1.12)

Общее решение задачи имеет вид
со

И (х, () = ^  { А п cos\ х  + в п sin Хпх ) е~х"“2' .
п

В табл. 1.2 представлены собственные значения '/.п и значения коэффициен

тов А п , В п , соответствующие краевой задаче.
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Таблица 1.2. -  Собственные значения и коэффициенты разложения
Задача

(1.7), (1.8), (1.9)
ПК —
—  , п = 0,со 
/

2 ^
Л  = у j /  (х ) cos ̂ „xdx, Вп =0  

 ̂ 0

(1.7), (1.8), (1.10)
ПК ----
--- , п = 1,00
/

2 ^
Л = ° >  в п = - \ f ( x ) s m ' k nxdx

 ̂ 0

(1.7), (1.8), (1.11)
(2п + \ ) к  —
----------—, п = 0,оо

21

2 ^
Л  = 7  j /  (х) cos K xdx , в п = 0  

 ̂ 0

(1.7), (1.8), (1.12)
(2п + \ ) к  —
----------—, п =  1,00

21

2 ^
Л = ° >  =-J/(x)sinX„xtfe 

 ̂0
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 1. Связь между дифференциальным 
уравнением и уравнением Вольтерра

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение
d 2u , ч й?и , , „, , , .
— х- + р ( х )   ̂Q\x )u = f  (х ) а < х < Ъ  (П.1)
dx2 dx

при начальных условиях
и(а)  = А, и ' (а)  = В .  (П.2)

Положим

d 2u
— г  = у ( х ) (П.3)
dx2

и дважды проинтегрируем
х

~Г = j  y ( s )ds + C^, м = |  ds j" у  (t) dt + Cj (x -  a) + C2 .

Изменяя порядок интегрирования в двойном интеграле, получим
X  S X X  X  X

j" d s j y ( t } d t  = j" dt j" у  (/) ds = = j" (x - s ^ y { s ^ d s  .
a  a  a t  a  a

Кроме того, из начальных условий (1.2) при х  = а  найдем ( \  = В , С 2 = А .  
Поэтому

^ ~  = \ y { s ) d s  + B , (II.4)
dx

а

(х) = J ( x - ts,) y ( (s’)<is’ + i ? ( x - a r) + ̂ 4 . (II. 5)и[х)  =
а

Подставляя вьфажения (II.3), (II.4) и (II.5) в дифференциальное уравнение 
(II. 1), получаем интегральное уравнение Вольтерра второго рода:

X
у ( х )  + j*X (x,s ) y ( s ) d s  = F ( x )  , (П.6)

а

где
K ( x , s )  = р(х)  + q(x)(x -  s),

F ( x ) =  f ( x ) - B p ( x ) - \ B ( x - a ) + A ] q ( x ) .

Зная функцию у ( х ) , можно по формуле (II.5) найти решение и(х) и про
изводную и'(х) ; таким образом, интегральное уравнение (II.6) включает в
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себя всю информацию, связанную с начальной задачей (задачей Коши) для 
дифференциального уравнения (II. 1).

Аналогичный результат получается для линейного дифференциального 
уравнения я-го порядка.

Обратно, если ядро K(x ,s )  является целым полиномом относительно .v 
степени п, т.е.

^ ( х а )  =  Z  а т  

т =О

то путем последовательного дифференцирования интегрального уравнения 
(II.6) придем к задаче Коши для некоторого линейного дифференциального 
уравнения.

Пример II. 1. Решить интегральное уравнение
X

y ( x }  + ^ (2  + x - s } y ( s } d s  = х 2 . (II1)
О

Последовательно продифференцировав уравнение (II1) два раза, получим

у '  (x} + 2 y (x }  + ^ y ( s } d s  = 2 х , (II2)
О

у"(х) + 2 у ’(х) + у (х ) = 2 . (II3)
Из уравнение (II1) и (II2) при х = 0 получаем начальные условия:

Х 0 ) = 0, У(0) = о .
Решая известным способом дифференциальное уравнение (II3), находим

у(х)  = 2 — 2е~х (1 + х) .
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