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ПРЕДИСЛОВИЕ

Учебное пособие содержит материалы по математике, предлагаемые сту­
дентам всех специальностей СГАУ для самостоятельного изучения в первом 
семестре. Здесь рассматриваются вопросы, которые традиционно относят к 
введению в математический анализ, и задачи дифференциального исчисле­
ния функций одной и многих переменных.

Пособие состоит из глав, разбитых на параграфы (пункты), каждый из ко­
торых имеет следующую структуру. Параграф, как правило, начинается с 
кратких теоретических сведений, необходимых для решения очередной зада­
чи. Теоремы приводятся без доказательств, однако, в каждом конкретном 
случае указывается учебное пособие, с помощью которого можно ознако­
миться с обоснованием соответствующего утверждения.

Далее приводится формулировка и решение очередной задачи. Затем 
формулируется аналогичная задача, предназначенная для самостоятельного 
решения, и ответ к ней, если только ответ не следует из условия. В отдель­
ных случаях в завершение параграфа может приводиться еще одна или не­
сколько пар задач.

Рекомендуется следующий порядок самостоятельной работы. Прежде все­
го, необходимо по конспекту и учебнику проработать материал, рассмотрен­
ный на лекционных занятиях, ознакомиться с введенными там понятиями, 
изучить формулировки и доказательства теорем. Затем, опираясь на решения 
задач, предложенных на практических занятиях, выполнить текущее домаш­
нее задание. И только после этого целесообразно осваивать материал, приве­
денный в настоящем учебном пособии.

Такая последовательность изучения материала связана, в частности, с тем, 
что здесь не дублируются рассматриваемые на лекционных и практических 
занятиях определения, утверждения и приемы. Предполагается, что студент с 
ними уже ознакомился. Пособие представляют собой руководство, помо­
гающее студенту продолжить изучение методов решения задач по данному 
разделу математики.
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1 ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

1.1 Равенство множеств

Определение. Если А и В  — множества, то, по определению, Л = В  в 
том и только в том случае, если одновременно А а  В  и В а  А.

Таким образом, А = В , если всякий элемент множества А принадлежит 
также множеству В , а всякий элемент множества В  является элементом 
множества А .

Определение. Множество, состоящее из всех элементов множества А , не 
принадлежащих множеству В , называется разностью множеств А и В  и 
обозначается А \ В . Если все рассматриваемые множества содержатся в не­
котором множестве U , то U \ А  называется дополнением множества А и
обозначается А' .

1. Доказать соотношение

А п  (В и  С) = ( А п  В)  и  ( А п  С) .  (1)

Решение.

Если х Е А п ( В  О1 С ) , то х е А и при этом х е В С . Е[оследнее озна­
чает, что X Е В  или х е С . Если х Е В  то, поскольку в то же время х Е А,  
X Е А п  В  и, следовательно, х  Е (А П В)  U (А П С).  Если х е С , то 
х е А п  С и х  е (А о  В ) (А о  .

Таким образом,
А п ( В и С )  п ( А п  В ) и ( А п С ) .  (2)

Е[усть теперь х  Е ( А п В ) 1и ( А п С ) .  Тогда х е А п В  и л и  х е А п С .  
Если X Е А п  В  , ТО X Е А И X Е В . Поэтому x e B v j C  И X G ^ n ( 5 u C ) .  
Если х е А п С ,  т о  х  е А и  х е С ,  х е В у р С  и  х е  А п  (В С).

Следовательно
( А п  В ) п ( А п С )  п А п ( В п С ) .  (3)

Согласно (2) и (3), левая часть соотношения (1) содержится в правой, а пра­
вая -  в левой. Это означает, что равенство (1) верно.
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2. Доказать, что
( Л и В ) '  = Л ' п В ' .

Указание. Учтите, что, согласно определению дополнения множества, 
соотношения х  е А'  и х  £ А  равносильны.

1.2 Таблицы истинности

Если некоторое высказывание истинно, то будем обозначать это цифрой 
«1», если ложно -  то цифрой «О». Логические операции формально опреде­
ляются таблицами истинности.

Например, таблица истинности отрицания р  высказывания р  ( р  читает­
ся «не р  »):

р р
1 0
0 1

Таблица истинности конъюнкции высказываний р  и q \

р я p A q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Таблица истинности дизъюнкции высказываний р  и q \

Р Я p v q
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Таблицы истинности равносильных высказываний совпадают.

3. Даны высказывания р  и q . Доказать равенство

р  A ( q v r )  = ( p  A q ) v ( p  л  г). (4)
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Решение.

Составим таблицу истинности левой части равенства (4):

р я г q v r р  л  ( q v r )
1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 0
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0

Аналогично, строим таблицу истинности правой части:

Р Я г р  A q р  АГ ( p A q ) v ( q A r )
1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

При одинаковых первых трех столбцах этих таблиц последние столбцы 
совпадают. Это означает, что равенство (4) верно.

4. Даны высказывания р  и q . Доказать равенство

p v q  = р A q  .

1.3 Метод математической индукции

Этот метод основан на следующем принципе математической индукции 
[4, гл. I, §2].

Некоторое утверждение, формулировка которого содержит параметр п , 
считается справедливым для всякого натурального значения этого параметра,
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если
а) данное утверждение верно при п = 1;
б) из того, что это утверждение верно при п = к , следует, что оно спра­

ведливо и при п = к + 1.

5. Методом математической индукции доказать формулу суммы членов 
арифметической прогрессии

s n = El
2

Решение.

Запишем эту формулу в виде

S n  =  2 a i + d ( n -  1) и  ( 5 )

Здесь использованы стандартные обозначения параметров арифметической 
прогрессии.

Проверим первое из условий принципа математической индукции. При 
п = 1

2 О 1 + У 0 -1 )!

то есть в этом случае формула (5) справедлива. Для надежности рассуждения 
полезно выполнить проверку еще одного-двух первых значений Sn . Так, при 
п = 2 имеем:

0 2ал + d ( 2 -1 )
02 = &\ + = Р \С1\ Р d)  —-------------------2 ,

формула (5) верна.
Проверим теперь второе условие. Пусть формула (5) справедлива при 

п = к:

Тогда

s  = 2ах + d ( k - l ) k
к г\
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2 2 2a^k + dk -  dk + 2ai + 2dk _ 2ai(k +1) + dk +dk

2щ(к + 1) + dk(k + i) _ 2щ +d((k + 1)-1) ^  + ^

Таким образом, формула (5) верна при п = к + 1 и, значит, при всех нату­
ральных значениях параметра п .

6. Методом математической индукции доказать, что

1 2 , ^ 2 , 0 2 , , „ 2  п{п + \)(2п + \)1 +Z + 3 + ... +п  = ----------------------- .

1.4 Бином Ньютона

Пусть п Е П . Тогда величина п\ (читается «/7 (эн) факториал») определя­
ется равенством

и! = 1- 2- 3  ••• /?.
Например,

1! = 1, 2! = 1 -2 = 2, 31 = 1- 2 - 3  = 6, 4! = 1 - 2 - 3 -4 = 3!-4 = 24,
5! = 41-5 = 120, 6! = 51-6 = 720.

По определению,
О! =  1.

Если п е  П , то величина С™ (читается « С (цэ) из п по т ) называется 
числом сочетаний из п элементов по т и определяется соотношениями

г 0 _ , _ Ф  -  1)(п -  2) • • • (w -  (т -1))
т !

(т = 1, 2, ... , п). Число сомножителей в числителе равно т .
Например,

Г 1 =— Г 2 _ г 3 _ п ( п - 1 ) ( п - 2 )
п п 2! 5 п 3!

Справедливо равенство
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^ n  ~  ^ n
Так, при n  = 10 и m  = 8 имеем

^8   n 2
Ч о  - 4 o -

Соотношение

(a + b)n = X  C™an~mbm
m=0

называется формулой бинома Ньютона. Здесь а , £  е  □ , и е О  . Символ 
п

^  читается «сумма от 777, равного нулю, до п  ». 
т=0

Придавая индексу суммирования /77 значения 0, 1, 2, ... , /7, получим 
развернутую запись формулы бинома Ньютона:

, и \ п / ^ 0  и  . ^ 1  и - П  . ^ 2 n - 2 j 2  . . n - m i t n  . .
\С1 +  О )  — С n Q  +  С ^ й !  О +  С ^ й !  О +  . . .  +  С ^  й! £ ) + . . . +  С п о  , ( 6 )

или

(в  + 6 )« = а » + Д  в «-1й + Е Д Н >  а »-2й2 + ЖИ - 1 Х И - 2 )  И-3Й3 +
1! 2! 3!

, 77(77 -  1)(/7 -  2) ••• (77 -  777 + 1) , , и„
+ ... н----------------------------------------а о + ... +о .

777!

Последнее слагаемое записано с учетом того, что

_ ^ п - п  _ ^ 0  _  |
Ч  _  ^  77 —  77 —  А '

Формула бинома Ньютона может быть доказана методом математической 
индукнии [11, гл. XI, § 2].

7. С помощью формулы бинома Ньютона выполнить возведение разно­
сти в степень:

(Х2 - у ) 6.
Решение.

Согласно формуле (6),
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(x2 - y f  = C 6V ) 6 + С16(х2)5( - у )  + С2(х2)А( - у ) 2 + 

+C3(x2)3( - y ) 3 + CA(x2)2( - y ) A + C l ( x ? ) \ - y ) 5 + C l (x 2)0( - y ) 6 = 

= C6°x12 -  Cl6x l0y  + C2x Sy 2 -  C36x 6y 3 + C62x4/  -  C\x2y 5 + C6°y 6
12 6 10 6-5 8 2 6 -5-4 6 3 , 6-5 4 4 6 2 5 , 6= x  X VH x у ----------- x у  н-------x у ----- X у  + у

1! 2! 3! 2! 1!
= х12 - 6 х 10з/ + 1 5 х У  - 2 0 х 6у 3 + 15х4_у4 - 6 х 2у 5 + у 6.

8. Вычислить с помощью формулы бинома Ньютона :

(л/З -  V I )5 .

Ответ:
89л/з -1 0 9 л /2 .

1.5 Сумма степеней натуральных чисел

Согласно формуле суммы членов арифметической прогрессии,

V 7 _ 1 О Т  _ 1 + «/  к  — 1 + 2 + 3 +  --- +72 —-------77 .
^  2£=1

9. Вывести формулу для суммы
п

X *  •

к=\
Решение.

Рассмотрим тождество

(а  + 1) — а  + За  + За +1

Запишем его при а  = 1, 2, ... , 77:

2 3 = I3 + 3 - 12 + 3  -1 +1.

З3 = 2 3 + 3 - 2 2 + 3 - 2  +1.
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43 = З3 + З-З2 + 3-3 +1, 

53 = 43 + 3-42 + 3-4 +1,

(и + 1)3 = г? + 3 • п2 + 3 • п + 1.

Сложим левые и правые части этих п равенств:

23 + З3 + 43 + 53 + + и3 + (и +1)3

Выражения

= 13 + 2 3 + З3 + 4 3 +53 + ••• +г? + 
+3 • (I2 + 2 2 + З2 + 42 + 52 + ••• + и 2) + 

+3-(1 + 2 + 3 + 4 + 5+ ••• + и) -\- п'  \ .

23 + З3 + 43 + 53 + • • • + и3

в правой и левой частях взаимно уничтожаются и остается соотношение

П 1
(я + 1)3 = 1 + З ^ Д 2 + 3 - -и (и  + 1) +

к=1 2
п

п
Отсюда легко найти ^  к .

к=\

Обычно равенство (7) преобразуют так:

(V)

3  п
(п + 1)3 = (п +1) + - п ( п  +1) + 3 Л  к 2

2 к=1
п (  3  Л

3 £ г  = (и + 1) (и + 1)2 - 1 - - «
к=1 ^ 1 ->

п 3
?>Y,k2 = (п + \)(п2 + 2 п - - п ) .

к=1 2
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^ ^ 2  _ (п + 1)(2п + \)п

к=\

10. Считая известным соотношение (8), вывести формулу для суммы

п

2 >
к=\

Ответ:

3

2>3 =

п(п + 1)

к =1 V ^ У

1.6 Формула Эйлера

Формулой Эйлера называют равенство

где
е1(р = cos<  ̂+ isincp,

(ре □ , /2 = -1

11. Найти сумму функций

sinx + 2sin2x+ ... + /?sinm;

Решение.

Рассмотрим сумму

Согласно формуле Эйлера,



S  = l + cosx + /sinx + cos2x + /sin2x + ... +cosra; + /sinra;. (9)

В то же время S — сумма геометрической прогрессии с первым членом 
b\ = 1, знаменателем q = е1Х и числом членов, равным п + 1. Для суммы т 
членов такой прогрессии справедлива формула

т 1 - 9

Поэтому

l _ e (n + l ) ix
s  =

l - e IX

Найдем действительную часть данной функции. С этой целью используем 
формулу Эйлера:

с 1 -  cos(п + l)x -  isin(n + i)x
О = .

1 -  cos л; -  i sin л;

Числитель и знаменатель дроби умножим на величину, сопряженную знаме­
нателю

(1 -  cos(п + l)x -  i sin(« + l)x)(l -  cos л: + i sin x) 

( l - c o s x ) 2 + sin2 x

Отделим действительную часть от мнимой:

5  = (1 -  cos(« + 1)х)(1 -  cos х) + sin(H + l)xsin х +

+ Z

2(1- cos х) 
(1 -  cos(п + 1)х) sin х -  sin(« + 1)х(1 -  cos х)

2(1 -  cos х)

Запишем действительную часть суммы S :

(1 -  cos(п + 1)х)(1 -  cos х) + sin(« + 1)х sin х
RqS =

2(1 -  cos х)
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Сравнивая Re S  с действительной частью суммы S  в форме (9), получим 
формулу для суммы косинусов:

Re£ = l + cosx + cos2x + ... +cos пх =
_ (1 -  cos(п + 1)х)(1 -  cos х) + sin(« + 1)х sin х

2(1- cos х)

Преобразуем последнюю дробь к более удобному виду. Раскроем скобки в 
числителе:

RqS =
1 -  cos(п + 1)х -  cos х + cos х cos(п + 1)х + sin(« + 1)х sin х

2(1 -  cos х)

Сгруппируем слагаемые:

RqS =
1 -  cos х -  cos(п + 1)х + ( c o s ( t? + 1)х cos х + sin(« + 1)х sin х)

2(1- cos х)

Преобразуем:

9  X
2 sin — -cos(«  + l)x + cos((« + l ) x - x )  

2(1 -  cos x)
RqS =

9  X2 sin —-cos(«  + l)x + cosra:

2(1 -  cos x)
9  .X

2 sin — + (cos ra: -  cos(« + l)x) 

4 sin —

о - 2 * 0  •2 sin — + 2 sin nx + (n + l)x9 . f ( n  + l ) x - n x  
sin

V

л  ■ 2 X4 sin —
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о  - 2 * 0  •2 sin — + 2 sin
1

n + — 
2

X
J J

. Xsin — 
2

• 2 X4 sin

. xsin — + sin 
2

2
'  1лn + —
v

X

2 sin — 
2

Получим соотношение

1 11 + cosx + cos2x + ... + cosra; = — + —
2 2

sin n + —
v

X

. Xsin — 
2

Умножая обе части этого равенства на —1 и дифференцируя их, найдем:

sinx + 2sin2x + ... + г?sin га: =
'  I V  (  . X \ . ( (  Р  Лcos п + — X sin sin

2 2
п + — X

VV -‘-У у

Xcos — 
2

2  ■ 2 *sin —
2

Задача решена, однако правой части можно придать более удобную фор­
му. Раскроем первые скобки в числителе:

п 1V  к sin кх = --------
к=\ 0 • 2 *2 sin —

у у у
я cos

V VV

1
п + — 

2

л л
X

У У

. хsin —+
2

1
н— COS 

2

у /

VV

1
п + — 

2

\  Л 
х 

У У

. X  1 .
sin sin

2 2

у 1
п + — 

2
Л  ̂ х Л 

cos — 
2

X
У У У

Запишем первое слагаемое по формуле для произведения синуса на косинус,
1

а последние два как разность синусов (с коэффициентом —):
2*
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n
к sin kx

k=l 0 • 2 X 2 sin

1 .
— sin 
2

( (  П
n + —

vv

x
x -----

2

л

1
— n 

2
(  ( f sin
V U

\1
n + — 

2y

x
x + — 

2

л
+ sin

J

f  X  f

v 2 "  v

1
n + — 

2

j

x W \
x

J JJ)

— sin n x -  — n (sin(« + l)x -  sin nx)

O • 2  X  2 sin

или

sinx + 2sin2x + ... + nsinnx =
(1 + n) sin n x - n  sin(« + l)x

A ■ 2  X4 sin

12. С помощью формулы Эйлера доказать тождество

п sin
sin кх

к=\

П + 1 Л

V
 X
2 у

sin С п Л — х
v2  j

. х  sin — 
2

, где х Ф 2пп, п е  □

1.7 Критерий Коши

Определение. Числовая последовательность {хп} называется фундамен­
тальной, если для всякого положительного числа £ существует такое нату­
ральное число N , что для любых положительных чисел т и п  таких, что 
т > N  и п> N , справедливо неравенство

Хщ Хп < £

Теорема (критерий Коши). Для того чтобы числовая последовательность 
имела конечный предел, необходимо и достаточно, чтобы она была фунда­
ментальной ([4], гл. Ill, § 1, п. 3).

13. Доказать, что последовательность {хп} сходится, если

,  1 1Хи — 1 н 1 ьvn 2 ! 3 !

1
+ —

п\

16



Решение.

Будем считать, что п и т  — натуральные числа и т> п . Тогда

, 1 1  1 1  1
xm — 1 Н 1 Ь • • • Н 1-------------ь • • • +

2! 3! п\ {п + \)\ т\
и

1 1
х т х п ■ +  • • •  +

(п + 1)! т\

За питием равенства

(п + 2)! = 1-2 ••• (п + \){п + 2) = (п + \)\{п + 2) . 
(п + 3)! = (п + 1)! (п + 2 )(п + 3),

т\ = (п + \)\(п + 2)(п + Ъ) " - т .

Поэтому

■ _ 1 1 |  1________
т п (« + 1)! (п + \)\(п + 2) (п + 1)\(п + 2)(п + 3)

1

1 г
(п + \)\(п + 2)(п + 3) ... т 

1 1 11 +  +  + ••• +
v(п + 1)!  ̂ п + 2 (п + 2)(п + 3) (п + 2)(п + 3)---т

Здесь

<
(п + 2 )(п + 3) (п + 2 )(п + 2) (п + 2)

1 1 1
<  <

(п + 2Р)(п + 3)(?? + 4) (п + 2Р)(п + 2Р)(п + 2) (п + 2)'

1 1
<

(п + 2)(п + 3) ••• т {п + 2) т - п -1

17



Последнее неравенство записано с учетом того, что число сомножителей в 
произведении

равно
(п + 2)(п + 3) ••• т 

т -  (п + \) = т — п — \

Получим соотношение

х т х п <
(п + 1)!

1 1 1 +  +  - +  • • •  +

V п + 2 (п + 2у
1

/  . л ч / И - й - 1{п + 2) j

Выражение в скобках представляет собой геометрическую прогрессию. 
Число ее членов равно т — п. Используя формулу для суммы геометриче­
ской прогрессии, найдем:

или

Так как

1 -

х т х п

1
\ т - п

<
п + 2

х т х п <
1

{п + 1)!

1

1 -
п + 2

п + 2
{п + 1)! ^  ̂ {п + \)\{п + 1) 

п + 2

п + 2
lim -----------------

п—̂00 {п + \)\{п + 1)
=  0 ,

то для всякого £ > 0 существует N  Е П такое, что при п> N

п + 2
{п + \)\{п + 1)

< £ .

Следовательно, когда п> N  и т> п, справедливо неравенство

х т х п < £

Согласно критерию Коши, последовательность {хп } сходится.

18



14. Доказать, что последовательность {х п } сходится, если

sin 1 sin 2 sin3"
л;п +

sin Я
>77

1.8 Верхний и нижний пределы последовательности

Определение. Если из подмножества множества элементов последова­
тельности {хп} составлена новая последовательность, причем порядок сле­
дования элементов в этой последовательности такой же, как в исходной, то 
полученная таким образом последовательность называется подпоследова­
тельностью последовательности {хп }.

Например, последовательность

■Xj , %2 5 *3 5 • • • 5 ХЦ 5 • • •

содержит подпоследовательности

х \> Xз, ... , х 2п—\? ••• ’

Х2 5 Х4 5 Х 6  5 • • • 5 ^277 5 • • • ’ 

х 3? х $, х 9 ,  х \4? -* 1 5 ’ ••• ’ X ( ' _ ^ « + 3 w + 2 5 • "

ИТ. д.

Определение. Если подпоследовательность последовательности {хп} 
сходится, то предел указанной подпоследовательности называется частич­
ным пределом последовательности {хп}. Наибольший (наименьший) час­
тичный предел последовательности {хп ) называется ее верхним (нижним)
пределом и обозначается

\\т хп ( lim хп).
77— > 0 0  77— > С 0

Теорема. Последовательность {хп} сходится тогда и только тогда, когда 
она имеет верхний и нижний пределы и эти пределы совпадают, то есть когда

lim хп = lim хп
77— > с о  77— > 0 0
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[4, гл. Ill, § 1].

15. Найти верхний и нижний пределы последовательности {хп}, где

х „ = ( —1)". (10)
Решение.

Задана последовательность

- 1 , 1 ,  - 1 , 1 , ,  ( - 1 Г , ...

Рассмотрим ее подпоследовательности

1 ,1 ,1 ,. . .  (п )
и

- 1, -1 , - 1, ... (12)

Обозначим эти последовательности {ип} и {vw}, где ип = 1, vn = —\
0  = 1, 2, 3, ...).
Они имеют пределы:

lim ип = 1, lim vn = -1.
п —»С0 п —»С0

Данные пределы являются частичными пределами последовательности 
(10). При этом каждый элемент последовательности (10) принадлежит одной 
из последовательностей (11) или (12). Поэтому последовательность (10) не 
имеет других частичных пределов и

lim хп = 1, lim хп = -1.
п—»С0 п —>00

16. Найти верхний и нижний пределы последовательности {хп}, где

. ?  ЯПхл = sin — . 
п 2

Ответ: 1;0.

17. Найти верхний и нижний пределы последовательности {хп ), где

20



Решение.

( л 7171Рассмотрим последовательность \Уп),  где у п = COS , то есть последо-

вательность
7ГУ1

О, -1 , 0, 1, 0, -1 , 0, 1, ... , cos— , ...

пп
Таким образом, величина у п = COS принимает три значения: —1,0, 1.

В частности, у п = 0 при
п = 1, 3, 5, ...

Эти числа образуют арифметическую прогрессию с разностью d  = 2:

1, 3, 5, ... , 2 т - 1, ...

Значение у п = — 1 получается, когда

п = 2, 6, 10, ... , 4т -  2, ...,

а Ти = 1 ПРИ
/? = 4, 8, 12, ... , 4/77, ...

Составим подпоследовательность {ит} последовательности (13), вклю­
чив в эту подпоследовательность те элементы, в которых косинус равен ну­
лю:

, 2/77 -1  ж{2т -1 )
ит ~ ^2т-\  — 1 "I ~ COS -  — 1 .

2т 2

Рассмотрим также подпоследовательности {vm}, с косинусами, рав­
ными соответственно минус единице и единице:



Am Am ж , Am 
wm = x4m = 1 +  cos = 1 +

Am +1 2 Am +1

Здесь везде m = 1, 2, 3, ...
Последовательности {um},{vm},{wm} содержат, соответственно, элемен­

ты
Х\, хъ, Х$, ... ,Х 2т- \ ,  ■■■ (14)

Xfi, ^ 0 ’ ••• ’ ^4т—2 ’ ••• (1^)

Х4 , Л-8; -̂ 12? ••• ? Х4т? ••• (1^)

Пределы этих последовательностей

lim ит = 1, lim vm = 0, lim = 2
m—> go m—> go m—> go

являются частичными пределами последовательности (13). Других частич­
ных пределов эта последовательность не имеет, так как каждый элемент
данной последовательности содержится в одной из последовательностей (14), 
(15) или (16). Поэтому

lim хп -  2, lim хп = 0.
п —>00 л —>00

18. Найти верхний и нижний пределы последовательности {хп}, где

п2 . ;ги
хп = — sin-

n + 1
Ответ: 1; — 1.

1.9 Признак существования предела

Теорема (Вейерштрасса). Ограниченная сверху возрастающая (неубы­
вающая) последовательность сходится. Аналогично, сходится убывающая 
(невозрастающая) последовательность, ограниченная снизу. [7, гл. I, 
§ 4, п. 4.5].
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19. Доказать, что последовательность {хп } сходится, если

1 1 1  1
х л — 1-------- 1------------h ••• н--------------------- . (17)

2 2-4 2-4-6 2-4-6 ••• 2п

Решение.

Запишем хп в виде

Xп
1 1

2-1 2 - 1 - 2  23 -1-2-3 2 1- 1- 2- 31
■ +

1

2 п -п\

Учтем,  что
1 1 

 <
1 1

23 -1-2-3 23 -1-2 - 2 23 -22 25 ’
1

<
1 1 1

24 • 1 • 2 • 3•4  24 - 1 - 2 - 2-2  24 - 23 27
1 1  1 1  

 =  <
2Пп\ 2п Л-2-3 --- п 2п -2п~х 22п~1 '

Поэтому
1 1 1 1

х п — — I— Т  "1— Г —̂ Т 
2 2 2 2

+ •
,2л-1

Правая часть этого неравенства представляет собой геометрическую про-
1 1 1грессию с первым членом с\ — — и знаменателем q = — \ число членов равно

^ 4
п . Поэтому

1

х„<
лпV 4 у

1 -

2 . Л
1 < 3 3 :

то есть последовательность (17) ограничена сверху. 
Так как
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I l l  1 1
x n = — + ----- + ---------- + • •-•-+ -------------------------- + -------------------

2 2-4 2-4-6 2-4-6 ••• 2 (л -1 )  2-4-6 ••• 2n
и

1 1 1  1
Xn _\  — — I----------- 1--------------- i- • • • н----------------------------------- ,

2 2-4 2-4-6  2-4-6  ••• 2 ( n - \ )
TO

X„ ~  Х„_л = ------------------   >  0 .
2-4-6 ••• In

Следовательно, ограниченная сверху последовательность (17) возрастает. 
Значит, она сходится.

20. Доказать, что последовательность {хп } сходится, если

1 1 1  1
хп - -------+-—------+-—------+

3 + 1 З2 +2 33 +3 3п + п

1.10 Сходимость итерационного процесса

Если множество значений функции (р содержится в ее области определе­
ния D а  □ и а,\ е  D , то соотношения

хх = аъ хп = <p(xn_i), п = 2, 3, 4, ... (18)

задают числовую последовательность

*1 5 Х2 5 *3 ; • • • ; Xfj , ...

Вычисление ее элементов по формулам (18) называется итерационным 
процессом. Если полученная при этом последовательность имеет предел, то 
говорят, что итерационный процесс (18) сходится.

21. Последовательность {хп } задана соотношениями

х̂  = х/2, Х2 — V 2 W 2 ,  Х3 — ^2 + х/2 + х /^ ,
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Xn —  ^ 2  + ^ 2  + • • • + л/2 ,

где выражение, определяющее хп, содержит п символов квадратного корня. 
Доказать, что данная последовательность сходится, и найти ее предел.

Решение.

Задан итерационный процесс

х 1 = л/2, хп = у/2 + хп_ \ , w = 2, 3, 4, ...

Так как 
Xi < х2 < х3 < ••• < х п < 

то последовательность {хп } возрастает. 
В то же время

х  ̂— yf2 С 2, Х2 — у]2 + Х| < л/2 + 2 < 2.
Если хи_̂  < 2 , то

хи = yj2 + хп_\ < л/2 + 2 < 2.

Согласно принципу математической индукции,

хи < 2  (w = l, 2, 3, ...),

то есть возрастающая последовательность {хи} ограничена сверху. По тео­
реме Вейерштрасса, эта последовательность сходится.

Обозначим
lim х„ = а.

л — >  go

Так как
хи — yj2 + х/7_| ,

то
lim хп = lim у]2 + хп_х .

Л — >GO  Л — >GO

Поскольку функция л/х непрерывна,

lim хп = /2+ lim xw-1,
w—»оо V  w—̂00
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или

а = у / 2  + а, 
а2 = 2 + а,  

а = - 1, а = 2.

Так как
хп >0  (п = 1, 2, 3, ...),

то
lim хп > 0, а = 2, lim хп = 2.

п —>со п —»С0

22. Исследовать сходимость итерационного процесса

хх = >/б , хп = ^/б + (« = 2 , 3 ,4 , . . . )

и найти предел последовательности .

Ответ: 3.

1.11 Вычисление предела последовательности

Классическая теорема о пределе суммы сформулирована в предположе­
нии, что число слагаемых постоянно и конечно. В противном случае необхо­
димо предварительно преобразовать выражение под знаком предела так, что­
бы были выполнены условия указанной теоремы.

23. Вычислить предел

12 + 32 + 52 + ••• + (2и - 1)2 
l im ------------------- ------- -------- — .

и —» 00

Решение.

Представим каждое слагаемое числителя в виде, аналогичном последне­
му слагаемому, вычислим квадраты разности и сгруппируем отдельно первые 
и вторые степени:

12 +32 + 52 + ••• + ( 2 n - l f  =
=  I 2 +  (2 •  2 - 1)2 +  ( 2 •  3 - 1)2 +  (2 •  4 - 1)2 ••• + ( 2 и - 1 ) 2 =

=  1 ч- 2 2 - 2 2 — 2  - 2  - 2  + 1  +  2 2 • З 2 — 2  • 2  • 3 + 1 +
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+22 -42 -  2-2-4  +1 + ••• + 22 -я2 - 2 - 2 - я  + 1 =
= n + 22(22 +32 + 42 + ••• + я2) - 4 ( 2 +  3 + 4 + ••• +n) .

Справедливы формулы
n

2 >
k=1

2 (w + 1)(2« +1 )n

n
1 +  Yl

к =  n
2£=1

Поэтому

l2 + 32 + 52 + ••• + ( 2 n - l ) 2= 

l'{n + \)(2n + \)n ^  1 f 1 + %  1Л
V J V У

И

= lim
n —»C0

lim
w—» oo

v

l2 + 32 + 52 + ••• + (2 и -1 )2

n"
(n + l)(2n + l)n 1

6?r « с

(l + n)n 1 ЛЛ

2?r n J J
ИЛИ

lim
W—» oo

l2 +32 + 52 +

Я

+ (2 я -Г Г  _ 4 
”  3

24. Вычислить предел

lim
n —»C0

1-2 + 2-3+ ••• + ??(?? +1)

n
1

Ответ: —.
3

1.12 Равномерная непрерывность функции

Определение. Функция у  : X  —> □ называется равномерно непрерывной 
на множестве X , если для всякого положительного числа £ можно указать
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такое положительное число 8 ,  что для любых точек Х\, Х2  ^  X  таких, что

справедливо неравенство

Сущность равномерной непрерывности заключается в следующем. Пусть 
функция f  непрерывна на некотором промежутке X . Тогда для всякого Xq
и з  э т о г о  п р о м е ж у т к а  и  д л я  в с я к о г о  £  >  0  м о ж н о  у к а з а т ь  т а к у ю  8  - 
о к р е с т н о с т ь  т о ч к и  X q  , ч т о  д л я  л ю б о й  т о ч к и  х  Е  X  и з  у к а з а н н о й  о к р е с т н о с т и

При этом для различных точек Xq в  общем случае получаются различные 
значения 8 .  Если же для функции f  и данного промежутка существует 
единое число 8  > 0  такое, что для любого X q  е  X  из неравенства

следует (19), то функция f  считается равномерно непрерывной на рассмат­
риваемом промежутке.

Согласно определению равномерной непрерывности, функция f  не яв­
ляется равномерно непрерывной на множестве X  а  □ , если можно указать 
£ > 0 такое, что для любого 8  > 0 можно найти Xj, Х2  е X , для которых 
выполняются неравенства

она равномерно непрерывна на этом отрезке [4, т. I, гл. IV, § 2].

Доказать, что функция f  равномерно непрерывна на указанном множест­
ве (задачи 25 -  28):

(19)

и

Теорема (Кантора). Если функция f  непрерывна на отрезке [а, b\ , то

25. / ( х )  =  X 2 , X  Е  [0, 1].
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Решение.

Функция f  непрерывна на отрезке [о, 1] . Согласно теореме Кантора, f  
равномерно непрерывна на этом отрезке.

26. Д х )  = 1

sin2 х
х

71 Ъ п

7 ’ Т

ч sinx27. / ( х )  = ----- , х е  (0, 1).
х

Решение.

Рассмотрим функцию

F(x)  =
sinx

X
если х е  ( 0 ,  1 ] ,

1, если х = 0.

На промежутке (0 ,1] она совпадает с функцией, заданной выражением

s inx
х

Последняя непрерывна на указанном промежутке. Поэтому F  также непре­
рывна на множестве (0 ,1].

Вычислим

Следовательно,

lim F(x)  = lim SmX = 1.
x —^ 0  x —^ 0  X

lim F(x)  = F ( 0),
x—̂0

то есть функция F  непрерывна в точке X = 0.
Так как F  непрерывна на промежутке (ОД]  и в  точке х = 0 , то эта

функция непрерывна на отрезке [ о л ]  . Следовательно, она равномерно не­
прерывна на этом отрезке.

При этом функция F  равномерно непрерывна на всяком подмножестве 
данного отрезка, в частности на интервале (0, 1). На этом интервале F  сов­
падает с функцией f . Значит, f  равномерно непрерывна на указанном ин-
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тервале.

X 1е -1
28. / ( х )  =

х
X  Е  ( О ,  1 ) .

Доказать, что функция f  не является равномерно непрерывной на ука­
занном множестве (задачи 29 -  30).

29. / ( х )  = 1пх, х е  (0, 1).

Решение.

1
Зададим £ = — и рассмотрим точки

—п ~ ( п + 1) п
х п = е  > У п = е  , п е й

Тогда

х п ~ У п  =
1 1 е - 1

и
п J п п п+ \  п+\е е  е

lim (хп - у п) = 0.
п —»С0

Таким образом, для всякого 8  > 0 можно найти такое п , что

Xп
При этом

I f (y„)

У п \ < S - 

ln<?-"-ln<?-("+1) 1 > £ .

Следовательно, f i x ' )  не является равномерно непрерывной на интервале 
(0, 1).

30. / ( х )  = —, х е ( 0 ,  1 ) .  
х

Указание. Рассмотрите точки
1 1

х п =  — > У п =  ~п п + 1

30



2 ПРОИЗВОДНЫЕ

2.1 Односторонние производные

Функция sgn л; определяется следующей формулой:

sgnx
1, если х > О, 
О, еслих = 0, 
-1, еслих < 0.

Используется также обозначение sign х . В обоих случаях читается «сигнум 
х » (от латинского signum -  знак).

Символы [х] или Е ( х ) читаются «целая часть числа х». Это наиболь­
шее целое число, не превосходящее х .

Найти односторонние производные функции /  в указанной точке (задачи 
31-34):

31. / ( х )  = sgnx-(ex - 1 ) ,  х = 0.

Решение.

Согласно определению функции sgn х ,

/ (* )  =

1 - е  , если х < 0, 
0, если х = 0, 

ех - 1, еслих > 0.

При вычислении левой производной / '_ ( 0 )  приращение аргумента
АгАх < 0 и /(Ах) = 1 — е .Поэтому

, ._«> )=  lim / ( °  + А » ) -Л 0 )  =
А х —̂—о Ах

1 А х  А х  1l - e  е -1= lim --------- = -  lim  .
А х —^ —0 Ах А х —^ —о Ах
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Так как при —» О

то / '_ ( 0 )  = -1 .
Аналогично, правая производная

еа - 1П а.

/ ' . ( 0 ) =  lim / ( 0  + А д г ) - / ( 0 )

Ах—̂ +0 /Ух

= lim А - 1
= 1

А х—̂ + 0  А х

32. / (х) = sgn х • ((х - 1 )  - 1 )  , X = О

Ответ: / '_ ( 0 )  = 2, / ’+(0) = -2  .

33. / (х) = [х] • sin7гх, х = 2.

Решение.

Рассмотрим окрестность (1, 3) точки х = 2. По определению целой части 
числа, на этой окрестности

1, если х е  (1, 2),
2, еслихе [2, 3).И =

Поэтому

/(* )  =

sin;rx, е с л и х е (1 ,  2), 
0, е сл и х  = 2,
2 sin ;гх, если х е  (2, 3)

и
sin;r(2  + Ax) sin;zAx/ _ ( 2 )  = lim ----- 1------- -  = lim  = 7Г

А х—̂ —о Ах А х—̂ —о Ах
/•. 1- 2 s in 7г(2 + Ах) _/ ' , ( 2 ) =  lim -------Ь---------а = 2я-.

Ах^+о Ах

34. / ( х )  = [х ] - (х 2 - З х ) ,  х = 3.

Ответ: / ’_(3)  = 6,  / ' + ( 3 )  = 9
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2.2 Дифференцируемость функции в точке

Теорема. Если функция f  дифференцируема в точке а,  то указанная 
функция непрерывна в данной точке [10, гл. III, §4].

Теорема. Функция f  дифференцируема в точке а в том и только в том 
случае, если в этой точке существуют левая f ' _ ( a )  и правая f \ ( a ) 
производные и если при этом

Поэтому условия дифференцируемости функции f  в точке а  можно за­
писать в виде:

35. При каких значениях а и Ъ функция f  имеет производную в точке 
Xq , если

f A ( a ) = f \ ( a ) .
[6, гл. 5, § 1].

lim Д х )  = lim f ( x )  = f ( a \
х —>а-0  х —>а+0

= f '+(a),
где

f ' +(a)=  lim

lim

Ax—̂+0

A x - » -  0

f ( a  + A x ) - f ( a )  
Ax

f ( a  + A x ) - f ( a )  
Ax

(20)
ax + b при X  >  X q .

Решение.

Рассмотрим три величины
/ ( X q )  =  X q ,

2 2lim /  (x) = lim x = x0
x—>Xq- 0 x—>Xq-0

и

lim / (x) = lim (ax + b) = ax0 + b .
X—̂Xq+0 X—̂Xq+0

Они равны, то есть функция f  непрерывна, если
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2
ax0 + b = X q .  (21)

Выясним условие равенства односторонних производных в точке Xq . Ле­
вая производная:

г _(Хо)= lim Л * о  + А* ) - / ( хо) =
А х—̂ —о Ах

|-m (х0 + Ах)2 -  Xq _  Xq2 + 2 xQAx + (Ax)2 ~ Xq _  ^
Ax—̂—0 Ax Ax—̂—0 Ax

Правая:

f +(xo)= lim / А о ± А Ы Ы  =
A x —^ + 0  Ax

7 7
-  lim a X̂° + xo _  j-m  (axo + b) + a Ax -  x0

A x —̂ + 0  Ax A x —̂ + 0  Ax

или, с учетом (21),
2 2 

r , , ч . Xq +  a  A x  —  Xq
f ' + ( x o ) =  lim    V- = a.

A x —̂ + 0  Ax

Должно выполняться равенство

f ' - ( X o )  =  f ' + ( Xo ) ,
то есть

2х0 = а . (22)
Из условий (21) и (22) следует, что

7 2 2 г\ 2 2и — Xq — ах0 = х0 -  2х0 = - х 0 .

Таким образом, функция (20) дифференцируема в точке X q , если

2
а = 2х0, Ъ = - х 0 .
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36. При каких соотношениях между параметрами а, Ь, с, d  функция

/(* )  =

имеет производную в точке Xq ?

Ответ: а = с, b — d .

37. Непрерывна ли функция

ах + b, если х > х0, 
сх + d , если х < х0

/(* )  =
1п(1 + х) • s in —, если х Ф О, 

х 
О, если х = О

в точке X = 0 ? Является ли она дифференцируемой в этой точке? Найдите 
значение производной в указанной точке, если оно существует.

Решение.

Функция sin— ограничена, а 1п(1 + х) —» 0 при X —» 0 .
X

Поэтому

lim 1п(1 + х) • sin — = 0.
х—̂0 X

Так как на проколотой окрестности точки х = 0

/ ( х )  = ln(l + x ) s in  —,
х

то
lim / ( х )  = 0 = / ( 0 ) .
х—̂0

Следовательно, функция f  (х) непрерывна в точке X = 0 
Производную в этой точке вычислим по определению:
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/ ' ( 0 ) =  lim
/ ( 0  + Ax) -  / ( 0 )  |jm ln(l + Ax) • sin 0

Ax
A x —>0 Ax A x —^ 0 Ax

или

/ ' ( 0 )=  lim
A x —> 0 ^

ln(l + Ax) . 
—  ---------- - -S 1

Ax
• 1  ̂•sin—  .

Ax J
Так как

Ax—̂0 Ax
1

а функция s in   на любой окрестности начала координат принимает все
Ах

значения из отрезка [ -1 ,1 ] , то /  '(0) не существует и / ( х )  не дифферен­
цируема в точке X = 0.

38. Непрерывна ли функция

в точке X = 0 ? Является ли эта функция дифференцируемой в данной точке? 
Найдите значение производной f  '(0), если оно существует.

Ответ: Да, да, /  '(0) = 0.

Теорема. Если функция дифференцируема на некотором промежутке, то 
производная этой функции не имеет на указанном промежутке точек разрыва 
первого рода [15, т. I, п. 113].

39. Доказать, что функция

(ех — 1) * sin—, еслих ф 0, 
/ ( * )  = 1 х

0, еслих = 0

2.3 Производная, имеющая точку разрыва.

2 - 1  Л.. . х sin—, еслих Ф 0,
А * )  = 1 х

0, если х = 0
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дифференцируема на всей числовой оси и исследовать непрерывность произ­
водной этой функции.

Решение.

Производную в начале координат найдем по определению:

/ ' ( ( ) )=  lim
А х —̂ 0

/ ( 0  + Ах) -  / ( 0 )
Ах

(Ах)2 - sin —— 0 ^
lim --------------—----- = lim Ах-sin — .

Ах—̂0 Ах А х —̂ 0 Ах

Так как

Sin-
Ах

<1

1
то есть функция sin ограничена, то f  '(0) = 0.

Ах
В остальных точках производная вычисляется по обычным формулам 

дифференцирования элементарных функций:

Поэтому

f  1 А' 2 • 1X sin —
V

. 1  2 1= 2xsin —+ х cos — •
X X

Г 1 А

V Х 2 У

/ ' ( * ) =
.  • 1 12xsin— cos—, если х^  0, 

х х
0, если х = 0.

Таким образом, функция f  дифференцируема на всей числовой оси. 
При х Ф 0 производная f  '(х) совпадает с элементарной функцией

0 • 1 1у  = 2xsin cos — .
х х

определенной и поэтому непрерывной при указанном условии. Следователь­
но, f '(X) непрерывна при х Ф 0.
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Чтобы проверить непрерывность производной в начале координат, рас­
смотрим ее односторонние пределы в этой точке. Вычислим предел справа:

(  1 Рlim /  '(х) = lim
х—̂+0 х—̂+0

2 x s in — cos —
V х Ху

Первое слагаемое в скобках стремится к нулю, второе не имеет предела.
Поэтому lim f  '(х) не существует. Аналогично, в точке х = 0 не сущест- 

х—̂+0
вует предел производной слева. Следовательно, для функции f \ x ) точка 
X = 0 является точкой разрыва второго рода, что согласуется с теоремой, 
приведенной в начале данного параграфа.

40. Выяснить, дифференцируема ли функция

/(* )  =
3 - 1  Лх s in —, е сл и х  Ф 0,

х
0, если х = 0

на всей числовой оси. Есть ли у производной этой функции точки разрыва? 

Ответ: Да, нет.

2.4 Формула Лейбница

Теорема. Если функции и(х) и v(x) имеют в некоторой точке произ­
водные порядка п , то в этой точке

( о т ) «  = Е  С* и{п- к\ (к)П
к=0

где Û  = U, = V .

Это соотношение называется формулой Лейбница. Формально она полу-
/ \Т1чится, если разложить выражение {и + V) по формуле Ньютона и затем 

показатели степени величин и и v заключить в скобки, превратив их в 
символы порядка производных. Кроме того, при этом следует считать, что

~ п 0первый и последний члены указанного разложения записаны в виде и V и
0 пи V .

Формула Лейбница может быть доказана методом математической индук­
ции [7, гл. I, § 10, п. 10.2].
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41. Найти 5\  если
2

у  = (х + x + l)sinx

Решение.

По формуле Лейбница,

/ 15) = Ci°5(sin х)(15) • (х2 + х +1) + c / 5(sin х)(14) • (х2 + х +1) '+ 

+C125(sinx)(13)-(x2 + x + l)".

Остальные слагаемые формулы Лейбница в данном случае равны нулю. 
Вычислим производные от функции sin X :

Пусть

Тогда

то есть

(sin х ) ' = cos х = sin 

(sinx)" = -  sinx = sin 

(sinx)'" = - c o sx  = sin 

( s in x )^  = cosx = sin

X H —
2y

x + 2- — 
2y

v

x + 4- —
2 j

( s in x )^  = sin

V

r  J  7ГЛ 
X + K-  —  

2 j\

(sin x) (*+i) - cos
V

7 71X + K-  —  
2

sin
J

f  j  71 71^
x  + к ---- 1—

2 2 j\

(s inx)^+1̂  = sin
71

X  +  ( k  +  1 )  —
2 j

Согласно принципу математической индукции,
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(sin x) («) - sin
v

где я е П  . Поэтому

(sin x) (13) _ sin

(sinx) (14) _ sin

(sinx)^15) = sin 

Подставим в формулу (23):

V

n  п  x +13 —  
2 ,

х + 14 —
2 у

х + 15-—^
2 j\

j

COSX

-s inx .

= -  cosx.

У
(15)

или

/ 2  1 4 1 ^ -  15 -14- cos х • (х + х +1) - 1 5  sin х • (2х +1) + ——— cos х • 2
о

-  cos х • (х + х +1) - 1 5  sin х • (2х +1) + 210 cos х , 

^ (15) = - ( х 2 + х - 2 0 9 )  cos х - 1 5 ( 2 х  + 1) sinx.

(ц\42. Найти _yv ' ,  если
у  = х cos х

Ответ:

у^п) = X COS
f  7ГПЛ

хн----- + «sin
f  7ГПЛ

хн-----

2.5 Производные высших порядков от рациональных функций

Теорема. Пусть Q(x)  — многочлен степени не выше п — 1, а \ , ••• ,
ап — заданные постоянные и at Ф a,j, если i Ф j  (/, 7 = 1, 2, ... , п ). Тогда 
рациональную функцию

/(* )  =
Q(x)

(х -й ^ Х х -й ^ )  ••• ( х - а п)

можно представить в виде следующей суммы дробей:
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где А[, А2 , • • • , Ап — постоянные, [10, гл. X, § 8].

43. Найти производную , если

1
У = ~7-------------'х — Зх + 2

Решение.

Представим данную функцию в виде суммы дробей:

1 1 А В
х 2 -  Зх + 2 (х -  1)(х -  2) х - 1  х -  2

Приведем правую часть к общему знаменателю

1 _ А(х -  2) + В(х  - 1)
(х -  1)(х -  2) (х -  1)(х -  2)

Так как знаменатели равных дробей совпадают, то числители должны 
быть равны:

1 = А(х  -  2) + В(х - 1).

Подставляя в последнее равенство X = 1, получим А = — 1, при х = 2 най­
дем В — 1 . Заданная функция примет вид:

1 1
^ = — З-------- Гх - 2 х - 1

Вычислим производные
1 1



у'" = --------------1-----------
( х - 2 ) 4 ( х - 1 ) 4 ’

(4) 2-3-4 2-3-4

( х - 2 ) 5 ( х - 1 ) 5 '

2-3 2-3

Предположим, что

Тогда

y {k) = ( - l ) k  ^ T i T  + ( - l )* +1 т т(x - 2 ) k+l ( х - Г Г +1

v(k+l) / n A:+l к\{к + 1) £+2 к\{к + 1)
( x - 2 ) t+2 ( x - l ) i+2

или

« :+ !)  r ,a + i  (* + 1)! г 1ча+п+1 Ц  + 1)!
( x - 2 ) <t+1)+1 ( x - l ) <t+1)+1 ’

Таким образом, из справедливости формулы

( х - 2 )  ( х - 1 ) ”+1

при п — к следует, что она верна при п = к + 1. Так как эта формула верна и 
при п = 1, то, согласно принципу математической индукции, она справедли­
ва при любом п Е П .

(fl ̂44. Найти производную _уv 7, если

1
У  =  ~ 7 --------х - 4

Ответ:

у(п) _ (~1) я! 
4

1 1

V( х - 2 ) " +1 (х + 2)и+1у
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3 ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

ЗЛ Предел

Определение. Число А называется пределом функции

/ : £ ) - > □ ,  D c D 2

по множеству X  d  D  в точке (Xq, Ео) > если для каждого числа £ > 0 суще­
ствует такое число 8  > 0, что для всех точек (х, jp) £ X , удовлетворяющих 
условию

0 < у ] ( х -  х0)2 + ( у -  Уо)2 < 8 , 

выполняется неравенство
|/ ( х ,  у ) - Л | < £ * .

Это записывается

lim f  (х, у )  = А . (24)
X—»Xq
У^Уо 
(х, у ) е Х

Если .Г—непрерывная кривая, проходящая через точку ( x q ,  У о ) ,  и  

X  =Г, то предел (24) называется пределом функции f  по кривой Г  в точке

Оо> Уо)-
Если множество X  содержит проколотую окрестность точки ( x q ,  J q  ) , то 

соотношение (24) записывают в виде

lim / ( х ,  у )  = А .
X—»Xq
У->Уо

Если этот предел существует и равен А , то для всякой непрерывной кривой 
Г, проходящей через точку ( x q ,  у д ) ,

lim / ( х ,  у)  -  А.
х—>Xq
У^Уо 
(X, у ) е г
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45. Выяснить существование предела lim f ( x ,  у).
х—̂0 
у^О

если
хуЯ х ,  у)  = 2 о 2х + 3 у

Решение.

Вычислим предел функции f  по прямой Г, заданной уравнением 
у  = кх , где к — постоянная. На этой прямой

Я х ,  у) =
кх2

х2 + 3к2х2 1 + 3 к2

то есть f  постоянна, и ее предел по такой прямой

lim f ( x ,  у ) =  к
х—»о 1 + 3 к2

о
(х,у)еГ

Например, по прямой Г ^, заданной уравнением у  = х , то есть при 
к — 1 , функция f  имеет предел

lim f { x ,  у )  = -^ -г  = 7 , 
х—>о 1 + 3 4

о
(х, у)еГ1

а по прямой Г 2 , имеющей уравнение у  = 2 х ,

lim f ( x , y )  = ^~. 
х—̂0 13
у->0 
(х, у)еГ2

Таким образом, на различных прямых, проходящих через начало коорди­
нат, значения предела функции f  не совпадают. Это означает, что предел
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H m  f i x ,  y) = '
*->o X + 3 V
y^O

не существует.

4 6 .  Выяснить, существует ли предел l i m  f ( x ,  у),
х—̂0 
у->0

если

f ( x , у) = s i n
xz + y z

Ответ: Нет.

3.2 Дифференцирование неявных функций

Пусть задана система уравнений

> i(x 1? х2, ... , х„, у ъ у 2 , ... , у т ) =  0,

<............................................................ (25)

Fm(xb х2, -  , хп, у ъ у 2, ... , у т) = 0.

Считают, что эта система неявно задает функции

у х = (рх{ х ъ  х2, ... , х„),
  (26)

Ут ~  Ф т ^ х- ,  ••• ’ Х п ) ,

если при подстановке данных функций в каждое из уравнений системы (25) 
все эти уравнения обращаются в тождества.

Справедлива теорема существования функций (26), неявно заданных сис­
темой (25) ([8], гл. 4, § 41, п. 41.3). Эта теорема аналогична теореме сущест­
вования функции, неявно заданной одним уравнением. В дальнейшем будем 
предполагать, что вычисления выполняются в области, где для системы вида 
(25) выполнены все условия указанной теоремы.
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47. Найти
д и  д и  d v  d v

если
д х  д у  д х  д у  

х н  -  y v  = О, 

у и  + XV = 1.

Решение.

Вычислим дифференциалы левых и правых частей данных уравнений:

u d x  + x d u  -  v d у  -  y d v  =  О, 

u d y  +  y d u  +  v d x  + x d v  =  О,
или

x d u  -  y d v  =  - u d x  +  v d y ,  

y d u  +  x d v  =  - v d x  -  u d y .

Решим эту систему относительно дифференциалов d и и d v  , например, 
по правилу Крамера. Вычислим определители

А =
х  - у  

У х
2 2 =  х 2 + / ,

-u d x  +  v d y  -  у  

-vdx  -  u d y  х

- - u x d x  +  v x d y  -  v y d x  -  u y d y  - 

=  ( - и х  -  v y ) d x  +  (v x  -  u y ) d y ,

Av =
x  -  u d x  + v d y

у  -  v d x  -  u d y
=  ( —v x  +  u y ) d x  +  { - и х  -  v y ) d y .

Получим дифференциалы

-ux-vy  , v x - u y  , 
du = —  ^ d x  + — ---- =7rdy2 2 X + J / 2 2 X + J /
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и производные
ди -их -  уу ди vx -  иу
дх х 2 + у 2 ’ ду х 2 + у 2 ’ 

dv _ -vx  + иу dv _ -их  -  уу 
дх х 2 + у 2 ’ ду х 2 + у 2

48. Найти

если

ди ди dv dv 
дх ’ ду ’ дх ’ ду

U + V = X + у ,  

sin и х
sin v у

Ответ:
ди х cos V +  sinv ди xcosv-sinz/
дх xcosv + ycosz/ ду xcosv + ycosz/ 

dv y c o s u - s in v  dv ycosM + sint/
dx xcosv + ycost/ dy xcosv + ycosz/

3.3 Дифференцирование параметрически заданных функций

Пусть функция z — f  (х, у  ) задана параметрическими уравнениями

х = х(и , v), 
у  = у(и , v), 
Z  =  z ( u , v).

d z d z
Чтобы найти производные —  и — , продифференцируем левые и правые

дх ду

части уравнений данной системы:



дх , дх ,
dv =  — d u  +  — dv,

ди dv
ду дуdу  =  — d u  +  —  dv,
ди dv
dz dz

d z  = — аы н-------dv.
du dv

(27)

(28) 

(29)

Здесь коэффициенты при d и и dv  представляют собой функции от парамет­
ров и  и V.

Решим систему уравнений (27) — (28) относительно d u  и d v ,  выразив их 
через dv , d у . Это возможно, если в области, где выполняются вычисления, 
определитель

д х д х

d u d v

ду_ ду_

d u d v

ф О.

В результате решения указанной системы дифференциалы dи и dv будут 
представлены как линейные функции переменных dv и dp с коэффициента­
ми, зависящими от и и v :

du = Ai (и, v)dv + Bi (и, v)dj;, 
dv = A2(u, v)dv + B2(u, v)dj;.

Подставляя du и dv в (29), получим полный дифференциал в форме

dz = —  A\(u,v)dx + —  B\(u,v)dy + —  A2{u,v)dx + —  B2(u,v)dy = 
du du dv dv

^ dz \  , ( „ , „ dz _  , 4 dz ^

V
M u >v ) i r  +

ull uV j
d v  +

v

d z  
Bl(u,v) —  + B2(u,v)—  d y

Ull UV j

или

d z  = z x (u ,  v ) d x  + z y (u ,  v ) d y .

Тем самым искомые производные будут определены как функции парамет-
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ров и  И V

dz dz
49. Найти —  и —  при и  = 1, V = 1, если 

Эх Эу
х  = и  +  ln v ,  

jp = v -  In г/, 
z = 2г/ + V.

Решение.

Продифференцируем левые и правые части уравнений заданной системы:

d x  =  d u

d y  = d v  -

d v

v

d u

и
(30)

d z  =  2 d  и  + dv.

При и  = 1, V = 1 система (30) принимает вид:

d x  =  d u  +  dv ,

< d y  = - d u  + d v ,  (31)

d z  =  2 d  и  +  dv.

В данном случае определитель

dx dx 
du dv 
dy_ dy_ ’ 
du dv

вычисленный в указанной точке, — это определитель, составленный из ко­
эффициентов при d u ,  d v  в первых двух уравнениях системы (31):
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1 1

-1 1
= 2 ^ 0

Разрешим эти уравнения относительно dи и dv:

dv -  dу  , dv + dу
d u  = -------- —, dv = --------—

Подставим данные значения в последнее уравнение системы (31):

d z  =  d v  -  dy +
dv + dy

Получим полный дифференциал

d z  =  — d v  -  — d y  
2 2

и производные:

dz
д х

d z

и = 1 V = \  *  дУ

3
2 М=1, V=1

dz dz л50. Найти —  и —  при и = 2, V = 1, если
dv  д у

X -  и  +  V"

2 3
;у =  и  - v  : 

z  =  2 mv.

Ответ: 2: 0.

3.4 Полные дифференциалы высших порядков 

Теорема. Если функция z = /(v ^ , V2, ... , vw) имеет непрерывные про-
1 //7изводные порядка т , то полный дифференциал d z может быть вычислен 

по формуле
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(T z
Г д  д  д  лт

—  dXj + ~—  dx7 ~—  d*̂ п
у дх\ дх- д х п

z .

J

Здесь

а
\ТП

у дх\
dxi

d m z

д х Т
dх m

д
\ h

у дх \
dxi

а \^2

J \ д х 2

сЬ>
f ih +h z , ,

z  = —  -----1~  dx A 1 dx72
a x f ‘ 5 x f 2 1 2

и т. Д.

[8, гл. 4, § 38, n. 38.2].

3 251. Найти d z , если z  = x  у

Решение.

В данном случае формула (32) принимает вид

d3z =
V

а л а
— dxH-----
д х  д у

л3
4У

или

,з a3z з a3z 2 А о d 3 z  d z — — — dx + 3 — -—  dx djу  + 3 ------ ;
dx~ d x 2d y d x d y A

dxdy"
a z 

t y 3
Ф

Вычислим частные производные

d z  d 2z
—  =  2 x y ,
d x  d x z

2 У,
a3z

dx~
0 .

a3z

d x 2d y
=  2 .

a3z
^  = Д  4  = 0, —
a^ ay ay

=  o ,
a3z

axa_y"
= o

и подставим их в (33):
d3z = 6dx2dy
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j452. Найти d z , если
z = cos(x + y )

Ответ: COs(x + y)(cb; + dy)4 .

3.5 Зависимость функций 

Определение. Пусть функции

У\  =  Л ( х 1> х 2 > -  > х п)>
..................................... (34)

Ут ~  f m ^ x \? х 2> ••• ’ х п )  

определены в области D е П п . Функция

У к = / к ( х ъ х 2 > - > х п )  С1 ^ к < т )

называется зависимой от остальных функций системы (34), если у^  можно 
представить в виде

Ук=Ч>{Уь У2> -  > Ук-Ъ Ук+Ъ - . У т )’
то есть

f k ^x\ 5 • • • 5 хп) —
= p ( / l (*b  ••• * х п \  ••• J k - l(*b -  , x n \ f k + l(*l> -  >xn \  ••• >//и(*1> •••

где (p — некоторая функция.
Функции (34) называются зависимыми в области D ,  если одна из этих 

функций зависит от остальных. Если ни одна из функций (34) не зависит от 
остальных, то эти функции называются независимыми в области D .

Пример. Рассмотрим функции

У\  =  4" х 2  4" * 3  ’

у 2 — 4“ Х2 4“ Х2 , (35)
У з  =  Х \Х 2 + Х \Х3 + Х2 Х3 ,

з
где (х1? Х2, Х3) Е □ .

Вычислим
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2 2 2 2у y — “Ь %2 х з 2x^ 2  ~ь 2x^ 3  +  2x2X3 .

з
В каждой точке пространства □ справедливо равенство

У2 = У\ -  2у3,

з
то есть функции (35) зависимы в □ .

Теорема. Если функции (34) имеют непрерывные частные производные

Щ - (i = 1, ... , п , к  = 1, ... , т) 
дх,

в некоторой окрестности точки M q е □ п и в этой точке ранг матрицы

з/ l з / 3/i
dxi дх2 д х п

З/2 3/2 3/2
дх} дх2 дх„

д/ т 3/ш з / ,
<3х| дх2 дхг

равен т , то функции (34) независимы в указанной окрестности [8, гл. 4, § 
42].

Доказать, что заданные функции независимы в некоторой окрестности 
указанной точки (задачи 53 —54):

53. yi = sin(x1x2X3),
У2 = Xj cos х2 ,

точка (1, 0, 1).

Решение. Функции у ^ ,  у 2 имеют непрерывные частные производные в
з

□ . Запишем матрицу
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ду\ ду} ду}
дх\ дх2 дх3

ду2 ду2 ду2
дх\ дх2 дх3

f  x2x3cos(x1x2 х3) x1x3cos(x1x2 х3) x1x2cos(x1x2 х3) л
cos х2 -  хг sin х2 о У

В точке (1, 0, 1) она принимает вид

О 1 О

д  о оу

Ранг данной матрицы равен двум, то есть числу заданных функций. Следо­
вательно, эти функции независимы в окрестности точки (1, 0, 1).

54. У\ = ху,
X

У 2 = -  
У

точка (1, 1).

3.6 Экстремум 

Определение. Квадратичная форма

п п
К (хь  Х 2 , . . .  , Xn )  =  Y , H a ijXiXj  ( 3 6 )

7 =  1 7 = 1

называется положительно (отрицательно) определенной, если для всякого 
ненулевого вектора (х^, х2, ... , хп) справедливо неравенство

K (xh х2, ..., хп) > 0 (К(хъ х2, ... , хп) < 0).

Квадратичная форма (36) называется знакопеременной, если существуют та­
кие два вектора (хь  х2, ... , хп) и ( y h у ъ  ... , у п), что
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K (xh x2, -  , x n)> 0 ,  K (y h y 2, ... , y n)< 0.

Теорема (критерий Сильвестра). Для того чтобы квадратичная форма 
(36) была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все 
угловые миноры матрицы этой формы были положительны, то есть

ап > О,

ап а \ 2  ■■• а \пап а \ 2 а \3ап а \ 2 > 0, > 0 , ... , а 2 \ а 22  • ■ а 2п
а 2\ а 22 а 23

а 2 \ а 22
а 3\ а Ъ2 а 33

а п\ а п2 • ®пп

> 0

Для того чтобы квадратичная форма была отрицательно определенной, необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство i < 0 и знаки угло­
вых миноров чередовались [5, гл. 7, § 4, п. 3].

Теорема. Пусть функция f  : D  —> □ , D ( z U n имеет непрерывные част­
ные производные второго порядка в некоторой окрестности точки 
M q(gi , а2, ••• , ап) и M q — стационарная точка функции f . Если при 
этом квадратичная форма

X(dx„ dx2, ... , dx„) = d2/ ( M 0) = E Z  / ^ o)dx,4Xj
. , . , dXjdx , i = \ j = \  1 J

положительно определенная, то M q — точка минимума функции f ; если 
отрицательно определенная, то это — точка максимума. Если указанная квад­
ратичная форма знакопеременная, то в точке M q экстремума нет [8, гл. 4, 
§40, п. 40.2].

2
Таким образом, здесь полный дифференциал второго порядка d f , вы­

численный в стационарной точке M q , рассматривается как квадратичная 
форма относительно переменных dxz (/ = 1, 2, ... , п ) .

55. Исследовать на экстремум функцию

и = 2х2 - х у  + 2xz - y  + y 3 + z2 . (37)

Решение.
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Вычислим частные производные:

их = 4х -  у  + 2 z ,
2

Uy = - x - 1  + Зу  ,
uz = 2х + 2 z .

Приравнивая каждую из них нулю, получим систему уравнений, определяю­
щую критические точки:

x + z  = 0.

Решим эту систему. Из третьего уравнения найдем:

Z  =  —х .

С учетом этого из первого получим:

у  = 2х.
Подставим во второе уравнение:

Затем найдем значения остальных неизвестных:

4х -  у  + 2z = 0, 

- х  + Зу2 = 1,

- х  + 12х2 = 1,
или

12х2 -  х +1 = 0.

Решим это уравнение:

2 1 1 1
Л  3 5 У 2 2 5 zi 3 ’ z2 4

Получили две критические точки
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м
1 2 П  (  1м 2
3 3 3 J 4  4

Вычислим частные производные второго порядка:

I  I I
2 ’ 4 у

^хх 4, 1, 2,

^уХ  _  ^ v v  — ^VZ —*уу у*
ẐX 5̂ ^zy ^  ẐZ ^ •

Запишем полный дифференциал второго порядка

d 2и =  4 d x 2 -  d x d y  +  2 d x d z  -  

- d y d x  +  6 y d y  +  0  • d y d z  +  

+ 2 d z d x  +  0  • d z d y  +  2 d z 2 .

Найдем его в точке М ^:

d 2 w (M 1) =  4 d x 2 -  d x d y  +  2 d x d z  -  

- d y d x  +  4 d y 2 +  0  • d y d z  +  

+ 2 d z d x  +  0  • d z d y  +  2 d z 2 .

Это квадратичная форма относительно переменных d x , d y , d z .  Ее мат­
рица:

А =

\

4 -1 2
-1 4 0

2 0 2 У

Угловые миноры данной матрицы:

4 > О,
4 -1 2 2 -1 0

4 -1
= 15 > 0, -1 4 0 -1 4 0

-1 4
2 0 2 2 0 2

= 14 > 0.

Здесь второй из определителей третьего порядка получается вычитанием по­
следней строки предыдущего определителя из первой.
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2
Согласно признаку Сильвестра, дифференциал d и(М \) представляет со­

бой положительно определенную квадратичную форму относительно 
dx, dу, d z . Следовательно, АТ) есть точка минимума функции (37):

и т ш  ~  и
г \ 2 Р
VP  Р  ~ 3 У

13
27

2
Матрица квадратичной формы d и( М 2 ) имеет вид:

А =

Ее угловые миноры:

4 -1
4 > О,

1
= -1 3 < 0 .

4 -1 2 n\

-1 - 3 0
2 0 2̂ /

4 -1 2 2 -1 0
-1 - 3 0 = -1 - 3 0

2 0 2 2 0 2
= -14 < 0.

Условия критерия Сильвестра здесь не выполнены. Запишем полный 
дифференциал второго порядка

d2и(М2) = 4dx2 -  3dy2 + 2dz2 -  2dxdy + 4dxdz. 

Если dx ^  0, dy = 0, dz = 0 , то 

d2w(M2) = 4dx2 >0.

При условии dx = 0, dy Ф 0, dz = 0 имеем

й2и(М2) = -Зйу2 < 0

Следовательно, квадратичная форма знакопеременная и М 2  не является точ­
кой экстремума.

56. Исследовать на экстремум функцию
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и = х 2 + 2у 2 + z 2 -  2х + 4у  -  6z + 1.

Ответ: итт = и(1, — 1, 3) = — 11.

3.7 Условный экстремум

Сделаем следующие предположения. Функция

z = f ( x h х2, . . . , х п) (38)

определена в некоторой окрестности точки а2, ■ ■■ , ап) . Коорди­
наты этой точки удовлетворяют уравнениям связи

' (Р \{хъ  х2, ... , хп) = 0,

<..................................  (39)
(рт ( х  1 ,  Х 2 , . . .  , Хп ) = 0.

В каждой точке указанной окрестности ранг матрицы

д<Р\ д<Р\ д<Р\
дх\ дх2 дх„

д(р2 дср2 д<р2
дх\ дх2 дх„

д(рт д<Рт
дХ\ дх2 дх„

равен т ( числу уравнений системы (39)), то есть функции <р̂, (р2? ... , (рт 
независимы.

Функции f , </9|, ... , (рт имеют непрерывные частные производные
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второго порядка в данной окрестности.
Составлена функция Лагранжа

L =  /  +  ^ # 1  +  ^ 2 ^ 2  +  • • •  + Ki(Pm̂

записаны необходимые условия ее экстремума и найдена критическая точка 
этой функции (аъ а2, ... , ап , А®, А%, ... , Л^).

Пусть все эти предположения выполнены. Зафиксируем в функции Ла­
гранжа

L Е ( Д д ,  Х2, • • •  ’  ■ ^ 2 ’  ■■■ ?

множители , считая , что At — А® (/ = 1, 2, ... , ш ) . Получим функцию

L\ ( и  j  - * 2 ? ■ ■ ■ ? ?  Л - 2  j  • • • з  ’  ^ 1  ’  у ^ 2  ?  ■ ■ ■ ?  )  ■

Составим квадратичную форму

К (6хг, dx2,... , dхп ) = d2Lx( М 0), (40)

где M q имеет координаты {щ , а2., ... , Оп ).
Переменные Xj, х2, ... , х п в точке условного экстремума удовлетворяют

уравнениям связи (39). Поэтому дифференциалы этих переменных связаны 
между собой соотношениями

dxi + ... + = 0 ,
/ ■ s i  / "S 1 1  J

UX̂

........................................  (41)

d x ,+  ... + ^ eLdx„ =0 .
/ - s  1  / - S I I

UX̂

Это система линейных уравнений относительно переменных 
dXj (/ = 1, 2, ... , п). Так как ранг матрицы этой системы равен Ш, то, ре­
шив систему (41), т  величин с1хг можно выразить через остальные П — УП
дифференциалов. Если найденные таким путем выражения подставить в

2
d L\ ( M q ), то получится квадратичная форма (40) с учетом уравнений связи
(39). Она будет содержать уже не п , а п — т  дифференциалов независимых 
переменных.
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Если эта форма положительно (отрицательно) определенная, то Mq  есть 
точка минимума (максимума) функции ( 3 8 )  при условиях ( 3 9 ) .  Если данная 
форма знакопеременная, то функция ( 3 8 )  не имеет в точке Mq  условного 
экстремума при указанных условиях [8 , гл. 4 ,  § 4 3 ,  п. 4 3 .5 ] .

57. Методом множителей Лагранжа исследовать на экстремум функцию

и = х 2 + у 2 + 2 z 2 ( 4 2 )
при условии

х -  у  + z = 1. ( 4 3 )

Решение.

Составим функцию Лагранжа

L = х 2 + у 2 + 2 z 2 + Л(х -  у + z - 1) ( 4 4 )

и вычислим ее частные производные:

Lx = 2х + Л ,
Ly = 2 у  -  Я ,

= 4z + Л ,

LA = x - y + z ~ ]--

Решим систему уравнений

2х + Л -  О, 
2 у - Л  = 0, 
4z + Л = О, 
х -  у + z - 1 = 0.

Из первых трех уравнений выразим через Л остальные переменные:

Л Л л
х  = — , у  = — , z  = —  .

2 2 4

Подставляя эти выражения в последнее уравнение указанной системы, 
найдем
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л  = - ~
5

и затем
2  2  1

х  = — , у  = — , z  = - .
5 5 5

4
Считая, что в равенстве (44) Л = — — , получим функцию

L i  =  х 2 + у 2 + 2 z 2 - ^ ( х  -  у  + z  - 1).

Вычислим ее производные

д Ц  „  4 д Ц  ^  4 д Ц  4
= 2 х — , — -  = 2 у  + — , — -  =  4 z — , 

д х  5 д у  5 d z  5

s% = 2 > ^ l = 0 , ^ l = o,
д х  д х д у  d x d z

д 2к  „  э2а  А = 4
d y d z  d z

и запишем полный дифференциал второго порядка

d 24  =  2 d * 2 +  2 d / +  4 d z 2 .

Дифференцируя обе части уравнения связи (43), получим зависимость 
между дифференциалами переменных

chc -  d y  +  d z  =  О,

или
d z  = d y - d x .

С учетом этого соотношения полный дифференциал второго порядка 
d  2Lj принимает вид

А 2 к  =  2 d * 2 +  2 d /  +  4 ( d /  -  2сbcdy + d x 2 ) ,

ИЛИ

d 2 ^  =  бсЬс2 -  8cb ;dy  +  6 d y 2 . (45)

62



Матрица этой квадратичной формы

г 6 - 4 Л
А =

V -4 6 у

Ее угловые миноры

6 >  0 .
6 - 4

-4 6
=  20 >  0 .

Квадратичная форма (45) положительно определена. Следовательно, функ­

ция (42) имеет в точке
^2 2 Р

J ’ ~ Р
г 2

^min =  и ~z ■>

условный минимум:

2 Р
5 ’ 5У

2
5

58. Методом множителей Лагранжа исследовать на экстремум функцию

и  = x - 2 y  + 2 z
при условии

Ответ:

2 , 2 , 2  л 
X  +  у  + Z  =  1.

и т т  ~  и

^ т а х  и

1 2  2
v З ’ Р  ” Зу

f l  ?L 
VP  ~ Р  "з,

- 3 ,

3.
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