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П Р Е Д И С Л О В И Е

Интенсивное развитие  авиационной  и космиче­
ской техники существенно  повыша ет  требования  
к технологии как  науке о различных сторонах  пр о ­
изводственных процессов изготовления деталей  
ле т ате льн ых  аппаратов,  их сборки,  сварки  и испы­
таний.

В результате  технического пропресса техно ло ­
гические рекомендации ,  основанные  только  на к а ­
чественной оценке или оп исывающие  зависимость  
свойств от единичного технологического фактора ,  
в нас тоя ще е  вре мя  не даю т  оптимальных п ра к ти ­
ческих результатов.  Решение проблемы ан а л и за  и 
о птимизации  технологии в таких условиях целе со­
о бр аз н о  вести, опираясь на строгие м ат ем ат ич е­
ские методы.

В п е р в о й  ч а с т и  п о с о б и я  [1J подробно 
изл ага етс я  методика  выбора основных фа кторов  и 
п ар а м е тр о в  оптимизации  технологических процен­
тов, а т а к ж е  и зл ож ен ы методы планиро ва ни я  по 
полному и дробному фа кторному экспериментам.

В о  в т о р о й  ч а с т и  п о с о б и я  подробно 
и зл аг а ю тс я  методы планирования  эксперимента 
второго порядка .  В настоящее время  в технической 
л и те р ат у ре  имеются сведения по применению 
д ву х— трех математических планов второго п о р я д ­
ка (центра льн ые  композиционные и ро та табельные  
п л а н ы ) .

В учебном пособии приводятся  обобщенные  
методы проведения  экспериментов и их а н а л и за  
с помощью 12— 14 планов второго по ряд ка  п ри м е­
нительно к за да ча м  производства лет ательных 
апп аратов .

Ц е л ь  д а н н о г о  п о с о б и я  —  в достаточно
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доступной форме познакомить студентов с основ­
ными идеями и методами математического плани­
рования второго порядка, изложить методику про­
ведения экспериментальных исследований приме­
нительно к технологическим процессам изготовле­
ния деталей летательных аппаратов, их сборки и 
сварки, например, диффузионной сварки и пайки, 
плазменного и ионно-плазменного напыления, маг­
нитно-импульсной сварки и штамповки, пробивки 
отверстий и дорнования, штамповки полиуретаном  
и другим технологическим процессам, получившим  
развитие в Куйбышевском авиационном институте.



1. П ОСТАН ОВК А ЗА ДА Ч И

Требования, предъявляемые к откликам у и и варьируемым 
факторам х, технологических процессов, порядок их выбора и 
определения области изменения контролируемых параметров  
0 ; <  х, <  bi подробно изложены в работе [1J.

В безразмерных (кодируемых) единицах область изменения 
контролируемых параметров записывается в виде гиперкуба

—  1 <  Xi  <  1,

где / =  1 , . . . , 6 —  индекс варьируемого фактора.
Д ля  двухфакторного эксперимента ( 6 = 2 )  область измене­

ния представляет собой квадрат со стороной 2 единицы, для  
трехфакторного эксперимента ( 6 = 3 )  — куб с длиной ребра 2 
единицы.

Как правило, целью экспериментальных исследований явля­
ется отыскание зависимости меж ду откликом у„ и контроли­
руемыми параметрами a*,, x i , ..., х* технологического процесса. 
Такую зависимость можно представить в виде функции ц(х, fi), 
являющейся полиномом второй степени

У и = т] (х,  р) =  р* Г  (х) =  р0 +  2  Р' +  2  Рй- x it (1.1)
1 <!<А 1 < / < / < / ;

где т)(л', Р) — математическое ожидание величины у,„ измерен­
ной с дисперсией а у2\

Р *=  (Ро, Pi, Р2. •••, Р'Ь Pll, Pi2* ■••• Pin, р22. р23 Рпп)
— вектор неизвестных коэффициентов уравнения (1.1);

'  Г  (х ) =  ( ! ,  х 2 Хп, х , 2, х , х 2, ..., х , х п, -'V', лдл'з х кг )

-— вектор линейно независимых функций.
При этом считается, что выполнены следующие условия:
а) результаты измерений у\ ,  у 2, ..., yi представляют собой  

независимые, нормально распределенные величины;
б) выборочные оценки S vl2, S u22, ..., S yi2 однородны, т. с.

соответствующие дисперсии o tfl2, <т;/22, ст̂ з2, ..., a ut2 не зависят ог
математических ожиданий n ^ i .  Р). Р), ч ( х * ,  Р);
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в) ошибки  в измерении  ко нтр олируемых переменных Х\ ,  л'2,
Хк м ал ы по сра внению с ошибкой  в определении  у.
З а д а ч у  п лан ир ова ни я  эксперимента  мо жн о  сф о р му ли ро ва ть  

следую щи м образом:  -выбрать точки х =  ( х и х 2, ..., х к) в ф а к ­
торном пространстве  — 1 < х , < 1  и в них числа повторных и зм е­
рений та ким образом,  чтобы лу чш е всего оценить па р а м е т р ы  р 
и функцию тДх, р) в той области ,  где производились  измерения.

Оценки пар а ме тр о в  р принято обо зн ач ать  через  Ь, а а п ­
проксимирующий полином за п и сы ва ть  в виде

y ( x , b ) = b 0 +  2  b i X i +  2  !> их?  + ,  2  bi j Xi Xj .
1 <Т<£ I

1

Таким образом,  вы б и ра я  план  эксперимента ,  т. е. оп ределяя  
число точек плана ,  их вза имное  .расположение в факторном 
пространстве  и число измерений  в к а ж д о м  из них, можн о  регу­
л и ро ва ть  по каз ат ели  точности оценок  пара мет ро в  регрессион­
ной зависимости,  а т а к ж е  по каз ат ели  точности оценки регрес­
сионной функции  во всей обла сти  планиро ва ни я  и в отдельных 
се зонах

Д л я  более четкой логики  в постановке зада чи  и по сле дую ­
щих исследованиях методом пл анирования  эксперимента необ­
ходимо определить  некоторые общие  понятия.

Обычно  под э к с п е р и м е н т о м  подразум ева ет ся  много­
кр атное  воспроизведение исследуемого  процесса дл я  изучения 
закономерности  его проникания,  степень влияния  на него р а з ­
личных фа кторов  и взаимосвязь  между  ними. Остановимся на 
следующей терминологии.  Однок ратное  фиксирование  опреде­
ленного набора  входных пар аметров  (факторов)  д- и п ар а м е т ­
ров откликов у  будем называ ть  и з м е р е н и е м .  Фи кси ро­
ван ная  комбинация значений входных пара метров  д- называется  
у р о п н е м  ф а к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а .  .Многократное 
повторение измерений для  одного уровня назовем о п ы т о м .  
Сам эксперимент считаем состоящим из серии опытов на ра ?- 
пых уровнях  и пар ал лел ьны х измеренш'! на одинаковых уров­
нях (факторного пространства.

2. Ц Е Н Т РА Л Ь Н О Е  К О М П О З И Ц И О Н Н О Е
П Л А Н И Р О В А Н И Е

Д л я  получения математической модели в виде полинома  вто­
рого по рядка  число уровней независимых переменных до лж но  
быть  на единицу боль ше  степени интерполяционного много­
члена.
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Е сли  использовать  все во зм о жн ы е  сочетания уровней  по 
к а ж д о м у  фактору ,  т. е. строить полный фа кто рн ый  эк спери­
мент ( П Ф Э ) ,  то необходимо провести 3* измерения,  где к — 
число факторов .  Такое  пл анирование  нерационально,  т а к  как  
при k  >  3 требуется  неоправданно  большее  число измерений.

Со к р ат и ть  число измерений можно ,  используя  центральное 
композиционное  планиров ан ие  ( Ц К П ) ,  ядром которого я в л я ­
ются ор тог ональные  планы первого по рядка  и некоторое число 
дополнительных точек («звездные» точки) ,  которые л е ж а т  на 
сфере диа м ет ро м  2 а  [2, 14J, Ц К П  полностью соответствует идее 
шагового  пл анирования .  На первом этапе эксперимент строится 
в соответствии с методикой ПФЭ.  В случае неадекватности л и ­
нейной мат ематической  модели де лается  следующий шаг:  д о­
страи ва ет ся  П Ф Э  до  плана  второго порядка .  Построение сво­
дится  к определению расстояния а  от центра  плана  до «зве зд­
ных» точек (рис.  2.1).  Плеч о  а  выбирается  таким образом,  что­
бы его величина удовлет во рял а  условию ортогональности  или 
ро та та бел ьн ост и  плана .  П л ан  остается  ортогональным,  если 
с к а л я р н ы е  произведения  всех векторов-столбцов в матрице  не­
зави сим ых переменных равны нулю. При этом все к о э ф ф и ц и­
енты ур ав нен ия  регрессии находятся  независимо друг  от друг.».

В р о та таб ель н ых  пл ан а х  дисперсии предсказанного  зн а че ­
ния ра вн ы на один ако вы х расстояниях  от центра плана .

В факт орн ом  пространстве  «звездные»  точки рас полагаются  
на осях координат ,  проходящих через центр плана.

2.1. О РТО ГО Н А Л ЬН Ы Е П Л А Н Ы  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А

В ор тогональном Ц К П  план  считается оптимальным,  если 
матр иц а  п л ан и р о в а н и я  обл а да ет  ортогональными свойствами.  
Ч т о б ы  п р ида ть  м атр и ц е  такие  свойства,  необходимо провес г i 
п р ео б р аз ов ан и е  квад рат ичн ых переменных и определенным о б ­
разо м вы бр ат ь  величину  плеча а  « звездных» точек.

Условие ортогональности  матри цы планиро ва ни я  можно  
з ап иса ть  в виде

S  х о и  x ‘ i u  =  0  и  2  х 2 ' “  =  0 .  ( 2 . 1 )
и=1 и — \

Пер во е  из условий (2.1) выполняется  путем пр еоб раз ова ни я  
кв ад ра т ич н ы х переменных

П
£

(X/ )  * =     х *  -  i , 2 , (2.2)

где t i =  2 k +  2 k +  \ —  число точек п лан а  (2* — число точек  ядра,  
2 k  —  число «звездных» точек,  1 — одна н ул ев ая  точка) .
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Величина  xi2 з ависит  от числа фа кт ор о в  k  и плеча а
_ ,  _  - J 1 + J  of .2* +.2 а 2.
х г  2к + 2 к + \ 2“ + 2к + \

Величину х г  обычно обоз нач ают  через <р. Следовательно ,

Ф =  х .2 2* +  2 а

И з второго  условия (2.1) м о ж н о  вывести уравнение  

2fe(l—ф)2—4ср(«2—ф) +  2 ( k —ф)ф2 + ф2 = 0.
Н а основании решения системы уравнений получим вы р а­

жения дл я  оп р ед ел ен и я  ер и а:

ф  -  V I  , ( 2 - 4 )

(2.4)

П р и  к >  5 в качестве ядра м о ж е т  использоваться  полу- 
реплика от П Ф Э , число опытов в которой ра вн о  2 к ~ . При  
опр едел ении  ф и а  в этом сл учае  в ф орм улы  (2.3) и (2. ) 
н уж но п одставлять  вместо к величину к 1.

В табл.  2.1 приведены величины а  и ф, рассчитанные
для к 7.

В табл . 2.2 и 2.3 приведены матрицы планирования для  
д в у х - и тре.хфакторного эксперимента.

При ортогональном  планировании коэффициенты  уравнения  
иегрессии о п р ед ел я ю тся  независим о друг от друга  по с л е д у ю ­
щим ф ор м у лам :

п * —
v  У и Е  Xiu у  и

и *— /)■ = i S l   •bo - 'п ■ о. » •
Е ■< ' •*

u =  I

л Л _
V ХыЭн'ЧнЮи -  {*'“-) У"

, и = I ? л . "=> _____  •=  — ---------- . о,-,
V (.V,„.V,„)2 Е [(г ' т)Ф

Л=1 " = 1
t де j, / — номера столбцов матри цы планиро ва ни я ;  д>  — эле
менты /-го столбца .

Оценки  дисперсий коэффициентов ур ав нения  репрессии рас 
считываются  соответственно но фо рм ул ам ;

S3 .S2о 0  В О С П р  С Ч  В О С П р
5 2 Ь 0 =  — Z  * Ь  Ы  =  Ц -------------



Т а б л и ц а  2.1

Параметры ортогональных планов второго порядка

Я д ро
плана

1

О бщ ее чис­
ло опы тов Ф а

22 9 2/3 « 0 ,6 6 6 7 1,0000

23 15 1 /  » 0 ,7 3 0 3  
г 15

1,2154

24 25 4 /5 - 0 ,8 1,4142

23_1 27 4 1 /3  .  ж  0,7698 
9

1,5467

28 43 ,4 V  8.6 ж  0,8627 
43

1,5960

26-1 45 4 ^ 10 ж  0,8433 
15

1,7244

2б 77 8 | / " «0 , 9 1 1 7 1,7606

2 7- ' 79 8 1 /  —  «0,9001  
Г 79

1,8818

2 7 143 8 Л [  2  «0 ,9461  
Г 143

1,9095

Т а б л и ц а  2.2
Матрица центрального композиционного планирования 

второго порядка для k  — 2

Опыты •'"о х 2 Х\2— 2/3 V - 2 / 3 Л'1 -Гг !/

П ланирование +  1 —  1 — 1 1/3 1/3 +  1 У1
типа +  1 +  1 — 1 1/3 1/3 —  1 У2

22 +  1 — 1 +  1 1/3 1/3 —  1 Уз
+  1 +  1 +  1 1/3 1/3 +  1 Р<

«Звездны е»  точки +  1 — 1 0 1/3 — 2/3 0 Уз
+  1 +  1 0 1/3 — 2/3 0 Ре
+  1 0 — 1 - 2 / 3 1/3 0 Рт
+  1 0 +  1 - 2 / 3 1/3 0 Рз

Н у л ев ая  точка +  1 0 0 — 2/3 — 2/3 0 Ув
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C 2  C2
, C . o  '  В О С П р  C 9  В О С П рЪ'ьи   --------------- ; i  (,,-i =  n-------------- ;

2  (*,»*,U)J 2  I(a: / ) Tu= l M= 1

где 5 2воспр — оценка дисперсии воспроизводимости результатов  
измерений (методика ее расчета дана в разд. 4.1). В табл. 2.4

П
даны расчетные значения величин V x 21K.

<♦=1 Т а б л и ц а  2.4
п

Значения 2  для ортогональных планов второго порядка
и=1

С толбцы  
в м атрице 
п л ан и р о ­

вания

Я дро плана

22 23 2* 25—1 2 5 26_i 2s 2 7 _ 1 27

х„ 9 15 25 27 43 45 77 78 143

X i 6 10,9544 20 20,7846 37,0944 37,9471 70,1994 71,1019 135,2924

Х а 4 8 16 16 32 32 64 64 128

X i 2— с р 2 4,364 8 8,241 16,767 17,684 19,217 25,241 26,589

Уравнение регрессии при ортогональном планировании вто­
рого порядка имеет вид

У — Ьд +  У  biXi +  2  b,jXjXj 2  ba(Xi  ) 2.
I l < i < &

l < / < *  
i¥=i

Учитывая зависимость (2.2), уравнение регрессии можно  
переписать следующим образом:

у  =  Ь0' —  2  ф Ь ц +  v  biXi +  2  buXiXj  +  2  &“* ‘2-

1
' ^ j

Величину ( 6 ' — 2  Ф^/т) обозначают V  Коэффициент  
!

оценивается с дисперсией

S 2 „o =  S V +  2 ф 25 2»а-

Таким образом, в настоящем разделе изложены методы по­
строения ортогональных композиционных планов второго по­
рядка и расчета коэффициентов уравнения регрессии.

Требование ортогональности плана во многих случаях не 
является обязательным. Так, для сокращения числа измерений  
12



или с Целью повышения  точности оценки регрессионной фу н к ­
ции целесооб раз но  использовать другие  планы.

2.2. РОТАТАБЕЛ ЬН Ы Е ПЛАНЫ  ВТОРОГО П О РЯ Д К А

О сно вна я  особенность  ротатабельных планов за кл ю ч ае т ся  
в их возможн ос ти  пр едс каз ыва ть  значения  функции отклика 
с дисперсией ,  одинаковой  на равных расстояниях  от центра  п л а ­
на, т. е. обеспечить его инвариантность  при вращени и  системы 
координ ат  относительно центра [ 2 , 12J.

Построение  ро та табельных планов производится аналогично  
ортог он аль ным  пл анам второго порядка .  В качестве  яд р а  п л а ­
на используется ПФЭ,  а при числе фа кто ров  более четырех 
мо жн о  использовать  соответствующие  полуреплики.  За те м  необ­
ходимо выполнить  измерения в «звездных» точках  и провести 
несколько экспериментов в нулевой точке (центр п л ан а) .  « З в е з д ­
ное» плечо а  выб ир ае тс я  из условия инвариантности плана 
к вр а щ ен и ю  и приближ енно  вычисляется по формуле  а  ~  2кЛ 
дл я  ядр а ,  со д е р ж а щ е го  П Ф Э  или по форм ул е  а  =  2 1 )/4 для 
ядра ,  с о д е р ж а щ е г о  полуреплику.

Пр и  рота таб ель но м планировании  очень в а ж н о  выбр ат ь  ко­
личество измерений  на нулевом уровне.  Да нн ы е ,  необходимые  
д л я  построения центральных композиционных рот ат абельных 
планов,  приведены в табл .  2.5 [4].

Т а б л и ц а  2.5

Параметры центральных композиционных ротатабельных 
планов второго порядка

Ч исло
ф а к т о ­

ров
k

Я дро

плана

Ч исло точек
Величина 

плеча 
звездны х 

точек а
« зве зд ­

ных»

на нулевом 

уровне
общ ее

2 22 4 5 13 1,414

3 2з 6 0 20 1,682

4 2* 8 7 31 2,000

5 25 10 10 52 2,378

5 25- 1 10 6 32 2,000

6 26 12 15 91 2,828

6 2«-1 12 9 53 2,378

7 27 14 21 163 3,333

7 2 7 - 1 14 14 92 2,828

13



В табл. 2.6 и 2.7 приведены матрицы планирования дЛ>1 
двух- и трехфакторных ротатабельных планов.

Т а б л  и ц а 2.6

Матрица ротатабельного планирования второго порядка для k  =  2

Опыты х'о X, ** х .2 *2* х , х 2 у

П ланирование +  1 — 1 —  1 +  1 +  1 — 1 Fh
типа
22

+  1 +  1 —  1 +  1 +  1 +  1 Fh
+  1 — 1 +  1 +  1 +  1 +  1 Hi
+  1 +  1 +  1 +  1 +  1 — 1 У*

«Звездны е» +  1 —  1,414 0 +  2 0 0 №
точки +  1 +  1,414 0 +  2 0 0 Ун

+  1 0 — 1,414 0 +  2 0 Fh
+ 1 0 +  1,414 0 +  2 0 У 8

Н улевы е +  1 0 0 0 0 0 Fh
точки +  1 0 0 0 0 0 Fho

+  1 0 0 0 0 0 Flo
+  1 0 0 0 0 0 У12
+  1 0 0 0 0 0 Fir,

В зависимости от числа фа кто ро в  и других  пар а ме тр о в  вы­
бранного плана  коэффициенты уравнения регрессии находятся  
по следующим формулам:

Ьа =  4  [2  Я2 ( к + 2)  v  г / , , - 2 / . - с  У  v  д-2, „ у и\-
П и =  I i =  1 и =  1

С Л 
Ь  i —  "“Т”  г ы гл j

Л Ы— 1 ^

с2 п
^  x iuXjUy u ;

b" =  4 {c2[(k + 2 ) } .~ k \  V  .v2,,, г/„ +
П Ы ~ \

+  с2 ( 1 - Я )  i £  X2,u у и ~  2 А с £  </«} •
« =  1 I.' =  1 и  =  1

Л ля плана, ядром которого является ПФЭ, величины с, Я и .4 
определяются следующим образом:
14
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Если ядро плана составляет полуреплика, тогда  
п  2*—1 * 1X = А  =

( 2  лг.-«)яи =  1
2 л  [(*  +  2) к—к]

Д ля упрощ ени я  р а сч ет о в  [4] м о ж н о  определить все величи­
ны, зав и ся щ и е  от  конструкции плана, и составить т абл . 2.8.

Т а б л и ц а  2.8
Данны е для расчета коэффициентов 

при ротатабельном планировании
уравнения регрессии 
второго порядка

Я дро
плана

&0 bi bu bn

б ,/ 1 6„" bi 1 bii b u ' 1 6 „ " I b u " '

22 0,200000 0,100000 0,125000 0,250000 0,125000 0,018750 0,100000
23 0,166338 0,056791 0,073224 0,125000 0,062500 0,006889 0,056791
2* 0,142857 0,035714 0,041667 0,062500 0,031250 0,003720 0,035714
25_1 0,159091 0,034091 0,041667 0,062500 0,031250 0,002841 0,034091
2s 0,099982 0,019392 0,023088 0,031346 0,015666 0,001523 0,019392
21'. -1 0,110749 0,018738 0,023087 0,031250 0,015625 0,001217 0,018738
26 1,066653 0,010553 0,012499 0,015833 0,007914 0,000681 0,010553
27- 1 1,070312 0,009766 0,012500 0,015625 0,007812 0.000488 0,009766
27 1,047611 0,006428 0,006656 0,008089 0,004044 0,000418 0,006428

Тогда  для  вычисления коэффициентов уравнения  регрессии 
можн о  использовать  сле дующие  упрощенные  зависимости:

1)0 =  б0' У  У и — 6ц" 2  Ъ  Х1иУи\
и = 1 i — \ и — 1
п

bi — 6/ ^  Xiu у и\ 
и — I

bij — 6i/ 2  %iu Xju Уttf 
и= 1

bi i — б Ц 2  *̂ш2 Уи~\~ 8 а 2  2  Xiu* У и   Ь а '" 2  У и-
и as I i з~ 1 и ~  1 и — I

Оценки  дисперсий коэффициентов уравнения  регрессии 
С 2 _  __2 Л Я 2 (й +  2) е2

(2 .5)

( 2 .6 )

(2 .7)

( 2 .8 )



I С..2 ___ £_ С? .
O b i  —  n  О  В О С П р»  

r2С , . 2 __ _ £ __  С 2Oblf —  Г" ° воспр»п к

с ? /4[{£-f2)X—(£—1))с2 ^2
»3b/i —    !----------  О воспр-

Упр ощ ен н ые  зависимости имеют следующий вид:

5 2ад =  Yo 5 2»оспр S' *b i  =  Y* ^ 2воспр ,' ( 2 . 9 )

Ŝ t> ij — yij ‘Ь^воспр S^b а —у а 5^воспр.

Соответствующие значения у  сведены в табл. 2.9.

Т а б л и ц а  2.9

Данны е для определения оценок дисперсий коэффициентов 
уравнения регрессии при ротатабельном  

планировании второго порядка

Я дро
плана То Т, Та Тн

22 0,2000 0,1250 0,2500 0,1250

2я 0,1663 0,0732 0,1250 0,0625

2< 0,1429 0,0417 0,0725 0,0312
2 3 — ) 0,159! 0,0417 0,0625 0.0312

2 s 0,1000 0,0231 0,0312 0,0157
2^-1 0,1107 0,0231 0,0312 0,0156
2 б 0,0667 0,0125 0,0158 0,0079
2 7 - 1 0,0703 0,0125 0,0156 0,0078

27 0,0476 0,0067 0,0081 0,0040

Определение оценки дисперсии воспроизводимости S 2BOcnp и 
последующий статистический анализ уравнения регрессии под­
робно описаны в разд. 4. Необходимо отметить, что для опре­
деления ошибки измерений можно использовать результаты, 
полученные в центре плана эксперимента

2 (you — До)2
02   С 2   Ц== *   "О  воспр — ‘-’О —  .. | •То — I

2  Уои и = I
где  Уои— ы-е измерение в центре плана; у 0= ------------------ средне-

То
арифметическое значение отклика в центре плана; уо — число 
измерений в центре плана.
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Ро тат абе льн ые  планы были  пр ед л о же н ы Б оксом достаточно 
давно  (1960 г.) ,  до недавнего времени  были почти единствен­
ными пл анами второго по рядка  и получили широкое ра сп рос т­
ранение  [2, 12]. Одна ко  по своим х а р а к те ри с ти к ам  они уступают 
другим известным в настоящее время  планам.  В связи  с этим 
ротатабельные  планы наиболее  целесообразно  применять,  когда 
возникает  необходимость использовать  свойство ро татабельнз -  
п и  и изучить внутреннюю часть обла сти  фа кторного  п р ос т р ан ­
ства в виде ш а р а  радиусом т < 1 .

3. И С С Л Е Д О В А Н И Е  ПЛАНОВ  ВТОРОГО П О Р Я Д К А
И РЕ К О М Е Н Д А Ц И И  ПО ИХ П Р И М Е Н Е Н И Ю

При исследовании и сравнении планов второго по ря д ка  моле­
но использовать  методику,  пр ед ложенную в ра бо та х  [11,6] .

К а ж д ы й  план необходимо х ар ак тер из ов ать  сл еду ю щ им и  по­
казателями:

количество факторов,  входящих в план,  и число их уровней;
количество измерений в эксперименте;
точность оценки пар аметров  ур ав нения  регрессии;
точность оценки регрессионной функции  в целом.
В качестве показателя  точности оценки  пар а ме тр о в  у р а в н е ­

ния регрессии {р} можно взять  величину оп ре де ли те ля  ин фо р­
мационной матрицы,  которая  определяется  по следующей 
формуле:

del А  =  del (Л/-1 X *  X ) ,

где Л" — матрица  независимых переменных р а з м е р а  i V x ^ ;  Л ' —- 
число всех измерений в эксперименте;  т  — число пара мет ров  
в уравнении регрессии.

Д л я  сравнения планов с различным числом и з м е р е н и й  п о к а­
затели  точности рассматриваются  относительными к одному 
измерению.

Величина  del  А обратно  пропорциональна объ ему  э лл ип сои ­
да рассеяния.  Эллипсоид рассеяния полностью определяется  
элем ентам и ковариационной матрицы А ~ 1 и о ц енк ами  к оэ ф­
фициентов регрессии р. Планы,  м ак си м и зи ру ю щ ие  величину 
det А, т. е. минимизирующие объем эллипсоида  рассеяния,  н а ­
зы ва ют ся  D -оптимальным и. Следовательно,  чем больше  del  А,  
тем бл и ж е  план к D -оптимальному.

Др у ги ми  в а ж н ы м и  харак тер ис тик ами  планов явл яю т ся  п о к а ­
затели  точности оценки регрессионной функции в целом.  Оценка  
дисперсии  значений,  пр едсказанных уравнением регрессии,  
имеет вид

52{урасч} =  5 2воспр N-i (х) Л_, f (х) i
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О ц ен к а  дисперсии  воспроизводимости  S 2BochP зависит  от 
точности проведения  измерений  и стационарности процесса и 
не за вис ит  от координат точек плана.  Поэто му  в качестве  х а ­
ракте ри ст ики  п лан а  целесообразно р ас см ат ри ват ь  величину

d  ( x ) = N ~ 11* (х)  A - ' f ( x ) .

М а к с и м а л ь н а я ,  мин има льн ая  и средняя дисперсии оценки мо­
дели  по обл асти  — 1 < * / < 1  представлены следующим образом:

f/max =  max N ~ ] f *(x)  A ~ ! f ( x ) ;
- 1

dm in =  rnin A'-1 /* (A-) A - ] f  ( x ) ;
— 1 < Х < 1  

f . . . . .  - I ,V •/>('. ! ! 4 {X)

a cp — y r  .

где Vx — объем экспериментальной области.
Т аки м образом ,  чем меньше величины rfmax, d m,n и d cp, тем точ­

нее интерполяционный полином описывает исследуемый процесс.

3.1. Д В У Х Ф Л К ТО РН О Е П Л АН И РО ВАН И Е
В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А

Д в у х ф а к т о р н о е  пл анирование  второго порядка  может  осу­
щес тв л ят ьс я  на мн ожествах  точек Коно [8] и Кифера [7|  ( п л а ­
ны К о,2 и K i n ) ,  а т а к ж е  с помощью планов Хартли  [15] ( На 2), 
Б о к с а - Д р е й п е р а  [3] (В — D l2, В — D 22, В — D 32 и В — D 42), В 2 п л а ­
нов [11J, п равильн ых пяти- и шестиугольников [10], D - опти­
мал ьны х и р ота таб ель ных  планов Бокса.

Х ар а кт ер и ст ик и  d e M ,  d m3X, rfmin и d cp для  указанных 
планов  приведены в табл.  3.1 [6]. Широкий  выбор планов  позво­
ля е т  вы б р ат ь  тот или иной, исходя из конкретной ситуации:  
описание  процесса  во всей исследуемой области,  нахождение  
оптималь но й  точки или подобласти,  достижение определенной 
цели при м ин има льн ых з а тр ат ах  времени и сырья на эк спери­
мент и т. д.

П л а н ы  этой размерности  содержит от 6 до 9 различных то­
чек. Ко ор д и н ат ы точек некоторых планов и количества повтор­
ных измерений  в них у„ приведены в табл.  3.2. Д л я  д в у х ф а к ­
торных п лан ов  второго поряд ка  построены линии равного уров­
ня дисперсии п р ед ска за нн ых  регрессионной функцией значений 
от к л и к а  (рис. 3.1— 3.6).  Точки планов на рис. 3.1— 3.6 отмечены 
концентрическими окружн остям и,  число которых соответствует 
числу  повторных измерений.

П л а н ы  К о 12 и K i n  — это дискретные планы. Распределе-



Т а б л и ц а  3.1

Сравнительные характеристики двухфакторны х планов второго порядка

Н азван и е

плана

Ч
ис

ло
 

ф
ак

то
ро

в,
 k

Ч
ис

ло
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м
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ро
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ст
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det А d  г}. d  пых d  min

D -оптимальны й 2  ' 6 0,114-10—1 4,56 6 ,0 0 3,31
K d i1 , 2 0 0,108-10 - 1 4,78 7,68 3,28
K in 21 0 ,1 1 1-10—1 4,59 7,18 3,18
B - D n 9 0 ,975-10-“ 4,05 7,25 3,20

В — £>22 14 о .п о - ю - 1 4,18 6,25 3,14
b _ d 32 6 0,574-10- 2 4,91 11,18 2,64
f i - 0 42 6 0,549-10-- 6 ,0 0 16,50 2,65
вг 8 0,870-10 - 2 5,96 6,67 3,68

Hai 7 0,816-10 - 3 6,92 66,50 3,76
Ш естиугольник 7 0,268-10 - а 5,73 25,39 3,76
( ,V -7 )
Ш естиугольник 10 0,126-10- 6 ,0 2 29,10 2,41
(/V = 1 0 )
П ятиугольник 6 0 ,2 6 2 -1 0 - 5,57 25,20 3,60
Р отатаб сл ьн ы й 13 0,133-10- 5,95 28,59 2,47

Двухфакторные планы второго порядка
Т а б л и ц а  3.2

11лан №
п/п Т» | Х '

№
п/п > -Ч *2

.V»
п/п Ь A'i •'"2

1 3 — 1 — 1 4 3 +  1 +  1 7 1 0 — 1
К о м 2 3 +  1 - 1 5 2 — 1 0 8 1 0 +  1

3 3 — 1 +  1 6 2 +  1 0 9 2 0 0

1 3 — 1 —  1 4 3 +  1 +  1 7 2 0 — 1

Ki-,2 2 3 +  1 — 1 5 2 —  1 0 8 1 0 +  1

3 3 —  1 +  1 6 2 +  1 0 9 2 0 0

I 1 — 1 — 1 4 1 +  1 +  1 7 1 0 — 1

в — D l2 2 1 +  1 —  1 5 1 — 1 0 8 1 0 +  1

3 1 — 1 +  1 6 1 + 1 0 9 1 0 0

1 2 — 1 —  1 4 2 +  1 +  1 7 1 0 — 1

В ---D 22 2 2 +  1 — J 5 1 —  1 0 8 1 0 +  1

3 2 —  1 +  1 6 1 +  1 0 9 2 0 0

В — D 32 1 1 — 1 +  1 3 1 — 1 — 1 5 1 +  1 — 0,39
2 1 +  1 + 1 4 1 —0,13 +  0,13 6 1 +  0,39 — 1

В — В ф 1 1 — 1 —  1 3 1 — 1 +  1 5 1 +  1 — 1
2 1 ■---- h 0 4 1 0 0 6 1 +  1 +  1

29



5,91 5,91

5,28

S3,

b'JB 7,18

t>. d-'t

Р и с .  3.1. Л инии равного уровня дисперсии пред­
сказан н ы х  регрессионной ф ункцией  значений

откли ка д л я  планов K o i2 (а ) и /<т 12 (о)
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■5,00

5.005,00
5 .0

6 .1 7С- /V

4,8

3,14

6 ,2 5

Р и с .  3.2. Л инии равного  уровня дисперсии п ред­
сказанны х регрессионной функцией значений откли­

ка д л я  планов В — 0 1 2 (а) и В— D 22{6)
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В. do

4,0

5 ,0

5’5  6,0

6,00 6,00
а

6,00

3,0

6,0

8,0

Р и с .  3.3. Л инии равного уровня дисперсии
п редсказан н ы х регрессионной функцией значений

о ткли ка д л я  планов В— (а) и В — 1)^(6)  .
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f ,3187

10,0

6 ,8 7
a

66,55 8
ч >=-<

6 A

7,0

66.5 5,8

Р и с .  3.4. Л инии равного уровня дисперсии
предсказанны х регрессионной функцией значений

отклика д л я  планов В2 (а) и На2 (б)
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7,0

20

8,20

Р и с .  3.5. Л инии равного уровня дисперсии 
предсказан н ы х регрессионной функцией значений 
откли ка д л я  планов ш естиугольника Л’ =  7 (а)  

и ш естиугольника Л' =  10(6)
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6,0

6,0

6,0

6,0

2 3 .5 9

2.6

8,1

Р  и с. 3,6. Л инин равного  уровня дисперсии 
предсказанны х регрессионной функцией значений 
отклика д л я  планов: пятиугольник N  =  6  (о) и 

ротатабельны й Б окса  (б)
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ние повторных измерений  внутри множеств  точек планов  осу­
щ ес твл яе тс я  на основании  критерия максимизации  оп ред ели ­
теля и нфо рм аци он но й  матрицы.  По величине определителя  ин­
форм аци он но й  м ат р и ц ы эти планы практически  совпадают  с так 
н аз ы в а е м ы м и  D -оптимальны-ми непрерывными планами (вели­
чины соответствующих -им определителей  det А явл яются  верх ­
ними г р а н и ц а м и  дл я  всех прочих планов) .  Очевидно,  что у к а ­
зан ные  п л ан ы  следует применять при уточнении пара метров  
модели.

По  величине d cp одни из лучших — это планы В — D i2 н 
В — 0 22. П о ве личинам D max, d mln и d cp планы K o l2, K i \ i , 
В—̂12 и В — D22 отличаются  незначительно.  Д и ап а зо н  измене­
ния дисперсии  предсказ анн ых регрессионной функцией зн а че ­
ний по обла сти  — 1 < л р, <  1 для  них невелик (см. рис. 3.1, 3.2). 
Следовательно ,  их мо жн о  с успехом использовать  для  описания 
процесса во всей исследуемой  области.

Д о ст ат о ч н о  хорошие  показатели  имеет восьмиточечпый 
план В 2 (см. рис. 3.4,а ) .  Если наряду  с другими за да ча ми  сто­
ит з а д а ч а  м и н ими за ци и  числа опытов,  можно  использовать  
шеститочечные  п л ан ы В — D 32 или В — D 42 (см. рис. 3.3).  П лан ы 
Н а 2, пр ав и л ьн ы е  пяти- и шестиугольники,  ротатабельный план 
Бокса  (-рис. 3.4,6; 3.5; 3.6) имеют характеристики  del Л и 
значите льн о  более  худши е  по сравнению с вы ш ер ас смо тре н­
ными пл анами.

3.2. ТРЕХ Ф А КТ О РН О Е ПЛАНИРОВАНИЕ
ВТОРОГО П О РЯ Д К А

Тр ех ф а к т о р н ы е  планы второго порядка  со д ер ж ат  от 10 до 26 
р аз ли ч н ы х  точек.  В табл.  3.3 приведены хар ак теристики  11 пл а­
нов второго  порядка .

По  вели чин ам del Л к D -оптимальному непрерывному очень 
близки  п л ан ы  К о [3 (31 измерение)  и K i i3 (30 измерений).  О д ­
нако  число измерений  для  них намного превышает  число коэф­
фициентов урав нен ия  регрессии.  Их  рекомендуется применять,  
если з а т р а т ы  на эксперимент невелики,  или требуется высокая 
точность оценки  параметров.  Незначительно  уступают планам 
К о \з и K i\3 п л ан ы К о 23 и K i23 по величинам det Л. По величи­
нам dcp, d max и d mi„ эти планы отличаются  друг  от  др уг а  не­
существенно.

В случае ,  когда экспериментатор  ограничен в количестве 
измерений ,  мо жн о  использовать  насыщенные  (число измерений 
р ав н о  числу п ар а м е тр о в  уравнения регрессии)  десятиточечные  
п л а н ы  В — Ь 13 и В — D i3. Первый из них имеет дробные коорди­
н ат ы  точек,  второй  —  целочисленные.
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Т а б л и ц а  3.3

Сравнительные характеристики трехфакторных планов второго порядка

Н азвание

плана

Ч
ис

ло
ф

ак
то

ро
в Ч исло

п а р а ­
метров
регрес­

сии

О бщ ее
коли­
чество
изм е­
рений

det А d  ср d  max d  mi

D -опти мальный 3 10

Д'0 |з 31 0,556-10 - ! 7,60 10,59 4,94
Д'Опз 21 0,489-10 - 3 7,75 11,53 5,55
Дог, 30 0,470-10 - 3 7,77 14,15 5,66

К >23 26 0,308-10 - 3 6,61 13,43 5,22
В - D ,  з 10 0,204-10 - 3 7,07 18,39 4,54
11 /); 10 0,857-10 - 4 7.33 31,74 3,08

1>з 14 0,453-10~ 3 5,83 1 1 ,2 0 4,31
и  /)' 15 0,436-10 - 4 5,77 20,94 4,13

О ртогональны й 15 0,421 -10—5 6,97 25,06 4,62

/ /о 3 11 0,363-1 о-5 10,82 76,89 3,24
( /= 1 2 3 )

Ритлтпбельный 2 0 0,132-10-* 15,11 96,44 3,21

Неплохие характеристики  имеет план  В 3. Величина  del  1 
для  него близка к определителю D -оптимального плана .  По  
исличине tfi-p этот план один из лучших.  Его можно  реком ен­
довать  при описании технологического процесса во всей иссле­
дуемой области.

Учитывая,  что планы /Со,3 и K in  и некоторые другие я в л я ­
ются ненасыщенными,  они могут быть использованы для по­
строения моделей более высокого по рядка  (например,  в о з м о ж ­
но добавление  каких-либо  тройных взаимодействий) .

Необходимо отметить,  что ротатабе ль ный  план  Бо кса ,  кото­
рый получил широкое распространение,  по своим х а р а к т е р и с ­
тикам значительно  уступает всем прочим. И только  в случае,  
если исследователю необходимо использовать свойство ротага -  
бельности,  его применение мо жет  быть  оправдано .

В табл.  3.4 приведены матриц ы планир ова ни я  для  р я д а  трех- 
фпигорных планов  второго порядка .

4. П Л А Н И Р О В А Н И Е ,  ОБР А Б О ТКА  И А Н А Л И З
Р Е ЗУ ЛЬТ АТ ОВ Э К С П Е Р И М Е Н Т А

О пределение и выбор параметров оптимизации (откликов),
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числа ва рь и р у е м ы х  фа кторов  технологических процессов и ин ­
тер ва л о в  их ва рьи ро ва ни я  проводится в соответствии с рек ом ен­
д а ц и ям и ,  которые подробно излож ен ы в работе  [1J.

Учитывая ,  во-первых,  имеющуюся  ин формацию о ха р а к тер е  
Функции отк лика ,  например ,  по однофак торн ым  зависимостям,  
во-вторых,  тре бов ани я  к математической модели  с точки зрения 
на х ож де н и я  оп тим аль ных  условий протекания  процесса или его 
описания во всей исследуемой области  факторного  пр ост ран ­
ства,  в третьих,  число варьируемых факторов  (двух- или тре х­
фа кт ор н ы й эксперимент) ,  исследователь до л ж ен  выбр ат ь  план 
эксперимента  с приемлемыми характеристиками,  которые пред­
ста вл е н ы в разд .  3.

П о сл е ду ю щ и м и  обязат ель ны ми э та па м и  планирования  и про­
ведения  эксперимента ,  обработки  и ан а л и за  его результатов 
явл яют ся :

кодир ова ни е  фа кто ро в  и составление п л ана -ма тр иц ы экспе­
римента  в н ат ура ль ных  единицах  изучаемых факторов ;

проведение  рандо миз аци и  измерений и реа ли зац ия  плана  
эк сперимента ;

пр оверка  воспроизводимости  (равноточности)  измерений;
расчет и оценка значимости коэффициентов уравнения 

регрессии;
прове рка  адекватности  математической  модели;
а н а л и з  и интерпретация  результатов эксперимента.

4 1. К О Д И РО В А Н И Е  ФАКТОРОВ

П о ск ол ьк у  ф а кт ор ы  изучаемого технологического процесса 
неоднородны и имеют различные единицы измерения,  их с л е ­
дует привести  к единой системе исчисления путем перехода or  
действительных значений факторов  к кодированным.  В рез уль ­
тате  такого  перехода в к а ж д о й  точке плана  эксперимента уро в­
ни ф а кт о р о в  технологического процесса д о л ж н ы  быть в ы р а ж е ­
ны в кодовых единицах  измерения и соответствующих им нату ­
ра ль ны х значениях .

Если  интервал  ва рьирования  для  ь г о  фа кто ра  в н а т у р а л ь ­
ных еди ни цах  имеет вид

X / n im  -V/ X: m a x ,

то н ат у ра л ь н о е  значение  фа кто ра  на нулевом уровне в кодовых 
еди ницах  (обоз на ча етс я  «О») определяется  по формуле

-    * i m ax min

И н т е р в а л  в а р ь и р о в а н и я  в н ат ур аль ных  единицах измерения
31



d  Xi соответствует рас стоянию м еж д у  точками плана ,  равному  
единице в кодовых значениях,  и определяется  по форм ул е

d x i =  - » (4-] )J. а х i ш ах

где d.Vi тах — расстояние в кодовых единицах  от цент ра  (нуле­
вого уровня)  до  наиб ол ее  удаленной  точки пл ана  вд о л ь  соот­
ветствующей координаты каж дог о  фактора .

Напр им ер ,  в случае использования централ ьны х комп ози ци ­
онных пл ано в  dx/max равно  величине плеча «звездных» точек а ,  
а п р и  использовании большинства других планов d.v;max равно 
единице.

Таким образом,  зн а я  координаты в кодовых единицах  всех 
точек  п лан а  (см. табл .  2.2, 2.3, 2.6, 2.7; 3.2, 3.4),  мо жн о  рассчи­
тать  натур аль ные  значения  соответствующих координат  по к а ж ­
дому  фа ктору  по следующей формуле:

xi =  Xi dxi,
где xi — натур аль ное  значение координаты,  х; — кодовое  з н а ­
чение координаты.

На  основании  проведенных расчетов производится построе­
ние п лан а-м ат ри цы  эксперимента в натурал ьн ых значениях  
факторов.  К а ж д а я  строка построенной п л ан- мат риц ы пр ед ст ав ­
ля е т  собой совокупность уровней варьируемых факторов ,  т. е. 
определяет  режимы,  при которых необходимо р еа л из ов ат ь  экс ­
перимент или в соответствии с принятой нами терминологией  
осуществить  одно измерение.  Число  повторных измерений в к а ж ­
дой точке пл ана -матрицы,  т. е. при одном сочетании уровней 
изучаемых факторов ,  уст ана вливается  в соответствии с в ы б р а н ­
ным планом эксперимента или самим исследователем в целях 
последующей проверки измерений на равноточность и оп ре д ел е­
ния оценки дисперсии воспроизводимости  (ошибки)  измерений.

4.2. РА Н Д О М И ЗА Ц И Я  И ЗМ ЕРЕН И И  
И РЕ А Л И ЗА Ц И Я  ЭКСПЕРИМ ЕНТА

Р а н д о м и з а ц и е й  называется  процедура  установления  
случайного  порядка  проведения измерений (опытов)  во вр е ме ­
ни, т а к  как  кроме  варьи руе мых  фа кторов  при исследовании  те х­
нологических  процессов имеется целый р я д  дополнительных 
факторов ,  о к а зы в а ю щ и х  влияние на функцию откликов .  Р а н д о ­
ми за ц и я  вносит элемент случайности влияния  дополнительных 
ф а к т о р о в  на результат и позволяет  обоснованно  при менять  а п ­
п а р а т  мат ематической  статистики.  Д л я  осу щ ествления  р ан д о­
ми за ц и и  пользуются  та бл и ц ам и  случ айн ых чисел,  извлечением 
номер ов  опытов из «урны» и т. п. В результате рандомизации
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последовательность проведения измерений во времени  С учетом 
всех точек п л ан а  и повторных измерений не соответствует по­
рядковым но м ер ам  опытов,  представленных в соответствующих 
пл ана х-м ат риц ах .

Р е а л и з а ц и я  эксперимента  проводится в соответствии с по ря д­
ком проведения  измерений  после рандомизации .  В результате  
реализаци и  эк сперимента  определяются  значения  откликов или 
па ра ме тро в  оптим изаци и  в ка ж до м  опыте и повторном изм ере­
нии, что фиксируется  в та блице  результатов.  Число значений 
откликов  в к а ж д о й  строке плана -мат ри цы в та блице  р ез ул ь та ­
тов соответствует числу повторных измерений в опыте,  а число 
строк — числу опытов в эксперименте,  например ,  для экспери­
мента  К о {з — табл .  4.1.

Н еоб ходимо отметить,  что если в плане-матрице  эксперимен­
та и табл иц е  рез ультатов  уровни факторов  д о л ж н ы  за п и сы ­
ваться в кодовых "единицах,  то значения  отклика  при каж дом  
измерении — в н ат ура ль ных  единицах.

Т а б л и ц а  4.1

План-матрица Ко.з (Лг = 31, Л ,= 10) и результаты  
эксперимента у„<( 1 < и < М i, 1

№
п / п A'l А*2 А'з Ч" 'Л<;

1 —  1 —  1 _] 2 У и У 12

2 +  1 —  1 —  1 2 У 21 У 22

3 —  1 +  1 —  1 2 !/з1 .'/32

4 +  1 +  1 —  1 2 У*' У 42

5 —  1 —  1 + 1 2 1 '/52

6 +  1 —  1 —  1 2 У 61 У 62

7 —  1 +  1 + 1 2 .'/71 У п

8 +  1 +  1 +  1 2 У hi У 62

9 —  1 —  1 0 1 7/91 ----

1 0 —  1 +  1 0 1 .'/|01 ----

1 1 +  1 —  1 0 1 У i n ----

1 2 +  1 +  1 0 i .'/121

1 3 0 —  1 —  1 1 У ,м ----

1 4 0 —  1 +  1 1 .'/•41 ----

1 5 0 +  1 — 1 1 Т/151 --

16 0 +  1 +  1 1 .'/161 --
17 — 1 0 — 1 1 .'/171 ---

1 8 +  1 0 — 1 1 .'/181 ---

19 — 1 0 +  1 1 У191 ---

20 + 1 0 +  1 2 У 201 У 262

21 0 0 0 2 У т У 212
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4.3. ПРОВЕРКА РАВНОТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИИ

На настоящем этапе проводится анализ результатов экспе­
римента на предмет наличия отдельных грубых ошибок изме­
рений (выбросов) и оценивается дисперсия воспроизводимости  
экспериментальных данных. Для проверки равноточности из­
мерений необходимо провести их дублирование в некоторых 
точках плана или всего плана в целом. Например, планы Коно, 
Кифера и другие предусматривают дублирование опытов в не­
которых точках, которые и могут быть использованы для опре­
деления оценки дисперсии воспроизводимости (табл. 4 .1).  Если 
планом эксперимента дублирование измерений не предусмат­
ривается, исследователь долж ен выбрать, в каких точках плана 
и сколько раз необходимо повторить измерения для оценки ди с­
персии воспроизводимости.

Рассмотрим случай неравномерного дублирования измере­
ний. Пусть для вычисления оценки дисперсии воспроизводимости  
и проверки равноточности измерений используется точек 
(jV! может быть меньше, равно или больше числа точек плана),  
в которых проводятся повторные измерения по у и раз в каждой,  
/ / =  1 -к A'i. Выборочная оценка дисперсии в п-м опыте вычис­
ляется по формуле

s V = - r r r  2  ( У « - У и ) 2 (4.2)

со степенями свободы f„ =  (yu — 1).
Среднее арифметическое значение отклика в w-й точке плана 

определяется по формуле

Г/и =  ~  2  Уш. . (4.3)
I <-К  у и

Оценка дисперсии воспроизводимости измерений при реализа­
ции плана эксперимента вычисляется как среднее взвешенное

Е /„ Sh,„

S*aocnp =  (4.4)
1

со степенями свободы / во<-Пр =  2  /« =  2  Y« — -'v i-

Проверка равноточности измерений (однородности ряда оце­
нок дисперсий S 2W1, S~у2, ..., S V v . )  осуществляется с помощью  
статистики

В  ЭК ^  В С  (/воспр (и 5 2вОСПР   2  f u l nS ' ^yu) ,  (4.6)
I < и  o V ,

где С  =  1 +  - ^ 4 — — Г 2  -г---------- — )
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Б а р т л е т  по каз ал ,  что величина В  рас пределена  п ри б л и ж ен ­
но к ак  критерий  П ирсона  х2 со степенями свободы / =  — 1,
если f u >  2.

В част ном  случае,  когда число повторных измерений в точ­
ках  плана  один ако во  (yi =  Y2 =  --- =  Y'Vi =  y)- т о  проверку о дно ­
родности  выборочных оценок дисперсий необходимо проводить  
с помо щью  кри терия  Кохрена  (G-статистика)

с числ ами степеней свободы /, =  }и = \ — 1 и / 2=jVj .
Эк спе ри мен тал ьн ые  значения  В эк и G3K критерия ср а вн и ­

ваются  соответственно с табличными значениями х2 и — 
статистики.  Если  В эк <  х2*. f или G3K <  GT„, / lt / 2, то при в ы ­
бран ном уровне  значимости а  гипотеза о равноточности изм е­
рений (однородности  оценок дисперсий)  не отвергается.

В противном случае необходимо устранить  причину неодно­
родности оценок  дисперсий,  например ,  путем увеличения объе ма  
выбор ок  повышения  точности измерений,  преобраз ова ни я  к ри ­
териев оптимальности.

По сл е  до ст и ж ен и я  однородности оценок дисперсий эк спери­
мента исс ледователь  может  перейти к вычислению параметров  
мат ема тич еск ой  модели.

4.4. ВЫ Ч И С Л ЕН И Е КОЭФ Ф ИЦИЕНТОВ УРАВНЕНИЯ
РЕГРЕ С С И И  И О Ц ЕН КА ИХ ЗНАЧИМ ОСТИ

Вы числение  коэффициентов уравнения регрессии произво­
дится,  к ак  и в о  всех видах  планирования  эксперимента,  с помо­
щью метода наименьших квадратов.  В матричной форме  вектор- 
столбец  коэффициентов  имеет вид

где А' — м ат р и ц а  независимых переменных разме ра  яХнс ,

У — вектор-столбец  откликов  ра зм ер а  « X I ;  п — число точек 
п лана ;  m  — число оцениваемых коэффициентов модели.

О пер ац ии  перемно же ни я  и об ра щ ени я  матри ц  трудоемки.  
В разд.  2 д а н ы  методика и упрощенные  зависимости для вычис­
лен и я  коэффи ци енто в  уравнения  регрессии в случае использо­
ва н и я  композиционных ортогональных и рот ат абельных планов 
второго порядка.

max {S2i/„} 
1 <u</V i

1 < u <  А'

в  =  (А* Г А ) - 1 А* ГК ,

диа го нал ьна я  матрица весов разме ра
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Т а б л и ц а  4.2

Матрица L для вычисления коэффициентов регрессии 
по двухфакторным планам К о [2, Ki  и, В — D 32, В —D l2, В —0 22, В — D&

П
ла

н

.01

Матрица L Вектор
выхода

У*п *1 *2 *п У12 *22

1 — 0,094 — 0,188 — 0,214 0,141 0,250 0,188 [h
2 —0,094 0,188 — 0,214 0,141 — 0,250 0,188 Г/2
3 — 0,094 — 0,188 0,214 0,141 — 0,250 0,188 Иг
4 — 0,094 — 0,188 0,214 0,141 0,250 0,188 И*

о'г- 5 0,188 — 0,125 0 0,219 0 — 0,375 1/5
6 0,188 0,125 0 0,219 0 — 0,375 Ун
7 0,188 0 -0 ,0 7 1 — 0,281 0 0,125 Уз
8 0,188 0 0,071 — 0,281 0 0,125 .'/«
9 0,625 0 0 — 0,438 0 —0,250 Уз
1 — 0,136 — 0,188 — 0,198 0,203 0,250 0,160
2 — 0,136 0,188 — 0,198 0,203 — 0,250 0,160 У2
3 — 0,077 —0,188 0,208 0,116 — 0,250 0,198 ■J,
4 — 0,077 0,188 0,208 0,116 0,250 0,198 У*
5 0,213 — 0,125 — 0,010 0,181 0 — 0,358 У 5

2 6 0,213 0,125 — 0,010 0,181 0 — 0,358 .'/6
7 0,271 0 — 0,103 — 0,406 0 0,181 у-
8 0,155 0 0,084 — 0,232 0 0,103 .'/*
9 0,574 0 0,019 —0,361 0 —0,284 Уя
1 —0,063 — 0,194 0,194 — 0,306 0,184 0,184 УI

Q 2 —0,004 0,231 0,269 0,269 — 0.061 0,297 №
I 3 —0,004 — 0,269 — 0,231 0.269 0,297 — 0,061 Уз

аз 4 0,977 - 0  174 0.174 0,174 — 0,576 — 0,576 Гц
5 0,047 0,203 — 0,203 — 0,203 0,670 — 0,514 ?7-,
6 0,047 0,203 — 0,203 — 0,203 — 0,514 0,670 Уз

1 — 0,111 — 0,167 — 0,167 0,167 0,250 0,167 У\
2 — 0,111 0,167 — 0,167 0,167 — 0,250 0,167 У-1
3 — 0,111 -0 .1 6 7 0,167 0,167 — 0,250 0,167 Уз
4 — 0,11 1 0,167 0,167 0,167 0,250 0.167 У*
5 0,222 — 0,167 0 0,167 0 — 0,333 Уз1

аз 6 0,222 0,167 0 0,167 0 — 0,333 //б
7 0,222 0 — 0,167 — 0,333 0 0,167 У:
8 0,222 0 0,167 — 0.333 0 0,167 fls
9 0,556 0 0 - 0 ,3 3 3 0 —0.333 //9

1 — 0,077 — 0,200 — 0,200 0,154 — 0,250 0.154 У1
2 — 0.077 0,200 — 0,200 0,154 -0 ,2 5 1 0,154 У 2
3 - 0 .0 7 7 - 0 ,2 0 0 0,200 0,154 0,250 0,154 /.'■’>

сч 4 — 0.077 0,200 0,200 0,154 0,250 0,154 fn
I 5 0,154 —0,100 0 0,192 0 — 0,308 Ун1

аз 6 0,154 0,100 0 0,192 0 — 0,308 Уб
7 0,154 0 —0,100 — 0,308 0 0,192 У7
8 0,154 0 0,100 — 0,308 0 0.192 У8
9 0,692 0 0 — 0,385 0 — 0,385 уя
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О кончание таб л. 4.2
П

ла
н

11/11 iJXf

М атрица L
В ектор
выхода..'

У1>а 6, ь 2 Ь ц Ь 12 Ь22

1 0 — 0,25 — 0,25 0,25 — 0,25 0,50 fh
2 0 0 0 0 1 ,00 —  1 ,0 0 1)2

О 3 0 — 0.25 0,25 — 0,25 — 0,25 0,50 Уг
1 4 1 .00 0 0 0 — 1,00 0 У*

2Q 5 0 0,25 — 0,25 — 0,25 0,25 0 №
6 0 0,25 0,25 0,25 0,25 0 Г/б

Д л я  некоторых планов,  рекомендуемых в разд.  3, и в табл.  
4.2— 4.3 приведены матриц ы L ~ [ ( X *  W X ) ~ ' X* W\* соответст­
венно для  двух-  и тре хфакторных планов второго поряд ка  [6]. 
Испол ьз уя  их, с помощью ЭВМ или м и кр ок аль кул ято ра  находят 
коэффиц иент ы ура внения  регрессии.

Пусть  l ui —  элемент матрицы L , соответствующий и -му 
опыту  и г-му фактору,  его квад рат у  или взаимодействию ф а к ­
торов.  Тогда  коэффициент  6, вычисляется  следующим 
образом:

bi— li Y =  2  lUi Г/и.
1 <К<(1

Т ак и м  обра зом ,  нахож дение  любого коэффициента  с в о д и i си 
к вычислению ск аля рно го  произведения двух векторов-столбцов,  
один из которых — соответствующий столбец матрицы L, д р у ­
гой — вектор  откликов Y.

П р о ве р к а  па значимость  коэффициентов уравнения регрес­
сии проводится  с помощью /-критерия Стыодента

/д к  =  А _  (4 .6 ;

со степенями свободы / — / в<„-пр.
Оценки  среднеквад рат ич ных  ошибок вычисления ко эфф иц и­

ентов ур ав нения  регрессии определяются следующим образом:

S h i —- \ О .S’-'uin-iip ( 4 .7 )

В ел ичи ны  а  для  различных двух- и трехфакторных планов 
приведены в табл .  4.4. Если продублировать весь план,  нап ри­
мер, k  раз.  что позволяет  более точно оценить пара мет ры мо­
дели,  то в ф ор м у л ы  необходимо ввести поправки.  Во всех ф о р ­
мулах,  где участвует величина у, ее нужно  заменить  на у ' = к \ .  
Вмес то  ф о р м у л ы  (4.7) следует применять следующее  в ы р а ­
же ние :

S b ' =  V ~ т  S2,iocnp-
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Д ля проверки значимости коэф ф ициента  проводится  с р а в н е ­
ние эк сперим ентального  значения  t3K - критерия  с теоретическим 
t T, в зя ты м  из работ  [1, 13], при за д а н н о м  уровне значим ости  а  
и степенью  свободы, равной  /= = /Воспр. Если эксперим ентальное  
зн а ч е н ие  t? K— к ри тери я  больш е теоретического <т« , f (Д»К> / \ Д ,  
то с вероятностью  р  =  1 — а  гипотеза о значим ости  соответ­
ствую щ его  коэф ф ициента  у равнения  регрессии не отвергается .  
Если ti3K <  f, то коэф ф ициент у равнения  регрессии с ве р о я т ­
ностью р =  1 — а  м ож но считать незначимым.

Н еобходим о отметить, что незначительны й коэффициент 
м ож н о  использовать  из у равнения  регрессии только в том слу ­
чае, если он не св язан  корреляционной  зависим остью  с другими 
коэф ф ициентам и. В противном случае возникает  необходимость 
пересчета значений всех коэффициентов, связанны х к о р р е л я ц и ­
онной зависимостью .

Д л я  больш инства планов второго п оряд ка  условие ортого­
нальности, а значит независимости  определения к оэф ф ициен­
тов уравнения регрессии, не выполняется.  В табл . 4.5 приведены 
д а н н ы е  о наличии корреляционны х связей коэф ф ициентов  у р а в ­
нений регрессии второго п оряд ка  [6J.

Т аким  образом , исследователь , оценив значим ость  к оэф ф и ­
циентов, м ож ет  зап и сат ь  м атем атическую  модель  изучаемого 
процесса в виде уравнений  регрессии вида

y = b 0 +  2  b ''x i +  2  bnXi2 +  2  biiXiXj
I l < i c k  i=£j

I < (< 4  
1 < /< /!

с учетом всех значим ы х и связанны х корреляционно  к о э ф ф и ­
циентов.

4.5. П РО В Е РК А  У РАВН ЕН И Я РЕГРЕССИ И
НА АДЕКВАТНОСТЬ

П осле  составления  уравнения регрессии исследователю  не­
обходим о знать,  м ож но ли его использовать  как  м ате м а ти ч е­
скую модель технологического процесса с точки зрения  точно­
сти описания эксперим ентальны х данных. Д л я  этого проводится 
проверка  уравнения регрессии на адекватность.

П р о вер к а  о сущ ествляется  с пом ощ ью  дисперсионного отно­
ш ения Ф иш ера

F»K =  5г.д/5*. оспр. (4.8)
О ценка дисперсии, о п р ед ел я ю щ а я  неадекватность  п р ед ст ав ­

ления  результатов  эксперим ента  S 2aa со степенями свободы 
i i — N — т — /воспр, вы числяется  по следую щ ей ф орм уле:

5 2ад =  4 -  2  ЧЛУизк —  Уи*™4) 2, (4.9)
' 4 < и < п
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Таблица 4.5
Корреляция параметров уравнений регрессии для планов второго порядка

Н азван и е

плана

Р а з м е р ­
ность 
плана i

Корреляции м еж д у  коэффициентами

КО  |2 2 Ь0 с  Ьц, Ьц (.между собой)

* 1,2 2 Ь0 с  />2 и *2 с Ьн, Ьц  (меж ду  собой)

В - D ,  2 2 Ь, с Ьц

B ~ D n 2 Ь0 с Ьц, Ьц (м еж ду  собой)

В ---£>:а 2 Все коэффициенты закоррелпрованы  м еж д у  собой

В  £>42 2 Ьп с Ьц, Ьц (м еж д у  собой)

* о 13 3 Корреляция отсутствует для  коэффициентов 

Ьг, b 12, Ь2з

*  023 3 Ь0 с Ьц, Ьц (меж ду собой)

К/,а 3 Ьп с Ьп, Ь,2 и Ьц, 6 , с Ь ,2, Ьи и Ь-Г , 

Ь2 с Ь ,,, Ь з с Ь j 2. Ь , 2 с Ь | ,

6 ;.з с й23, (м еж ду  собой)

*>23 3 />о с Ьц, Ьц (м еж ду  собой)

бз 3 Ьо с Ьц, Ьц (м еж ду  собой)

б - £ > , з 3 все коэффициенты закоррелпрованы между собой

В  -О23 3 все коэффициенты закоррелпрованы меж д у  собой

где /V — число всех измерений в плане, т  — число коэф ф и ц и ­
ентов в уравнении  регрессии, у„ — число повторных измерении 
в и -й точке план а ,  у иж — среднее значение отклика  в н-й точке 
плана ,  г/„расч — значение отклика  в «-Й точке плана, рассч итан­
ное по уравнению  регрессии.

О ценка  дисперсии воспроизводимости экспериментальны '; 
данны х 5 2ш)смр со степенями свободы h  =  /воспр == У  } и —

=  у и — Ад опред еляется  п о с л е д у ю щ е й  формуле:
1

С2 _  1 V  V  эк Г. эк > iо  воспр — , \У ш  Чи ) ,
/воспр

где .У, — число точек плана , в которых проводятся повторные 
изм ерения, у,,,3" — единичное (<-е) измерение отклика  в и-й 
точке плана .

Э ксперим ентальное  значение F 3>'■ - статистики сравнивается  
с критическим  F3 7,ц,п,  взятым  из работ [1, 13J, с учетом з н а ­
чимости а- П ри  этом, если F3* <  FT,  ,п,/2, то с вероятностью
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p  =  1 —  а  гипотеза  об ад екватности  полученного уравнения 
регрессии не отвергается .  В противном случае  урав н ен и е  рег­
рессии неадекватно  и его нельзя  использовать  д л я  изучения 
технологического  процесса .  П ричинам и  получения н е а д е к в а т ­
ного у р ав н ен и я  регрессии могут бы ть  отсутствие рандом изации  
при проведении измерений или низкая  степень аппрок сим ирую ­
щего полинома. Одним из эф ф ективны х путей д ля  адекватного  
описания поверхности отк ли ка  уравнением  регрессии второго 
п о р яд к а  является  ум еньшение пределов в а рьи рован и я  x,min и 
Ximах изучаем ы х факторов . С ледовательно, всю интересую щ ую  
о б ласть  ф акторного  п ространства  необходимо раздроб ить  на 
подобласти  и проводить планирование д ля  к а ж д о й 'п о д о б л а с т и .

П осле  получения адек ватн ого  уравнения регрессии исследо­
ватель  м ож ет  перейти к ан а л и зу  м атем атической  модели. При 
а н а л и зе  необходимо помнить, что используя уравнение регрес­
сии как  интерполяционную  формулу, мы получаем  не точные 
значения  функции отк ли ка  (не м атем атические ож и д ан и я  
г) (х, р ) ) ,  а лиш ь их оценки ррасч. Д оверительны й  интервал  для 
м атем атического  о ж и д ан и я  функции отклика  в точке л'о может 
быть полмчен с вероятностью  р  =  1 — а  с помощью оценки 
у раеч(*о) [7]

г/расч (*0) — t , . f воспр V  Г + 5 ^ Р а«(л-оТГ< П ( х0) <

<£раСЧ (*о) —t. , г воспр V  1 + S 2fcr" (.Vo)}.
О ценку дисперсии п ред ск азы ва ем ы х  значений  отклика  в точ­

ке х0 S 2{ypaQ4(x0)} м ож но  определить  следую щ им  образом :

с2г„ Д хо) [у(хп)—;уРасч(.с0)Р
о  и / р а с ч р Ч ) Н  — ----------------------- f -----------------------1П

где у ( хо) — число повторных измерений в точке хс.
В случаях , когда уравнение второго п о р яд к а  неадекватно, 

м ож но  повы ш ать  степень полинома с помощью  ортогональны х 
полиномов Ч ебы ш ева .

4.6. М ЕТОДЫ  П РО В Е Д Е Н И Я  А Н А Л И ЗА
У РА В Н ЕН И И  РЕГРЕССИ И

М етоды  проведения ан а л и за  полученного уравнения регрес­
сии могут быть различным и. М ож н о  построить линии равных 
значений  функции отк ли ка  [1 ,4 ,6 ]  или ее н ом ограм м у [6, 16], 
привести  уравнение регрессии к каноническом у виду, использо­
в ать  аналитические  методы поиска эксперим ентальны х зн а ч е ­
ний ф ункции  и т. д.

Р ассм отри м  м етодику канонических преоб разований ,  п ред­
л о ж е н н у ю  в р аб оте  [4]. У равнение регрессии, полученное с по­
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м ощ ью  планов  второго порядка ,  в общ ем случае имеет следую ­
щий вид:

У = Ь0 +  У, b i x i + y i Ьц Xi х\ +  V] Ьц Xi2. (4.10)
i=/Lj

l « / < *

У равнение (4.10) м ож но привести к каноническому виду 

У— Ус =  2  9; г<2 +  2  ci z i2-
1 г+ 1 < /< *

Каноническое  п реоб разование  состоит из двух этапов. Н а 
п е р в о м  производится перенос нач ала  координат в эк стр е ­
м альн ую  точку. Н а  в т о р о м  производится зам ена старых 
к оординатны х  осей х, новыми z,-, повернутыми на некоторый 
угол относительно стары х осей.

П р и  д в ухф ак торн ом  планировании второго порядка у р ав н е ­
ние регрессии зап и сы в ается  следующим образом:

y  = b0 + bi Л"| +  Ь2 х 2  4" Ь12 х  1 Х2 +  b\ 1 -\-Ь2 2  х 2 ■ ( 4 . 1 1 )
Э кстрем ум  функции находится в точке, в которой выполняется 
условие

<hj _  ihl __ « 
г)х | <Гг2

Д и ф ф е р е н ц и р у я  у равнение (4.11) по Х\ и х 2. получим систему 
двух  уравнений:

- 2 — Ь\ ~\- Ь\2х 2 +  2 6 ц  Ад — 0,с!*,
ду b 2-Vbn X\ +  2^22-Ь =  0. (4.12)

Р е ш а я  систему (4.12), можно определить координаты эк стре­
м альной  точки с(а '1, ; х '2г) и уравнение (4.11) записать  в виде

У— Ус = Ь12( х 1— х к ) ( х 2— х 2< ) + Ь п ( x l- ~ x lc)'J +  b 22 ( х2— х 2<У\

где Ус — значение откли ка  у  в экстремальной точке с.
К аноническое  уравнение при двухфакторном  планировании 

второго п о р яд ка  м ож но  записать  в виде

У— Ус =  Hi 2 {2 +  0 2 z22. (4 1 3 )
В еличины  01 и 0 2 — корни характеристического  уравнения

0 2 +  а©  +  р =  0.
П араметры  а и р  равны:

а  =  —  (6ц +  Ь22) ;
Р — Ь ц- Ь 22 —  0 , 25Ь 122.
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К оординаты  z x и z 2 м ож но записать в следую щ ем виде:
Z\ =  l\ ( х х— х хс) +  т х(х2— х 2с);
z 2 =  l2( x x— x lc) + m 2(x2— x 2c)\

где U и — косинусы угла поворота новых координатных осей 
относительно старых.

Направляющ ие косинусы определяю тся из выражений:
пи   2(0*—bu)
U Ь12 *

V  I + (пи l b ) 2
Т аким  образом , стары е координаты  ад и х 2 св язан ы  с новыми 
z x и z 2 посредством следую щ их зависимостей:

А'] =  / | z x +  l2 z 2 - f  х и \

х 2 =  m xz x +  m 2 z 2 +  x 2c.

П ри помощи вы ш еописанного  способа возм ож ен  переход 
к каноническом у виду уравнения независимо от того, сколько 
ф акторов  участвует в изучении технологического процесса. Так, 
при к =  3 каноническое уравнение имеет вид

У— Ус = 0 \  z \2 +  (^2~22- '  (4.14)
В еличины  0 ( и 0 2 — корни характеристического  уравнения

0 3 +  а 0 2 +  (30 +  у =  0. (4.15)

З н ачен и е  входящ их в уравнения (4.14) и (4.15) п а р а м е т ­
ров равны :

а  = — ( Ь ц  + Ь22 + £>зз); 

р =  5п Ь22~\-Ьц b33 +  b22b33— 0 , 2 5 (b x22 +  b x32 +  b232)\ 

у =  0,25 (Ьц b232 +  b22 b x32 +  b33 b x22— b x2 b X3 b23) — b x2 b X3 b23\

z \ = l \ ( x \ — a ' k )  + I 1l \ ( x 2— - v 2f )  +  n i ( A '3 X3 c ) ;

z 2 =  l2(x \— A',, ) + tn2(x2— a'2c ) + n 2(x3— л'з,);

Z3 =  U(X[— Xic) + m 3(x2— x 2c) + n 3(x  з— л'з,).

Н а п р а в л я ю щ и е  косинусы т { и л, опред еляю тся  при р еш е­
нии системы  уравнений:

! п ц  Ь1ъ(Ь п — 6 , ) —- 0,5 Ьп  Ь п
h  * ,з (622— ©О— 0,5 fe,2 6,з ’ *

tlj 0,5 — 2 (Ьц— 0 | )  (&22— 0 ‘ )
/* &!з(&22— 0 i ) — 0,5 bi2 &23 *

V \  +  (пи //,•)*+ (ml  b y
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С т ар ы е  к оорди н аты  л-ь х 2 и х3 в ы р а ж а ю т с я  через новые с л е ­
д ую щ им  образом :

( Xi =  /( Z| +  /2 z 2 +  /3 z3 +

■ л'2 =  m | ^ |  +  г 2-\-гПз г'з +  л'зс;
( X 2 — rii Z \ +  Z2  +  Л3  2 3  -)- Л'зс.

П ри увеличении количества исследуемых ф акторов  (более 
трех)  переход к каноническом у виду становится очень труд оем ­
ким и осущ ествляется  с помощью ЭВМ.

П олучив каноническое уравнение, исследователь  м ож ет  ус­
тановить  экстрем ум  функции отклика  и х а р а к тер  ее изменения 
в ф акторн ом  пространстве.  П р и р авн и в ая  величину отклика  у  
в у р ав н ен и ях  (4.13) или (4.14) к определенным фиксированным 
значениям , м ож но  получить кривые равного вы ход а .  В н ас то я ­
щ ее врем я  этот способ ан а л и за  получил ш ирокое р ас п р о ст р а ­
нение, особенно при двухф акторном  планировании.

Н а  рис. 4.1, 4.2 приведены четыре возм ож ны х в и д а  к онтур­
ных кривы х в двухф акторном  пространстве: гиперболы, эл л и п ­
сы, п а р а л л е л ь н ы е  прям ые, параболы .

16 Ш

Р и с .  4.1. В о зм о ж н ы е  виды контурных кривых в двухф акторном  про­
странстве:  а  — гиперболический п араболоид (О, и в 2 имеют разные знаки);  

б  —  эллиптический параболоид  ( в ,  и в 2 имеют одинаковы е знаки ;

Если коэффициенты 01 и 0 2 имеют разные знаки, поверх­
ность отклика представляет собой гиперболический параболоид  
(рис. 4.1 ,а ) . Ц ентр фигуры называется минимаксом или «сед-
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Р и с .  4.2. В озм ож ны е виды контурных кривых в двухф акторном  про­
странстве:  а — гребень ( 0 2  =  0, — крутизна н аклона) ;  О — стационарное

возвышение ( 0 2  =  0)

лом». Если к оэф ф ициент  0)  полож ителен , то отклик  у  — у с 
увеличивается  при движ ении  по оси в обе стороны от центра 
фигуры, а по оси г2 — ум еньш ается .  И сследователь ,  с т р ем я щ и й ­
ся к м аксим альном у  значению  отклика ,  д о л ж е н  проводить  изу­
чение поверхности отк ли ка  вдоль оси г,.

Н еобходим о отметить, что поверхность отклика , п р ед ст ав ­
л я е м а я  неполным к вад р ат н ы м  уравнением, всегда является  ги­
перболическим  параболоидом .

Если коэф ф ициенты  6i и 02 имеют одинаковы е знаки , по­
верхность  отклика  пред ставляет  собой эллиптический п а р а б о ­
лоид  (рис.4.1,6).  Ц ентр  фигуры  (эк с тр ем ал ь н ая  точка с) я в л я ­
ется м аксим ум ом , если к оэф ф ициенты  01 и 02 отрицательны , 
и минимумом, если  они полож ительны .

Е сли  центр фигуры находится вблизи  или в области  ф а к ­
торного пространства ,  где проводился эксперимент, то д ля  о п ­
ределения оптим альны х величин ф акторов  необходимо убедить ­
ся, что экстрем альное  значение отклика ,  п р ед ск азан н ое  мо­
делью , достаточно хорош о сов п ад ает  с опытны ми данным и.

Е сли один из коэффициентов, наприм ер  0 2, равен нулю, то 
поверхность  отк ли ка  п ред ставляет  собой стац ионарное  возв ы ­
ш ение (рис. 4 .2 ,6) .  В еличина у, является  откликом  в лю бой точ­
ке на оси Z\. Ц ентром  ф игуры м ож ет  быть л ю б а я  точка  на 
ОСИ 2 ] .
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Когда  к о эф ф ициенты  уравнения, наприм ер, b i2 и Ь2'2 р ав н ы  
нулю, тогд а  каноническое уравнение приним ает  вид

у  =  у с =  01 z ,2 +  b2 z 2.

Л о к а л ь н о  поверхность отклика  пред ставляет  собой в о зр а с т а ю ­
щее возвы ш ение — гребень, крутизна нак лон а  которого равна  
1)2 (рис. 4.2,а ) .  Ц ентр  ф игуры л еж и т  на оси z b но отнесен в бес­
конечность по оси z2. И сследование этой поверхности ан а л о ги ч ­
но случаю  изучения поверхности отклика ,  пред ставляю щ ей  со ­
бой гиперболический  параболоид.

П ри  числе ф акторов  k  >  2 изучение поверхности отклика  
п роизводится  исходя из таких ж е соображ ений . О днако  в о т л и ­
чие от  поверхностей при k  =  2, которые м ож но изучать гр а ф и ­
чески, поверхности k  >2 в общем случае изучаю тся а н а л и т и ­
чески [9].

П ри  изучении технологического процесса с помощью не­
скольких функций отклика  исследователю  часто приходится 
находить  условны й экстремум одной из функций у i — f \ ( x i , x 2, 
■Уз, ..., л'*) при ограничениях, н ак лад ы ваем ы х  другой функцией

У2 =  1\ (-И. А2> Л'з, х к) ■
В случае двух  ф акторов  эта з а д а ч а  м ож ет быть реш ена г р а ­

фически с пом ощ ью  построений линий равного выхода по к а н о ­
ническим уравнениям .

П ри  k  >  3 з а д а ч у  приходится реш ать  с помощью ЭВМ, 
п ользуясь  методом неопределенных м ножителей Л а г р а н ж а  [9|. 
М етод неопределенны х м нож ителей  Л а г р а н ж а  сводится к реш е­
нию системы уравнений:

(Ц \  , ( ) h
Ox,  ’ "  Па-,

Of, , >4

=  0;

, +  /. - f -  =  0;()х2 ()х2

_ & _  +  д =  0;
()\'ъ <)x?t

У2 = /2  (A'b Х2< ■■■» Л'Аг)

относительно переменных лд, х 2, .v3, ..., Xi при некотором ф и к ­
сированном  значении у 2. Д л я  решения системы нелинейных 
уравнений  использую тся методы, подробно излож енны е в спе­
циальной  л и те р ату р е  [9J.

В отд ельны х  случ аях  д л я  изучения поверхности отклика  
целесооб разн о  использовать  методы построения номограмм [16J. 
Так , н априм ер ,  д л я  двух- и трехф акторного  планирования  вто-
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рого п о р я д к а  м ож но  использовать  соответственно ном ограм м ы  
из вы равн ен н ы х  точек с двум я  п арал л ел ьн ы м и  и одной к р и в о ­
линейной ш к алам и , с д в у м я  п арал л ел ьн ы м и  ш к а л а м и  и полем. 
Если один из коэф ф ициентов  Ьи , Ь22 или Ь33 равен  нулю  или 
более чем на п орядок  м еньш е двух других, то построение таких 
ном ограм м  сводится к следую щ ему. У равнение регрессии сле­
дует привести к  виду

f \ f u  +  /2̂34 +  I134 =  0. (4.16)
В наш ем случае, наприм ер, при Ь33, равном нулю  или b33<^ibu
и bi 2 , уравнение регрессии (4.10) д л я  трехф акторного  эк спери­
мента запиш ем  в виде

ХЪ (b{3 х \ +  &23 Х2 +  Ь3) +  (Ьо— у )  +

+  (^11 х 12 +  ^22 х 2*  +  Ь\ Х { Ь2Х2+  1>\2Х \ Х 2 )  =  0.

П ростейш ие уравнения элем ентов  ном ограм м ы  запиш утся  сле­
дую щ им  образом : 

ш к а л а  а ь
д =  0, у  =  / ,  =  л'3;

ш к а л а  а 2:
х  =  Н,  у  =  / 2 =  Ьй—  у,

поле ( а 3; 04):
v =  н** — н________

/34 +  ST34 ^13 *1 +  Ь2з Х2 +  Ь3 +  1 ’

   ^34   — (ftll ^1 ~ + Ь 22 -6 , Xi +  b$ V2 +  ^l9 -У, -V2 )

/ з4 +  £ з4 &13 *1 +^23  *2 +  +  1

С хем а  ном ограм м ы  приведена на рис. 4.3,а. Н о м о гр а м м а  состо­
ит из п арал л ел ьн ы х  ш к а л  а\  и аг  и бинарного  поля ( а 3, « 4), 
св яза н н ы х  одним  вы равниванием .

У

- и

хО

Р и с .  4.3. Схемы номограмм: а — из параллельных ш кал  оо 
и я 2 и бинарного поля а 3, а 4; б  —  из выравненных точек 
с параллельны ми ш к а л а м и  он и ct2 и криволинейной ш калой  а 3
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В ведем  в уравнение элем ентов ном ограм м ы  п ар а м е тр ы  т,  п, 
и и /, причем будем считать т  >  0 и п >  0. Д л я  этого у р а в ­
нение (4.16) запиш ем  в виде

— а)  ] -у*- + [ /г ( /г — / ) ] - — - +  (0/34 +  ̂ 34 +  ^34) =  0.

Н овы е урав н ен и я  элем ентов  номограммы, с о д ер ж ащ и е  п а р а ­
м етры  п реоб разован и я ,  запиш утся  следую щ им  образом : 

ш к а л а  а р

х =  0, у  =  m ( f i —  a)  = m ( x 3— а ) ;  (4.17)
ш к а л а  а 2:

х  =  Я ,  y  =  n ( f 2— l ) = n ( b 0— y ~ l ) ;  (4.18)

поле ( а 3, а 4):

х =  т !l g 3 <  = _________________________    “
п 1з 4 Д  ч ( К з  X]  +  &23 Т 2 +  & з ) Г  т  *

__ — mn j a f u  + lgM-1 Ы  _
nfM + m g M

   I Л ' р +  ^ 2 2  '^ 2 ^ +  6 | 2  -V| T 9 +  ( й |  -f- 43^ 1,3) -Г| 4 -  (Й 2  +  Ч ^ 2з )  -C2 “f + 3  4 + ]

п ( Ь  13 Л'| +  f t23 * 2  +  ^ з )  +  '4  

И з уравнений  (4.17) и (4.19) следует, что парам етр  / /  опре­
д е л я ет  расстояние м еж д у  п араллельны м и  ш калам и , п ар а м е тр ы
т  и п  о п ред еляю т р азм ер ы  ш кал  и т.2, а парам етры  а и /—
полож ение ш к а л  по вертикали. К онструирование ном ограмм ы  
состоит в подборе значений парам етров  //,  т,  п, а, I. При под­
боре п а р а м е тр о в  стрем ятся  к тому, чтобы все элементы ном о­
гр ам м ы  находились  в пределах  чертеж а и более полно з а н и м а ­
ли его п лощ адь.  О бычно парам етры  т  и и н азнач аю т гак, 
чтобы ш к а л ы  a t и а 2 были приблизительно одинаковой д л и ­
ны. П а р а м е т р ы  а и I даю т возможность  поместить любую 
точку ш к а л ы  и лю бую  точку ш калы  « 2 на оси Ох.  Обычно 
в кач естве  этих точек вы бираю т нижние концы ш кал  или их 
середины [16].

П ри  двухф ак торн ом  планировании  ном ограмм а строится из 
вы равненны х точек с параллельн ы м и  ш калам и  со и сс2 и кри ­
волинейной ш калой  а 3. Т ак  например, если Ь22 = 0 или b22<̂ib \ \ ,  
ю  уравнение регрессии запиш ется  следую щ им образом :

y  =  b0 +  b ] l x l '2 +  b l2x l x 2 + b2x 2 + b, .V,. (4.20)

У равнение (4.20) необходимо привести к виду 

/1 /з +  /г 8з +  Ьз =  0.
П о л а г а я  f i —x 2 , fa — bi 2 x i - ^ b 2, /2= ^о— У,

£ з = 1 .  Лз  =  6 ц  X , 2 +  М ь
получим уравнение
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x 2(bi 2 Xi +  b2) +  (Ь0— у )  +  (&u X\2 +  b[ X\) = 0 .

С хем а  ном ограм м ы  приведена  на рис. 4.3,6. У равн ени я  э л е ­
ментов ном ограм м ы  зап и ш у т ся  следую щ им  образом :

ш к а л а  а ь  х = 0 ,  y  =  m ( f l— а ) = т ( х 2— а ) ;

ш к а л а  а 2: х  =  Н,  y  =  n ( f 2— l ) = n ( b 0— у — /);
ш к а л а  а 3:

v =  т и g3 =  т н________
" f s  +  m g s  п ( b l2 Xi +  b 2) + m  ’

и  —  ~ l n n (a fz +  lg3 +  !h )  __  — т п [Ь и  Л',2 +  ( b l +  a b l2) x l +  a b2 +  l} 
n f3 +  ing3 п (bi2 x'i - T  b2) + t n

К онструирование ном ограм м ы  состоит в подборе значений п а ­
рам етров  Н, т,  п, а и /.

Таким  .образом, в  настоящ ем  разд е ле  излож ены  некоторые 
м етоды проведения а н а л и за  м атем атической  модели технологи­
ческого процесса. Н а основании проведенного ан а л и за  исследо­
ватель  д а ет  конкретные технологические реком ендации  по п р и ­
м енению процесса в производстве. Р ек ом ен дац и и  могут быть 
п редставлены  в виде та б л и ц  оптим альны х значений парам етров  
технологии и возм ож ны х отклонений, граф иков  или ном ограмм , 
п о к азы в аю щ и х  связь  откликов  с варьируем ы м и п ар ам етрам и , 
с помощью  которых м ож но  назначить  реж им ы  технологического 
процесса.

5. П Р И М Е Р  П Р И М Е Н Е Н И Я
П Л А Н И Р О В А Н И Я  ВТОРОГО ПО РЯ Д К А
В ТЕ Х Н О Л О Г И Ч Е С К И Х  И С С Л Е Д О В А Н И Я Х

В работе  [1] в качестве  прим ера  р ас см атр и вае тс я  исследо­
вание технологии диф ф узионной  сварки  в вакуум е ж а р о п р о ч ­
ного сплава  В Ж Л -1 2 У  со сталью  ЭИ961. И сследован и я  прово­
дились  в целях  р азр аб о тк и  технологического процесса изготов­
ления роторов турбин м а л о р азм е р н ы х  газотурбинных дв и га те ­
лей [5].

Н а  основании а н а л и за  ф акторов  технологического процесса 
п о к а за н а  ц елесооб разность  трехф акторного  план и рован и я  эк с­
перимента.  В арьи руем ы м и  переменными являю тся  тем пература  
св ар к и  Гсв, давление с ж а т и я  детали  при сварки Р св, врем я  изо­
термической  вы д ер ж к и  при св ар к е  тсв. Д л я  количественной 
оценки качества  сварны х соединений использую тся п оказатели : 
.предел  прочности при рас тяж ен и и  у  и величина остаточной 
м акроскопической  деф о р м ац и и  соединения z.
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С пом ощ ью  план и рован и я  эксперим ента по методике П Ф Э  
получены два  уравнения регрессии. Одно из них

2 = 3 ,8 2 5  +  2,175 х, +  1,425 -v2 +  0,55 х3 +  0,675 х, х 3

ад ек в а тн о  описы вает зависим ость  остаточной макропластиче- 
ской д е ф орм ац и и  сварного соединения z  от тем пературы  с в а р ­
ки х, в ди а п азо н е  1293... 1403 К, давления  с ж ат и я  х 2 8...17МГ1а 
и времени сварки  х 3 8...17 мин. Д л я  зависимости  прочности 
сварного  соединения у  от х х, х2 и х 3 ад екватного  уравнения 
регрессии с помощью  П Ф Э  получить не удается  и возникает 
необходим ость  в повышении степени аппроксим ирую щ его поли­
нома путем применения планов второго порядка .  К ак  п оказали  
п ред вари тельн ы е  эксперименты, наибольш ий интерес д ля  иссле­
дования  п ред ст авл яе т  область  факторного  пространства ,  б л и з ­
кая  к центру плана . П оэтом у трехф акторное  ротатабельное  п л а ­
нирование второго порядка  вполне удовлетворяет  требованиям  
эксперим ента. П лан -м а тр и ц а  такого  планирования п р ед став ­
л ен а  в табл . 2.7.

Э ксперименты , выполненные по методике П Ф Э  [1], п о к азы ­
вают, что н аиб ольш ее влияние на прочность сварного соедине­
ния о к а зы в а е т  тем п ература  сварки х\,  так  как  коэффициент Ь\ 
при X! в несколько  раз  больше других коэффициентов. В связи 
с этим целесооб разн о  уменьшить интервал варьирования для 
тем п ер ату р ы  сварки, тем самым повысив вероятность а д е к в а т ­
ного описания  функции отклика  полиномом второго порядка,  
т. е. уп рощ ается  з а д а ч а  аппроксимации поверхности отклика 
поверхностью второго порядка .  Учитывая выш есказанное, д и а ­
пазон изм енения д ля  тем пературы  сварки целесообразно вы ­
брать  равны м

1.323 К <  7 \ в <  1423 К.
Тогда интервал  в а рьи рован и я  в натуральны х единицах для тем ­
пературы  сварки  с учетом, что плечо«звездных» точек в рота- 
табельном  п лан е  « = 1 ,6 8 2 ,  вычислим по форм уле (Т.1):

И н тер в ал ы  в а рьи рован и я  д ля  давления  сж ат и я  ар  <.в =  4,5 AVI la 
и времени св арк и  « - с» = 4 ,5  мин оставим без изменений. Центр 
плана  находится  в точке, координаты  которых в натуральны х 
единицах  равны  xi =  TiB=  1373 К; Х2 =  Т \в =  12,5 М П а и х 3 =  т1В — 
=  12,5 мин.

К оорд инатны е  и натуральны е значения варьируем ы х ф а к т о ­
ров процесса диф фузионной сварки  для трехф акторного  рота- 
табельного  п лан а  представлены  в табл. 5.1.

Ядром  трехф ак торн ого  ротатабельного  п лана  является  П Ф Э  
типа  23 с числом точек, равным восьми. Д л я  оценки дисперсии
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Т а б л  и ц а 5.1

Кодированные и натуральные значения факторов процесса 
диффузионной сварки сплава В Ж Л -12У  со сталью ЭИ961

П а р а м е т р ы
реж и м а

Н улевой
уровень

0

Интервал Н иж ний  
уровень 

—  1

Верхний 
уровень 

+  1

«Звездные» точки

К од вар ьи р о ­
вания

6 х ,
— 1,682 +  1,682

к x i 1373 30 1343 1403 1323 7423

Р с в , М П а Х2 12,5 4,5 8,0 17,0 5,0 20,0

т (в , мин х 3 12,5 4,5 8,0 17,0 5,0 20,0

воспроизводимости измерений проведем в этих точках по два 
опы та , т. е. повторим П Ф Э  д в аж д ы .  Р ота  табельный план  содер­
ж и т  т а к ж е  шесть «звездных» точек, в которых проведем по о д ­
ному опыту. В нулевой точке п лан а  проводится 6 опытов, кото­
рые использую тся д л я  оценки дисперсии воспроизводимости 
измерений.

Т аким  образом , ранд ом изации  были подвергнуты все 28 о п ы ­
тов: 16 опытов — П Ф Э  типа 23, 6 — «звездные» точки, 6 — ну­
л е в а я  точка. После рандом изации  были р еал и зо ван ы  опыты и 
проведены измерения прочности сварного соединения, р езу ль ­
таты  которых представлены  в табл. 5.2.

Т ак  как  при реализации  вы бранного  п лана  осущ ествляется  
неравном ерное дуб ли ровани е  измерений, д ля  проверки равно- 
точности измерений необходимо использовать  статистику  Б арг-  
лета .  Величины, полученные по ф орм уле (4.2) и (4.3),  п р ед ­
ставлен ы  в табл. 5.2. О ценка  дисперсии воспроизводимости р е­
зультатов  эксперим ента  о п ред еляется  следую щ им  образом  (4.4): 

С2 _  450 +  50 +  200 +  238 +  78 +  512 + 3 2 + 1 2 8 +  5 -  446 
' воспр 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 5  —

=  _ 3 9 | 6 _ =  =  301>2

со степенями свободы /воспр = 1 3 .
Экспериментальное значение статистики Б а р т л е т а  (4.5)

В™ =  ~ g  =  [13 In 301,2— (In 4 5 0 -f In 50 +  /« 2 0 0  +  In 238 - f

+  In 72 +  In 512 +  /n32 +  ln Ш  +  5 /л 4 4 6 ) ]  =  =  3,000.
J .338

Табличное значение x 2 "статистики при степени свободы  
/  =  /воспр =  13 и уровне значимости а  —  0,05 равно 5,9. Таким 
образом , B 3K< x 2*f , т. е. гипотеза о равноточности измерений  
с вероятностью 95% не отвергается. Следовательно, мы имеем 
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дел о с результатами эксперимента, у которого наблю дается  
однородность оценок дисперсий отдельны^ измерений.

Н а  следую щ ем  этап е  проведем расчет к оэф ф ициентов  у р а в ­
нения регрессии, используя соотнош ения (2.5) — (2.8) и данны е 
табл .  2.8. Н еобходим о отметить, что ротатаб ельны й  план  со д ер ­
ж и т  20 точек, т. е. при расчете коэф ф ициентов  надо учиты вать  
все 6 нулевых точек. Н ап ри м ер ,  коэф ф и ц и ен т  60 равен:

Ь0 =  0,166338 (810 +  1010 +  906 +  945 +  780 +  1045 +  940 +  1035 +  
+  8 1 0 +  1038 +  921 +  989 +  890 +  934 +  850 +  890 +  895 +  885 +  875 +  
+  8 4 5 ) -  0,056791 ( 8 1 0 +  1010 +  906 +  945 +  7 8 0 +  1045 +  9 4 0 +  1035 +  
+  2 ,828-810  +  2 ,828-1038)  +  (8 1 0 +  1010 +  906 +  945 +  780 +  1046 +  
+  940  +  (035 +  2 ,8 2 8 -9 2 1 + 2 ,8 2 8 -9 8 9 )  +  ( 8 1 0 +  1Q10 + 9 0 6  +  945 +  
7 8 0 +  1045 4 9 4 0 +  1035 +  2 ,828-890  +  2,828-934) = 0 ,1 6 6 3 3 8 -1 8 2 9 3 —
— 0,056791 (12697,144 +  12872,48 +  126296272) =  3042,821 — 
— 2169 ,3535=873 ,4675  «  873,47.

О стальн ы е  коэф ф ициенты  оп ределяю тся  следую щ им  о б р а ­
зом:

6, =  10,073224 (— 810 +  1010— 906 +  945 — 7 8 0 + 1 0 4 5 — 940 +  
+  1035— 1,682 -8 1 0 + 1 ,6 8 2  • 1038) = 0 ,0 7 3 2 2 4  • 982,496 «  71,94;

6 2 =  0 ,073224-295,376 «  21,63;
!>з —  0,073224 • 203,008 ~  14,87;
6 .2 =  0 ,1 2 5 (8 1 0 —  1010-— 906 +  945 +  780— 1045— 9 4 0 +  1035) -  

=  0,125 (— 331) «  — 41,37;
6.3 =  0,125-121 «  15,12;
623 =  0,125 -1 19 ^  14,87;
6 „  = 0 ,0 6 2 5 ( 8 1 0 +  1010 +  906 +  945 +  7 8 0 + 1 0 4 5  +  9 4 0 + 1 0 3 5  4- 

+  2,828-921 +  2 ,828-989) +  0,006889-38198,896— 0,56791-18293 =
-  0,0625 • 12697,144 +  263,15219— 1038,8778 =  793,5715— 775,7256 «  
~  17,85;

622 =  0,0625 • 12872,48 —  775,7256 »  28,80;
Лзз =  0,0625 • 12629 ,272— 775,7256 «  13,60.

У равнение регрессии имеет вид

у  =  873,47 +  71,94 .V, +  21,63 х 2 +  14,87 л-3— 41,37 х, д-2 +

+  15,12 л-,л'3 +  14,87 л'2л'з +  17,85 л-,2 +  28,80 х 22 +  13,60 д 32. (5.1)

З н ачи м ость  коэф ф ициентов  урав н ен и я  регрессии определим  
с пом ощ ью  критерия  С тью дента  (4.6). Д л я  его определения 
вычислим оценки средн екв ад рати ч н ы х  ош ибок  коэффициентов 
по ф о рм уле  (4.7) с учетом зависим ости  (2.9)

Sbo =  / 0 , 1 6 6 3 - 3 0 1 , 2  =  7,077;
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5 * , = S M =  S M= /  0 .0732-301,2  =  4,696; 
S M2 =  S„, 3 = 5 ^ =  У 0,125-301 ,2  =  6,136;



Sbi i = S b22 =  S b33=  У  0 ,0625-301,2 =  4,338.

Э ксп ери м ен тальн ы е  значения  критерия  С тью дента со степе­
нями свободы  /  =  /воспР=  13 пред ставлен ы  следую щ им  образом :

, эк _  873,47 _ 19о 4 . f 71,94 te  0. , 2Ц53
ьо 7^)77 — 123,4, tb 1— 4>696 15,3,6,2 4696 ’ ’

14.87 0 0 . , 1-41,371 ,    15,12 _  0 , .
tbi =  T096 = J 'J> tbl2~ ~ 6 j 3 6  tbl3~  6,136 “  A ° ’

14.87 „ , 17,85 _ ,  , _  28,80 _  fi.
^ 23== 6 Ж =  ’ ’ ^638  ’ ’ "22 “  4,338 — ’ ’

, _  13,60 _  о ,
633 4,338 ’ '

Д л я  проверки  значим ости  коэффициентов определим теоре­
тическое зн ачение критерия  С тью дента [1] с уровнем зн а ч и м о ­
сти а  =  0,05 / т= 2 ,1 6 .  С равнение эксперим ентальны х значении 
критерия  с таблич ны м и  показы вает,  что д ля  всех к оэф ф ициен­
тов вы полняется  неравенство /эк > / т, т. е. с вероятностью  95% 
м ож н о  у т в е р ж д а т ь  о значимости всех коэффициентов.

А декв атн ость  полученного уравнения регрессии (5.1) про­
верим по критерию  Ф иш ера (4.8), для  расчета которого соста­
вим табл .  5.3.

О ц ен ка  дисперсии, о п р ед ел яю щ а я  неадекватность  п р ед ст ав ­
ления  р езультатов  эксперимента,  согласно форм уле (4.19) 
имеет вид
„ 2 _  (16 + 0+  16 + 16 + 16 +  25 + 1 + 16 + 49 + 49 + 4 + 4 + 9 +  9 +  5 ■ 0,22) _  jg ^  
Ъ ад =  '  “  28—10—13

со степенями свободы  j =  28— 10— 1 3 = 5 .
Э кспери м ен тальн ое  значение критерия Ф иш ера определим

следую щ им  обр а зо м  (4.15):

рък _  -<в'22- _  Q JC
г  301,2 “  U’lb -

со степенями свободы  / т = 5  и /2 = 1 3 .
Т абличное значение  критерия Ф иш ера со степенями свободы 

/[ =  5 и / г = 1 3  и уровнем значим ости  «  =  0,05 определим из
та б л и ц  раб о ты  [1]

Ато,о55.1з =  3,025.
Э ксперим ентальное  значение критерия  Ф иш ера  меньше т а б ­

личного. С ледовательно ,  с вероятностью  95% гипотеза об ад ек ­
ватности  полученного уравнения не отвергается .

Т аким  о б разом ,  уравнение регрессии

у  =  873,47 +  71,94 х, +  21,63 * 2 + 1 4 ,8 7  х3— 41,37 х ,х 2 +
+  15,12 XiX3 +  14,87 х2* з +  17,85 xy2 + 28,8 х 22 +  13,6 х32.
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ад ек ва тн о  описы вает  зависим ость  прочности сварного соедине­
ния у  с п л а в а  В Ж Л - 1 2 У  со сталью  ЭИ961 от основных п а р а ­
м етров р е ж и м а  диф фузионной сварки: тем пературы  сварки  л,, 
д а в л е н и я  с ж а т и я  х2 и времени сварки х 3.

М а т е м а т и ч е с к а я  модель диф фузионной сварки в вакуум е
с п л а в а  В Ж Л -1 2 У  со сталью  ЭИ961 запиш ется  в виде системы
двух у равнений  регрессии:

( у  =  873,47 +  71,94 х, +  21,63 х г +  14,87 х3 — 41,37x,x2 -f 
+  15,12 -v, л-3 +  14,87 х 2 х 3 +  17,85 х ,2-|-28,8 х224 - 13,6 х32;

{ z  =  3,825 +  2,175 л-, +  1,425 х 2 +  0,55 х 3 +  0,675 л, х 3.

Д л я  определения  оптим альны х значений п арам етров  реж има 
св арк и  ТСЙ, Лсв и тсв изучим поверхности откликов у  п z  с 
помощью построения линий равного выхода. Н а рис. 5.1 пред­
ставлены  линии  равного выхода у  (кривые 1— 4) и z  (кривые
5— 8) при Тсв =  12,5 мин и тсв =  20 мин.

'' | -  . - | ! 1

1  Ч- г

Р и с .  5.1. Линии равной прочности и остаточной макроплас- 
тической деф орм ации  диффузионного соединения 

В Ж Л 1 2 У - Э И 9 6 1

А нализ линий равного выхода показывает, что получение 
сварных соединений с прочностными свойствами 900— 950 М Па
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(кри вы е  3 ,4 )  (0всв>О ,9  а восн) возм ож но  в ш ироком  д и а п а з о н е  и з ­
м енения основных парам етров .  П ри  диф ф узионной  с в а р к е  ц ел е ­
со о б р азн о  стрем иться  к ум еньш ению  теплового воздействия  на м а ­
тери алы , т. е. к сниж ению  тем пературы  сварки . Д и ф ф у зи о н н а я  
с в а р к а  при высоких д а в л е н и я х  с ж а т и я  д етал ей  имеет целый ряд 
н ед о ст атк о в ,св язан н ы х  с потерей устойчивости в а л а ,  больш ими 
м ак ропластическ им и  д е ф о р м ац и я м и  сплавов, которы е могут 
приводить  к появлению  трещ ин и т. п. Учитывая в ы ш е с к а за н ­
ное, м ож но  отметить, что оптим альное  Значение времени с в а р ­
ки тсв равно 20 мин.

С в ар н ы е  соединения с прочностью, не м еньшей 900 М П а 
(кр и ва я  3,  рис. 5.1), м ож но  получить в ш ироком д и а п азо н е  из­
м енения д а в л е н и я  с ж а т и я  пои тем пературе  1373 К. Увеличение 
те м п ературы  сварки  до 1383 К приводит к росту прочности 
соединения до 950 М П а в ди а п азо н е  изменения да вл е н и я  с ж а ­
тия от 8,0 до 11,5 М П а.

Т аким  образом , оп тим альны е значения  основных п а р а м е т ­
ров диф фузионной сварки  сп лава  В Ж Л -1 2 У  со сталью  ЭИ961 
равны : Гсв= 1 3 7 3 — 1383 К; РсВ =  8 , 0 — 11,5 М П а,  т св =  20 мин. 
П ри  этом величина остаточной м ак ропластической  деф орм ации  
со ставляет  меньше 5% и.ри прочности сварного  соединения 
не менее 900 М П а.
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