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ВВЕДЕНИЕ

Изучение теоретической механики как одной из фундаментальных 
физико-математических дисциплин играет важную роль в подго­
товке специалистов по механико-математическим и инженерным 
механическим направлениям. Оно позволяет будущим специали­
стам не только получить глубокие знания о природе, но и выраба­
тывает у них необходимые навыки для решения сложных научных 
и технических задач, для которых требуется построение математи­
ческих моделей разнообразных механических систем, развивает 
способности к научным обобщениям и выводам.
Для закрепления навыков самостоятельного решения задач меха­
ники во втором семестре изучения теоретической механики сту­
денты СГАУ выполняют курсовую работу, в которой необходимо 
провести комплексный анализ движения системы с двумя степеня­
ми свободы, пользуясь различными методами теоретической меха­
ники.
Теоретическая механика, как часть естествознания, использующая 
математические методы, имеет дело не с самими материальными 
объектами, а их математическими моделями. Такими моделями яв­
ляются материальные точки, системы материальных точек, твер­
дые тела и деформируемая сплошная среда. В курсовой работе рас­
сматриваются простейшие системы, которые состоят из твердых 
тел, совершающих простейшие движения, и перемещающейся по 
телу материальной точки.
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1. ИССЛЕДОВАНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖ ЕНИЯ  
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Первый этап курсовой работы посвящен исследованию относитель­
ного движения материальной точки. На этом этапе необходимо.

найти закон относительного движения материальной точки по за­
данному закону переносного движения и известным силам, действую­
щим на точку;

определить реакции связей, наложенных на движущуюся точку;
построить графики изменения координат, скоростей и реакций свя­

зей, действующих на движущуюся точку, на заданном интервале време­
ни;

в зависимости от конкретного варианта механической системы ре­
шить другие задачи, например, провести синтез (выбор) параметров 
механической системы для обеспечения заданных свойств системы, вы­
полнить сравнительный анализ параметров движения материальной 
точки при действии сил трения и их отсутствии.

1.1. Дифференциальные уравнения 
относительного движения

Движение материальной точки в подвижной системе отсчета описы­
вается дифференциальным уравнением относительного движения

m wr = F  + R +Ф е +Ф С, (1.1)
где F  - главный вектор активных сил, приложенных к рассматри­
ваемой точке,

R  - главный вектор реакций связей.
Фе -  -m w e - переносная сила инерции,

Фс =  - m w c - кориолисова сила инерции.
Уравнение (1.1) отличается от основного уравнения динамики тем, 

что к действующим на точку активным силам и реакциям связей добав­
ляются переносная и кориолисова силы инерции, связанные с движени­
ем точки. Следовательно, относительное движение зависит не только от 
действующих на точку сил, но и от движения подвижной системы от­
счета.
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Переносная и кориолисова силы инерции равны произведению мас­
сы точки на соответствующее ускорение и направлены противоположно 
ускорению [2, 3, 9]:

Фе =  ~ m w e =  - m [w 0 +Ше х (&е х г ) + г г х г ] ,

Фс = —m w c = - 2тШе х Vr . 

где w o - ускорение точки, принятой за полюс, например, начала под­
вижной системы координат,

сое , £ е ~ угловая скорость и угловое ускорение подвижной системы 

координат,
г  - радиус-вектор точки в подвижной системе координат,
Vt - относительная скорость.
Рассмотрим способы определения сил инерции в некоторых частных 

случаях переносного движения.
1. Если переносное движ ение представляет собой вращ ение во­

круг неподвижной оси, то сила инерции в переносном движении Фе 
равна сумме центробежной и вращательной сил инерции

ф  + ф вр'лг е е е  *

где Ф ~ - m w * - центробежная сила инерции ( w * - переносное цен­
тростремительное ускорение),

Ф “р =  -m w"p - вращательная сила инерции ( w"p - переносное вра­

щательное ускорение).
По модулю составляющие силы инерции равны соответственно

Ф] = mha>], Ф*р =  m h с е ,

где // - расстояние от материальной точки до оси вращения.
й)е и £ е - угловая скорость и угловое ускорение подвижной системы 

координат.
При равномерном переносном вращении вокруг неподвижной оси 

е е = 0 ,  Ф е/  = 0 . и Ф , = Ф / .
2. Если переносное движ ение представляет собой поступательное 

движение, то сила инерции Кориолиса Фс равна нулю, так как равна

нулю уг ловая скорость подвижной системы (Ое = 0 . При поступатель­

ном движении ускорения всех точек подвижной системы отсчета равны
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между собой, поэтому переносная сила инерции Фе не будет зависеть
от положения точки в подвижной системе отсчета и для ее определения 
достаточно вычислить ускорение любой точки движущегося тела.

В общем случае, когда поступательное переносное движение являет­
ся неравномерным и криволинейным, переносная сила инерции Фе 
представляет собой сумму касательной и нормальной сил инерции

ф  - ф  + ф  ,
ет е п ’

где Фет — —fnw er -касательная сила инерции,

Феп — ~ m w en - нормальная сила инерции,

wex - переносное касательное ускорение ( wer = Ve),

-  Vew en " переносное нормальное ускорение ( w en = — ),
Р

Ve - скорость поступательного движения тела,

р  -радиус кривизны его траектории.
Если переносное движение прямолинейное и равномерное (подвиж­

ная система отсчета является инерциальной), то переносное ускорение и 
переносная сила инерции равны нулю

We = 0 ,  Фе = 0
Более подробные сведения можно получить в одном из учебников по 

теоретической механики ( например [2], глава VI; [9], глава V).
Рекомендуется следующая последовательность выполнения данного 

этапа курсовой работы:
1. Изобразить на рисунке схему механической системы. Определить 

какое движение материальной точки является относительным, какое - 
переносным.

2. Выбрать и изобразить неподвижную и подвижную системы отсче­
та. Рекомендуется пользоваться следующими типами подвижных сис­
тем:

- если относительное движение прямолинейное, то выбирается пря­
моугольная система координат, одна из осей которой направлена по 
вектору относительной скорости точки;

- если относительное движение происходит по окружности, то целе­
сообразно использовать естественную систему координат;
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- если траектория относительного движения точки заранее неизвест­
на, то применяется, как правило, прямоугольная система координат, на­
правление осей которой определяется удобством проектирования сил.

3.Для того, чтобы не ошибиться в проектировании сил, завися­
щих от положения точки или ее скорости, материальную точку следует 
изобразить в промежуточном положении, соответствующем положи­
тельным координатам этой точки, и предположить, что точка движется 
в сторону возрастания этих координат.

4. Определить активные силы F  и реакции связей R , дейст­
вующие на материальную точку. Изобразить данные силы на рисунке. 
Для активных сил записать векторные формулы, определяющие их ве­
личины и направления. Реакции связей, если их направление произ­
вольно, разложить на составляющие.

5. Определить ускорение материальной точки в переносном движе­
нии w e , ускорение Кориолиса й>с , найти силу инерции в переносном

движении Фе , кориолисову силу инерции Ф с и изобразить их на ри­
сунке.

6. Записать векторное уравнение относительного движения матери­
альной точки (1.1) и спроектировать на оси выбранной подвижной сис­
темы координат.

7. Найти общее аналитическое решение дифференциального уравне­
ния относительного движения, определив постоянные интегрирования с 
помощью начальных условий движения. Рекомендуется полученные 
точные решения сравнить с результатом численного интегрирования на 
ЭВМ. В случае, если решения дифференциальных уравнений аналити­
чески получить невозможно, провести численное интегрирование толь­
ко на ЭВМ.

8. На основании полученных решений вычислить величины, указан­
ные в задании.

9. Проанализировать полученный результат, например, определить 
характер движения материальной точки (апериодический или колеба­
тельный), сопоставить результаты моделирования движения с физиче­
ской картиной явления и т. д.

10. Провести качественный анализ полученных результатов, а также 
решить задачу синтеза (выбора) параметров механической системы, на­
пример, подобрать жесткость пружин, обеспечивающих колебательное 
движение материальной точки.



Следует иметь в виду, что если в какой-то момент времени действие 
сил на материальную точку изменяется или прекращается, то для описа­
ния последующего движения точки надо составить новые дифференци­
альные уравнения ее движения. Начальными условиями нового движе­
ния точки будут ее положение и скорость в конце предшествующего 
движения. Так. например, при исследовании движения материальной 
точки при наличии силы кулонова трения необходимо учесть, что, во- 
первых, сила трения всегда направлена против движения и, во-вторых, 
существует так называемая "зона застоя", при попадании в которую ма­
териальная точка прекратит движение.

Примеры решения задач на составление и интегрирование диф­
ференциальных уравнений относительного движения материальной 
точки приведены в /7, задание Д.4/. Пример исследования движения с 
учетом трения дан в /1, задача 8.35/.

В расчетно-пояснительной записке к курсовой работе необходимо 
привести рисунок схемы механической системы с выбранными систе­
мами координат и действующими на материальную точку силами. Вы­
вод дифференциальных уравнений относительного движения матери­
альной точки, их решения, результаты анализа, синтеза, должны быть 
сопровождены соответствующими пояснениями. Полученные результа­
ты необходимо оформить в виде таблиц и графиков. В случае, если ре­
зультаты решения дифференциальных уравнений получены путем чис­
ленного интегрирования на ЭВМ, го необходимо провести их сравнение 
с аналитическими решениями в трех контрольных точках - в начальный 
момент времени, промежуточный и конечный.
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1.2. Пример исследования относительного движения

Рассмотрим механическую систему, состоящую из однородной 
трубки CD,  образующей с осью вращения прямой угол, и шарика М,  
прикрепленного к концу горизонтальной пружины (рис. 1.1).

m g

/

/

Рис. 1.1. Схема механической системы и действующие на шарик силы

В положении равновесия шарик находится в трубке на расстоя­
нии а = 0.1 м от вертикальной оси. Коэффициент жесткости пружины с 
= 3 Н/м. Длина трубки L = 0.25 м. Масса шарика т  = 0.01 кг. Под дей­
ствием внешнего момента трубка вращается вокруг вертикальной оси с 
постоянной угловой скоростью (О— 10 рад/с. Пренебрегая трением и 
массой пружины, определить на интервале времени 0 - t l (tl = 2 с):
10



- закон относительного движения материальной точки;
- реакции связей, действующих на движущуюся точку.
По результатам расчетов построить графики изменения коорди­

нат, скоростей и реакций связей, действующих на движущуюся точку, 
на заданном интервале времени.

Свяжем подвижную систему отсчета Слуг с вращающейся труб­
кой, выбрав начало координат на оси вращения. Ось Сх проведем вдоль 
трубки, ось Су - вдоль оси вращения, ось Сг так, чтобы она дополняла 
систему координат до правой (рис. 1.1).

Вращение трубки вместе с системой координат Схуг вокруг оси 
Ат] ( Су )  является переносным движением для шарика. Относительным 
движением шарика является его движение вдоль трубки.

Дифференциальное уравнение относительного движения для 
рассматриваемого случая равномерного вращения трубки, имеет вид

m w , = G + F ynp+ N + Ф ? + Ф С , (1.2)

где m - масса материальной точки;
н/Г - ускорение точки в подвижной системе отсчета;

G  -  m g  - сила тяжести шарика;

Fy a - сила упругости пружины, модуль которой пропорциона­

лен величине деформации, Fynp -  с А = -(х -а )  ;

N  - нормальная реакция стенки трубки ( на рис. 1.1 изображены 
ее составляющие 7V,, и N z );

Феч и Фс - переносная центробежная и кориолисова силы инер­
ции.

Силы инерции Ф* и Фс направлены противоположно перенос­

ному центрост ремительному w? и кориолисову ускорению wt. , соот­
ветственно. Направление ускорения wc можно определить по правилу 
векторного произведения или известному правилу Жуковского [2, 3, 9], 
предполагая, что относительная скорость Vr— х  шарика положительна.

В этом случае кориолисова сила инерции Фс направлена параллельно
оси Сг подвижной системы координат.

Модули сил инерции определяются по формулам

Ф% =mWg = ma>2x ,

11



Фс =  m wc -  7mcoVr = 2marx.
Спроектируем векторное уравнение относительного движения 

шарика (1.2) на оси подвижной системы координат Cxyz :

т х = -с (  х - а )  + та>2 х ,
■my = N v - m g  = 0,  (1.3)

m i -  N .  + 2таж -  0.

Движение шарика М  вдоль оси Сх описывается дифференциаль­
ным уравнением

х  + к 2х = —а / т,  (1.4)

где к 2 = c j m - a ) 2.
Общее решение полученного линейного неоднородного диффе­

ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициен­
тами (1.4) будем искать в виде 

л: = х , + х 2,
где Xj - общее решение соответствующего однородного уравнения, 

х 2 - частное решение неоднородного уравнения (1.4). 
Однородное уравнение имеет вид

х + к 2х  = 0 ,  (1.5)
которому соответствует следующее характеристическое уравнение

а 2 + к 2 = 0.
Так как в рассматриваемом случае величина 

А * -  с; т - (о2 =200ра д2 / с 2 - есть величина положительная и, следова­
тельно, корни характеристического уравнения - чисто мнимые числа: 
а , 2 =± А/ , , то общим решением однородного дифференциального урав­

нения (1-5) будет являться функция 
х , = С/ cos kt i С: sin k t , 

где С i и С2 - постоянные интегрирования.
Частное решение уравнения (1.4) находим в форме 

= В.
Учитывая, что х 2 = 0 ,  х 2 = 0 ,  подставляя искомое решение в 

дифференциальное уравнение (1.4), получим
х 2 = В ~ - а / т к 2 .
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Тогда общее решение дифференциального уравнения относи­
тельного движения шарика ( 1.4) принимает вид

д: = С, cos kt  + С 2 s in  kt  + С  а / т к 1 . (1.6)
Скорость этого движения равна

х  = -С , к sin kt + С2к cos kt. (1.7)
Постоянные С,  и С 2 определим, используя начальные условия 
t~ 0 ,x 0 = а ,х д = 0.
Запишем уравнения (1.6) и (1.7) для t  = 0: 
х № ~а= Cj + с а / т к 2 , 
х 0 = 0 = С2к,  

откуда получаем, что
С,  = -о )2 а / к 2 , С2 =0.
Окончательно решение дифференциального уравнения относи­

тельного движения шарика принимает вид
л: = с а / т к 2 -  (а)2 а / к 2) c o s k t , 

а скорость относительного движения шарика равна
х  = (со2 а /к )s in k t. ( 1 - 8 )

Итак, шарик М  совершает гармоническое колебательное движе­

ние с круговой частотой к — у с /т -а > 2 = 14.14 рад/с и амплитудой 

Л=со2 а / к 2 = 0.05 м около положения относительного равновесия 

х_р — —а / т к 2 =  0 .1 5 м. Период колебаний шарика М равен Т — 2 я / к  =

0.4443 с.
Составляющие реакции стенки трубки N  и N . определим из

второго и третьего уравнения системы (1.3)
N y = mg,

IV, -  - 2moyx.
Модуль полной нормальной реакции стенки трубки равен

N  = f i v 2 + N : -  m j^ ~ +  40)2х 2 ,

где скорость относительного движения шарика х  определяется выра­
жением (1.8).

Давление шарика М  на стенку трубки по числовому значению 
равно найденной реакции N  и направлено в противоположную сторону.
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Результаты численного расчета зависимостей перемещения х  , 
скорости х , а также реакции стенки трубки N  и реакции пружины F

от времени приведены в табл. 1.1 и на рис. 1.2 - 1.5.

Таблица 1.1.
Зависимость перемещения х  и скорости * шарика, 

нормальной реакции N  и реакции пружины Fynp от времени

t , с е к X , М X , м /с N ,  Н 1 X

0 0,1000 0,0000 0,0981 0,0000

ол 0,1422 0,6985 0,1707 0,1266

0,2 0,1976 0,2178 0,1073 0,2927

о.з 0,1726 -0,6305 0,1598 0,2179
0,4 0,1095 -0,4145 0,1284 0,0285

0,5 0,1147 0,5012 0Л403 0,0442
0,6 0,1795 0,5708 0,1505 0,2385
0.7 0,1945 -0,3232 0,1 175 0,2834

0,8 0,1344 -0,6716 0,1663 0,1031
0,9 0,1007 0,1137 0,1007 0.0020

1 0,1502 0,7071 0,1721 0,1507

1,1 0,1994 0,1068 0,1004 0,2983

1,2 0,1652 -0,6738 0,1667 0,1955

1.3 0,1053 -0,3169 0,1168 0,0159

1,4 0,1209 0,5749 0,1511 0.0627

1,5 0,1856 0.4963 0,1396 0,2569

1.6 0,1902 -0,4202 0,1292 0.2706

1,7 0.1269 -0.6273 0,1593 0.0808

1,8 0.1026 0,2245 0,1079 0.0078

1,9 0.1583 0,6973 0,1705 0,1749
2 0.2000 -0,0070 0.0981 0,3000
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Рис. 1.2.
Зависимость перемещения шарика .v от времени t
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Рис. 1.3.
Зависимость скорости шарика х  от времени t
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Рис. 1.4. Зависимость реакции стенки трубки от времени 
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Рис. 1.5. Зависимость силы упругости от времени
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2. ПРИМ ЕНЕНИЕ ОБЩ ИХ ТЕОРЕМ ДИНАМИКИ  
К АНАЛИЗУ ДВИЖ ЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

2Л. Общие замечания

Механической системой называется такая совокупность материаль­
ных точек, в которой положение и движение каждой точки зависит от 
положения и движения остальных точек. Получаемые для системы ма­
териальных точек теоремы и соотношения можно распространить и на 
системы, состоящие из одного или нескольких взаимосвязанных твер­
дых тел.

Пусть механическая система состоит из п точек с массами т к ( к 
— 1,2 положение которых относительно неподвижного центра
О определяется радиусами - векторами гк . Данные точки имеют скоро­

сти Ук и ускорения Wk относительно неподвижной системы отсчета. 

На них действуют внешние Fk и внутренние Fk силы ( рис. 2.1 ).

Z

х /

Рис. 2.1. Механическая система и ее центр масс 
Ограничения, накладываемые на движение точек и тел механиче­

ской системы, называются связями. Исходя из принципа освобождаемо- 
сти от связей, движение каждой точки системы можно рассматривать
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как движение свободной точки, если заменить действие связей реакция­
ми этих связей. Тогда для каждой точки согласно основному уравнению 
динамики материальной точки имеем

где во внешние и внутренние силы включены и реакции соответствую­
щих связей.

Общие теоремы динамики механической системы: теоремы о дви­
жении центра масс механической системы и об изменении количе­
ства движения, теоремы об изменении кинетического момента и 
кинетической энергии  , -являются следствием основного уравнения 
динамики. Данные теоремы рассматривают не движение отдельных то­
чек и тел, входящих в механическую систему, а некоторые интеграль­
ные характеристики, такие как движение центра масс механической 
системы, ее количество движения, кинетический момент и кинетиче­
скую энергию. В результате из рассмотрения исключаются неизвестные 
внутренние силы, а в ряде случаев и реакции связей, что существенно 
упрощает решения задачи.

2.2. Теорема о движении центра масс механической системы

Центром масс механической системы называется геометрическая 
точка, положение которой характеризует распределение масс в этой 
системе. Радиус-вектор fc ( x c , y c , zc ) ,  задающий положение центра 
масс, определяется следующим образом ( рис. 2.1 ):

где rk{ x k , y k, z k) - радиусы-векторы, определяющие положения от­
дельных точек и центров масс тел данной системы.

При решении задач следует иметь в виду, что для изменяемой меха­
нической системы положение центра масс не связано с какой-либо кон­
кретной точкой тела, входящего в систему.

i»kWk = F £ + F l ,

или в проекциях на оси прямоугольной системы координат
П п п

! " h * k Y ™ ky k
п Ус П П ; ( 2 . 1 )

I " 1*
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Теорема о движении центра масс формулируется следующим об­
разом: центр масс механической системы движется так, как двига­
лась бы материальная точка с массой, равной массе всей системы, 
под действием силы, равной главному вектору всех внешних сил, 
прилож енных к данной системе

M W c = R e ( 2 . 2 )

где М  - масса системы,
fVc - ускорение центра масс,
  П _

- главный вектор внешних сил, включающий в себя и
к~1

реакции внешних связей.
Теоремой о движении центра масс механической системы следует 

пользоваться для решения задач механики, в которых требуется:
- по силам, приложенным к механической системе ( чаще всего к 

твердому телу), определить закон движения центра масс;
- по заданному закону движения тел, входящих в механическую сис­

тему, найти реакции внешних связей;
- по заданному взаимному движению гел, входящих в механическую 

систему, определить закон движения этих тел относительно некоторой 
неподвижной системы отсчета.

С помощью этой теоремы можно составить одно из уравнений дви­
жения механической системы с несколькими степенями свободы.

При решении задач часто используются следствия из теоремы о 
движении центра масс механической системы.

Следствие 1. Если главный вектор внешних cu t, приложенных к 
механической систене, равен нулю, то центр масс системы нахо­
дится в покое или движется равномерно и прямолинейно.

Следствие 2. Если проекция главного вектора внешних сил на 
какую-нибудь ось равна нулю, то центр масс системы или не изме­
няет своего положения относительно данной оси, или движ ется 
относите льно нее равномерно.
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2.3. Теорема об изменении кинетического момента

Кинетический момент механической системы К 0 относительно не­
подвижного центра О является мерой движения системы вокруг этого 
центра. При решении задач обычно применяется не сам вектор К 0 , а 
его проекции на оси неподвижной системы координат, которые назы­
ваются кинетическими моментами относительно оси. Например, К г -
кинетический момент системы относительно неподвижной оси Oz .

Кинетический момент механической системы складывается из 
кинетических моментов точек и тел, входящих в эту систему. Рассмот­
рим способы определения кинетического момента материальной точки 
и твердого тела при различных случаях их движения.

Для материальной точки с массой т к , имеющей скорость Vk , кине­
тический момент относительно некоторой оси Oz определяется как 
момент вектора количества движения этой точки относительно вы­
бранной оси:

К, = т , (mkVk )  = гк х (ткУк).

Кинетический момент точки считается положительным, если со сто­
роны положительного направления оси движение точки происходит 
против часовой стрелки.

Если точка совершает сложное движение, для определения ее кине­
тического момента следует вектор количества движения ntkVk рассмат­
ривать как сумму количеств относительного и переносного движений ( 
рис.2.2 )

т<Ук = m kVkr+ m kVke.
Тогда

К г ~ т. ( m kVk )  = т . (  m kVkr )  + m z (  mkVke). ( 2.3 )

Но Vke — cohe , где he - расстояние от точки до оси вращения, и 

Ш1 (ткКе) = ткаК К = ткh](0.
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V

Рис. 2.2. Определение кинетического момента точки, совершающей
сложное движение

Вторую составляющую вектора кинетического момента т.  ( m kVkr)  
можно определить так же, как и момент силы относительно оси. Как и 
для момента силы, величина т.  ( m kVkr)  равна нулю, если вектор отно­
сительной скорости лежит в одной плоскости с осью переносного вра­
щения .

Кинетический момент твердого тела относительно неподвижного 
центра можно определить как сумму двух составляющих: первая из них 
характеризует поступательную часть движения тела вместе с его цен­
тром масс, вторая - движение системы вокруг центра масс:

Если гело совершает поступательное движение, то вторая состав­
ляющая равна нулю

Наиболее просто вычисляется кинетический момент твердого тела 
при его вращении вокруг неподвижной оси

где 1г - момент инерции тела относительно оси вращения.
Основные формулы для вычисления моментов инерции простейших 

тел относительно главных центральных осей приведены в таблице 2.1.
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Таблица 2.1
Моменты инерции некоторых однородных тел относительно цен­

тральных осей
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Продолжение таблицы 2.1

Круглый
цилиндр тг

т \ —  +
Н

х

Конус
ЗоиЗт

 + / •н 20

ЛГЪ

Шар

""СГ.

Если ось вращения £ не проходит через центр масс тела, то мо­
мент инерции тела относительно этой оси может быть определен по 
теореме Штейнера

I : -  I , + m d 2 ,

где т - масса тела,
d  - расстояние между осью £ и осью 4i- параллельной ей, но 

проходящей через центр масс тела.
Если ось вращения '£ образует с главными осями Ох, Оу и Oz 

некоторые углы а , р и у, то момент инерции относительно оси вращения 
можно выразить через моменты относительно главных осей по формуле 

/.- = l x cos2 а  + I y cos2 ji  + / .  cos“ у .
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Теорема об изменении кинетического момента механической 
системы при ее движении вокруг неподвижного центра формулируется 
следующим образом: полная производная по времени от вектора ки­
нетического момента механической системы относительно неко­
торого неподвижного центра О по величине и направлению равна 
главному моменту внешних сил, приложенных к  механической сис­
теме, определенному относительно того же центра

dt

где М е0 — '/Cm0 (F f  )  — xF f - главный момент всех внешних
А=/ k=I

сил относительно центра О.
При решении задач, в которых рассматриваются тела, вращающие­

ся вокруг неподвижной оси, используют теорему об изменении кинети­
ческого момента относительно неподвижной оси

dK . „ "
~ г  = м > Ъ т. ( П ) -  ( 2-4)dt Ы1

Как и для теоремы о движении центра масс, теорема об изменении 
кинетического момента имеет следствия.

Следствие I. Если главный момент всех внешних сил относи­
тельно некоторого неподвижного центра равен нулю, то кинетиче­
ский момент механической системы относительно этого центра 
остается неизменным.

Следствие 2. Если главный момент всех внешних сил относи­
тельно некоторой неподвижной оси равен нулю, то кинетический  
момент механической системы относительно этой оси остается 
неизменным.

Теорема об изменении кинетического момента применяется для ре­
шения задач, в которых рассматривается движение механической сис­
темы, состоящей из центрального тела, вращающегося вокруг непод­
вижной оси, и одного или нескольких тел, движение которых связано с 
центральным.. Связь может осуществляться при помощи нитей, тела 
могут перемещаться по поверхности центрального тела или в его кана­
лах за счет внутренних сил. С помощью данной теоремы можно опре­
делить зависимость закона вращения центрального тела от положения 
или движения остальных тел.
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2.4. Теорема об изменении кинетической энергии

Теорема об изменении кинетической энергии механической 
энергии связывает между собой кинетическую энергию, являющуюся 
интегральной мерой движения системы, и работу приложенных к телам 
системы сил.

Кинетическая энергия материальной точки определяется по из­
вестной формуле

M V 2
т =  .

2
Следует обратить внимание на то, что в этой формуле имеется в 
виду скорость точки в неподвижной системе отсчета, поэтому в 
том случае, когда точка совершает сложное движение, надо учиты­
вать обе составляющие скорости:

v = v , + v e, с 2 -  с ;  -i V; 4 2Vrv ecos(vr к , ) .

Кинетическая энергия механической системы определяется как 
сумма кинетических энергий всех точек и тел, входящих в рассматри­
ваемую систему. По определению кинетическая энергия есть величина 
неотрицательная.

При вычислении кинетической энергии механической системы и 
твердого тела часто оказывается полезной теорема Кенига', кинети­
ческая энергия механической системы равна сумме кинетической  
энергии, которой обладает материальная точка с массой, равной  
массе всей системы, и скоростью, равной скорости центра масс 
системы, и кинетической энергии, которую имеет система в сво­
ем движении вокруг центра масс:

t J ^ U t  
2 ,с

Способы вычисления кинетической энергии твердого тела зависят от 
вида движения.

1. П оступательное д в и ж ен и е тела
^ mV-
Т = ------- ,

2
где V - скорость поступательного движения.

2. Вращение тела вокруг неподвижной оси

^  ь ® 2Т=— — ,
2
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где Iz - момент инерции тела относительно оси вращения;
(о - угловая скорость вращения.
3. Плоскопараллельное движение тела: кинетическая энергия опре­

деляется по теореме Кенига как сумма кинетической энергии поступа­
тельного движения вместе с центром масс и энергии вращения вокруг 
оси, проходящей через центр масс:

тУ2 1{р с о 2Т=  ^  +   ,
2 2

где Ус - скорость центра масс тела;
/-Я  - момент инерции тела относительно оси г, проходящей че­

рез центр масс тела;
со - угловая скорость тела.
4. Сферическое движение тела в каждый данный момент времени 

можно рассматривать как вращение вокруг мгновенной оси вращения, 
поэтому

t J s^ L  
2 '

где I п - момент инерции зела относительно мгновенной оси враще­

ния,
со - мгновенная угловая скорость вращения.

5. Движение свободного твердого тела складывается из поступа­
тельного движения вместе с центром масс и сферического движения 
вокруг мгновенной оси вращения, проходящей через центр масс. Его 
кинетическая энергия по теореме Кенига равна

т  mV2c I^ co 2Т=  С + ------
2  2

где Ус - скорость центра масс тела;
- момент инерции тела относительно мгновенной оси вра­

щения, проходящей через центр масс тела;
tо - мгновенная угловая скорость тела.
Работа постоянной силы при прямолинейном перемещении точ­

ки приложения силы есть скалярная величина, равная
A -F S = F S C o s a ,

где F  - вектор силы;

S  - вектор перемещения точки приложения силы; 
а  - угол между направлением силы и перемещения.
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Для вычисления работы сил и моментов сил в наиболее распростра­
ненных случаях можно использовать следующие формулы.

1. Работа силы тяжести
А = ±m gH c ,

где Н с - вертикальное перемещение центра тяжести тела.
Работа силы тяжести положительна, если центр тяжести опускается 

вниз, отрицательна, если он поднимается, и равна нулю, если в началь­
ном и конечном положениях центр тяжести оказывается в одной и той 
же горизонтальной плоскости.

2. Работа силы, приложенной к вращающемуся телу, определяется 
моментом М, этих сил относительно оси вращения

92
А -  \M .d c p ,

9i
где (рj ,ср2 - начальное и конечное значения угла поворота;

Если М- = co n s t , то
Л = М г(<р2-<р,).

3. Работа силы упругости

г де С  - коэффициент жесткости пружины;
Л / и А2 - начальная и конечная деформации пружины.
Теорема об изменении кинетической энергии механической 

системы может быть записана в двух формах: интегральной и
дифференциальной.

И нт егральная ф орм а, изменение кинет ической энергии на не­
кот ором перем ещ ении сист емы равно сумме работ  всех внеш них и 
внут ренних сил, прилож енных к рассм ат риваем ой сист ем е на  
этом перемещ ении:

т2- т, = а ' + а ‘ ,
где Т, , Т2 -кинетическая энергия системы в начальном и в ко­
нечном положениях;

? Д  -работа внешних и внутренних сил, приложенных к данной
системе, на рассматриваемом перемещении.

ПиФФеренииальная ф орм а: элемент арное изменение кинет иче­
ской энергии сист емы d T  при ее бесконечно малом перемещ ении

27



равно сумме элементарных работ всех внешних {о А ' ) и внутрен­

них (5 А ' ) сил, приложенных к данной системе:
dT = SAe+SA ‘ .

Если полученное выражение отнести к элементарному проме­
жутку времени, в течение которого произошло рассматриваемое пере­
мещение, можно получить вторую формулировку для дифференциаль­
ной формы теоремы: производная по времени от кинетической энер­
гии механической системы равна сумме мощностей всех внешних ( 
N*) и внутренних (  N )  сил, т  е.

^  = Лг'+уу'.
dt

Дифференциальными формами теоремы об изменении кинетической 
энергии можно воспользоваться для составления дифференциальных 
уравнений движения, но это делается достаточно редко, потому что есть 
более удобные приемы. /Тля систем, силы в которых остаются постоян­
ными или зависят только от перемещений, интегральную форму теоре­
мы часто используют, чтобы найти зависимость скорости от перемеще­
ния.

Механическая система называется консервативной, если для нее 
имеет место интеграл энергии

d E
E=T+H^const или -----—0. ( 2 . 7 )

dt
Механическая система будет консервативной, если действующие на 

нее силы потенциальны, например сила тяжести, силы упругости. В 
консервативных механических системах с помощью интеграла энергии 
можно проводить проверку правильности составления дифференциаль­
ных уравнений движения. Если система консервативна, а условие ( 2.7 ) 
не выполняется, значит, при составлении уравнений движения допуще­
на ошибка.

Интегралом энергии можно воспользоваться для проверки правиль­
ности составления уравнений и другим способом, без вычисления про­
изводной. Для этого следует после проведения численного интегриро­
вания уравнений движения вычислить значение полной механической 
энергии для двух различных моментов времени, например, начального и 
конечного. Если разница значений окажется сопоставимой с погрешно­
стями вычислений, это будет свидетельствовать о правильности исполь­
зуемых уравнений.
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2.5. Примеры использования общих теорем динамики

2.5.1. Теоремой о движении центра масс можно воспользоваться для 
определения динамических реакций в механической системе. Рассмот­
рим систему, которая состоит из однородного стержня ОА и кольца М. 
Стержень длины L  и массы /и, вращается вокруг горизонтальной оси, 
проходящей через точку О ( рис.2.3 ). Кольцо массы т  может без трения 
скользить по стержню. К нему прикреплена пружина, коэффициент же­
сткости которой равен С. Положение кольца на стержне определяется 
координатой х } = ОМ. Определим проекции реакции опоры О  на оси 
неподвижной декартовой системы координат Оху.

, М

Рис.2.3. Механическая система и внешние силы

Запишем уравнение теоремы о движении центра масс ( 2.2 ) для 
рассматриваемой механической системы в векторном виде:

(m ^m W c^ X g+ Y Q + n ijg+ m g.  ( 2 . 9 )
Силы взаимодействия кольца со стержнем и пружиной есть внут­

ренние силы системы, поэтому в уравнении они в явном виде не при­
сутствуют. Проектируя уравнение ( 2.9 ) на оси системы координат Оху, 
получаем

(m i+m )xc = X 0 , ( 2 . 1 0 )
(m ,+ m )y c =Y0 ~( m ,+m )g.

По формулам ( 2.1 ) находим координаты центра масс системы
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 0.5 m, Ixos срл / n x ; c o s  (px c ?
ntj+m

'  O . S n t j L s i n q H - m X j S i r H p  y c— ?
n t j + m

затем, дифференцируя ( 2.11 ), запишем
_-0.5т гЬф&т cp+ mXj cos <p - т х { ф sin cp

(2 .1 1 )

x = -
nij+m

._ _0.5m , Ьфcos (p+ mXjSinq) +т х,ф  cos <p
У с~

m ,+ m

( 2 . 1 2 )

и, наконец, вычисляя вторые производные, получим
.. _  -0 .5  т ^ ф ъ т р - 0.5 т ,Лф 2 cos <р + mx,cos(p 
Л’( "

ntj+m

_ 2 m x $ sin <p +mjc7̂ sin <p + m x ^ 2cos (p 
nij+m

.. 0,5m ,Lpcos (p- 0.5 n tjl jp 2 sin q> + mJc,sin^
Ус~   1"

ntj+m

 ̂ 2т х,фcos (p+mXjtycos (р-т хгф2sin <p 
m ,+m

Подставляя ( 2.12 ) в уравнения ( 2.10 ), получаем проекции реакции 
в опоре О на оси неподвижной системы координат:

X»
ntjL

+m x^(psin(p + ф2c.oscp jjpsin^-t-2

+ m xIcos(p -2m xtfs 'm q) ;

Y0={m I+m )g  - У- + m x ,  'jipCoscp - ф 2S im p )- 

- i - w x ,sin(p+2mx,ф cos <p .

Если в полученные уравнения подставить значения обобщен­
ных координат и ускорений для какого-либо момента времени, 
можно найти величины искомых проекций. Эти значения могут
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быть взяты  из первого раздела курсовой работы , в котором  р ас­
см атривается движ ение с постоянной угловой скоростью  (<р=0,  

<p-a>1,q>=CL>1t  +  (p0 ), или из третьего, в котором будут получены

численны е значения всех этих величин при интегрировании  д и ф ­
ф еренциальны х уравнений движ ения системы  с двумя степеням и 
свободы . Е сли динам ические реакции в опорах будут оп ределять­
ся ещ е и  м етодом  кинетостатики ( раздел 4 ), то  надо будет срав­
нить результаты , полученны е двумя разны ми способами.

2.5.2.Рассмотрим применение теоремы об изменении кинетического 
момента для определения внешнего момента, обеспечивающего равно­
мерное движение ведущего звена механической системы. Механическая 
система ( рис.2.4 ) состоит из однородной трубки CD длиной L, массы 
m h образующей с осью вращения прямой угол, и шарика массы т. 

z *

2П

m g

Рис.2.4. Определение кинетического момента

В момент времени t=0 под действием внешнего момента М вр

трубка начинает вращаться вокруг вертикальной оси с постоянной угло­
вой скоростью со. Необходимо определить, каким должен быть этот мо­
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мент, чтобы сохранялась постоянная угловая скорость вращения трубки 
CD. При решении пренебречь трением, массой стержня А В  и пружины.

Применим теорему об изменении кинетического момента (2.4 
), выбрав за ось z  ось вращения АВ:

f - f - MOt к~1
Определим кинетический момент рассматриваемой системы относи­

тельно оси Az  - Трубка (однородный прямолинейный стержень) совер­
шает вращение вокруг оси, перпендикулярной стержню 
и проходящей через его конец, имеет кинетический момент

K rf>=Jzco ,
г т 1 ^  ~ ггде J z=— -------осевой момент инерции трубки,

со - угловая скорость вращения.
Шарик М  совершает сложное движение - относительное вдоль труб­

ки с скоростью Vr ~ х  и переносное вместе с трубкой. Переносная ско­

рость Уе перпендикулярна трубке и по модулю равна И -  хо) . При оп­

ределении переносной скорости за начало отсчета координаты х  приня­
та точка С  трубки, лежащая на оси вращения. Кинетический момент 
шарика относительно оси z равен К ш= т 2х 2 со, т.к. вектор ni2Vr пере­

секает ось z и его момент относительно этой оси равен нулю.
Кинетический момент всей системы равен

m ,L 2
 ь / я ,

3 2
Определим главный момент внешних сил относительно оси z. Силы 

тяжести трубки m ,g  и шарика m 2g параллельны оси вращения и мо­
мента относительно этой оси не создают. Реакции опор 
X a >Ya >Za ,X b ,Yb пересекают ось вращения и момент этих сил отно­
сительно оси z  также равен нулю. Силы динамического взаимодействия 
между шариком и трубкой, включая упругую силу пружины Fynp . есть 

силы внутренние. Поэтому
( 2 . Н )

К. со. ( 2 .13 )
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где М вр- внешний момент, обеспечивающий равномерное вращение 

трубки.
Подставляя ( 2.13 ) и ( 2.14 ) в уравнение теоремы об изменении ки­

нетического момента системы ( 2.4 ), получаем
ntjL2

3
+ т 7х doo

dt
+ 2т: ххо) — М вр,

откуда следует, что искомый внешний момент, обеспечивающий равно­
мерное вращение трубки, должен быть равен

М вр = 2т2ххсо .

Если в полученное соотношение подставить численные значения 
координаты л: и относительной скорости л :, которые были получены в 
первом разделе курсовой работы, можно найти значение вращающего 
момента для любого момента времени и построить график изменения 
М ,  на исследуемом интервале времени.

2.5.3. Рассмотрим пример использования теоремы об изменении 
кинетической энергии. Механическая система состоит из двух шаров А 
и В , связанных с шарниром О и ползуном С  невесомыми стержнями ( 
рис.2 .5 ).

Рис. 2.5. Положение и скорости тел системы
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Массы шаров и ползуна одинаковы и равны т =0.2кг. Стержни 
имеют одинаковую длину /  = 0.3 м. Между шарниром и ползуном уста­
новлена пружина жесткостью с =100 Н/м  , длина которой в недеформи- 
рованном состоянии равна I . Требуется определить зависимость скоро­
стей движения шаров от угла отклонения стержней от вертикали а  и 
найти максимальное отклонение, если в начальный момент времени 
система покоилась, а угол а  составлял я/6.

Кинетическая энергия системы складывается из кинетических 
энергий трех тел, которые по условию могут рассматриваться как мате­
риальные точки:

( 2 . 15 )
2 2 2

Скорости шаров пропорциональны угловой скорости вращения 
стержней ОА и ОБ:

VA — VB - V  = loc.
Скорость ползуна нетрудно определить, если учесть, что

OC~2lcosa.
Тогда

d (  ОС )  
dt

Подставляя выражения для скоростей в ( 2.15 ), получим зависи­
мость кинетической энергии системы от скоростей шаров V и угла от­
клонения с тержней а:

T=m V2(l+2sin 2a ) . ( 2 . 16)
Определим работу, которую совершат все силы, приложенные к сис­

теме при ее перемещении из начального положения в конечное. Работа 
сил тяжести определяется вертикальными перемещениями центров тя­
жести тел ( см. рис. 2.5.):

А шж =А ( т А 8 ) + а ( m Bg ) + A ( m c g ) =  I?)
- -  mghA -  mghB -  mghc - -  4m g l(co sa 0-co$a  ).

Для вычисления работы силы упругости воспользуемся формулой (2.5 ):

а  = ~2 (д I - Д2)= ~ [(7- 2lcosa0У - ( / - 2/cosa У ]=

-  2CI2(cosa0 -  cosa)(cosa  + cosa0 - 1 ) .

К -2 ls inaa- 2V sina.
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Подставляя выражения ( 2 . 1 6 ) ,  ( 2 . 1 7 ) и ( 2 . 1 8 ) в  уравнение теоре­
мы об изменении кинетической энергии ( 2.6 ), получаем зависимость 
скорости движения шаров от угла а

m V 2( l  + 2sin2а ) = -4 m g l(c o s а 0 cosa)  +

+ 2С12 (cosa0— cosa)(cosa + cosa0 —1) =

= (cosa0- c o s a ) \2 C l2(cosa+cosa0- 1) - 4 m g l \  
или в явном виде

У \(cosa0~ cosa) 2С12(cosa + cosa0 - 1) -  4mgl^ ( 2 1 9 1  
]  т ( 1 л 2sin2a )

Если в уравнении 2.19 скорость V приравнять нулю, можно найти 
два предельных значения угла а, между которыми будет происходить 
движение системы при заданным начальных условиях:

71
1. cosa0— cosa ;= 0 или а, = а0 -  -0 .5236р а д ^ 30°

6

2. 2С12(cosa2+cosa0- l ) - 4 m g l  или

V 3 2 mg
cosa , = J --------ь ------

2 Cl

или a 2 -  1.3028 рад -  75.64’
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З.ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ К 
АНАЛИЗУ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Основу аналитической механики составляют общие принципы, из 
которых аналитическим путем могут быть получены основные диффе­
ренциальные уравнения движения или условия равновесия механиче­
ской системы.

В данном разделе курсовой работы требуется:
-  составить дифференциальные уравнения движения системы (жела­

тельно несколькими способами);
-  найти решения дифференциальных уравнений движения (в большин­

стве случаев численными методами);
-  построить графики изменения координат и скоростей на заданном 

интервале времени;
-  произвести анализ движения системы, варьируя начальные условия и 

параметры системы;
-  решить другие задачи, которые могут быть поставлены преподавате­

лем индивидуально.

3.1. С вязи и виртуальны е перемещ ения

Пусть имеется система, состоящая из N  материальных точек 
Рк (к  -  1 ,N ). Если на положения и скорости точек наложены ограниче­
ния геометрического или кинематического характера ( механические 
связи ), то такая система называется несвободной. Для свободных сис­
тем связи отсутствуют.

Если скорости точек гк не входят в уравнения связей, то такие связи 
называются конечными или геометрическими. Ограничения, наклады­
ваемые на движение системы такой связью, могут быть описаны урав­
нением

f ( r k, t )  = 0 , (3.1)
где гк - радиусы-векторы точек Рк(к  = 1 , N ) ,  

t - время.
Связь, описываемая уравнением

f ( f k ,rk , t )  = 0 ,  (3.2)
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называется кинематической. Если она путем интегрирования не может 
быть приведена к виду (3.1), то ее называют неголономной или диффе­
ренциальной.

Связь называется стационарной, если время явно не входит в урав­
нение связи

f(* k  ’К ) ~ о ,  (3.3)
и нестационарной, если параметр / присутствует, например (3.1).

Система называется склерономной, если на нее наложены только 
стационарные связи. В противном случае система называется реоном- 
ной.

Связи, которые записываются в виде равенства (например (3.1)), на­
зываются удерживающими, а в виде неравенства - неудерживающими: 

f ( r k ,fk , t ) > 0 .
Пусть на материальную систему наложены d  конечных связей

f a (fk , t )  = 0 , ( a ^ l , d )  (3.4)
и g  линейных дифференциальных связей

t h * K  + D p = 0 , ( P  = l , g ) ,  (3.5)
к~1

где lpk ,Dp-  вектор и скаляр, представляющие собой заданные функции 

от t и гк .
Продифференцируем уравнения конечных связей (3.4):

£  + —J -  ~ 0 , ( а  — l ,d ) .  (3.6)
*=/ дгк a t

Систему векторов v A = гк будем называть возможными скоростями 
для некоторого времени t и для некоторого возможного в этот момент 
положения системы, если векторы \ к удовлетворяют d+g линейным 

уравнениям (3.5) и (3.6).
Для каждого возможного положения системы в момент времени t 

существует бесчисленное множество систем возможных скоростей.
Систему бесконечно малых перемещений drk — \ kdt будем назы­

вать возможными перемещениями.
Умножив уравнения (3.5) и (3.6) на dt, получим уравнения, опреде­

ляющие возможные перемещения:
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i  ^t i d f k
# 3 -
dt

dt = 0 , ( a  -  1 , d  ),

E  ipkdrk + D ndt = ° > ( P  = i , g ) -
k = l

(3.7)

Возьмем две системы возможных перемещений для одного и того же 
момента времени и для одного и того же положения системы:

drк = у к dt  и drк = \ ’k d t .
Как drк, так и drk удовлетворяют системе (3.7), а их разности

8гь dr'k -  drк
удовлетворяют соотношениям

t ~ r & k = 0 , ( a  = l , d ) ,
k=idrk

f j t * & t = 0 , ( p  = l ,g) .

(3.8)

(3.9)

* = /

Векторы &к , удовлетворяющие соотношениям (3.9), называются 
виртуальными перемещениями. Сравнивая выражения (3.7) и (3.9), 
можно заключить, что виртуальные перемещения совпадают с возмож­
ными перемещениями при “замороженных” связях.

Можно еще сказать, что виртуальные перемещения представляют 
собой перемещения точек системы из одного возможного положения 
системы в момент времени t  в другое бесконечно близкое, возможное 
для того же самого момента времени t положение системы.

При стационарных связях виртуальные перемещения совпадают с 
возможными.

3.2. Общее уравнение динамики

Общее уравнение динамики имеет вид

Y ,(F k - m kwk)Srk = 0 ,

где
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Fk -активные силы, приложенные к системе; 
т к -масса Лг-й точки; 
wk -ускорение к -й точки;

-виртуальное перемещение к -й точки.

(3 . 10)



Уравнение (3.10) показывает, что в любой фиксированный момент 
времени сумма элементарных работ активных сил и сил инерции на лю­
бых виртуальных перемещениях равна нулю при условии, что на систе­
му наложены идеальные и удерживающие связи.

Важным свойством общего уравнения динамики является то, что оно 
не содержит реакций идеальных связей. Иногда это уравнение можно 
использовать для исследования движения механических систем и в тех 
случаях, когда не все связи являются идеальными, например, когда 
имеются связи с трением. Для этого следует к активным силам добавить 
тс составляющие реакций, которые обусловлены наличием сил трения.

Вычисление суммы работ сил инерции на виртуальных перемещени­
ях твердого тела проводится по следующим формулам.

1) при поступательном движении тела
6AU = Ф “дгс ,

где Ф “ = - M w c -главный вектор сил инерции тела (М  - масса тела, 
wc - ускорение центра масс ),
5гс - виртуальное перемещение центра масс тела;
2) при вращении тела вокруг неподвижной оси

5Аи = М и 5(р,

где М “ = - / гй' -главный момент сил инерции тела относительно оси

вращения ( I z - момент инерции тела относительно оси вращения,

Е - угловое ускорение тела ), 
дер - виртуальное угловое перемещение тела;
3) при плоскопаратлельном движении

SA = 0 uSrc + M ucS<p, 

где М “ - главный момент сил инерции тела относительно оси, прохо­
дящей через центр масс С  тела.
Частным случаем общего уравнения динамики является принцип 

виртуальных перемещений (обшее уравнение статики). Действительно, 
в том случае, когда механическая система находится в покое, все силы 
инерции равны нулю, и из общего уравнения динамики вытекает прин­
цип виртуальных перемещений: для того чтобы механическая система, 
на которую наложены идеальные связи, находилась в равновесии, необ­
ходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ всех активных
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сил, приложенных к этой системе, на любом из ее виртуальных переме­
щений была равна нулю:

± F kSFk =a. (3.11)
к~1

Рассмотрим процедуру использования уравнения (3.10) для состав­
ления дифференциальных уравнений движения систем с двумя степеня­
ми свободы:

1. Изобразить механическую систему в произвольный момент вре­
мени.

2. Показать на рисунке активные силы и моменты, а также силы и 
моменты, соответствующие неидеальным связям (например, силы тре­
ния).

3. Определить главные векторы и главные моменты сил инерции.
4. Выбрать обобщенные координаты в числе, равном числу степеней 

свободы системы.
5. Дать виртуальное перемещение, соответствующее одной из степе­

ней свободы системы, считая при этом виртуальные перемещения, соот­
ветствующие остальным степеням свободы, равными нулю.

6. Вычислить сумму элементарных работ всех сил и моментов (см. 
пп. 2 и 3) на соответствующих виртуальных перемещениях и приравнять 
эту сумму нулю.

7. Повторить пп. 4 - 6  для каждого независимого движения системы.
При применении общего уравнения динамики к системам с двумя и

большим числом степеней свободы в связи с громоздкостью выкладок 
можно использовать следующие рекомендации:

1. Сделать предположение о направлении ускорений точек системы.
2. Направить на рисунке силы инерции в стороны, противоположные 

выбранным направлениям соответствующих ускорений.
3. Определить знаки элементарных работ сил инерции в соответст­

вии с их направлениями на рисунке и избранными направлениями вир­
туальных перемещений точек системы.

4. Если искомые ускорения оказываются положительными, то 
сделанные предположения о направлениях ускорений подтвержда­

ются, если отрицательными, то соответствующие ускорения на­
правлены в другую сторону.
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3,3. Уравнения Лагранжа 2-го рода

Уравнения Лагранжа 2-го рода являются одним из наиболее 
удобных приемов составления уравнений движения механических 
систем. Они имеют вид

d
dt

г  \
- f -  = (3.12)
% j )  cbj

где T- кинетическая энергия механической системы,
4 j ’4j>Qj -обобщенные координаты, скорости и силы соответст­

венно,
s- число степеней свободы механической системы.

Уравнения (3.12) образуют систему х уравнений второго порядка 
относительно х функций qs( t ) . Порядок системы (3.12) равен 2х. Фор­

ма уравнений Лагранжа не зависит от выбора обобщенных координат 
qI,q2,—,qs■ От выбора обобщенных координат зависит только вид 
функций Т и Q j . В связи с этим говорят, что уравнения Лагранжа 2-го

рода обладают свойством инвариантности.
Уравнения движения с помощью уравнений Лагранжа составляются 

следующим образом:
1. Определяется число степеней свободы механической системы.
2. Выбираются обобщенные координаты, однозначно и наиболее 

удобным образом определяющие положение всех тел в системе. Для 
голономных систем число обобщенных координат равно числу степеней 
свободы.

3. Кинетическая энергия системы выражается через обобщенные 
координаты qj  и производные от них по времени - обобщенные скоро­

сти ^ .

4. Находятся обобщенные силы Q j,  соответствующие выбранным 

обобщенным координатам q ..

5. Вычисляются производные от кинетической энергии согласно 
уравнениям (3.12) и составляются уравнения движения.

При определения кинетической энергии необходимо учитывать сле­
дующее:

а) для вычисления кинетической энергии тел, входящих в систему, в 
соответствующие расчетные формулы подставляются абсолютные ско-
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рости (линейные и угловые), которые будут складываться из перенос­
ных и относительных;

б) если все обобщенные координаты независимы друг от друга, то 
для определения отдельных скоростей можно сначала определить те 
скорости, которые будут иметь точки и тела при отличии от нуля только 
одной из обобщенных координат (частные скорости), а затем сложить 
их

5
v k  =

ы
где v* - вектор скорости к-й точки,

vkj - скорость, которую будет иметь к-я точка, если будет отлич­

на от нуля только одна обобщенная скорость qj . 

Аналогичное соотношение можно записать для угловых скоростей:
S

J !

или, если движение происходит в одной плоскости:
s

j=i

Для определения обобщенных сил используют три способа.
1 .Используется в тех случаях, когда известны аналитические за­

висимости проекций всех активных сил на оси неподвижной системы 
координат от обобщенных координат. Тогда

» -  я  *< '  -  - '
;  у

а =/ o q  j
F  к 4- F  4- F  ^*х “ГГ + ТГ" + к- d i j  а ц  Щ1

2. При определении обобщенных сил пользуются тем, что обобщен­
ные координаты и их вариации являются независимыми. Поэтому при 
определении возможной работы можно рассмотреть такое возможное 
перемещение системы, при котором будет изменяться только одна 
обобщенная координата qjm Тогда 5qt - 0  для всех /, кроме / =j, и из

выражения (3.4) получаем

S4i = Q j s 9j>
откуда
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га,
Sqj

Повторяя рассмотренную процедуру для всех обобщенных коорди­
нат j  = l .. .s ,  получают все обобщенные силы.

3. Позволяет определять обобщенные силы в консервативных 
механических системах. В них следует вычислить потенциальную энер­
гию /7, которая зависит только от обобщенных координат, а затем найти 
все обобщенные силы по следующей формуле:

Qj ЛГ-oqj
В заключение заметим, что в уравнениях Лагранжа 2-го рода не со­

держатся реакции идеальных связей. Если же нужно найти реакции свя­
зей, то надо после интегрирования уравнений Лагранжа подставить 
функции q , ( t )  в выражение

'к = f h( q I ,q2,...,qs , t) ,
где гк -радиус-векторы точек системы относительно начала инерци- 

альной системы координат.
Тогда равнодействующие Rk реакций связей, приложенных к точ­

кам системы, найдутся из соотношений 
Rk = m r k - F k.
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3.4. Пример составления 
уравнений движения системы с двумя степенями свободы

Рассмотрим механическую систему, которая состоит из стержня CD 
длиной /; и массой тст, трубки K N  длиной 21 и массой ттр, шарика М  
массой т ш, прикрепленного к пружине жесткостью с ( рис.3.1). Трубка 
имеет возможность вращаться вокруг горизонтальной оси АВ. В на­
чальный момент система находилась в покое, шарик имел координату у 0 
(при этом пружина была не деформирована).

г D

Рис. 3.1. Схема механической системы

Требуется:
-составить дифференциальные уравнения движения системы (двумя 

методами);
-проинтегрировать полученные уравнения;
-построить графики изменения обобщенных координат и обобщен­

ных скоростей.
Дифференциальные уравнения движения системы можно составить 

с помощью общего уравнения динамики или уравнений Лагранжа 2-го 
рода. Полученные уравнения следует сравнить с уравнениями движе­
ния, полученными в других разделах работы.
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При составления уравнений движения с помощью общего уравнения 
динамики учитываются активные силы и силы инерции (рис.3.2):

M l
тр

тр

т,тр

Рис. 3.2. Активные силы и силы инерции

Фст - центробежная сила инерции стержня:

Фет'  вращательная сила инерции стержня ;

M f m - момент сил инерции стержня;

Ф„р - центробежная сила инерции трубки :

Фщ> '  вращательная сила инерции трубки;

Мтр '  момент сил инерции трубки:

Ф* - переносная центробежная сила инерции шарика; 
реносная вращательная сила инерции шарика;

Фш - сила инерции шарика в относительном движении;

Фс - кориолисова сила инерции шарика.
Силы инерции трубки и стержня приложены в центрах масс

тел.
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Найдем величины сил и моментов инерции:

Фет =  |  ™CJ 1Ф2 > Фст = 12 т стЬФ» М*т = ~  ™ст1]ф,

Фтр = т тр^ф2 ■>

м *
С , ,2  \

т т р 4 1

тр 12

~~2
/
.2  ■ 2

1

3'

тр

/2:-
Ф =  ^ т тр1 Ф»

Ф Чш = т ш 4 11 + У Ф »
г2 2 ••

+ J 7 ^

Фш = тшу, Фс = 2ihm# .
В качестве обобщенных координат выбираем угол поворота стержня 

(р и координату у, определяющую положение шарика в трубке.
Выведем первое дифференциальное уравнение движения системы. 

Для этого фиксируем координату у,  даем системе виртуальное переме­
щение 5<р, находим элементарную работу, которую могут совершить все 
активные силы и силы инерции, и приравниваем ее нулю:

5Л =  ф сРт ll2 S(p + М ?т6(Р +  m cmS ~ cos <р8(р + m mpg l ,  cos q>8<p -> +

+ Ф'&,8<р + М * 1р& Р +  т  mgil]  COS (p + у  sin (p)5(p + Фщ i j l j  + y 2 S<p-

-  Фш1̂<р+ ФсУё<р -  о.
Подставим в это уравнение величины сил и моментов инерции и 

разделим все слагаемые на общий множитель 5(р:

Ф + 2т шфуу -  т шу1, =

I,
m cmS 2 -  т трЯ1, ~ m g J i  jc0 S (p -m Mgy sin (p.

(3.13)

Получим второе дифференциальное уравнение движения системы. 
Для этого фиксируем координату (р, даем виртуальное перемещение ёу. 
находим элементарную работу, приравниваем ее нулю: 
ёЛ -  - Фшду -  с(у  -  у 0 + m Mgcos^Sy + Ф% sinady  +  Ф" cosaSy  = О

Значение угла а  зависит от положения шарика в трубке (рис. 3.2)
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11 Уs in  a  = —  ------ , c o s a  = -7 ■■■■■■■
# 7 7  # 7 7

С учетом этих соотношений получим

т ш У - т ш ^ 1  -  т шФ2У = т ш 8 со!!< Р -с { у - У о )
или

у -ф Л 1 - ф 2 у  = g c o s < p - c ( y - y 0) /  тш. (3.14)
Уравнения ( 3 . 1 3 ) и ( 3 . 1 4 )  представляют собой систему дифферен­

циальных уравнений, описывающих движение рассматриваемой меха­
нической системы.

Составим уравнения движения с помощью уравнений Лагранжа 2- 
рода. В выбранных обобщенных координатах <р и у  они принимают вид

d
dt дф dtp

d  t T  Q.r  ( 3 . 16 )
dt ду ду

где Т - кинетическая энергия системы;
Q v’Qy- обобщенные силы, соответствующие обобщенным коор­

динатам ср и у.
Найдем кинетическую энергию системы. Она состоит из кинетиче­

ских энергий всех тел, входящих в систему: стержня Тст трубки Ттр и
шарика Тш

Т=Тст + Тпр+ Т ш, ( 3 . 17)
где

Т = - J  ф2 = 1 тст1,- ф 2 = - т ст12ф2 ( 3 . 18 )
л  cm 2  стт 2  J  ()

QP, ( 3 . 15 )

Г 1 Г -2 1
1 п  ~  —  J  —  —тр 2  тР '  ^

Гт^ 21У +т  /  " тр 112
v

Тш = ^ т шу 2ш.

Ф 2 + 3 l j } p 2 ,(ЗЛ9)
О

Абсолютная скорость шарика vw равна геометрической сумме 

относительной и переносной скоростей ( рис.3.3 ),
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V

тр
У:

Рис. 3.3. Активные силы в системе

ее величина определяется но формуле

- vr + v e + 2vrve cos(vr / \ v e) - v l  + v\  -  2vrve s in a  .( 3.20 ) 
vr ,ve - относительная и переносная скорости шарика :

Подставив выражения (3.21 ) и значение sin а  в уравнение 
получим

v l  = У 2 + Ф 2 { ^  + У 22 \ ~  2  У У*, ■
Тогда для кинетической энергии системы получим

r  = - j mcml f o 2 + -6 m mp{l2 +31!)Р2 + ^ т ш(у2 +<p2(ti + У2) 

Найдем все производные левой части уравнений ( 3.15) и ( 3

(3.21 ) 

( 3.20),

( 3.22)

-  2уф! , ) .

(3.23)
.16):
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~ r  = ~ mcml]cp+ j  mmp (l2 + 312 )p + т шф(12 + у 2 ) -  тшу1,, 

d  cT
dt дф ~3 mcml* *  + h mmp ̂ ^ + 31 ’ ^  + ^  + y ^

+

+ 2 т шф у у - т ш11у ,  

дГ_
дер 

ffT 
ф

- О ,

т шУ~тшф1п

(3.24)

d  оГ
я  #  ~ м - ^ "
/7Г
— - = т шф2у.  
ф
Обобщенные силы можно определить двумя способами.
1. Фиксируем координату у, даем виртуальное перемещение 5<р, на­

ходим элементарную работу

SAV = m cmg  -^-cosp + mmpgl\ cos<p 4 ntwg{lx cos<p + ysin^)j<5<p.

Тогда для обобщенной силы получим 
<54 j

Q9 = - - ~ = < ~ m cm + m mp + m m) g l l cos<p-rn„gy*m<p.  (3.25)

Фиксируем координату (р, даем виртуальное перемещение ф ,  нахо­
дим элементарную работу

8Ау = ( -  Fу пр + т ш£<м%(р\%р

где Fynp -  с{у -  у 0) - сила упругости пружины.

Тогда
<54

Q = — Z - = - c { y - y 0) + m mgcos<p. (3.26)
ду

2.Вычислим потенциальную энергию системы П:
П  -  П ст + П тр+ П ш + Пупр ■
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Здесь Пст, П тр, Пщ, Пу„р - потенциальная энергия сил тяжести 
стержня, трубки, шарика, а также силы упругости пружины, которые 
определяются формулами

n cm =”tcmgl- j s in<P>

П тр =™ mpgll s in<P’ 

n m = m u * g ( l I  S i t t  Р  У  C O S  < р ) ,

П у . р ^ у - у , ) 2.

Тогда потенциальная энергия системы примет вид 

n  = m cm g~ sin ср + m mpgl, simp + m !ugl, sin<p -  m lu gy cos cp + ~  (у -  у  0 У ■ 

Найдем обобщенные силы:

Q p = ~ ~  = - m cmg~cos(p -  m ^ g l ,  cos<p costp + y  sincp),

Qs = — T- = - Ф  -  y 0. )+  m „ g  cosip.
dy

Подставив производные ( 3.24 ) и обобщенные силы Qp и Qy в урав­
нения ( 3.15) и ( 3.16 ), получим дифференциальные уравнения движе­
ния системы

^l- m c J i  + ~ m mp{l2 + 311 ) + т ш {11 + T*)ĵ  + шф у у - т шу1, =

= l̂  + mmpli + m u,lI^ g c o s (p -m lugysm<p,

т шУ ~ тш&1 -  т шф2У = m uigcos<p -  с(у  -  у 0 ).
Эти дифференциальные уравнения совпадают с уравнениями движения 
( 3 . 1 3 ) и ( 3 . 1 4 ) ,  полученными с помощью общего уравнения динамики.
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ  
В ОПОРАХ ВРАЩ АЮ ЩЕГОСЯ ТЕЛА

Данный раздел выполняется только в таких вариантах курсовой 
работы, в которых основное тело вращается вокруг неподвижной оси с 
постоянной угловой скоростью. В этом разделе необходимо:
-  определить величины и направления реакций, возникающих в опорах 

вращающегося тела, относительно неподвижной и подвижной (свя­
занной с телом) систем координат;

-  построить графики изменения реакций, действующих в опорах, на 
заданном интервале времени.

Для решения поставленной задачи рекомендуется использовать 
метод кинетостатики ( принцип Даламбера ). Этот метод часто приме­
няется в инженерных расчетах, особенно при расчетах на прочность 
вращающихся тел.

4.1. М етод кинетостатики

/(ля каждой точки М  к механической системы справедливо ос­
новное уравнение динамики

m kwk = F k + R k , A=l,2,~,/V, (4.1 )

где Fk ,Rk - равнодействующие всех ак тивных сил и реакций связей, 
приложенных к к - й точке, 

т к - масса материальной точки, 
wk - её ускорение,

N  - число точек системы.
Основному уравнению динамики ( 4.1 ) можно придать вид урав­

нения статики:
Fk + R k + Фк = 0, k = IJ r - ,N  ( 4.2 )

где вектор Фк = - m kwk - называется силой инерции.
Умножая векторно каждое из уравнений ( 4.2 ) на радиус-вектор 

гк , проведенный из произвольно выбранного полюса О к ючке М к,

получим
гк * Fk + гк х. Rk + гк х Фк = 0 .  к = 1, 2 , . .  ■ , /V. ( 4.3 )

51



Просуммировав все N  уравнений (4.2) и (4.3), записанных для ка­
ждой точки механической системы, получим векторные уравнения ки­
нетостатики

F  + R + Ф = 0,

М 0 + М о +М %  = 0 ,  ( 4 . 4 )
т.е. в каждый момент времени сумма главных векторов активных сил 
F ,  реакций связей R  и сил инерции Ф движущейся механической 
системы равна нулю, а также равна нулю сумма главных моментов ак­
тивных сил М 0 , реакций связей и сил инерции М ф движущейся
механической системы относительно любого полюса О.

Двум векторным уравнениям ( 4.4 ) соответствует шесть уравне­
ний в проекциях на оси декартовых координат (в случае плоской систе­
мы действующих сил - три уравнения) :

F x  +  R x  +  Ф Х

Fy + Ry + Фу = О,

Fz + R z +Ф , -  О,

М х + М *  + М *  = 0 ,  ( 4 . 5 )

М у + М *  + М Фу = 0,

M z + M ?  +м? =о.
За оси координат можно выбрать любую систему декартовых 

осей, как неподвижных, так и перемещающихся произвольным образом 
в пространстве, например, связанных с основным вращающимся телом.

Применение метода кинетостатики требует умения вычисления 
сил инерции. К каждой точке твердого тела, движущегося с ускорением, 
прикладывается сила инерции. Как известно из статики, любую систему 
сил можно привести к одной силе, равной главному вектору, и одной 
паре сил, равной главному моменту всех сил системы относительно 
произвольного центра.

Главный вектор сил инерции точек движущегося твердого тела 
определяется по формуле

Ф = —M wc .

Здесь М  - масса всего тела,
wc - ускорение центра масс тела.
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Следует обратить внимание на то, что если силы инерции точек 
можно привести к равнодействующей силе Ф \  то эта сила равна и па­
раллельна главному вектору Ф , но линия действия равнодействующей 
может не проходить через центр масс.

Главный момент сил инерции точек тела относительно произ­
вольного полюса в случае, когда положение равнодействующей силы 
известно, определяется как момент равнодействующей силы:

М ф0 -  М 0 ( Ф ' ).
Если положение линии действия равнодействующей сил инер­

ции неочевидно и с помощью указанной формулы нельзя определить 
главный момент сил инерции, то в случае непрерывного распределения 
масс надо найти силы инерции для выделенного элемента и затем рас­
пространить суммирование по всему твердому телу, вычислив опреде­
ленный интеграл в соответствующих пределах.

Сила инерции материальной точки, совершающей сложное дви­
жение, определяется как геометрическая сумма относительной, пере­
носной и кориолисовой сил инерции:

ф  - ф г \Фе+Фс,

Фг -  - m w r , Фе = - m w e, Фс -  -ти>с, 
где т - масса материальной точки,

w, - ускорение точки в относительном движении, 
we - ускорение точки в переносном движении, 
wc - кориолисово ускорение.

Для более подробного изучения теории рекомендуется восполь­
зоваться конспектом лекций или одним из курсов теоретической меха­
ники [ 2, гл. XVI; 6, гл. XVI ф

Помимо вычисления реакций опор в некоторых вариантах кур­
совой работы можно, используя метод кинетостатики, составить диффе­
ренциальное уравнение относительного движения материальной точки, 
определить реакции связей, действующих на движущуюся точку, а так­
же закон изменения внешнего момента, обеспечивающего постоянную 
угловую скорость основного тела, и провести их сравнение с уравне­
ниями, полученными ранее в других разделах курсовой работы. С этой 
целью необходимо уравнения кинетостатики записать двумя способами.
В первом случае рассматривать механическую систему, включающую 
материальную точку, при этом учитывать в уравнениях кинетостатики
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относительную Фг , переносную Фе и кориолисову Фс силы инерции, 
приложенные к точке. Во втором случае рассматривать механическую 
систему без материальной точки, действие которой на систему следует 
заменить реакциями связей. Путем сравнения полученных в первом и 
втором способе систем уравнений кинетостатики определить указанные 
выше величины.

Рекомендуется следующая последовательность решения постав­
ленной задачи первым способом:

1. Изобразить на рисунке схему механической системы.
2. Выбрать неподвижную и подвижную системы отсчета.
3.Материальную точку изобразить в промежуточном положении, 

соответствующем положительным координатам этой точки, и предпо­
ложить, что точка движется в сторону возрастания этих координат.

4. Ввести реакции опор, определить активные силы и силы 
инерции, действующие на все элементы механической системы. Изобра­
зить данные силы на рисунке.

5. Составить первую систему уравнений кинетостатики вида (4.5 
) в проекциях на любую выбранную систему координат.

Для составления уравнений кинетостатики вторым способом не­
обходимо:

1. Изобразить на новом рисунке схему механической систе­
мы.

2. Выбрать неподвижную и подвижную системы отсчета.
3.Материальную точку изобразить в промежуточном положении, 

соответствующем положительным координатам этой точки, и предпо­
ложить, что точка движется в сторону возрастания этих координат.

4. Ввести реакции опор, удалить материальную точку, заменив 
ее действие на механическую систему реакциями связи. Изобразить на 
рисунке данные силы, а также активные силы и силы инерции, дейст­
вующие на остальные элементы механической системы.

5. Составить вторую систему уравнений кинетостатики вида 
(4.5) в проекциях на оси той же, что и в первом случае, системы коор­
динат.
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Решая совместно первую и вторую системы уравнений 
кинетостатики, можно определить:
-  дифференциальное уравнение относительного движения материаль­

ной точки, а также закон изменения внешнего момента, обеспечи­
вающего постоянную угловую скорость основного тела, и провести 
их сравнение с уравнениями, полученными ранее в других разделах 
курсовой работы.

-  величины и направления реакций, возникающих в опорах вращаю­
щегося тела, относительно выбранной системы координат, а также 
пересчитать относительно другой системы координат, учитывая су­
ществующую связь между ними.

Примеры применения метода кинетостатики к определению ре­
акций внешних связей механической системы приведены в [4, задание 
Д. 1 6 ] .

В расчетно-пояснительной записке к курсовой работе необходи­
мо привести рисунки схем механической системы с выбранными систе­
мами координат и действующими силами. Вывод систем уравнений ки­
нетостатики, их решения, результаты анализа должны быть сопровож­
дены соответствующими пояснениями. Полученные результаты оформ­
ляются в виде таблиц и графиков.

4.2. О пределение реакций в опорах вращ аю щ егося тела

Воспользуемся методом кинетостатики для определения реак­
ций в опорах вращающегося тела.

Рассмотрим механическую систему, состоящую из однородной 
трубки CD, образующей с осыо вращения прямой угол, и шарика М, 
прикрепленного к концу горизонтальной пружины ( рис.4.1 ).

На схеме механической системы кроме неподвижной 0,ст]^ и 
подвижной Oxyz систем координат определим подвижную систему ко­
ординат OjXjy/Z, ,  связанную с вращающимся стержнем ЛВ. Ее оси 
параллельны осям системы координат Oxyz, а их начало совпадает с 
точкой О , .

Введем реакции опор и обозначим их составляющие в подвиж­
ной системе координат для опоры - подпятника Л через X  А , ¥л , Z А, для 

опоры-подшипника В  - Х в , Z B.
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С целью определения дифференциального уравнения относи­
тельного движения шарика, реакций связей, действующих на движу­
щуюся точку, а также закона изменения внешнего момента, обеспечи­
вающего постоянную угловую скорость трубки, уравнения кинетостати­
ки составим двумя способами.

1. Рассматривается материальная система, состоящая из трубки 
и шарика (рис. 4.1).

ф и/яр

Рис. 4.1

У равнения кинетостатики в векторной форме имеют вид 
F  + R + Ф  = 0 ,

M O i+ M%: + M * = 0 ,  ( 4 .6 )

где F , R , Ф - главные векторы активных сил, реакций связей и 
сил инерции;

М 0 / , Л /* , М *  - главные моменты активных сил, реакций свя­

зей и сил инерции относительно точки 0 } .
Гак как в рассматриваемом случае трубка вращается с постоян­

ной угловой скоростью (o=const, то главный вектор сил инерции точек 
трубки определяется по формуле
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где т тр - масса трубки,

йУ? - центростремительное ускорение центра масс трубки. 

Сила Ф “тр направлена вдоль оси трубки, ее модуль

ФЦетр=>птрсо2Ь / 2 ,  (4.7)

где L - длина трубки.
Сила инерции шарика как материальной точки, совершающей 

сложное движение, равна геометрической сумме относительной, пере­
носной и кориолисовой сил инерции:

Ф, = - m w r ,

Ф = Ф Ч = - m w 4 ,еш  еш  еш *

Фс = -m w c, 
где т - масса материальной точки,

wr , w ‘e\u и нг - соответственно относительное ускорение точки, 
ее переносное центростремительное и кориолисово ускорения . 

Модули сил инерции равны
Фг = тх, Ф*ш —тсо2х, Фс =-■ 2таос (4.8)

Изобразим активные силы, реакции опор и силы инерции, дейст­
вующие на механическую систему (рис. 4.1). Векторные уравнения ки­
нетостатики ( 4.4 ) в проекциях на оси подвижной системы координат 
Oix , y , z I имеют вид

I  Х п = Х А + Х В + Ф'етр + Фцет - Ф , = о ,

- m mpg - m g  = 0,

^ 11= г А + г в +Ф с = в ,
X  М ы, = Z BAB + ФсА С  = 0, (4-9)

^ М 1У1= М вн- Ф сх  = 0,

£  М Ь' = - Х вАВ  + ФГА С  -  Ф ^ А С  -  

~Ф'щАС ~ m mpgL/ 2 - mgx -  О

С учетом выражений для сил инерции (4.7) и (4.8) уравнения 
(4.9) принимают вид



X л + Х в + m mpoj2L / 2  + mo)2x  -  mix = 0,

Ya - •" m p g -m g  = 0,

Z A + Z B + 2mcox -  0,
Z BAB  + 2m m xA C  -  0, (4.10)
M m ~2ma>xx = 0,

-  X BAB  + m xA C  -  m^Q)2A C L /  2 -

-  ma>2xA C  -  m mpgL /  2 -  mgx  = 0

2. Составим уравнения кинетостатики вторым способом. Из со­
става механической системы удалим шарик и заменим его действие на 
трубку двумя силами: F'ynp - реакцией на действие пружины и /V' - дав­

лением шарика на стенку трубки ( на рис. 4.2 показаны составляющие 
этого вектора: N '  и N [ ).

✓
Рис.4.2. Силы, действующие на трубку
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Изобразим активные силы, реакции опор, реакции связей и силы 
инерции, действующие на механическую систему в рассматриваемом 
случае ( рис. 4.2 ). При этом векторные уравнения кинетостатики ( 4.6 ) 
в проекциях на оси подвижной системы координат Ol x , y l z l принима­
ют следующий вид:

j : x li = x A+x B+0 : mp + F;v =o,
1 У и = У л - т я р 8 -М 'у = 0 ,  

T . z l i = z A + z B - N ' t = o ,

Y M b ^ Z s A B - N ' . A C ^ O ,  (4.11)

= M tH + N'zx  = 0, 

= - X BA B  — 0 g mp A C  - m mpgL /  2 — 

— F'ynpA C  — N'yx  — 0.
Если в эти уравнения подставить реакцию пружины F ' —сх  и 

выражение для силы инерции Фртр ( 4.7 ). то получим

X  л + X  в +  т трсо2 L /  2 + с( х  -  а ) - О ,

у л ~™тр8  д , '1 - 0 ’
Z A + Z B -  N[ ~ 0 ,

Z BA B ~  N IA C  = 0 ,  (4.12)

+ N 'zx  = 0>

Mmno y A C L  ntm s L  
- X r A B  —  ^ ------------------ - - c ( X - a ) A C -  N ' x  = 0 .

2 2
Из сравнения первых уравнений систем (4.10) и (4.12) м ож но 

полущить диф ф еренциальное уравнение относительного движ ения 
ш арика

тх = - с ( х  - а )  л то>'х.
Это уравнение должно совпадать с уравнением, полученным в 

первом разделе курсовой работы ( см. П.1.2).
С равнивая вторы е и третьи  уравнения систем (4.10) и (4.12), 

мож но определить величины  составляю щ их силы  давления ш ари­
ка на стенку трубки:

N'y = m g ,  N'z —-2mo]x.  (4-13)
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Эти силы должны совпадать с силами, полученными на основе 
уравнения относительного движения материальной точки ( см. п! .2).

Из пятого уравнения системы ( 4.10 ) можно определить закон 
изменения внешнего момента, обеспечивающего постоянную угловую 
скорость трубки:

М т - 2 т с о х ( х  + а ) .
Определим реакции опор: подпятника Л и подшипника В. 
Реакцию Х в определим из шестого уравнения системы (4.12),

учитывая выражение для n ;  из (4.13): 

v  _  m mpco1A C L / 2  + mmpg L / 2  + cxA C  + m g ( х  + а )
в ~ ~  А В  ’

где х  - перемещение шарика относительно трубки (определяется ис­
ходя из закона относительного движения шарика ).
Реакцию X л определим из первого уравнения системы (4.12):

Реакцию Z B определим из четвертого уравнения системы (4.10): 
Z B -  - 2  тсох А С  /  А В , 

где х  - скорость относительного движения шарика (определяется из 
закона относительного движения шарика).

Учитывая, что АВ  = 2АС, получим 
Z B ■- - т с о х ,
Реакцию Z A определим из третьего уравнения системы (4.10): 

ZA -  - Z B -  2тсох -  тсох -  2тсох -  - тсох = ZB.
Реакцию Y A определим из второго уравнения системы (4.10):

Уа = ™тр8  + mg
Модули реакций опор равны:
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Направления реакций опор в подвижной системе координат 
определяются следующим образом:

cos{RA,O ix 1) = X A l R a ,

cos(RA,O ly l ) - Y A / R A ,

cos(R A,O lz i )-=ZA / R a ,

сов(Лй , 0 1л:,) = Л 'в /Л й)

cos(/?B,0 ,z , ) - Z B / R B .
Определим составляющие реакций опор в неподвижной системе 

координат .
Подвижная система координат вращается относительно

неподвижной с постоянной угловой скоростью в )—c o n s t . Закон изме­

нения утла поворота (p = cot + (p0, причем (р0 ~ 0 , так как в начальный
момент времени { t =  0 )  направления осей подвижной и неподвижной 
систем координат совпадают. Ориентация подвижной системы коорди­
нат относительно неподвижной показана на рис. 4.3.

Рис. 4.3. Ориентация систем координат

Следовательно, составляющие реакций опор в неподвижной сис­
теме координат Ox£,riC равны
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-  X  A coscot + Z  A sin®*,

^  = y a ,

= - X A siiut# + Z A coscot,

Be = X  B coscot + Z B sinntf,

Bc = - X B sincaf + Z B coscot.

Направления реакций опор в неподвижной системе координат 
О^т)^ определяются следующим образом:

сов(Л „ , а д  = А, / Ra , соs (R B, 0 ^ )  = В' /RB ,

cos( R A, 0 ]rj) = Ari/ R A , соs ( R B,OlC) = BC/ R B

cos(R A,OxQ  = Ac / R a ,

Результаты численного расчета зависимости реакций опор и их 
составляющих в подвижной Oxx xy xzx и неподвижной 0 }ст]£ системах 
координат от времени приведены в табл. 4.1 и 4.2.

Таблица 4.
Составляющие [ системе j

U с Zb=Za , Н х в , н ХА , Н R a , Н R b > Н

0 0,000 -0,945 0,320 0,670 0,945
0.2 -0,035 -1,004 0,334 0,678 1,005
0.4 -0,044 -1,138 0,367 0,695 1.138
0,6 -0,020 -1,245 0,393 0,708 1,245
0,8 0,019 -1,247 0,393 0,708 1.247

1 0.043 -1,141 0,367 0,695 1,142
1.2 0,035 -1,007 0,335 0,678 1,008
1.4 0,001 -0,945 0,320 0,670 0,945
1,6 -0.034 -1,002 0,334 0,678 1,002
1,8 -0,044 -1,134 0,366 0,694 1.135
2 -0,021 -1,244 0,392 0,708 1,244
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Таблица 4.2
Составляющие реакций опор в неподвижной системе координат

t, с в ^ н А 0 Н В ^ ,н А^,Н

0 0,000 0,000 -0,945 0,320
0,2 0,928 -0,290 0,386 -0,171
0,4 -0,832 0,306 0,777 -0,207
0,6 -0,367 0,091 -1,190 0,382
0,8 1,231 -0,391 0,200 -0,038
1 -0,657 0,163 0,934 -0,332

1,2 -0,510 0,210 -0,869 0,264
1,4 0,937 -0,317 -0,128 0,045
1,6 -0,256 0,129 0,969 -0,310
1,8 -0,881 0,246 -0,716 0,274
2 1,127 -0,366 -0,526 0,141

Реакция опоры YA является величиной постоянной и равной
0.589 Н . На рис. 4.4 изображен в неподвижной системе координат годо­
граф реакции опоры В. На рис. 4.5 изображен годограф проекции реак­
ции опоры Л на плоскость .

Z B, H

1,5

Рис. 4.4.Годограф реакции опоры В в подвижной системе координат
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л ^ н  >

0,2  ^

- 0,2,6

- 0,6  -

Рис. 4.5.Годограф реакции опоры А в неподвижной системе координат
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5. ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Важным случаем движения механических систем является их коле­
бательное движение. Колебания - это повторяющиеся движения меха­
нической системы относительно некоторого ее положения, происходя­
щие более или менее регулярно во времени. В курсовой работе рассмат­
ривается колебательное движение механической системы относительно 
положения равновесия (относительного или абсолютного ) .

Механическая система может совершать колебания в течение дос­
таточно длительного промежутка времени только вблизи положения 
устойчивого равновесия. Поэтому перед тем, как составить уравнения 
колебательного движения, надо найти положения равновесия и исследо­
вать их устойчивость.

5.1. Условия равновесия механических систем

Согласно принципу возможных перемещений ( основному уравне­
нию статики ), для того чтобы механическая система, на которую на­
ложены идеальные, стационарные, удерживающие и голономные связи, 
находилась в равновесии, необходимо и достаточно, чтобы в этой сис­
теме были равны нулю все обобщенные силы:

Qj  = 0, j  = 1,2,...,s , ( 5 . 1 )

где Qj - обобщенная сила, соответствующая j  - й обобщенной коорди­
нате;
х - число обобщенных координат в механической системе.
Если для исследуемой системы были составлены дифференциаль­

ные уравнения движения в форме уравнений Лагранжа 2 - г о  рода, то 
для определения возможных положений равновесия достаточно прирав­
нять обобщенные силы нулю и решить полученные уравнения относи­
тельно обобщенных координат.

Если механическая система находится в равновесии в потенциаль­
ном силовом поле, то из уравнений ( 5.1 ) получаем следующие условия 
равновесия:

~ 0 , j  = l,2,...,s. (5.2)
dqj
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Следовательно, в положении равновесия потенциальная энергия 
имеет экстремальное значение. Не всякое равновесие, определяемое 
вышеприведенными формулами, может быть реализовано практически. 
В зависимости ог поведения системы при отклонении от положения 
равновесия говорят об устойчивости или неустойчивости данного поло­
жения.

5.2. Устойчивость равновесия

Определение понятия устойчивости положения равновесия было 
дано в конце XIX века в работах русского ученого А. М. Ляпунова [4, 5]
. Рассмотрим это определение.

Для упрощения выкладок условимся в дальнейшем обобщенные 
координаты qb q/,--, qs отсчитывать от положения равновесия системы: 

qj 0= 0  , где у = 1, 2 , . . . , s .

Положение равновесия называется устойчивым, если для любого 
сколь угодно малого числа £ > 0 можно найти такое другое число 8(c) > 
О, что в том случае, когда начальные значения обобщенных координат и 
скоростей не будут превышать 8 .

\qJ0\< 8 ;  ...;\qj0\<8,

значения обобщенных координат и скоростей при дальнейшем движе­
нии системы не превысят £г

\qj(t]\<£..

Иными словами, положение равновесия системы q} = q2 — q s = 
О называется устойчивым, если всегда можно найти такие достаточно 
малые начальные значения 'qj0 \ < 8 \qj0 : < 8  , при которых движе­

ние системы qj(0> 4 /(0  не будет выходить из любой заданной сколь 

угодно малой окрестности положения равновесия \qj(t)\<£; . .. \q j(t)\<£.

Для системы с одной степенью свободы устойчивое движение системы 
можно наглядно изобразить в фазовой плоскости ( рис. 5.1 ). Для ус­
тойчивого положения равновесия движение изображающей точки, на­
чинающееся в области |-А <5|, не будет в дальнейшем выходить за пре­
делы области [-£, £Г|.
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i~ £

Рис. 5.1. Фазовые траектории устойчивой системы

Положение равновесия называется асимптотически устойчи­
вым, если с течением времени система будет приближаться к положе­
нию равновесия, то есть

I im 4 j0 )~ 0 >  lim j  = l,2,...,s.
/—>co /—>co

Определение условий устойчивости положения равновесия пред­
ставляет собой достаточно сложную задачу [ 4 ], поэтому ограничимся 
простейшим случаем: исследованием устойчивости равновесия консер­
вативных систем .

Достаточные условия устойчивости положений равновесия для та­
ких систем определяются теоремой Лагранжа - Дирихле: положение 
равновесия консервативной механической системы устойчиво, если 
в положении равновесия потенциальная энергия системы имеет  
изолированный минимум .

Потенциальная энергия механической системы определяется с точ­
ностью до постоянной. Выберем эту постоянную так, чтобы в положе­
нии равновесия потенциальная энергия равнялась нулю:

П(0 )=  0.
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Тогда для системы с одной степенью свободы достаточным усло­
вием существования изолированного минимума наряду с необходимым 
условием (5.2) будет условие

dq2
Так как в положении равновесия потенциальная энергия имеет изо­

лированный минимум и П(0) = 0, то в некоторой конечной окрестности 
этого положения

U(q ) >  0 .
Функции, имеющие постоянный знак и равные нулю только при 

нулевых значениях всех своих аргументов, называются знакоопреде­
ленными. Следовательно, для того чтобы положение равновесия меха­
нической системы было устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы в 
окрестности этого положения потенциальная энергия была положитель­
но определенной функцией обобщенных координат.

Для линейных систем и для систем, которые можно свести к ли­
нейным при малых отклонениях от положения равновесия (линеаризо­
вать), потенциальную энергию можно представить в виде квадратичной 
формы обобщенных координат [ 2, 3, 9 ]:

П = 7 Х  Y cij4i4j ( 5 . 3 )
*  i = J j ^ l

где qj - обобщенные коэффициенты жесткости.

Обобщенные коэффициенты являются постоянными числами,

которые могут быть определены непосредственно из разложения потен­
циальной энергии в ряд или по значениям вторых производных от по­
тенциальной энергии по обобщенным координатам в положении равно­
весия:

(  д 2тл Л
( 5 . 4 )сг dlidqj

Из формулы ( 5.4 ) следует, что обобщенные коэффициенты жест­
кости симметричны относительно индексов:

9г9г
Для того чтобы выполнялись достаточные условия устойчивости 

положения равновесия, потенциальная энергия должна быть положи­
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тельно определенной квадратичной формой своих обобщенных коорди­
нат .

В математике существует критерий Сильвестра, дающий необхо­
димые и достаточные условия положительной определенности квадра­
тичных форм: квадратичная форма (  5.3 )  будет положительно оп­
ределенной, если определитель, составленный из ее коэффициентов, 
и все его главные диагональные миноры будут положительными, 
т.е. если коэффициенты Су будут удовлетворять условиям

Di = Сц > О, 
с,

D 2 и - 12 > 0,

С П С 12 ■ C l s

О
С  22 • ■ C 2 S

с , г C s 2 ■ C ,s

В частности, для линейной системы с двумя степенями свободы 
потенциальная энергия и условия критерия Сильвестра будут иметь вид

77 = “  (С11 Ч21 + с12 Ял Я2 + С21 я2 Яг + с22 Я2 )’

^ I ~ с и ^
А 2 — с и С 22 ~ с12 С 21 > О'

А налогичны м  образом  можно провести исследование полож е­
ний относительного  равновесия, если вместо потенциальной энер­
гии ввести в рассм отрени е потенциальную  энергию приведенной 
системы  [ 4 ].
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5.3. Пример определения положений равновесия 
и исследования их устойчивости

Рассмотрим механическую систему, состоящую из трубки АВ, ко­
торая стержнем ОО, соединена с горизонтальной осью вращения, и ша­
рика, который перемещается по трубке без трения и связан с точкой А 
трубки пружиной ( рис. 5.2 ). Определим положения равновесия систе­
мы и оценим их устойчивость при следующих параметрах: длина трубки 
12~ 1м , длина стержня / ; =0.5 м . длина не деформированной пружины 
10 = 0.6 м  , жесткость пружины с = 100 Н/м. М асса трубки т 2 = 2 кг , 
стержня - ntj =  I кг и шарика - тз = 0.5 кг. Расстояние ОА равно lj = 0.4 
м .

п = о

Рис. 5.2. Определение потенциальной энергии системы

Запишем выражение для потенциальной энергии рассматриваемой 
системы. Она складывается из потенциальной энергии трех тел, нахо­
дящихся в однородном поле силы тяжести, и потенциальной энергии 
деформированной пружины.

Потенциальная энергия тела в поле силы тяжести равна произведе­
нию веса тела на высоту его центра тяжести над плоскостью, в которой
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потенциальная энергия считается равной нулю. Пусть потенциальная 
энергия равна нулю в плоскости, проходящей через ось вращения 
стержня OOi , тогда для сил тяжести

Г1« *  = п лв + и оо, + П ш - m 2gh2 + m,gh,  + m }gh3 =

= ~m 2 g ^ i  cos<p + ( - t -  l3)sin<p^ -  m ,g  -^coscp -

- m 3g{lj cos(p + ( x - l j ) s in < p ]
Для силы упругости потенциальная энергия определяется величи­

ной деформации Д -  ( х - 1 0)  :

П --- сЛ'' -  с ( х  -  1о У  
уп р  2  ~  2  ~

Найдем возможные положения равновесия системы. Значения ко­
ординат в положениях равновесия есть корни следующей системы урав­
нений:

Ш  ,  ■ ( 12 А ~ m 2 gh Sin ̂ 7-nt2g\ — *3 COŜ ?+ ttl\gl\ sin (p+
3<p 1 2  'J

<! f m 3g/j sin^> /w3g ( j t - / 3)cos<p =0  , ( 5 . 5 )

- -  -  -  m 3g sin <p + c(x  - /o) = 0 . 
ax

Подобную систему уравнений можно составить для любой механи­
ческой системы с двумя степенями свободы. В некоторых случаях мож­
но получить точное решение системы. Для системы ( 5.5 ) такого ре­
шения не существует, поэтому корни надо искать с помощью численных 
методов .

Решая систему трансцендентных уравнений ( 5.5 ), получаем два 
возможных положения равновесия :

1) <рх = 0.1721/пн), х х = 0.6084л/;

2) срг = 3.3091рад, х 2 = 0.5918.и.
Для оценки устойчивости полученных положений равновесия най­

дем все вторые производные от потенциальной энер[ ии по оооощенным 
координатам и по ним определим обобщенные коэффициенты жестко­
сти:
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д 2П
Зс2
д 2П
Зсд<р 

д 2П 
д<р2

m3gcos<p,

=(/и,+ т2+ т3)gl, coscp+ " Л  ' f - i , m3(x-l3) g sin ср.

Тогда для первого положения равновесия

=-4.833,

к J1

д 2П 
Ъсдср) 1

Г д 2П Л
2 2  “ д(р1

=17.425.

Воспользуемся критерием Сильвестра:
Д; = сп =100>0,

А 2 — С11 с22 - с 12 с21~1 719 > 0. 
Для второго найденного положения равновесия:

Ln
д 2П
Зс2

= - 100,

С12 ~ С21 ~
' д 2П

= 4.836,
У 2

С -у-) —

д<рл

Зсдср 

= -17.425.

А3 = с ц = 100 > О,

А 2 ~ С11 С22 ~ С12 С21 — — 1766 < 0.
Таким образом, первое положение равновесия устойчиво, второе - 

неустойчиво.
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6. ИССЛЕДОВАНИЕ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ  
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

6.1. Дифференциальные уравнения малых колебаний

Для составления дифференциальных уравнений колебательного 
движения и определения собственных частот механических систем 
удобно воспользоваться выражениями для кинетической и потенциаль­
ной энергии системы, записанными как функции обобщенных коорди­
нат и скоростей.

Кинетическая энергия механической системы в общем случае явля­
ется функцией обобщенных координат и скоростей. Если связи, нало­
женные на систему, являются стационарными, то кинетическая энергия 
может быть представлена в виде квадратичной формы обобщенных ско­
ростей

J  S  S

T ^ Y b a n4i4j’
i = l  j  l

где ay - обобщенные коэффициенты инерции.

Для линейных механических систем коэффициенты а,у являются

постоянными. Если a ^ o n s t , при исследовании малых колебаний они

принимаются равными их значениям в положении равновесия. Обоб­
щенные коэффициенты инерции симметричны относительно нижних 
индексов, т.е.

Потенциальную энергию в окрестности положения равновесия мож­
но представить в виде квадратичной формы обобщенных координат:

1 1 1 

*  i = l  j = l

где qj - обобщенные коэффициенты жесткости.

Обобщенные коэффициенты являются постоянными числами,

которые могут быть определены непосредственно из разложения потен­
циальной энергии в ряд или по значениям вторых производных ог по­
тенциальной энергии по обобщенным координатам в положении равно­
весия:
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Если квадратичные формы для кинетической и потенциальной энер­
гии подставить в уравнения Лагранжа 11-го рода, то получим систему из 
.у линейных дифференциальных уравнений второго порядка с постоян­
ными коэффициентами:

Для механической системы с двумя степенями свободы эта сис­
тема имеет следующий вид:

CI l4 l+aH*ij+ cI242+aI242 = 0> , s п ч

Обобщенные координаты, в которых кинетическая и потенциальная 
энергия принимают канонический вид

называются нормальными координатами. В этих координатах система 
(6.1) распадается на у независимых дифференциальных уравнений:

Кроме потенциальных ( консервативных ) сил, которые связаны с 
потенциальной энергией системы, могут действовать неконсервативные 
силы. К таким силам относятся силы сопротивления, которые могут 
иметь различную природу и различным образом зависеть от обобщен­
ных скоростей. В том случае, если они пропорционачьны скоростям, 
уравнения движения системы остаются линейными. В них появляются 
только лишь дополнительные члены, пропорциональные обобщен­
ным скоростям:

S

( 6 . 1 )

С2l4l+a2l41 +С2242+U22 42 ~~ О-
( 6 .2 )

S

( 6.3 )
1=1

или для системы с двумя степенями свободы
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( 6.4 )c n 4 i+ b n 4 i+ aii4 i+cI2q2+bi242 +ai242~ o,
c2i4i+b2lql +a2Iq,+c22q2+b22q2 +a22q2=0.

Если определены коэффициенты a Ji J>jj и c jt , то по их значениям

можно найти собственные частоты и формы колебаний механической 
системы и построить частотные характеристики.

6.2. Определение частот и форм собственных колебаний

Будем рассматривать колебательные движения механических 
систем относительно положения устойчивого равновесия, которые опи­
сываются системой линейных дифференциальных уравнений ( 6.1 ). 
Решение будем искать в виде

qj =Aj sin(М+Е),  ( 6.5 )

где Aj  - амплитуда у- й обобщенной координаты,

X - частота,
8 - начальная фаза колебаний.

Подставляя решения ( 6.5 ) в систему дифференциальных уравнений 
и сокращая их на общий множитель sin(At+£),  получим систему ли­
нейных однородных алгебраических уравнений относительно неизвест­
ных амплитуд A j :

( 6 .6 )

Система линейных однородных уравнений ( 6.6 ) может иметь от­
личное от нуля решение только в том случае, если ее определитель, со­
ставленный из коэффициентов при неизвестных амплитудах, будет ра­
вен нулю, т.е.

( с

( с и  л  а п )  ( с 12 А  а п )

Я а22)2 1 ' - Я и21)  ( с 22~
( Cls
( C2s

- l 2 a l s )  

A2a2J

- A 2a ss)

( 6 . 7 )

( C s l ~ ^ a s l )  ( C s 2 ~ ^ a s 2 )  ( c s:

Раскрывая данный определитель, получаем алгебраическое уравне­
ние порядка s относительно квадрата неизвестной частоты колебаний
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A2 . Это уравнение называется характеристическим или частот­
ным.

Для колебательной механической системы все корни Я2 характери­
стического уравнения будут положительными. Этим свойством можно 
воспользоваться для проверки полученных значений коэффициентов a)t

и су, . Если хотя бы один из корней характеристического уравнения бу­

дет отрицательным, это значит, что коэффициенты определены непра­
вильно.

Совокупность полученных значений Aj,j=l,2,...,s  определяет набор

частот, на которых возможно существование колебаний в консерватив­
ной механической системе. Такие частоты называются собственными  
или главными частотами. Если среди корней характеристического 
уравнения будут кратные, то решение уравнения будет иметь иной вид .

Для механической системы с двумя степенями свободы характери­
стическое уравнение имеет следующий вид:

Учитывая, что коэффициенты характеристического уравнения не 
зависят от порядка индексов, полученное уравнение можно переписать в 
более простом виде:

Решением его будет являться пара значений Я7 и А2 , определяю­
щих две собственные частоты исследуемой механической системы. 
Принято считать первой собственной частотой меньшую.

Подставляя в уравнения ( 6.6 ) значения собственных частот, полу­
чаем систему из s уравнений относительно амплитуд колебаний, из ко­
торых независимыми будут только s - 1. Следовательно, решая эти 
уравнения, нельзя найти значения амплитуд, можно лишь выразить s - 1 
амплитуду через какую-либо одну, например Aj ( A 2) .  Применяя для 

этого известные формулы алгебры, получаем

( Cji А О и )(с22 А а 22) ( с 12 А а12) ( с 2] А'а21) —0.

( c „ - A 2al l ) ( c 22- A 2a22)~ (c I2~A2a 12) 2=0.  ( 6.8 )

А2(А2 ) А2(А] )

А, (А2) А/Л 2/

1 Гантмахер Ф.Р. Лекции по аналитической механике. -М.., Наука 1966.
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где A S(A2) -  алгебраическое дополнение элемента ( c sk - A j ~ a sk)

определителя системы уравнений ( 6.6 ). Из соотношений ( 6.9 ) видно, 
что при колебании с каждой из собственных частот Aj отношения ам­

плитуд отдельных обобщенных координат остаются постоянными. Они 
определяются свойствами только самой механической системы и не за­
висят от начальных условий. Эти отношения называются формами ко­
лебаний.

Для системы с двумя степенями свободы формы колебаний оп­
ределяют отношение амплитуд изменения обобщенных координат в ка­
ждом из главных колебаний ( колебаний с одной из собственных частот 
) :

А2(А) )  _ А2(А)) = _ (си-А--дп )

A j ( A j )  Aj(Aj )  (с12~А} а12)

Выражение ( 6.9 ) можно переписать в другом виде

4,ГД;; A t a j J  К ( * , )

Если ввести обозначение
Л, (А] )  с

А , ( ё ] )  '*
получим

A k(A2J)  = C j A k(A)) .

Каждому корню Aj частотного уравнения можно поставить в

соответствие систему частных решений дифференциального уравнения, 
которые будут описывать движение механической системы с одной из 
собственных частот - главное колебание с частотой Aj :

q,  = C j  sin(Ajt+Sj) ,  

q2 =Cj  A 2 (  A~j)sitt( Ajt+Cj),

qs^ C j A s(  A2j ) s i n ( A j t + £ j ) .

Общее решение рассматриваемой системы является суммой всех ее 
частных решений и имеет следующий вид:
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q ^ T C j s in (Z j t+ £ j),
h i

42= Y C jb-2(t i ‘j ) sin(Z-jt+£j),  
h i

h 1

Решения ( 6.10 ) содержат 2s постоянных интегрирования Cj  и er

которые определяются из начальных условий.
Если обобщенные координаты являются нормальными, то отдельно 

для каждой из них решение можно найти из соответствующего уравне­
ния, причем изменения различных координат не зависят друг от друга и 
каждое главное колебание будет связано только с одной обобщенной 
координатой:

qj = Aj  sin(Xjt+Ej ),
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6.3. Пример определения частот и форм колебаний

Рассмотрим малые колебания двойного физического маятника, 
состоящего из двух однородных стержней 1 и 2 одинаковой длины L и 
массы т, соединенных в точке Л шарниром ( рис. 6.1 ). Трением и со­
противлением воздуха пренебрегаем.

1.Выберем обобщенные координаты. В данном случае за них 
удобно принять углы <pj и <р2 , которые стержни образуют с вертика­
лью. На рис. 6.1 показано положение системы при положительных 
обобщенных координатах .

Рис. 6.1

2. Составим выражение для кинетической энергии системы как 
функцию обобщенных скоростей и координат. При выполнении данного 
раздела курсовой работы можно воспользоваться полученными ранее 
выражениями.

2тЬ2ф2] тЬ2ф22 тЬ2ф,ф2



3. Составим выражение для потенциальной энергии системы как 
функцию обобщенных координат:

j j  = ^  + mg  \ ц  1 .  cos<pj )  + L ( l -  cos(p2 ) / 2  ].
2

Пользуясь полученным выражением, из условия равенства ну­
лю обобщенных сил можно найти все положения равновесия 
системы, если они не были найдены ранее:

дП 3mgL sin cpt _  f f l  _ mgL sin q>2 _  ^ 
d<pt 2 ’ dcp2 2

Из этих условий следует, что в данной механической системе 
возможны четыре положения равновесия

1) <р} =0, ^2= 0 ; 2) <pj =0,<р2

3)<р1 =я,<р2 =0; А)(рг ^к,(р2 = к.
При этом, как нетрудно убедиться, только для первого положения 

равновесия потенциальная энергия имеет изолированный минимум, и 
только это положение равновесия будет устойчивым.

4. Определим обобщенные коэффициенты инерции atj и жесткости

cfi . Для определения обобщенных коэффициентов инерции приведем

кинетическую энергию системы к квадратичной форме ее обобщенных 
скоростей. Для этого разложим выражение в ряд Тейлора и оставим 
члены только второго порядка малости:

_  2 m l}ф} m l}m } т1?ф,ф2
Т=-----— L ,— - П - + ----- Ш 2 -а ю  (<р2-чр{ >=

1 Am i} . 1 m l}  , 2 _ 1 m l}
+~ у  - (р~, - 2 --соя(0-0>Д1<д2 =

_ 1 Am i} . 2 1 m l}  , 2 Л  m l}
——— - —  (р\ +-------- фт+2 <Р\Ф-) =

2 3 2 3 2 2 ^

=  j  а 11^12 а 22<Р2+ ~  («12 +  «21 )Р \Ф г •

Сравнивая две последние строки, получаем

80



ап  =-
4mL2 m i l  1 ,2

a ->l— j  Уа12-а 21~~^т*' ''  > и 2 2 ~

Приведем потенциальную энергию системы в окрестности первого 
положения равновесия к квадратичной форме. Для этого разложим по­
тенциальную энергию в ряд Тейлора по (рг и (р2 в точке <р,=(р2- 0 . То­
гда, учитывая, что П(0) -  О,

coscp = 1 - (р2 /2  + ... ,  
получим с точностью до членов второго порядка малости 

n = ms L j l

2 2 2 2
или

с n = 3mgL/2, c12=c21 = 0, c22 -  m gL/2.
Полученная квадратичная форма будет положительно определенной, 

так как выполняются условия критерия Сильвестра:
Л ,=  с и -  3 mgL/2 > О,

А2=сп с22 = 3(mgL)2 /4 > 0.
5. Пользуясь полученными значениями обобщенных коэффициентов 

инерции и жесткости, запишем дифференциальные уравнения малых 
колебаний системы в развернутом виде ( 6.2 ):

а п Ф \ + с \1Ф\+ a l l V 2  + с 12^2
4mL

-<Рг
3mgL m l

-<Р\ +

mb .. m l
а2\ф]+с2\(Р\+аггФг +сгг<Р2 =— - (Р\+ - ^ - <Р2+

2

mgL
2 3

6. Составим характеристическое уравнение:

ф2=О,

(р2=0 .

д= ■II
'21

- Л2 а 
Л2 а

и
21

*■' 12
С 22

- Л 2а п

- Л 2а „

\3mgL
П Г

4mL
Л2

mb' Л2

m V mgL
2

mb
3

■0.

Или в развернутом виде
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l m 2L4 ^  l m 2g j }  £  | 3{mgL)2
36

7/я2! 4
д4- б —я2+—

Л N2

~ 36 L 1 J )
= 0.

7. Найдем корни характеристического уравнения

*~7г) ! ,ЯК 3+Т ч-IN
v

Два полученных значения определяют две собственные частоты ко­
лебаний исследуемой механической системы:

Д 17 \

= ° '85691| u

=2.295, g
kL' " v

Таким образом, движение рассматриваемой системы при собствен­
ных колебаниях в общем случае будет происходить по следующему 
закону:

qx = С, sin(A,/ t <c1 )-*- Ci sin(T2/+£'2 ), 

q2= CjA, $\п(Лх1+£х) + Сг к-1 s in ( l2f+£2X 
где кj - коэффициенты формы, соответствующие каждой из собствен­

ных частот:

k ^ 2(Х))  = А2(Х) )  = ( с и - Я / а ц )  

j Aj ( t f j )  А, (Л2)  ( сп ~ Л 2 а и )

8. Определим коэффициенты форм колебаний :



3mgL 6 g A m i}

kx = _ l cI i - j L.gii l  = ------ (----------------------- = 1.4305,
(c12_ ^ l2fl12) / j  ^ T 8

4 l  L 2 

_  6 g  4mZ?

( £ u z A  a ii)   \ ___________ L 3 _ _ 2_o972.

(C12~^2 a 12) G+
7 l  L 2

A,=

С учетом полученных значений коэффициентов форм перепишем 
общее решение

<??,= С’[ sin(AiM-£-,)+C2 sin(/M +£2),

>̂2 =1 -43 ОбС^тСЯ]*-^ )-2.0972C2sin^M -£ '2 ) •

9. Найдем значения постоянных интегрирования C j , C 2, £, и е2 для 
следующих начальных условий:

(р,0= я /  10,<pIO=0,

(Рю:=0> Ф20= '̂
Для этого подставим начальные значения координат, скоростей и 

времени в уравнения движения и уравнения, определяющие зависимо­
сти скоростей от времени:

<р10 / 1 0 -  С,  s in(£, )+ С 2 sin( с2),
(р20 =0= 1.4305Cj sin(с, у  2.0972С2 s in (е 2),

Ф 10 - 0= С, Л ,  cos(£, )  \ С2 Я2 cosf с 2 ) ,
<р20 =0= 1.4305С j Л, cos( £, )-2 .0972С 2 Я, cos( £2).

Решая полученную систему уравнений, получаем 
С j -  0.1868рад, С2 0.1274рад,

£t = n  /  2, £2 - П  /  2.
С учетом полученных значений постоянных интегрирования запи­

шем окончательный вид уравнений колебаний:
<рх = 0.1 8 68cos(^0  + 0.1 274соя(Я2/),
<р2 =  0.2672 соя(Я,0  -0 .2 6 7 2 co s(^ /) .
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