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1. Предварительные сведения из теории быстрых алгоритмов 
дискретных ортогональных преобразований

1.1. Постановка задачи, основные идеи 

Дискретное косинусное преобразование (ДКП):

( 1. 1)

где Хт - нормирующие множители [1]:

К‘т

при т = О,

при тФО,

( 1 .2 )

является одним из основных дискретны х ортогональны х преобра

зований (ДОП), используемых в обработке изображений. В частности, 
ДКП длины N= 8 является базовым преобразованием для целого ряда 
современных стандартов кодирования (JPEG, MPEG, ITU-T [25, 31]). 
Однако метод блочного кодирования с преобразованием (на котором 
основываются перечисленные стандарты) не в полной мере учитывает 
особенности конкретного изображения. Попытки построения адап
тивных алгоритмов кодирования на основе ДКП [13, 21, 22, 28] связа
ны, обычно, с резким увеличением вычислительной сложности ДКП 
при возрастании длины преобразования. Это связано с тем, что быст
рые алгоритмы (БА) ДКП при N >8 изучены в значительно меньшей 
степени, чем ДКП длины 8, которым посвящено множество работ [1,

Большинство из известных БА ДКП, синтезированных для преоб
разований произвольных длин, обладают относительно низкой асим
птотической арифметической сложностью, но не учитывают реализа
ционной специфики «коротких» длин: относительно небольшого числа

9, 20, 25,29].
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различных значений базисных функций, высоких требований к 
структурной простоте, которая при небольшой длине преобразования 
является определяющей характеристикой быстродействия и т.д.

Например, в [1] предлагается метод сведения ДКП к дискретному 
преобразованию Фурье (ДПФ) вещественной последовательности 
двойной длины:

1 / 2jV-1 , ч
х (т )= -с зт/2 ^  y ( k ) a mk, co = e x p | |^ - j ,  (1.3)

2 k=О
где

. . J x (^) при 0 < k < N - \,
j x ( 2 A - £ - l )  при N < k < 2 N - l .

Вычисление преобразования (1.3) для N= 8 и при использовании 
одного из лучших БА ДПФ (сплит-радикс алгоритма вещественного 
ДПФ [14]) длины 16 требует согласно оценкам работы [18] 34 опера
ции вещественного умножения и 56 операций вещественного сложе
ния, в то время как специфический алгоритм работы [9] требует всего 
12 умножений и 29 сложений. Алгоритмы косинусного преобразова

ния «нестандартных» длин N  Ф2к [5, 12] также не ориентированы на 

работу с «короткими» ДКП. В третьем разделе настоящего пособия 
будут показаны высокоскоростные БА ДКП для обработки двумерных 
массивов малых объемов (использование блоков N x N при 8<А< 16).

Снижение вычислительной сложности достигается с помощью но
вого подхода к синтезу алгоритмов, связанного с интерпретацией вы
числения ДКП как операций в ассоциированных алгебраических 
структурах. В качестве таких структур рассматриваются коммутатив
ные конечномерные алгебры малых размерностей. И основной теоре
тической задачей раздела является анализ связи между алгебраиче
скими характеристиками значений базисных функций ДКП и блочной 
структурой матрицы преобразования (1.1). А, собственно, синтез бы
стрых алгоритмов ДКП сводится к последовательной реализации двух 
основных идей.
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Первая основная идея

(a) Матрица ДК П  имеет блочную структуру. Результат умноже
ния такой матрицы на входной вектор сводится к умножению векто
ров из подпространств сигнального пространства на матрицы 
меньших размеров со специфическими свойствами «симметрии». По
этому, шаг 1, давайте считать, что на входной сигнал действует ли
нейный оператор, действие которого преобразует сигнал в вектор 
координат конечномерной алгебры относительно некоторого базиса.

(b)  Умножение подматриц на векторы соответствующих под
пространств эквивалентно умножениям элементов некоторых ко
нечномерных алгебр. Поэтому, шаг 2, и будем интерпретировать ум
ножение преобразованного вектора на матрицу Д К П  как умножение 
элементов алгебры.

(c) В большинстве рассматриваемых случаев эти алгебры явля
ются групповыми алгебрами циклических групп или их фактор- 
алгебрами. Умножение элементов таких алгебр эквивалентно умно
жению в полиномиальных кольцах (или циклической свертке).

Поэтому, шаг 3. будем использовать для умножения элементов ал
гебры алгоритмы быстрого вычисления циклических сверток.

Перепишем равенство (1.1) в форме

f  ^ 2к(2п+1')т^ С
х(т) = Хт ^ ^  х (п )

п =О

ехр
V

4 N
+ехр

27г(2и+1)/и V
4 N

Формально, в правой части фигурируют комплексные корни сте
пени 4N. В действительности, степень алгебраичности значений 
функции

^ 2%(2п+\)т'\
cos

~ 2

4 N

ехр
2%(2п+\)т \

4 N
+ехр

27г(2и+1)/и V
(1.4)

4 N

над Q меньше в два раза, по крайней мере, и значения функций (1.4) 

при различных т,п  связаны полиномиальными соотношениями.
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Вторая основная идея

Давайте выберем такой «экзотический» базис в поле алгебраиче
ских чисел, которому принадлежат значения функций (1.4), чтобы 
умножения полиномов, представляющих значения функций (1.4) в 
этом базисе, реализовывались по возможности наиболее простым об
разом в предположении, что проблема перевода входных и выходных 
данных из этого «экзотического» базиса в обычную позиционную сис
тему счисления и обратно удовлетворительно решена аппаратными 
средствами.

1.2. Сложность операции умнож ения  
в конечномерных алгебрах

Рассмотрим некоторые ^/-мерные алгебры А над Р с базисом 
{l, е| [ . Типичный элемент а е А  записывается в виде

d- 1
а = а 0 ’1 + 2 ]  a j ej-

/=1

Сложение элементов выполняется покомпонентно, а умножение 
индуцируется заданными правилами умножения базисных элементов

и определяет структуру алгебры на векторном пространстве .
В пособии рассматриваются следующие конечномерные алгебры.

1. Двумерная алгебра A j ' с базисом {1, е | } и правилами умноже

ния базисных элементов:

I 2 =1, е ? = -1 .

Эта алгебра изоморфна алгебре X комплексных чисел:

А Й = С .

2. Двумерная алгебра А^ ' с базисом {1, е^} и правилами умноже

ния базисных элементов:

I 2 =1, е?=1.
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Эта алгебра «дуальных» чисел [4, 27] изоморфна прямой сумме 
R 0 R :

A ^ s R 0 R ..

(з)3. Трехмерная алгебра А ' ' с базисом {1, е | . е2  } и правилами ум

ножения базисных элементов:

е? =е2> е2 = _еЪ е1е2 =е2е1 = —1-

4. Четырехмерная алгебра A j4  ̂ с базисом {1. е | . е2. е3 J и прави

лами умножения базисных элементов:

e f = - e 2, е2 = - 1, ef =е2, = 6 2 6 ! =е3,

е 2е 3 = е Зе 2 = _ е Ь  е1е 3 = е Зе 1 =1

5. Четырехмерная алгебра А ̂  с базисом {1, e j , е2 , е3} и пра

вилами умножения базисных элементов:

е? =е2’ е2=Ъ е3 =е2 ’ е1е2 =е2е1 =е3’

е2е З = е Зе 2 = е Ъ е1е 3 = е Зе 1 =1

6 . Четырехмерная алгебра А ^  с базисом {1 . е | . е2. е3 J и прави

лами умножения базисных элементов:

е1=~1  е 2=1> е 3 = - ^  е1е2 = е 2е1 =  —е 3’ е 2е 3 = е Зе 2 = _ е Ь

е1е 3 = е Зе 1 = е 2-

Следующая Лемма 1Л. устанавливает связь сложности арифмети
ческих операций в рассматриваемых алгебрах и с легко проверяемыми 
правилами умножения в полиномиальных кольцах. Отметим, что для 
последних известны (см., например, [8 ]) неулучшаемые оценки слож
ности реализации таких операций. Вследствие этого, справедливо сле
дующее утверждение.

Лемма 1.1.
а) Умножение элементов

9



( a 0+ a iei), (po+piei) e A (2)

равносильно умножению полиномов 

(cxq + c tj^ (P q +Pj^) |m od

и требует три умножения и три сложения.
б) Умножение элементов

( a 0+ a iei), (po+piei) e A (2)

равносильно умножению полиномов 

( a 0+ a ^ ) (p 0+p^) |m o d ^ 2 -l)J

и требует два умножения и четыре сложения.
в) Умножение элементов

( а 0 + a iei + a 2e2), ^  ^  +р2е2)е А (3)

равносильно умножению полиномов

^ c x q +(Xj^+(x2  ̂ ) ( р 0 + р 1 1 + р 2 1  j  | m o d | ^

и требует четыре умножения и четырнадцать сложений.
г) Умножение элементов

( а 0 + a iei + a 2e2 + a 3e3 ), ^  ^  ^ д  (4)

равносильно умножению полиномов

| ccq-t-cijf—ekjt —(x^t j |P o + P jf—P2  ̂ —P3f j |m od |^

и требует девять умножений и пятнадцать сложений.
д) Умножение элементов

( а 0 + a iei + a 2e2 + a 3e3), ^  ^  ^  ̂ ( 4 )

равносильно умножению полиномов

|(Xq+CC|/l + (X2̂  3"CĈ ̂  ) (Po +Pl^+P2^2 + Р з^  ) (mod (t4 -1  j j
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и требует пять умножений и пятнадцать сложений.
Доказательство. Равносильность умножений в алгебрах и поли

номиальных кольцах проверяется непосредственно. Сложность опера
ций умножения последних показана, например, в [8].

(4 )
Лемма 1.2. Алгебра А^ ' изоморфна прямой сумме С®С :

С®С = { (z 1,z2 ) : z 1=a1 +bxix, z 2 =a2 +b2i2 ,

i\ =»2 = _1> ° b ° 2 A A  e R }-

Доказательство. Элементы

E0 = (l,l) , E1=(/b - /2 ), E2 =( 1,1), E3 =(/1,/2 )eC®C

образуют базис алгебры С фС над Р. Отображение ср, определенное
(4)

для базисных элементов алгебр А( и С фС как

Ф: ei !->( h , ~ h ) j Ф: е2 1 >(—1, 1), ф :е3 Ьф(/ь  /2 ), фЛь®(1, 1),

продолжается Р-линейно до изоморфизма соответствующих четырех
мерных алгебр.

Линейный оператор Z, определенный на пространстве алгебры 
С фС образами базисных элементов

Z(E0) 4 ( E o- E2), С(Е1)= 1 (Е 1+Е3),

z (e 2)= 1 ( e 0+e 2), z (e 3) = 1 ( e 3- e 1),

преобразует базис {Е(ь Еь  Е2,Е 3} в «стандартный» базис 

| с 0, c j ,  с 2, с 3} алгебры С®С , рассматриваемой как четырехмерная 

Р-алгебра:

с о =^ ( E o)= ( i +Oa , 0+0'z2)5 СТ1 =С(Е1)=(0+/1, 0+0-/2 ),

с 2 =Z(E2)=(0+0-7j , 1+0-72), с 3 =Z (E3)=(0+0-7j , 0+72).

Следствие 1.1. Умножение постоянного элемента 
а = а 0 + aje j + а 2е2 + а 3е3 на элемент b= P o+ P iej+ P 2e2 +P3e3 алгебры
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(4)
' требует шесть вещественных умножений и десять веществен

ных сложений.
Доказательство. Сложность рассматриваемого умножения скла

дывается из умножения двух пар комплексных чисел (элементов ал

гебры СфС в  базисе | с 0, a j , с 2, а 3}) и сложности преобразования

элементов при замене базиса {Е(). Е |. Е2. Е3J на базис 

| cq . Ст|. ст2. <т3}. Для умножения двух пар комплексных чисел доста

точно 3+3 умножений и 3+3 сложений [8]. Для преобразования эле
ментов переменного вектора достаточно четырех сложений.

Другие необходимые примеры алгебр рассматриваются в разделе 
по мере их использования.

1.3. Основные схемы редукции вспомогательного 
дискретного преобразования Фурье (ДПФ)

1.3.1. Декомпозиция Кули-Тьюки «по основанию 2»

Пусть х (« )е  С есть А-периодическая последовательность, N = 2 ^ ,  

Х ( т ^  - её дискретный спектр Фурье:

N -1  , . ..
Х ( т )  = ^  х(п)®тп, co=exp|27y ^ j  , 0 < m < N - \ .  (Е5)

п =О

Сумма в правой части соотношения (1.5) может быть представлена 

для 0 < т < ~ 1 в виде двух сумм длиной ^  :

К -\ К -i
2 / \т п  2 / \п

Х ( т} =  ^  х(2«)(со j +wm ^  х(2«+1Дсо j
п = 0  п =О

= X q (т)+&тХ \ (т).

Здесь

( 1.6)
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К - 1 К - 12 / \т п  2 / \тп
X q (га) = ^  x(2«)lco I , Xj (га) = ^  х(2«+1)1со I

п=0 и=0

- спектры Фурье -периодичных подпоследовательностей. Таким

образом, ДПФ длиной N  сведено к двум преобразованиям Фурье дли

ной ^  и к дополнительным умножениям на степени со для

0<m<Ny ^ - l .  Так как с о ^ = -1 , то вычисление F(m)  для ^ /^ < m < N -1 

выполняется без дополнительных умножений:

x (m * + N/^=XQ(m*)-<s>m*Xx(m*), 0<m*<N/ 2- l .  (1.7)

Мультипликативная М  (А ) и аддитивная /I ( Л') сложность тако

го алгоритма равны, соответственно:

M ( N ) < ^ N \ o g 2 N - ^ N ,  A{N)<lI m o g 1 N - ^ N .  (1.8)

Изложенный алгоритм принято называть быстрым преобразовани
ем Фурье (БПФ) по основанию 2.

1.3.2. Декомпозиция Кули-Тьюки «по основанию 4»

Аналогичным образом строится алгоритм БПФ «по основанию 4»

при N =4^. Сумма для Х(т)  в (1.5) разбивается на четыре части:

К - \  К -  \
тп 44 / . \т п  4 / ,

Х ( т } =  ^  х(4«)(со j + a m ^  x(4«+l)(co j
п=0 п =О

Ж_1 Ж_1
~ 4  /  Л \и ги  ,, 4_

. 2т 
+С0

4  / . \т п  ,  4_ / . \т п
х(4«+2Дсо j +со х(4«+ЗДсо j =

и=0 и=0

= Х 0 (га)+югиХ 1 (га)+ю2гиХ 2 (га)+ю3гиХ 3 (га),

0 < г а < у /-1 . (1.9)
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Соотношение (1.8) редуцирует вычисление ДПФ (1.5) к вычисле

нию четырех ДПФ длиной У  и к дополнительным умножени

ям на степени со. Так как при стандартном машинном представлении 
комплексных чисел умножения на степени мнимой единицы / являют

ся тривиальными, значения спектра при У < т < N - \  вычисляются 

без дополнительных умножений следующим образом:

( Х(т*)

х { ^ - + т ^
V

(1 1 1 п
1 7 - 1  - 7

1 - 1  1 - 1  

1 -г -1  z

со
2т*

СО

со2т*

Х 0 ( т * р  

*Хг (т*) 

Х2 (т*) 

'х3 (т*)

( 1. 10)

Оценки вычислительной сложности такого алгоритма имеют вид

M (X )< |7 V lo g 2 N - f N ,  A ( N ) < ^ - N log2 N - f N . ( I l l )

1.3.3. Декомпозиция Кули-Тьюки с расщеплением основания 
(сплит-радикс алгоритм)

Пусть N = 2 k , тогда преобразование (1.5) для 0< т < У ^-1  может 

быть записано в следующем виде [3]:

4-1 AL-1
^ 1 ~ \т п  4 / . \т п

Х ( т ) =  ^  х(2и)(со j + оз™ £  х (4и + 1)(оо j +
77=0 77=0

-> ! л \nttl
+со т ^  х(4и+ЗДсо j

77=0

Здесь ДПФ длиной N  сведено к одному ДПФ длиной К 2- Двум

ДПФ длиной и к ^ у  дополнительным умножениям на степени со.
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В ы числение X  (га) для < т  < N - \  вы полняю тся без д ополни

тельных умножении:

г Х ( т * )  

х ( ^ + г а * )

X^-f+m*")

х { Ж + т *}

\

V

( 1 1 0
'  х 0 (т*У

0 7 1 -7 сят X j  (га*)

1 - 1 0 -1 T 0 (f+ »< *)

- 7 1 г
У ” Т з ( » * ) ,

0<m*<N/ 4- \

где

4-1 f - 1
2
п=  О

Z / . 4 /
Х 0 (га) = ^  х(2и)1со I , Xj (га) = ^  x(4«+l)lco I ,

п =О 

Ж_14 / \ ?ии
Х 3 (га) = ^  х(4и+3)1со I

п =О

Оценки вычислительной сложности для этого алгоритма равны: 

M(jV)<TVlog2  N - 3 N ,  A ( N ) <3 N \ og 2 N - 3 N .  ^  ^

1.3.4. Декомпозиция ДПФ Гуда-Томаса

Другим известным способом быстрого вычисления ДПФ является 
декомпозиция Гуда-Томаса [17, 30], применяемая в тех случаях, когда 
длина преобразования N =P-Q , где Р  и Q - взаимно просты.

Пусть а = е х р |27Г̂ | ,  P = c x p |2l^ j  - первообразные комплексные

корни из единицы степени Р  и Q соответственно. Представим индексы 
входной и выходной последовательности в виде

Г П=Рт +Оп 9
\ (1.13)
\m=Pami +Qbm2,

где а и b определяются из условий
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[/* a= l (m odQ), 
\Q b = 1 (mod/*).

( 1. 14)

После введения обозначений х ( щ, п 2  ̂= х (Рщ +Qn2) . 

X  (ffjj ,m2 ) = X  (Pamj +Qbm2 ) соотношение (1.5) примет вид

(Pn\+Qn2)(Pam\+Qbni2) _2 - 1  p -i
Х (ш ь ш2) = Х  Z  *(«b«2)«>

«1=0 «2 =0 
e - i  p -i

= Z  Z
«1=0 «2 =0

P 2a«l?«i +P2 (Ьщт2 +ап2Щ) +2 2fe«2»J2

В силу (1.14) справедливо равенство: 

Х ( т ъ т2) =

2-1 Р-1
= Z  Z

«1=0 «2=0

= Z  X  х(нь и2 )р и^ а ^  
«1=0 «2=0

Р щ Щ т Р (2 { Ьп\т 2 +ап2т \ ) (aQn2m2 _

где

р = ехр {2* '%  j = ехр {2l^  j = о /  

а  = ехр{2* '% }= е х р {2" ^ } 2= С0^

Из последнего равенства (1.15) следует:

Х ( т ъ т2 )= Z  
«2=0

Z  *(«1>«2)P
«l?«i

или

«1=0

Р -1

а п 2т 2

X  (Pami +Qbm2 ) = Z  
«2=0

f> (^ i+ e« 2)p”irai
«1=0

а n 2m 2

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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Так как для описанного шага декомпозиции справедливо неравенство 

M ( N ) = M ( P ) - Q + M ( Q ) - P < Q P 1 +PQ1 = N ( P + Q ) < N 1,

то применение этого приема тем эффективнее, чем на большее число 
взаимно простых сомножителей разлагается число N.

1.3.5. Декомпозиция Кули-Тьюки «по основанию р»

Пусть N = p r , преобразование входной последовательности х(п) 

определено соотношением (1.7). Тогда при т = 0, 1, . . . , ^ / - 1  спектр 

Х(т) может быть представлен в виде

Г х (т ) 1 Л 1 1 V  „  , Л

Н )
( m + 2 f )

( т + ( р - \ ) ^

(1 1 
1 у

1 у2

1 у

1 V
р -1

Г

р -1

1

р-'У  /

СО

( р - 1)*

Х 0 (т) 

®тХ 1 (т ) 

2тХ 2 (м)

' Х Р - \{т)

(1.19)

где X j ( m ) ( j  = 0, l , . . . , p- l )  есть ДПФ длиной :

Ж_1
Z— I \тп

x j ( m) = H x ( pn+j ) \ (aP) ’ ( 1.20)
п= 0

ш =ехр{2% | у = ехр Г / ■pj - первообразные корни из единицы

степени N  и р  соответственно.
Равенства (1.19), (1.20) сводят вычисление ДПФ длиной N  к вы

числению р -раз ДПФ длиной N / с последующей последовательной

редукцией к вычислению одноточечных преобразований. Спецификой

случая N  = p r при рФ  2 ,4  является наличие в правой части (1.19)

умножений на степени константы у, что увеличивает вычислительную
17



сложность алгоритма по сравнению с БПФ по основанию 2 и 4 [2, 4], 
где аналогичные умножения тривиальны (умножение на ±1, ±/).

В работе [11] предложено специальное представление данных 
(значений преобразуемого сигнала х(п) и комплексных параметров) в, 
так называемых, у-кодах, которое позволяет сделать эти умножения 
тривиальными.

Пусть у = е х р |27̂ / |  - первообразный комплексный корень степе

ни р  из единицы. Тогда для комплексного числа с наряду с обычной 
алгебраической формой представления c = a+bi  возможна и форма

с= с1у+С2 у2 +...+Ср_1у'р-1 =a+bi, (1-21)

где вещественные су, . . . ,  cp_i связаны с вещественными а, b соот

ношениями

Упорядоченный набор из {р-1) чисел (су,..., cp _i j , ассоцииро

ванный с представлением с в форме (1.21), будем называть у-кодом 
числа z.

Арифметические действия над комплексными числами индуциру
ют правила действий над кодами. Сложение чисел в у-кодах произво
дится покомпонентно, умножение чисел в у-кодах сводится к нахожде

нию циклической свертки у-кодов. Умножения на у. у2. . . . .  у /5 1 вы

полняются с помощью у-кодов без вещественных умножений и 
сводятся лишь к смене знака, суммированию и перестановке части 
компонент кода [11].

Так как вычисление циклической свертки произвольной длины 
есть типичная (и непростая) задача цифровой обработки сигналов, то 
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в настоящей главе мы ограничиваемся рассмотрением случая р=3, для 
которого переход к у-кодам наиболее эффективен и нагляден.

1.3.6. Алгоритм одномерного ДПФ при длине преобразования N=3k

Арифметические операции над кодами определяются равенствами:
(x , y)+(u,v)  = (x+u,y+v) ,  ^  2Т>

( x , y ) - ( u , v ) = [ ( y - x ) ( v - u ) - x u , ( y - x ) ( v - u ) - y v ) .

Поэтому сложность операций сложения и умножения в кодах сов
падает со сложностью сложения и умножения комплексных чисел, а 
именно, сложение в кодах реализуется при помощи двух веществен
ных сложений, умножение в кодах реализуется через три веществен
ных умножения и три вещественных сложения (как обычно, считается, 
что сложения компонент кода базисных функций выполнены заранее).

Умножение на числа у и у , имеющие коды (1,0) и (0,1) соответст

венно, определяется равенствами:

и не содержит нетривиальных вещественных умножений.
Этот факт позволяет снизить вычислительную сложность алгорит

ма БПФ именно благодаря простой реализации умножений на степени 
у, удельный вклад которых в быстрый алгоритм ДПФ, реализуемый на 
основе декомпозиции (1.19), весьма высок.

При р =3 соотношение (1.19) принимает вид

Пусть р=Ъ, N = 3 k ,

у=ехр(2™ /0= 1(-1+ /7з) ,  у=1(-1-7л/з),

тогда равенство (1.21) примет вид (см. рис. 1.1)

c = a + b i = x j + y j ,
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X  (от)

х\ш+%)
х(т+2%)

П 1 n
1 у  у

1 у  у

СО

2w;
СО

Х 0 (т)

" Х \  W

Х 2 (от)

( 1.23)

и нетрудно показать, что оценки вычислительной сложности такого 
алгоритма для вещественного сигнала имеют вид [7, 11]:

M (iV)<iVlog3 N - N ,  A ( N) <3 N l o g 3N + f .
(1.24)

Комплексное число z=x()y-y()у

Вещественное число
СО=-(Юу+С£Гу)

Рис. 1.1. Представление комплексных чисел в у-кодах

2.Алгоритмы одномерного ДКП

2.1. Традиционный способ вычисления Д К П  

Описанный в [1] быстрый алгоритм сводит ДКП

ч АГ-1

x ( t n )  = ' У ' х ( п ) C O S
. ( Л + 1Л)

N

т

к вычислению ДПФ вещественной последовательности длины 2N:
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1 f  /  N ~ l  , N ~ l

x ( m ) = -  o ^ 2 2 ]  х(п)сотп+со-т/2 £  x(n)cD~mn
^  V  П=0 n=О У Q  1)

1 , 2 N -1

4 « ”/2 z  Щ )и
1 k=0

где со = exp | ^ т | , у(к) - вещественная 2 А'- пс p иод и чс с кая последова

тельность, полученная четным продолжением х{п)\

Гх(£) при 0 < k < N - l ,
'  '  |x (2 7 V -£ -l)  при N < k < 2 N - l .

Сложность такого алгоритма ДКП связана со сложностью ДПФ 
вещественной последовательности двойной длины соотношением:

M ( N ) = M § ( 2 N ) + 3 N ,  A ( N) = A § ( 2 N) +3 N .  ^  ^

2.2. Современный алгоритм Д К П  четной длины

Пусть вещественная последовательность у(к) длины 2N  получена 

четным продолжением исходной последовательности х(п) по формуле

(2.2), и ДКП связано с ДПФ соотношением (2.1).
Для ДПФ

2N -1
Y( m) =  j ]  у { к ) ^ т  (2.4)

к =О

длины 2N  проведем один шаг стандартной декомпозиции Кули-Тьюки:
N - l  N - 1

Y(m)= Y ,  y(2k)cYLkm +&т Y ,  y(2k+l)(a2km. (2.5)
к =0 к =О

Из (2.2) следует, что последовательности четных у ( 2 к )  и нечет

ных у  (2£+1) отсчетов связаны между собой соотношением

y ( 2 k + l ) = y ( 2 N - ( 2 k + l ) - l ) = y ( 2 ( N - k - l ) ) = y ( 2 l ) .
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при l = N - k - 1. 

Пусть

N - 1

У(т) = И  y(2k)(a2bn
к=О

тогда

iV-1
г т V  „ /тг  . i\„2fowсо у(2к+1)со —со 2 > ( 2 / ) o o 2^ - M b

к=О /=0
(2 .6)

jV-1

= ® “  X  у (2/) со“2 te  =(от у ( т ) .
1=0

Из (2.5) и (2.6) следует:

Y  (га)=у(га)+сога у(га).

Тогда равенство (2.1) с учетом (2.5), (2.7) примет вид:

(2.7)

х(га)=-^сога/2 ^у(га)+согау(га) j
(2 .8)

где у (га) - ДПФ вещественного сигнала длины N. О < га < N -1.

Из соотношения (2.8) следует, что при выполнении комплексных

часть произведения, что потребует двух умножений и одного сложения 
на отсчет:

Таким образом, ДКП сведено к ДПФ вещественного сигнала той 
же длины, 2N  дополнительным умножениям и N  сложениям. Обоб
щенная блок-схема изложенного алгоритма приведена на рис. 1.

Мультипликативная и аддитивная сложности вычисления ДКП та
ким способом равны:

умножении на со ' достаточно вычислять только действительную

(2.9)
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M ( N ) = M § ( N ) + 2 N ,  A ( N ) = A § ( N ) + N ,  (2 1Q)

где M § ( N ) ,  A§  (jV) - оценки сложности ДПФ вещественной после

довательности той же длины N.

Преобразуемый 
вещественный сигнал f in)

Выделение из 
вспомогательного сигнала

отсчетов с четными 
индексами g(2k)

Получение косинусного 
спектра

f i tn )—Rc { w m!2g(m ) }

Формирование 
вспомогательного 

сигнала g(k)

Вычисление ДПФ длиной N
N -1

g(m)=L g(2k)w
к=0

2 кт

Рис.1. Обобщенная блок-схема алгоритма ДКП

В таблице 2.1 приведены сложности традиционного (см. п. 2.1) и 

современного алгоритмов ДКП при разных вариантах реализации 

вспомогательного ДПФ, полученные на основании оценок (1.8), (1.11),
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(1.12), (2.3), (2.10). Оценки сложности вычисления ДПФ веществен
ной последовательности рассчитаны в предположении, что при этом 

используется «совмещенный» алгоритм [2].

Таблица 2.1. Сложности алгоритмов

Способ 
вычисления 

вспомогатель
ного ДПФ

Алгоритм п.2.1. Алгоритм n.2.2.

По основанию 2
M ( N ) < ^ \ o g 2 N + ^ -

A ( N ) < l f \ o g 2 N+4±-

M ( N ) < ^ - \ o g 2 N + f

A ( N ) < l f \ o g 2 N

По основанию 4
M ( N ) < ^ - l o g 2 N + ^ f -

A (N )< 25̂N \og2 N + 234N

M ( N ) < ^ l o g 2 N + 2l f

A ( N ) < 2f f l o g 2 N + l- 2 f

Сплит-радикс
M ( N ) < N \ o g 2 N + 3 N

A ( N ) <3 N \ og 2 N + 6 N

M  (iV)<-j-log2 N + ^ j-  

A ( N ) < ^ f \ o g 2 N + N

В таблице 2.2 приведены численные данные о количестве опера
ций, необходимых для вычисления ДКП при использовании вспомога

тельного алгоритма ДПФ с декомпозицией по основанию 2.

Таблица 2.2. Количество операций

N

Алгоритм n.2.1. Алгоритм п.2.2. Отношение
суммарной
сложности

операций
умножения

операций
сложения

операций
умножения

операций
сложения

8 63 135 31 51 2,41
16 147 323 71 127 2,37
32 339 755 163 307 2,33
64 111 1731 371 723 2,29
128 1731 3907 835 1667 2,25
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2.3. Сведение Д К П  нечетной длины 
к ДПФ  вещественной последовательности той же длины

Следуя [6], представим ДКП нечетной длины N  в виде

N -1
:(ni)=  ^  x(n)cos

п =О

. ( п + 1Л)

N

т CV-1
= Re< ^  х(п)е> (2и+1)я

(2 . 12)
,п=  О

где со = ехр 

Пусть

j - первообразный корень степени 4N  из единицы.

, ч [х(п)  приГ = 2и+1;
У \ Ч  = \[О приГ  = 2и;

тогда соотношение (2.12) примет вид

[ 2 jV-1

x(m ) = Re< ^  У{к) 03
I п= О

km (2.13)

При нечетном N  числа 4 и Л' взаимно просты, декомпозиция Гуда- 
Томаса [2, 16, 26] по формулам (1.16), (1.17) при Р =4 и Q=N выполня
ется без дополнительных умножений.

Преобразование индексов (1.13), ограничения в (2.12) и (2.13) на 
диапазон изменения индексов т и к, а также обращение в нуль функ

ции у ( /г) при четных к  выделяют в двумерных массивах размера 4 xN

«допустимые» подмножества К  и М  для пар ( k^ . k j )  (аналог (п\ . п2 ) в

(1.13) - (1.15)) и (/77̂ , /772 ) . Кроме того, приГ’=4 корень а  в (1.13) равен 

мнимой единице /. Тогда из (2.13) по аналогии с (1.14) получается:

Y( mh m2 )= Y ,
к2=0

N -1

X  у{къ к2 )Р ^ 1
V*1=°

ik2т2 (2.14)

Так как «допустимое» подмножество индексов К  сформирова

но так, что у ( к ъ к2 ) отлично от нуля только при ( ^ ,Г 2 )еАГ, то и
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суммирование в (2.14) выполняется только при ( k ^ . k j ) ^  К . то есть 

при к2 =\,Ъ . Этот факт позволяет привести выражение (2.14) к виду

x(m ) = Re 

где z ( k x) =

N -1
2 Z  z { h ) ^

k^= 0

H kb 0

(2.15)

при (kx , \ ) & K  

у  ( N - k x, 3) при (kx , 3 ) e K
,p = e x p j 2 i}

Таким образом, ДКП нечетной длины N  сведено к вещественному 
преобразованию Фурье той же длины.

2.4. Пример. Алгоритм дискретного 
косинусного преобразования длиной N=3k

Следуя [7], представим ДКП нечетной длины N  в виде

N -1
'■{т)  = Z  x(«)cos

п =О

{n+Yi)
N

т CV-1

=Re Z  х (п) со(2и+1)я (2.16)
, п =О

где со=ехр|-|^-| - первообразный корень степени 4N  из единицы. 

Пусть

\х (п ) при к = 2п+1; 
g ( t ) = |o  при к = 2п\

тогда соотношение (2.16) примет вид

2ЛМ
:(ra) = Re Z  ё { к ) СО (2.17)

п=  О

При нечетном N  числа 4 и Л' взаимно просты, декомпозиция Гуда- 
Томаса (см. п .1.3.4) по формулам (1.16), (1.17) при Р=4 и Q=N выпол
няется без дополнительных умножений.

Преобразование индексов (1.13), ограничения в (2.16) и (2.17) на 
диапазон изменения индексов т и к, а также обращение в нуль функ

ции g ( k ) при четных к выделяют в двумерных массивах размера 4хА' 
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«допустимые » подмножества К и М  для пар (к\ , kj  ) (аналог (п\ . nj  )

в (1.13) - (1.15)) и (см. рис 2.2). Кроме того, при Р=4 корень

а  в (1.15) равен мнимой единице /. Тогда из (2.17) по аналогии с (1.18) 
получается:

3
G(mb m2 )= Y j

к-

со

12"

к 2

N - 1

VAT=°

j h m2

К

(2.18)

3 27 31 35 3 7 77 75 19 23

2 18 22 26 30 34 2 6 10 14

1 9 13 77 21 25 29 33 7 5

0 0 4 8 12 16 20 24 28 32 к \

т 2 М
3 27 19 11 3 31 23 15 7 35

2 18 10 2 30 22 14 6 34 26

1 9 7 29 21 13 5 33 25 17

0 0 28 20 12 4 32 24 16 8 т 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Рис. 2.2. Допустимые области значений пар (кь к2) и ( т ь пъ) при N=9

Так как «допустимое» подмножество индексов К  сформировано 
так, что ^ ( k ^ . k j )  отлично от нуля только при (к\ . А". то и сумми

рование в (2.18) выполняется только при ( k ^ . k j ) ^ К  , то есть при 

kj  =1, 3. Этот факт позволяет привести выражение (2.18) к виду

где z ( k x) =

N -1
w,2 2 ]  z { h ) pAvWl 

Ау=0
(2.19)

(къ  1) при (кх, \ ) ^ К  
( N - k \ ,  3) при (^ ,3 )еА Г

27



Таким образом, ДКП нечетной длины N  сведено к вещественному

преобразованию Фурье той же длины. При N = 3r и использовании 
ДПФ, описанного в п. 1.3.6, оценки вычислительной сложности такого 
алгоритма ДКП имеют вид [7]:

3.1. Алгебраические принципы синтеза алгоритмов 
Д К П  коротких длин

3.1.1. Дискретное косинусное преобразование длины 8

В ненормализованной матричной форме ДКП (1.1) длины N=8 

принимает вид X = Fx , где X, х - восьмимерные векторы-столбцы 

выходного и входного сигналов, соответственно:

F - матрица ДКП, t - знак транспонирования.

После переупорядочивания компонент входного и выходного век
торов

матричное представление ДКП может быть записано в форме Y = Т^у , 

где 
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M ( N ) - N lo g 3 N  N , A (N j = 3Nlog37V-|7V. (2 .20)

3. Алгоритмы ДКП коротких длин

ХГ= (Х (0 ) ,. . . ,Х (7 ) ) ,  хг = (х (0 ) ,...х (7 )) ,

(3.1)
(Х (1 ) ,Х (5 ) ,Х (7 ) ,Х (3 ) ,Х (2 ) ,Х (6 ) ,Х (4 ) ,Х (0 ) ) ,

(3.2)



a с - d -b -a -c d Ьл
с d -b a -c -d b -a
d b a с - d -b - a - c
b - a с d -b a - c - d

f - I I f - I I
I f - I I f - I

g ~g g ~g g ~g g ~g
1 1 1 1 1 1 1 1 /

(3 .3)

где

a= cos
71 | ( 371 I I 3 n )—  ., o=cos —  L c=cos —

v l6> I. 1 6 / L i6  J

6 71 ^
, /  =  COS

r 2 k "] f  4 k
---- — , g= cos —
16 J V 16 1 16

' =cos
7 71 

16

/=cos|^

Формирование из компонент вектора у вспомогательного массива:

^ ( 0 ) = j ( 0 ) - j ( 4 ) ,  z ( l ) = y ( l ) - y (5 ) ,  z (2 ) = y ( 2 ) - y ( 6 ) ,

z (3) - y ( 3) - y ( 7)> z (4 )= (y (0 )+ y (4 ) )- (y (2 )+ y (6 ) ) ,

Ф )  (v ( l)  v(5)) ( r (3 )  r (7 )) . (3.4)

^(6)=[(>’(0)+>'(4))+(>’(2)+>’(6))]-[(>’(1)+>'(5))+(>’(3)+>'(7))]^

z (7)=[(^(°)+^(4))+(^(2)+^(6))]+[(^(1)+^(5))+(^(3)+^(7))]- 

требует 14 операций вещественного сложения. После этого выполне
ние косинусного преобразования сводится к следующим матричным 
вычислениям:

с - d  -* Y z (0 )^  

z (l)  
z (  2)

A 3),

f Y ( 0)^ (  
7(1) 

7 (2 )  

7 (3 ) v

a
с d  -b  

d b 
b - a

a
a с 
с d

(3.5)
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/ ( 5 ) Д /  f ) { z { 5 ) /

7 (6 )  = g z ( 6 ),
7 (7 )  = z (7 ).

(3.6)

(3.7)

Лемма 3.1. а) Вычисление матричного произведения (3.5) эквива

лентно вычислению произведения элементов s ,p e A ^  :

и, в соответствии с утверждением (г) Леммы 8.1, требует девять 
операций вещественного умножения и пятнадцать операций вещест
венного сложения.

б) Вычисление матричного произведения (3.6) эквивалентно вы

числению произведения элементов q, г е :

и, в соответствии с утверждением (а) Леммы 8.1 требует три опе
рации вещественного умножения и три операции вещественного сло
жения.

в) Вычисление по формуле (3.7) требует одной операции вещест
венного умножения.

Суммарная сложность алгоритма ДКП длины 8 с учетом формиро
вания вспомогательных переменных z(0),...,z(7) составляет 9+3+1=13 

операций умножения и 14+15+3=32 операции сложения.
Замечание 3.1. Структура рассмотренного алгоритма не зависит от 

конкретных значений параметров а, Ь, ..., g. Пусть

Тогда умножение в (3.7) становится тривиальным, в матричном 
произведении (3.6) остается два умножения. Вычисление правой части 
соотношения (3.5) требует восемь операций умножения. А умножения

sp= (c+ aej +be 2 +de 3 ) (z (0 )+ z  ( 1) el+ z ( 2 ) e2 + z ( 3 )e3),

q r = ( /+ /e i ) ( z ( 4 )  +z ( 5 + 1 ).
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на g, е, с объединяются с нормализацией компонент косинусного спек
тра (с умножениями на коэффициент Хт ) в (1.1). Таким образом, 

предложенный алгоритм ДКП длины 8 требует 2+8=10 операций ум
ножения и 32 операции сложения.

Замечание 3.2. Анализ утверждений Леммы 8.3 позволяет утвер
ждать, что алгоритм ДКП длины N=8 может быть реализован как 
«макрооперация» умножения элементов восьмимерной алгебры

в 8 +a | 4)©c ©r ©r .

Таким образом, принципиальная схема алгоритма представляет со
бой следующую последовательность действий:

R8 ------- » в8 + a 1(-4)©c ©r ©r ------- >• R8

Входные
данные

Действие 
линейно
го опера

тора

Умножение элементов 
алгебры

Действие линей
ного оператора 

(проекция)

Выходные данные 
(спектр)

Подробная схема алгоритма (направленный граф) изображена на 
рис. 3.1.

*G.

/. / и+е

Рис. 3.1. Схема (направленный граф) алгоритма ДКП длины jV =8
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3.1.2. Связь между алгебраическими свойствами значений 
базисных функций ДКП и структурой матрицы преобразования

Нетрудно заметить, что матрица Tg представима в факторизован

ном виде

т8 = а в с ,

где А = Eg - единичная матрица восьмого порядка,

с -с

Ъ

-а

-Ъ
а
с

-Ъ
а
с

/  - I  
I /

(1

С =

-1

-1

1
-1

1

-1

1

1

-1
-1

1

1

-1

1

-1

-1

1

1

-1

-1

-1

1

(нулевые элементы матриц В, С не указаны).

Такое факторизованное представление матриц преобразований ха
рактерно для многих алгоритмов дискретных ортогональных преобра
зований: А - «матрица постсложений», С - «матрица предсложений», 
В - собственно матрица преобразования, которая может быть факто
ризована далее и приведена к форме, обеспечивающей реализацию 
«быстрых» алгоритмов умножения матриц специфического вида. Вне
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рассмотрения в этом случае остается арифметическая природа зави
симости значений базисных функций преобразования и возможности 
такой факторизации. Проанализируем эту зависимость.

Как уже отмечалось, формально базисные функции ДКП (1.1)

^ 2%(2П + Х)пЛ 1 С
C O S

AN
1

= — ехр
2

^2т(2п+\)тЛ f  2%i(2n+\)m 
  ------- — +exp —------------- -—

AN AN

выражаются через комплексные корни степени AN  из единицы, кото

рые, в свою очередь, принадлежат круговому полю СКссцдД , где 

2 та
сс>4 дг =ехр

AN

Круговое поле Q(« \ / ) как поле алгебраических чисел имеет сте

пень ф(М ) над Q , где ср(М) - функция Эйлера:

р - 1, еслиМ  = р , где/>-простое число;

р а~1 ( р - l) ,  еслиМ  = р а , где />-простое число; 

ф(А/| )ф(М 2 ), еслиМ  = М \М 2 , где н.о.д^ЛДА^) = 1,

Ф (М ) =

то есть имеет в рассматриваемом случае N  = 8 степень 16 над Q . Но 

значения базисных функций

^ 2% (2п+\)т '\
hm (n) = cos

AN

принадлежат подполю СКоцд? ч-ацдД этого поля, имеющего, как поле 

алгебраических чисел, степень в два раза меньшую над Q :

0 (а>4дг +cc>4;y):Q =~ф (4А 0=8.

Принадлежность значений hm (n) при конкретных т,п подполям

меньшей степени алгебраичности, в силу нечетности числа (2 п + \).

определяется исключительно четностью индекса т (специфика рас
сматриваемого случая N  = 8). Степень алгебраичности этих подполей
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может быть равной 1, 2, 4 в зависимости от 2-адического показателя 
выходного индекса т.

В таблице 3.1 указаны степени алгебраичности подполей, которым 
принадлежат значения базисных функций hm (п).

Перестановка строк таблицы в зависимости от новой индексации 
выходного массива (3.1) переводит таблицу 3.1 в таблицу 3.2.

Перестановка строк таблицы в зависимости от новой индексации 
входного массива (3.2) приводит таблицу 3.2 к форме ассоциирован
ной с блочной структурой матрицы (3.3). Таким образом, эта блочная 
структура связана со структурой «башни» полей алгебраических чи
сел, которым принадлежат значения базисных функций hm (п ) преоб

разования (1.1).

Таблица 3.1

X 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 8 8 8 8 8 8 8 8
2 4 4 4 4 4 4 4 4
3 8 8 8 8 8 8 8 8
4 2 2 2 2 2 2 2 2
5 8 8 8 8 8 8 8 8
6 4 4 4 4 4 4 4 4
7 8 8 8 8 8 8 8 8

Таблица 3.2
\ и
т\ 0 1 2 3 4 5 6 7

1 8 8 8 8 8 8 8 8
5 8 8 8 8 8 8 8 8
7 8 8 8 8 8 8 8 8
3 8 8 8 8 8 8 8 8
2 4 4 4 4 4 4 4 4
6 4 4 4 4 4 4 4 4
4 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
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3.2. Примеры алгоритмов Д К П  
с минимальной арифметической сложностью

3.2.1. Алгоритм ДКП длины 9

Аналогичная, но более сложная картина распределения значений 
базисных функций имеет место и для других длин преобразования 
(1.1). Это усложнение связано с тем, что в отличие от случая N=8, 
число (2п+1) в выражении базисных функций

^ 2к(2п+ \^т ^
,(«) = cos

4 N

может иметь общий множитель с числом N  -  длиной преобразования, 
что влечет более сложное распределение степени алгебраичности зна
чений базисных функций преобразования не только в столбцах матри
цы преобразования, но и в ее строках.

Действительно, пусть N=9. Как и ранее, формально базисные 
функции ДКП (1.1) выражаются через комплексные корни степе
ни 4 N , то есть, в рассматриваемом случае через корни степени 36 из 
единицы, которые, в свою очередь, принадлежат круговому полю

Q(®4jv ) = Q(<b36) и [Q(®36):Q]=12-

В действительности, значения базисных функций, именно, соот
ветствующих значений косинусной функции, имеют степень алгебра
ичности, как минимум, в два раза меньшую, то есть принадлежат по

лю алгебраических чисел Q ( « > 3 6  +«>зб) и

Q(co36+co36):Q = ~ф(36) = 6 .

Кроме того, при конкретных значениях т, п числитель дроби

т{2п+\) т{2п+\)
4 N  ~ 4-9

может иметь общий числитель со знаменателем, что еще более пони
жает алгебраичность соответствующих значений базисных функций.
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В таблице 3.3 приведены данные о распределении степени алгебраич
ности этих функций.

Таблица 3.3

'Чч\  п
т

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 6 2 6 6 0 6 6 2 6
2 3 1 3 3 0 3 3 1 3
3 2 0 2 2 0 2 2 0 2
4 3 1 3 3 1 3 3 1 3
5 6 2 6 6 0 6 6 2 6
6 2 1 2 2 1 2 2 1 2
7 6 2 6 6 0 6 6 2 6
8 3 1 3 3 1 3 3 1 3

После перестановки ряда строк и столбцов матрица ДКП длины 9 
принимает «блочный» вид, определяемый, как и в случае N=8, распре
делением степени алгебраичности базисных функций преобразования.

 ̂а d - d - с -а Ъ -b 0

с - d а -а d -с -Ь b 0

d а -с с - а - d -ь b 0
е - / ~g ~g - / е h h -1

т9 = g -е / / -е g -h -h 1

/ g -е -е g / -h -h 1
Ъ -Ъ -Ъ b Ъ -Ъ 0 0 0
h h h h h h -1 -1 -1
1

V
1 1 1 1 1 1 1 1

Лемма 3.2. Матричные умножения

' а с ш  ̂ е - / ~ g ' ( A )
Л

с --d а z ( \) и g -е f z(6 )
а А 2), [ f g ~e U 7))
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эквивалентны умножению элементов алгебры А ' ':

( - а е 2 - c t \  + t / ) ( z ( 0 ) e j  + z ( l ) e 2  + z  ( 2 ) )  И

( /е 2 -g e j - e ) ( z (6 )e 2 - г ( 5 ) е1 + z(7 )),

соответственно, и требуют, согласно утверждению (в) Леммы 8Л, по 4 
вещественных умножения и 14 вещественных сложений каждое.

Следствие 3.1. ДКП длины 9, реализуемое посредством умноже
ния на матрицу Тд выполняется за 8 умножений и 44 сложения (то 

есть, требует менее одного умножения и около пяти сложений на от
счет).

Замечание 3.3. Анализ утверждений Леммы 8.4 позволяет утвер
ждать, что алгоритм ДКП длины N=9 может быть реализован как 
«макрооперация» умножения элементов девятимерной алгебры

Bg = A (3)© A (3)© R © R © R ,

Схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис. 3.2.

d ‘-c‘

а'+с'

Рис. 3.2. Схема (направленный граф) алгоритма ДКП длиныN=9
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3.2.2. Алгоритм ДКП длины 10

С точностью до перестановки ряда строк и столбцов и переобозна
чений элементов (значений базисных функций преобразования) мат
рица преобразования имеет вид

а Ъ d - d - c -b -a q V
b d -а - c с a - d -b -q q
с -а d -b b - d a -c q -q
d -с -b a -a b с - d q -q
1 / - I - I f I 0 0

Г1 0 - / - / I I - I f 0 0

g -h -h g g - h -h g - 1 - 1

h ~g ~g h h ~g ~g h 1 1

Ч -q q q - q - q q -q - q q
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

V /

Темма 3.3. а) Матричное умножение

' а Ъ с d N
b d  --а -c z (i)
с - а d -b z(2 )

,d - с -b a A 3),
(4 )

эквивалентно вычислению произведения элементов алгебры А ̂  '

(bej +ае-2 -се3 +t/)(z(0)ei +z(l)e2 +г(4)ез -z(3))

и требует согласно утверждению (д) Леммы 8.1 пяти вещественных 
умножений и пятнадцати вещественных сложений,

б) Вычисление матричного произведения

( 1 ЛМ4)̂
/  - I (5)

эквивалентно вычислению произведения элементов алгебры A j(2).

( /+ /e i ) ( z (4 ) - z ( 5 ) e i)
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и, в соответствии с утверждением (а) Леммы 1.1, требует три опе
рации вещественного умножения и три операции вещественного сло
жения.

в) Вычисление матричного произведения

Г g  - М

U - g ) U?)J
эквивалентно вычислению произведения элементов алгебры : 

(g+ he  i ) ( z ( 6 ) - z ( 7 ) e i )

и, в соответствии с Леммой 1.1(6), требует две операции вещест
венного умножения и четыре операции вещественного сложения.

Следствие 3.2. ДКП длины 10 посредством умножения на матрицу 
Tjq выполняется за 9 умножений и 43 сложения и эквивалентно ум

ножению элементов в алгебре

B |q=A.2  ̂©C©(R©R)©R©R.

Схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис.3.3.

А=(а'+сГ+Ъ'-сУУ В=(а'+сГ-Ъ'+сУУ C=(b'+c'-a'+dyi-,
D={a'-dyi\E=(b'+c'+a'-dyi-, F=(v'+hУ2; G=(v'-hy2 

Рис. 3.3. Схема (направленный граф) алгоритма ДКТ длины jV= 10
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3.2.3. Алгоритм ДКП длины 12

Аналогичные утверждения справедливы для N=12.
С точностью до перестановки ряда строк и столбцов матрица пре

образования имеет вид

а с - / -d d / -с -а Ъ е -е -b

с -а -d / - / d а -с -е b -b е

/ d а с -с -а -d - / -е b -Ь е
d - / с -а а -с / -d -Ь -е е b

g 1 -g -1 -1 -g 1 g h -h -h h
I g -1 -g -g -1 g I -h h h -h
b -е е Ъ -Ъ -е е -b е -b b -е
е Ъ -Ъ е -е Ъ -Ъ -е -b -е е b

Р -Р Р -Р -Р Р -Р Р 0 0 0 0

Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч -1 -1 -1 -1

V 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 /

где

Лемма 3.4. Умножение матрицы Д К П  длины 12 на входной век
тор эквивалентно

(4 )
а) умножению переменного элемента алгебры ’ на постоян

ный элемент этой же алгебры;

б) умножению переменного элемента алгебры А ^  на постоян

ный элемент этой же алгебры;
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в) умножению переменного элемента алгебры ' на постоян

ный элемент этой же алгебры;
г) дополнительным умножениям констант на переменные и вспо

могательным сложениям.
Следствие 3.3. ДКП длины 12, реализуемое посредством умноже

ния на матрицу Т ^ , выполняется за 13 умножений и 55 сложений и 

эквивалентно умножению элементов в алгебре

В|2 =А-|  ̂®C©(R©R)©R©R©R©R.

Схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис.3.4.

Y t

(у'+/')/2

Ь'+е'

е'-Ь'

Ь '- р .1

Ь'+е'

A=(a'-d'-c'-u')/2;B=(a'+d+c'-u')/2;C=(c'+u')/2;
D=(c'-u')/2; E=(a'-d'+c'+u')/2; F=(a'+d'-c'+u')/2 

Рис 3.4. Схема (направленный граф) алгоритма ДКТ длины N = 12
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3.2.4. Алгоритм ДКП длины 15

С точностью до перестановки строк и столбцов матрица преобра
зования имеет вид

(

4 5

а d / g -g - / -d -а b е -е -Ь с -с 0
d / -g -а а g - / -d -е b -Ь е -с с 0
/ -g а -d d -а g - / -Ь -е е b с -с 0
g -а -d / - / d s -g -е b -Ь е с -с 0
h Р -S -ч -ч -S Р h 1 -г -г 1 и и - 1

Ч -h -Р S S -Р -h Ч г -1 -1 г -и -и 1

s Ч -h -Р -Р -h Ч s -1 г г -1 -и -и 1

Р -S -ч h h -ч -s Р -г 1 1 -г и и - 1

Ъ -е -Ъ -е е Ъ е -b е -Ь b -е 0 0 0
е b -е b -Ь е -b -е -Ь -е е b 0 0 0
1 -г 1 -г -г 1 -г I -г 1 1 -г - 1 - 1 - 1

г -1 г -1 -1 г -I г -1 г г -1 1 1 1

с -с с с -с -с с -с 0 0 0 0 -с с 0
и и и и и и и и - 1 - 1 - 1 - 1 и и - 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
где

а=со*(УзоУ d =cos

h = c o s(y i5 ), p = cos

ь=соАУ\У e=cos(

c =c0S( y 6 ), M = C O S ^ '

7̂71. 

371,

3 0 )

Я

Я

/= c o s ( 1 171, g = C O S ^7t-

5 =  C O S 471, r=cos

/ = c o s (% ), r=cos

(

Лемма 3.5. Умножение матрицы ДК П  длины 15 на входной вектор

эквивалентно двум умножениям переменного элемента алгебры  А (4)

на постоянный элемент этой же алгебры; умножению переменного 

элемента алгебры на постоянный элемент этой же алгебры;
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умножению переменного элемента алгебры  А 2  на постоянный эле

мент этой же алгебры; дополнительным умножениям констант на 
переменные и вспомогательным сложениям и, следовательно, выпол
няется за 24 умножения и 83 сложения и эквивалентно умножению 
элементов в алгебре

В15 =А ^  ® А ^  ®C©(R©R)©R©R©R.

Схема алгоритма ДКП длины 15 изображена на рис. 3.5.

е-Ь

A=(h-s+p-q)l2; B=(h-s-p+q)H; C=(p+q-h-s)/2; D=(h+s)l2; E=(h+s+p+q)l2;
F= a'+ d'+ y'-vG=(rf'-v')/2; H=(d’+v')!2\ /=(/-r)/2; J=(/+r)/2;

Рис. 3.5. Схема (направленный граф) алгоритма ДКТ длины jV=15
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3.2.5. Некоторые экспериментальные результаты

В качестве основы для сравнительного анализа вычислительной 
сложности синтезированных алгоритмов был использован алгоритм 
работы [15], синтезированный для ДКП произвольных длин, оценки

сложности которого при N  = 2^ совпадают с оценками сложности 
лучших из известных алгоритмов ДКП [9, 20, 29].

В таблице 3.4 приведено количество операций, необходимых для 
вычисления ДКП предложенным алгоритмом и известным способом. 
На рис.3.6 приводится зависимость удельной мультипликативной 
сложности алгоритмов от длины преобразования.

Таблица 3.4
N Предложенные

алгоритмы
Алгоритм работы [15]

умножений сложений умножений сложений

8 10 32 12 29

9 8 44 11 44

10 9 43 15 36
12 13 51 20 43

15 21 82 35 89

M(N)!N  ■  Описанные алгоритмы 
П Известные алгоритмы

8 9 10 12 15 N
Рис. 3.6. Удельная мультипликативная сложность алгоритмов ДКП

На рис. 3.7 показана относительная характеристика т у / т 8 , где т8 - 

это время обработки изображения блоками 8x8 (тдг/т8 =1 при N= 8), 

размер изображения - 1024x1024 пиксела. Экспериментальное исследо
вание зависимости времени т у обработки изображения блочным 

ДКП от размера квадратного блока N  позволяет утверждать, что пред-
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ложенные алгоритмы ДКП гарантируют скорость обработки изображе
ния, близкую к скорости обработки лучшим из известных алгоритмов 
ДКП длины 8. Время обработки практически не возрастает с ростом N.

х\ ,хг -------------------------------------

о -----1-----1---- 1-----!-----1---1-----
8 9 10 II 12 13 14 N

Рис. 3.7. Относительное время обработки изображения 1024х 1024 пиксела
блочным ДКП

В таблице 3.5 приводятся сравнительные характеристики лучших 

с точки зрения вычислительной сложности алгоритмов ДКП длины 

N  = 8.

Таблица 3.5

Умножений Сложений
Автор(ы)

Chen, Smith, Fralick, 1977 [10] 16 26
Lee, 1984, [23] 12 29
Hou, 1987, [19] 12 29

Loeffler, Ligtenberg, Moschytz,1989, [24] 11 29
Чернов, Чичева, [12] 10 32

3.3. Алгорит мы ДК П , реализуемые в системах 
счисления с «косинусными» основаниями 

Рассмотрим популярную формулу элементарной тригонометрии:

2 cos j = sj2+2 cos cp

с естественными ограничениями на величину угла ср. Далее последо
вательно получаем

2 c o s | ^ j  = -^2+.N/2+2cos(p, 2cos coscp
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и так далее. Если значение coscp является квадратичной иррациональ

ностью, то, например, для ф = ^ 4  имеем

^ = 2 cos j = V2 +V 2 + W .

Легко проверить последовательным возведением в квадрат, что 
число Е, является корнем алгебраического уравнения

^8 -8 ^ б +20^4 -16^2 +2=0,

то есть целым алгебраическим числом. Непосредственно устанавлива
ется справедливость равенств

2cos^ j^ j=yj2+yf2 , 2 c o s^ Y ^ j= ^ 2 —\/"2—1J2 ,

2 c o s ^ j= V 2 + V 2 - V 2 ,  2 c o s ^ j = V 2 - V 2 ,

2cos^-^-j= V 2 , 2 c o s ^ ^ j= \ j2 —/ 2 +V 2  .

Из этих равенств следует, что числа 2 cos ( ^ { 6) ,£  = 0,1,...,7 пред" 

ставимы в «системе счисления с основанием Е, »:

2 cos (kl} { 6) = Y , a f h J
j =О

с целыми коэффициентами -  «цифрами» . Следовательно, умно

жение на 2 cos чисел, представленных в системе счисления с

основанием Е, , сводится к умножению полиномов с целыми коэффици

ентами.

В таблице 3.6. приведены значения цифр (верхний индекс

(*)  ̂опущен, a y  =ctj).
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Таблица 3.6

a0 °1 a2 «3 a4 °5 °6 °7

2cos(% ) 2 0 0 0 0 0 0 0

2cos(% ) 0 1 0 0 0 0 0 0

2cos(% ) -2 0 1 0 0 0 0 0

2 c o s ( 3 ^ 6) 0 -3 0 1 0 0 0 0

2cos(% ) 2 0 -4 0 1 0 0 0

2cos(% ) 0 5 0 -5 0 1 0 0

2cos(% ) -2 0 9 0 -6 0 1 0

2 c o s ( % ) 0 -7 0 14 0 -7 0 1

Из таблицы видно, что целые числа Оу имеют относительно ма

ленький динамический диапазон, «малобитовы». Следовательно, ум
ножение данных, представленных в системе счисления с основанием 
Е, , может быть реализовано посредством только сложений.

Отсюда следует алгоритм вычисления ДКП длины N  = 8 , эффектив
ность которого определяется, в основном, эффективностью аппаратной 
или программной реализации алгоритма перевода чисел из системы 
счисления с основанием £, в «общепринятую» систему счисления.

4. Применение ДКП в задачах обработки изображений 
на примере компрессии изображений

В настоящее время чрезвычайно широкое распространение полу
чил метод блочного кодирования изображений, который базируется на 
использовании обобщенного спектрального представления сигнала. 
Эффективность метода обусловливается тем, что спектральные ком
поненты изображения (трансформанты) могут быть статистически бо
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лее независимы, чем сами отсчеты сигнала, и, следовательно, нести ту 
же информацию при меньшем объеме передаваемых цифровых дан
ных.

Выбор преобразования в этом методе обусловлен следующими 
требованиями: преобразование должно быть обратимым, основная 
информация о сигнале должна быть сосредоточена по возможности в 
меньшем числе трансформант для обеспечения эффекта сжатия, пря
мое и обратное преобразование должны легко вычисляться. Идеаль
ным по второму требованию является преобразование Хотеллинга 
(дискретная версия Карунена-Лоэва), у которого наиболее быстро убы
вают дисперсии трансформант. Однако на практике оно не использует
ся, так как его базис жестко привязан к автоковариационной функции 
сигнала, и его необходимо строить заново для каждого нового класса 
сигналов. Кроме того, это преобразование не обладает быстрым алго
ритмом. Поэтому, как правило, используются известные алгоритмы 
спектральных преобразований, несколько проигрывающие в качестве, 
но выигрывающие в скорости. Наиболее близким по своим характери
стикам к преобразованию Карунена-Лоэва для широкого класса изо
бражений является дискретное косинусное преобразование (1.1).

Схема метода представлена на рис.4.1. Входное изображение разби
вается на квадратные блоки размером N xN  отсчетов, в каждом блоке 
выполняется двумерное дискретное косинусное преобразование. Затем 
производится отбор существенных трансформант и их квантование. Со
вокупность отобранных и квантованных трансформант для всех блоков 
составляет содержание сжатых данных.

Ниже описываются некоторые экспериментальные результаты по 
кодированию изображений с помощью ДКП блоками N x N  при раз
личных значениях N.

Входное изображение подвергалось кодированию с заданными ко
эффициентом сжатия К с , размером блока N  и типом преобразования 

Туре, затем восстанавливалось, и по разности исходного и восстанов
ленного изображений определялась среднеквадратичная ошибка 
(ошибка сжатия), внесенная в данные сквозной процедурой кодирова
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ния/декодирования. Ниже для краткости будем называть ее ошибкой 
сжатия (см. рис.4.2).

ДДКП

Входное изображение

Сжатые данные

Отбор и кодирование 
трансформант

Рис. 4.1. Схема метода кодирования с преобразованием

ддкп

Входное изображение

Сжатые данные

Отбор и кодирование 
трансформант

Рис. 4.2. Схема эксперимента по кодированию изображений

На рис. 4.3, 4.4, 4.5 приведены тестовые изображения «Портрет», 
«Аэрофотосъемка», «Глазное дно» и результаты их сжатия/восста-
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новления. Приведенные зависимости позволяют сделать вывод о том, 
что в принятом методе компрессии применение ДКП устойчиво дает 
хорошее качество сжатия. Расширение набора длин, для которых су
ществуют эффективные алгоритмы ДКП, позволяет выбрать размер 
блока, при котором ошибка сжатия при заданном коэффициенте сжа
тия будет наименьшей. Использование блоков нестандартных разме
ров (ЫФ8) позволяет уменьшить ошибку сжатия в 1,3-1,5 раза. Полу
ченные результаты подтверждаются и визуальным качеством восста
новленных изображений.

а) б)

Рис. 4.3. Результаты кодирования изображения «Портрет»: 
а) исходное изображение; б) зависимость ошибки сжатия от размера блока;

в) восстановленное изображение после кодирования 
при коэффициенте сжатия К  =6 и размере блока jV=9;
г) восстановленное изображение после кодирования 

при коэффициенте сжатия К  =6 и размере блока N=21
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a) б)

7

"о..

■о

12 16 20 24 2К
в) N=9 г) N=27

Рис. 4.4. Результаты кодирования изображения «Глазное дно»: 
а) исходное изображение; 

б) зависимость ошибки сжатия от размера блока;
в) восстановленное изображение после кодирования 

при коэффициенте сжатия А'с=10 и размере блока N=9;
г) восстановленное изображение после кодирования 

при коэффициенте сжатия А'с=10 и размере блока N=21
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a) б)

Рис. 4.5. Результаты кодирования изображения «Аэрофотосъемка»: 
а) исходное изображение; 

б) зависимость ошибки сжатия от размера блока;
в) восстановленное изображение после кодирования 
при коэффициенте сжатия К =  8 и размере блока N= 9;
г) восстановленное изображение после кодирования 

при коэффициенте сжатия К=  8 и размере блока N=27
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5. Задачи, упражнения, контрольные вопросы

5.1. Задачи, упражнения

5.1.1. По аналогии с п. 1.3.6 постройте алгоритм одномерного ДПФ 
с декомпозицией по основанию 5. Как будут выглядеть в этом случае 
у-коды? Выведите оценки сложности синтезированного алгоритма.

5.1.2. Синтезируйте соответствующий алгоритм ДКП длины 
N  = 5к. Покажите сведение ДКП к ДПФ. Выведите оценки вычисли
тельной сложности.

5.1.3. Покажите применение алгоритма из п. 2.2 для N=16.

5.1.4. Рассчитайте количество арифметических операций для обра
ботки изображения размером 2048x2048 пикселов блочным ДКП. Ис
пользуйте алгоритмы раздела 3, в предположении, что для двумерного 
блока используется построчно-столбцовый метод.

5.2. Контрольные вопросы

5.2.1. Какие методы декомпозиции одномерного ДПФ вы знаете? 
Какой из них наиболее эффективен в вычислительном отношении? Ка
кой наиболее просто реализовать?

5.2.2. В чем преимущество алгоритмов ДКП из пп.2.2, 2.3 по от
ношению к традиционному способу вычисления ДКП п.2.1?

5.2.3. С какой целью разрабатываются специальные алгоритмы 
ДКП коротких длин?

5.2.4. Назовите основные принципы построения алгоритмов ДКП 
коротких длин.

5.2.5. В каких задачах обработки изображений используется ДКП? 
Какие свойства ДКП определяют его применение в этих задачах?
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