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В данном пособии рассмотрены быстрые алгоритмы дискретного косинусного 
преобразования (ДКП) различных длин. Показано применение ДКП в различных задачах 
обработки изображений. Для полноты изложения приведены основные сведения из теории 
быстрых алгоритмов дискретных преобразований. На ДКП основаны известные методы 
компрессии изображений (стандарты JPEG, MPEG и др.), эффективные методы фильтрации, 
методы извлечения признаков и т.д. Широкое применение ДКП обусловлено уникальным 
сочетанием его позитивных качеств. Во-первых, базисные функции ДКП для многих 
сигналов, описываемых моделями стационарных случайных процессов, близки к базисным 
функциям преобразования Карунена-Лоэва (ПКЛ), т.е. позволяют описывать сигнал с 
заданной точностью минимальным числом спектральных компонент. Во-вторых, в отличие 
от ПКЛ, для ДКП существуют быстрые алгоритмы вычисления. В-третьих, так называемое 
"четное периодическое" продолжение сигнала, предполагаемое в ДКП, позволяет устранить 
вредные краевые эффекты при блочной обработке изображений. 

Пособие предназначено для магистров по направлению 010400.68 "Прикладная 
математика и информатика", обучающихся по программе «Математические и компьютерные 
методы обработки изображений и геоинформатики». 
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ БЫСТРЫХ 

АЛГОРИТМОВ ДИСКРЕТНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

1.1. Постановка задачи, основные идеи 

Дискретное косинусное нреобразование (ДКП): 

х(^т) = x(n)cos 
п=0 

т 
, (л7=0, N-1), (1.1) 

у 

где - нормирующие множители [1]: 

при тфО, 

при т = 0. 

(1.2) 

является одним из основных дискретных ортогональных преобразований (ДОП), 

используемых в обработке изображений. В частности, ДКП длины N=S является 

базовым нреобразованием для целого ряда современных стандартов кодирования 

(JPEG, MPEG, ITU-T [25, 31]). Однако метод блочного кодирования с 

преобразованием (на котором основываются перечисленные стандарты) не в полной 

мере учитывает особенности конкретного изображения. Попытки построения 

адаптивных алгоритмов кодирования на основе ДКП [13, 21, 22, 28] связаны, обычно, 

с резким увеличением вычислительной сложности ДКП при возрастании длины 

преобразования. Это связано с тем, что быстрые алгоритмы (БА) ДКП при Л^8 

изучены в значительно меньшей степени, чем ДКП длины 8, которым посвящено 

множество работ [1, 9, 20, 25, 29]. 

Большинство из известных БА ДКП, синтезированных для преобразований 

произвольных длин обладают относительно низкой асимптотической арифметической 

сложностью, но не учитывают реализационной специфики "коротких" длин: 

относительно небольшого числа различных значений базисных функций, высоких 

требований к структурной простоте, которая при небольшой длине преобразования 

является определяющей характеристикой быстродействия и т.д. 
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Например, в [1] предлагается метод сведения ДКП к дискретному 

преобразованию Фурье (ДПФ) вещественной последовательности двойной длины: 

Вычисление преобразования (1.3) для N=S и при использовании одного из 

лучших БА ДПФ (сплит-радикс алгоритма вещественного ДПФ [14]) длины 16 

требует согласно оценкам работы [18] 34 операции вещественного умножения и 56 

операций вещественного сложения, в то время как специфический алгоритм работы 

[9] требует всего 12 умножений и 29 сложений. Алгоритмы косинусного 

преобразования "нестандартных" длин N Ф 2^ [5,12] также не ориентированы на 

работу с "короткими" ДКП. В третьем разделе настоящего пособия будут показаны 

высокоскоростные БА ДКП для обработки двумерных массивов малых объемов 

(использование блоков AkTVnpn 8<Л/<16). 

Снижение вычислительной сложности достигается с помощью нового подхода 

к синтезу алгоритмов, связанного с интерпретацией вычисления ДКП как операций в 

ассоциированных алгебраических структурах. В качестве таких структур 

рассматриваются коммутативные конечномерные алгебры малых размерностей. И 

основной теоретической задачей раздела является анализ связи между 

алгебраическими характеристиками значений базисных функций ДКП и блочной 

структурой матрицы преобразования (1.1). А собственно синтез быстрых алгоритмов 

ДКП сводится к последовательной реализации двух основных идей. 

Первая основная идея. 

(а) Матрица ДКП имеет блочную структуру. Результат умножения такой 

матрицы на входной вектор сводится к умножению векторов из подпространств 

сигнального пространства на матрицы меньших размеров со специфическими 

свойствами "симметрии". Поэтому, шаг 1. давайте считать, что на входной сигнал 

Л=0 
(1.3) 

где 

л'(А) при 0<k<N-\ 

x{2N-k-\^ при N< k<2N 



действует линейный оператор, действие которого преобразует сигнал в вектор 

координат конечномерной алгебры относительно некоторого базиса. 

(b) Умножение подматриц на векторы соответствующих подпространств 

эквивалентно умножениям элементов некоторых конечномерных алгебр. Поэтому, 

шаг 2. и будем интерпретировать умножение преобразованного вектора на матрицу 

ДКП как умножение элементов алгебры. 

(c) В большинстве рассматриваемых случаев эти алгебры являются 

групповыми алгебрами циклических групп или их фактор-алгебрами. Умножение 

элементов таких алгебр эквивалентно умножению в полиномиальных кольцах (или 

циклической свертке). 

Поэтому, шаг 3. будем использовать для умножения элементов алгебры 

алгоритмы быстрого вычисления циклических сверток. 

Перепишем равенство (1.1) в форме 

271(2л+1)яг^ ( 271(2Л+1)яг^  ̂
х[ 

1 ( 
ехр 

^ л = 0  V V AN 
+ ехр 

V AN J J 

Формально, в правой части фигурируют комплексные корни степени 4 7V. В 

действительности, стенень алгебраичности значений функции 

^ ^2n[2n+l)ni"\ f 2n[2n+l)ni^^ 
cos 

2n[2n+l)ni 

\ 
AN 

exp 
V V 47V 

+ exp 
V 47V 

(1.4) 
у J 

над Q меньше в два раза, по крайней мере, и значения функций (1.4) при различных 

т, п связаны полиномиальными соотношениями. 

Вторая основная идея. 

Давайте выберем такой "экзотический" базис в поле алгебраических чисел, 

которому принадлежат значения функций (1.4), чтобы умножения полиномов, 

представляющих значения функций (1.4) в этом базисе, реализовывались по 

возможности наиболее простым образом в предположении, что проблема перевода 

входных и выходных данных из этого "экзотического " базиса в обычную позиционную 

систему счисления и обратно удовлетворительно решена аппаратными средствами. 



1.2. Сложность операции умножения в конечномерных алгебрах 

Рассмотрим некоторые cf-мерные алгебры А над R с базисом {1, . 

Типичный элемент а е  А записывается в виде 

d-l 
а = ад • 1 + ^ • 

7=1 

Сложение элементов выполняется покомпонентно, а умножение индуцируется 

заданными правилами умножения базисных элементов и определяет структуру 

алгебры на векторном пространстве . 

В пособии рассматриваются следующие конечномерные алгебры. 

(2) 
1. Двумерная алгебра ' с базисом {1. e j  И правилами умножения 

базисных элементов: 

1^=1 , е?=-1 . 

Эта алгебра изоморфна алгебра С комплексных чисел: 

(2) 
2. Двумерная алгебра A j  с базисом {1, e^j и правилами умножения 

базисных элементов: 

1^=1 , е?=1 . 

Эта алгебра "дуальных" чисел [4, 27] изоморфна прямой сумме R © R :  

{з) 
3. Трехмерная алгебра Л с базисом {1, е̂ , 62) и правилами умножения 

базисных элементов: 

ef=e2 '62=-®! ' 6162=6261=-! . 
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4. Четырехмерная алгебра с базисом {1, е̂ , 62, ез |  и правилами 

умножения базисных элементов: 

2 2 . 2  = -62 , 62 = -1 , ез = 62 , 

«162 =6261 = 6з, 6263 =6362 = -б1, 6163 =6361 = 1. 

5. Четырехмерная алгебра с базисом {1, 6̂ , 62, 63) и правилами 

умножения базисных элементов: 

2 2 , 2  ei = 62 , 62 =1 , 63 = 62 , 

6162 =6261 = 63, 6263 = 6362 = 61,6163 =6361 = 1. 

6. Четырехмерная алгебра с базисом {1, 6̂ , 62, 63) и правилами 

умножения базисных элементов: 

2 -t 2 -t 2 -t ei =-1, 62=1 , 63 =-1, 

6162 =6261 = -63, 6263 =6362 = -61, 6163 =6361 = 62. 

Следующая Лемма 1.1. устанавливает связь сложности арифметических 

операций в рассматриваемых алгебрах и легко проверяемыми правилами умножения 

в нолиномиальных кольцах. Отметим, что для последних известны (см., например, 

[8]) неулучшаемые оценки сложности реализации таких операций. Вследствие этого, 

справедливо следующее утверждение. 

Лемма 1.1. 

а) Умножение элементов 

(ао+ai6i),(Po+Р161) е ^ 

равносильно умножению полиномов 

(<̂ 0+ ociO(Po+ PlO |mod|?^+ljj 

и требует 3умножений и 3 сложений . 
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б) Умножение элементов 

(ао + ), (Ро + Piê  )е 

равносильно умножению полиномов 

(ao + ai?)(Po + Pi?) (mod(?^-l)J 

и требует 2умножений и 4 сложений. 

в) Умножение элементов 

(ао + ) '  (Ро + Pl®l + Р2®2) е И.*- ^ 

равносильно умножению полиномов 

(осо + oci?+a2?^j|Po +Pi?+P2?^j + l j j  

и требует 4умножений и 14 сложений. 

г) Умножение элементов 

(ао + а̂ е̂  + а2^2 + азСз) (Ро + Piê  + ̂ 2^2 + Рз®з) ^ ^ 

равносильно умножению полиномов 

(ао + ai?-a2?^ -аз?^ j|Po + + l j j  

и требует 9умножений и 15 сложений. 

д) Умножение элементов 

(ао + а^е^ + а2е2 + азСз), (Ро + Pi^i + Р2е2 + РзСз) g равносильно умножению 

полиномов 

| ао  + а]̂ ?+а2?  ̂+ аз?^j|Ро + Р]^?+Р2^"'"Ps^ ĵ |niod|?^—ijj 

и требует 5умножений и 15 сложений. 

Доказательство. Равносильность умножений в алгебрах и полиномиальных 

кольцах проверяется непосредственно. Сложность операций умножения последних 

показана, например, в [8]. 
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(4) 
Лемма 1.2. Алгебра изоморфна прямой сумме С©С : 

C©C = {(zi,Z2):  zi=ai + biii, Z2 = a2 + b2i2, 

\=i2=-l, ai,a2,t\,b2&^ 

Доказательство. Элементы 

Ео=(1Д) ' Щ = {Ь-'~Ь) •> Е2=(-1Д) , Щ={11,12) G с © с  

образуют базис алгебры С ©С над R. Отображение ф, определенное для базисных 

(4) 
элементов алгебр и С © С как 

ф: ei , ф : е2^ ( -1 ,  1) , 

ф: ез 12) , ф: 1^(1,  1) 

продолжается R-линейно до изоморфизма соответствующих четырехмерных алгебр. 

Линейный оператор L, определенный на пространстве алгебры С © С образами 

базисных элементов 

1 ( Е „ )  = ̂ ( Е О - Е 2 )  , i ( E i )  = ̂ ( E | + E 3 )  , 

i ( E 2 )  = i ( E „  + E 2 )  , 1 ( Е з )  = 1 ( Е з - Е 1 )  , 

преобразует базис {Eq, Ej, Е2, E3I в стандартный" базис {ад, (̂ 2, с̂ з) 

алгебры С © С, рассматриваемой как четырехмерная R-алгебра: 

GQ =/-(EQ) = (l + O-̂ , 0 + 0-i2) , (Tj =/-(EJ) = (O + î , 0 + 0-i2) , 

(̂ 2 =-^(E2) = (0 + 0• l + O'i^) 5 ^3 ~-^(^3) = (0 + 0• 0 + 72) • 

Следствие 1.1. Умножение постоянного элемента 

(4) 
а = ag + ос̂ е̂  + 06262 + 06363 на элемент b = Pq + Р̂б̂ + Р2е2 + РзСз алгебры 

требует 6 вещественных умножений и 10 вещественных сложений. 

Доказательство. Сложность рассматриваемого умножения складывается из 

умножения двух нар комплексных чисел (элементов алгебры С © С в 
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базисе {gq, а2, с̂ з) ) и сложности преобразования элементов при замене базиса 

{Eq, Ej, Е2, E3I на базис {ад, а2, с̂ з) . Для умножения двух нар 

комплексных чисел достаточно 3+3 умножений и 3+3 сложений [8]. Для 

преобразования элементов переменного вектора достаточно 4 сложений. 

Другие необходимые примеры алгебр рассматриваются в разделе по мере их 

использования. 

1.3. Основные схемы редукции вспомогательного дискретного 

преобразования Фурье (ДПФ) 

1.3.1. Декомпозиция Кули-Тьюки "по основанию 2" 

Пусть х(^п)еС есть Л/-периодическая последовательность, N=2^ , Х(^т) -

её дискретный спектр Фурье: 

п=0 

Сумма в правой части соотношения (1.5) может быть нредставлена для О < т< ^-1 

в виде двух сумм длиной ^ : 

(1.6) 

Х^(т) + 0)"'Х^(т) 

Здесь 

/ т \ тп / т \ тп 
^о(^)= Е 42л)(о) j , Xi{in)=Y x{2n+l)i^cd j 

n=0 n=0 

- спектры Фурье ^ -периодичных подпоследовательностей. Таким образом, ДПФ 

длиной N сведено к двум преобразованиям Фурье длиной и к 

ы/ У дополнительным умножениям на степени со для О < яг < % - 1  • Так как со̂  ̂ = -1 , то 

вычисление F(ni) для ^ < яг < N-1 выполняется без дополнительных умножений: 
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X(̂ in  ̂+ ̂ ^  = Xq^IU^)-((/"*Xi[in^) , 0 < я г * < ^ - 1 .  (1.7) 

Мультипликативная M(̂ N) и аддитивная A(̂ N) сложность такого алгоритма 

равны, соответственно: 

M(N)<\mog2N-\N , A (N)<\mog2N-\N,  (1.8) 

Изложенный алгоритм принято называть быстрым преобразованием Фурье 

(БПФ) по основанию 2. 

1.3.2. Декомпозиция Кули-Тьюки "по основапию 4" 

Аналогичным образом строится алгоритм БПФ "по основанию 4" нри 7V= 4^ . 

Сумма для Х{т) в (1.5) разбивается на четыре части: 

т-1 тп ±. 
Х(т)= ^ j +0)™^ ^(4^+1)^0)^ j + 

л=0 л=0 

тп 

f-1 
+0)^™ ^ л'(4л+2)|(!1)^j х{4п+3) 

п=0 п=0 

Xq {т) + ̂ "'Xi {т) + а?"'Х2 {т) + {т) 

0< т< ^-1 • 

со 
тп 

(1.9) 

Соотношение (1.8) редуцирует вычисление ДПФ (1.5) к вычислению четырех ДПФ 

длинои N/ и к 3N/ дополнительным умножениям на степени w. Так как при 

стандартном машинном представлении комплексных чисел умножения на степени 
т/ мнимой единицы i являются тривиальными, значения спектра при < ni< N—1 

вычисляются без дополнительных умножений следуюгцим образом: 

+Л7*| 

V 

К 
4 

1 1 1 1  
1 i -1 -J 

1 - 1  1 - 1  

1 - i  -1 i V 

0 < Л7* < ^ - 1 .  

(D'"*Xi(m'') 
(1.10) 
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Оценки вычислительной сложности такого алгоритма имеют вид: 

M {N)<^mog2N-^N ,  A { N ) < ^ m o g 2 N - ^ N  . (1.11) 

1.3.3. Декомпозиция Кули-Тьюки с расщеплением основапия 

(сплит-радикс алгоритм) 

Пусть N = 2^ , тогда преобразование (1.5) для 0 < л 7 < ^ - 1  может быть 

записано в следующем виде [3]: 

ж_1 Ж_1 2 , . тп 4 , . тп 
Л'(ш) = х(2л) 0)2 +(0'"2;х(4л+1) О)" + 

л=0 л=0 

^-1 о ^ / л \П1П 
+ ю^ ° 'Х44л+3 )  to"' 

л=0 

Здесь ДПФ длиной N сведено к одному ДПФ длиной ^ , двум ДПФ длиной ^ и к 

дополнительным умножениям на степени w. Вычисление Xi^ni) для 

^ < т< N — \ выполняются без дополнительных умножений: 

Ь ,  , 0  ,лГ 

ЧЬ-"*) [о / 1 -/ 

+ 1 - 1 0 - 1  A'o(^ + i?2*) ' 

0<nf< ^ - 1  

где 

t !  / 9 ^ -^oW= E )  ' 
n=0 

iV_l iV_l 
4 , .\mn 4 , .\mn 

^ l ( ^ )=  Z ^(4л+1)(ю ) , X2(m)=Y^ ̂ (4л+3)(ю ) . 
л=0 л=0 

Оценки вычислительной сложности для этого алгоритма равны: 
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M(N)<N\o§,2N-3N , A(N)<3mo§,2N-3N . (1.12) 

1.3.4. Декомпозиция ДПФ Гуда-Томаса 

Другим известным способом быстрого вычисления ДПФ является 

декомпозиция Гуда-Томаса [17, 30], применяемая в тех случаях, когда длина 

преобразования N = Р- Q , где Ри Q- взаимно просты. 

Пусть a = exp |^" j^ j  , Р = е х р | ^ ' ^ |  - первообразные комплексные корни из 

единицы стенени Р и Q, соответственно. Представим индексы входной и выходной 

последовательности в виде: 

(п = Рп\ + Опп 
, (1.13) 

[т= Ращ + Qbm2 

где аш b определяются из условий 

Р а = \ (mod Q) 
) [ . (1.14) 

Qb = l (mod Р) 

После введения обозначений х{̂ 1\,П2) = x{̂ Pi\ +Qn2) , 

X{^п\,т2) = Х{^Рап\ + Qbm2) соотношение (1.5) примет вид: 

Х{щ,т2)= ^ I х { щ , П 2 ) J =  
=0/32=0 

Q-1 Р-\ ^ ^ 

п1=0п2=0 

В силу (1.14) справедливо равенство: 

Q-1 Р-\ 
Х(щ,т2)= 2 ]  Z y/Q{bi\m2 + ап2Щ 

=0/32=0 

Z I 5г(л1,л2)|3'«а'«^ 
п1=0п2=0 

(1.15) 

где 
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13= exp{2̂ '%,} = 

a= exp j ^^^^ j  = expj^^^l = co .̂ 

Из последнего равенства (1.15) следует: 

Х{щ,т2)= X 
Л2=0 1,4=0 

а Л2Ш2 (1.16) 

или 

р-1 
А' (Ращ + Qbm2) = ^ 

Л2=0 

X х(РЛ1 + (2/72)Г1"'1 
Л̂1=0 

а Л2Ш2 (1.17) 

Так как для описанного шага декомпозиции справедливо неравенство: 

M{N) = М(Р) • Q+ M(Q) •P<QF^ + P(f = N(P+ Q)<N^, (1.18) 

то применение этого приема тем эффективнее, чем на большее число взаимно 

простых сомножителей разлагается число N. 

1.3.5. Декомпозиция Кули-Тьюки "по основапию р" 

Пусть N = р'^ , преобразование входной последовательности х(п) определено 

соотношением (1.7). Тогда нри т = 0, 1, ...,^^-1 спектр X(ni) может быть 

представлен в виде: 

X (яг) 

х1т+^ 
\ Р 

х{т+ 2— 
\ Р 

xim+[p-l) 

1 1 

1 у 

1 

р - 1  

2(р-1) 

1 уР~̂ ... Y ,(р-1Г 

0̂ W 
m/"Xi (т) 

w'^'Xj (яг) (1.19) 

где Xj[m) { j  = 0, l,...,p-l) есть ДПФ длиной ^ N/ . 
Р • 
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iv_i 
P / \пш 

, (1-20) 
л=0 

ю = exp j^^^ l  , 7 = e x p | ^ ' ^ |  - первообразные корни из единицы степени 7V и р 

соответственно. 

Равенства (1.19), (1.20) сводят вычисление ДПФ длиной N к вычислению р раз 

ДПФ длиной с последующей последовательной редукцией к вычислению 

одноточечных преобразований. Спецификой случая N = р'^ при рф2,4 является 

наличие в правой части (1.19) умножений на степени константы у, что увеличивает 

вычислительную сложность алгоритма по сравнению с БПФ но основанию 2 и 4 [2, 

4], где аналогичные умножения тривиальны (умножение на ±1, ±1). 

В работе [11] предложено специальное представление данных (значений 

преобразуемого сигнала х(п) и комплексных параметров) в, так называемых, у-кодах, 

которое позволяет сделать эти умножения тривиальными. 

Пусть 'у=ехр|27^| - первообразный комплексный корень степени р из 

единицы. Тогда для комплексного числа с наряду с обычной алгебраической формой 

представления с= а+Ы возможна и форма 

с= С1У+ С2^ + ... + = ал-Ы , (1-21) 

где вегцественные q,..., Cp_i связаны с вегцественными а, b соотношениями 

р-1 
cos27rV 

к=\ 
< 

р-\ 

b='Yj Cj( sin 2л : ^  
k=l ^ 

Упорядоченный набор из {р-1) числа {с\, •••, Ср-\) , ассоциированный с 

представлением с в форме (1.21), будем называть у-кодом числа z. 

Арифметические действия над комплексными числами индуцируют правила 

действий над кодами. Сложение чисел в у-кодах производится покомпонентно. 
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умножение чисел в у-кодах сводится к нахождению циклической свертки у-кодов. 

2 1 Умножения на у, у , • ••, выполняются с помощью у-кодов без вещественных 

умножений и сводятся лишь к смене знака, суммированию и перестановке части 

компонент кода [11]. 

Так как вычисление циклической свертки произвольной длины есть типичная 

(и непростая) задача цифровой обработки сигналов, то в настоящей главе мы 

ограничиваемся рассмотрением случая р^З, для которого переход к у-кодам наиболее 

эффективен и нагляден. 

1.3.6. Алгоритм одномерного ДПФ при длине преобразования N=3*̂ 

Пусть р^З, N=3^ , 

y=exp(2:r^j = i^-l + iV3), у = ̂ (-1-;л/з) , 

тогда равенство (1.21) примет вид (см. рис. 1.1): 

с= а + Ы = ху+ уу , 

где y = { - y s ) - ' ' -

Арифметические операции над кодами определяются равенствами: 

{x,y) + {u,v) = {x+u,y+v) , (1.22) 

{х, у) • {и, v) = ((/- x){v- и) - хи, {у-x){v- и) -yv) . 

Поэтому сложность операций сложения и умножения в кодах совпадает со 

сложностью сложения и умножения комплексных чисел, а именно, сложение в кодах 

реализуется при помощи двух вещественных сложений, умножение в кодах 

реализуется через три вещественных умножения и три вещественных сложения (как 

обычно, считается, что сложения комнонент кода базисных функций выполнены 

заранее). 

Умножение на числа у и у ,  имеющие коды (1,0) и (0,1), соответственно, 

определяется равенствами: 
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(l,0)-(u,v) = (-v, u-v) 

(0,\)-(u,v) = (v-u,-u) ' 

и не содержит нетривиальных вещественных умножений. 

Этот факт позволяет снизить вычислительную сложность алгоритма БПФ 

именно благодаря простой реализации умножений на степени у, удельный вклад 

которых в быстрый алгоритм ДПФ, реализуемый на основе декомпозиции (1.19) 

весьма высок. 

При р=Ъ соотношение (1.19) нринимает вид: 

и нетрудно показать, что оценки вычислительной сложности такого алгоритма для 

вегцественного сигнала имеют вид [7, 11]: 

(1.23) 

M(N)<mog^N-N, A(N)<3mog^N+^ . (1.24) 

Комплексное число z = х у - v 1 п п * п * 

Вещественное числа 

Рис.1.1. Представление комплексных чисел в у-кодах 
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2.1. Традиционный способ вычисления ДКН 

Описанный в [1] быстрый алгоритм сводит ДКП 

N-1 
x[ni)= ^ x[n)cos 

п=0 
к 

N 

к вычислению ДПФ вещественной носледовательности длины 2N: 

X {т) = 
1 ,ш/2 

N-\ N-\ 
СО"''" ^ x(n)of^" + (О ^ х(п)(0 —тп 

= — С О  

2 

V л = 0  

2iV-l 

Ё 
А = 0  

л=0 
(2.1) 

1 , ш̂/ 2 V / г \ , т̂к 

где со = ехр |- |^ | ,  " вещественная 2Л/-нериодическая последовательность, 

нолученная четным продолжением A (/Z) :  

г(А) при 0 < A < j V - 1  
7 W  = 

a ' ( 2 j V - A - 1 )  при j V < A < 2 j V - 1  
(2.2) 

Сложность такого алгоритма ДКП связана со сложностью ДПФ вещественной 

последовательности двойной длины соотношением: 

M(N) = M§(2N) + 3N, A(N) = Af(2N) + 3N. R, 
( 2 . 3 )  

2.2 Современный алгоритм ДКН четной длины 

Пусть вещественная последовательность у(к) длины 2N получена четным 

продолжением исходной последовательности х(п) по формуле (2.2), и ДКП связано с 

ДПФ соотношением (2.1). 

Для ДПФ 

2N-\ 
У(т)= Z y(k)(£i 

k=Q 

km 
( 2 . 4 )  

длины 27V проведем один шаг стандартной декомпозиции Кули-Тьюки: 
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N-\ N-\ 
Y{m)= X 7(2A)0)2^+ o)^X + (2-5) 

k=0 k=0 

Из (2.2) следует, что последовательности четных у{2к) и нечетных j(2A + l) 

отсчетов связаны между собой соотношением: 

у(2к + 1) = y{2N-(2k + l)-l) = y{2(N-k-l)) = y(2l) 

нри 1= N-k-l. 

Пусть 

тогда 

N-\ 
у{ш)=^.у{2к)<,у"^, 

к=0 

^-1 ^-1 ./л. , 
<0™ Х 7(24 + 1)0)2*'" =0)°' j ;  7(2/)(о2("-'-Ч°' 

к=0 1=0 
N-\ 

1=0 

Из (2.5) и (2.6) следует: 

1 / , . W 2 -
••-^1^(0"'^^ rim) + 

(2,6) 

Г(яг) =/(яг) + (!1)™/(яг). (2.7) 

Тогда равенство (2.1) с учетом (2.5), (2.7) примет вид: 

(2.8) 

где /(я?) - ДПФ вещественного сигнала длины N, 0< т< N-\. 

Из соотношения (2.8) следует, что нри выполнении комплексных умножений 

/2 на О)™' достаточно вычислять только действительную часть произведения, что 

потребует двух умножений и одного сложения на отсчет: 

Re{(a + i/j)(|H-iV)J = ац-М'. (2.9) 
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Таким образом, ДКП сведено к ДПФ вещественного сигнала той же длины, 2N 

дополнительным умножениям и N сложениям. Обобщенная блок-схема изложенного 

алгоритма приведена на рис.2.1. 

Преобразуемый вещественный 

сигнал л(л) 

Вьщеление из вспомогательного 

сигнала отсчетов с четными 

индексами ^2R) 

Получение косинусного спектра 

^1п)= —у{т) + 

вспомогательного 

Формирование 

сигнала у{к) 

Вычисление ДПФ длины N 

N-1 

к=0 

Рис.2.1. Обобщенная блок-схема алгоритма ДКП. 

Мультипликативная и аддитивная сложности вычисления ДКП таким способом 

равны: 

M(N) = M§(N) + 2N, A(N) = Af(N)+N. R, (2.10) 

где Мр ( jV) , Ар ( jV) - оценки сложности ДПФ вещественной последовательности 

той же длины N. 

^R, 
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В таблице 2.1 приведены сложности традиционного (см. и. 2.1) и современного 

алгоритмов ДКП нри разных вариантах реализации вспомогательного ДПФ, 

нолученные на основании оценок (1.8), (1.11), (112), (2.3), (2.10). Оценки сложности 

вычисления ДПФ вегцественной последовательности рассчитаны в предположении, 

что при этом используется "совмегценный" алгоритм [2]. 

В таблице 2.2 приведены численные данные о количестве операций, 

необходимых для вычисления ДКП нри использовании вспомогательного алгоритма 

ДПФ с декомпозицией по основанию 2. 

Таблица 2.1. Сложности алгоритмов 

Способ вычисления 

всномогатель-ного ДПФ 
Алгоритм п.2.1. Алгоритм п.2.2. 

По основанию 2 
M(N)<^\o§,2N+^ 

A(N)<^-f\og2N+^ 

M{N)<^log2N+f 

A{N) <^log2N 

По основанию 4 
A(N) < 2^g^log2 N+ 

M{N)<^log2N+^f 

A{N)<^log2N+^f 

Снлит-радикс 
M{N)<mog2N+3N 

A{N) <3Nlog2N+6N 

M{N)<flog2N+^ 

A{N)<^\og2N+N 

Таблица 2.2. Количество операций 

N 

Алгоритм п.2.1. Алгоритм п.2.2. Отношение 

суммарной 

сложности 
N 

операций 

умножения 

операций 

сложения 

операций 

умножения 

операций 

сложения 

Отношение 

суммарной 

сложности 

8 63 135 31 51 2,41 

16 147 323 71 127 2,37 

32 339 755 163 307 2,33 

64 111 1731 371 723 2,29 

128 1731 3907 835 1667 2,25 
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2.3. Сведение ДКП нечетной длины к ДПФ вещественной 

носледовательности той же длины 

Следуя [6], представим ДКП нечетной длины Nb виде 

N-1 
х[тп) = Z x[n)cos 

п=0 
к 
(д+К) 

N 

т 'N-1 
Re<j Z {̂п)оу 

п=0 

(2п+1) тп (2.12) 

где 0) = expj^^l - первообразный корень степени 4Миз единицы. Пусть 

7W = 
л'(л) приА = 2л+1; 

О при к = 2 д  

тогда соотношение (2.12) примет вид: 

^2N-\ 

л=0 

km (2.13) 

При нечетном 7V числа 4 и 7V взаимно просты, декомпозиция Гуда-Томаса [2, 16, 

26] по формулам (1.16), (1.17) при Р=4 и Q=N выполняется без дополнительных 

умножений. 

Преобразование индексов (1.13), ограничения в (2.12) и (2.13) на диапазон 

изменения индексов т и к, а. также обрагцение в нуль функции у{к) при четных к 

выделяют в двумерных массивах размера AxN "допустимые" подмножества К и М 

для пар (^1,%) (аналог [пу,п2) в (1.13) - (1.15)) и [щ,п12). Кроме того, при Р=А 

корень а в (1.13) равен мнимой единице 1 Тогда из (2.13) по аналогии с (1.14) 

получается: 

/ , л 

к2=0 

N-\ 
/2̂ 2 _ (2.14) 

Так как "допустимое" подмножество индексов К сформировано так, что /(^^,^2) 

отлично от нуля только при (A ,̂A2)g к, то и суммирование в (2.14) выполняется 

только при {^ki,k2)&K, то есть при ^2=1,3. Этот факт позволяет привести 

выражение (2.14) к виду: 
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N-\ 

x{m) = Re\i"'2 2 ]  
Ai=0 

(2.15) 

где 

= . " " "  P = e xp { 2 f | .  
^y(N-ki,3) при (ki,3)e К I iV J 

Таким образом, ДКП нечетной длины N сведено к вещественному 

преобразованию Фурье той же длины. 

2.4. Пример. Алгоритм дискретного косинусного преобразования длиной 

N=3'̂ 

Следуя [7], представим ДКП нечетной длины Nb виде 

N-1 

х(т)= ^ л'(л)со8 
л=0 

к 
("+У2) 

N 

т 'N-1 
= Rej ^ 

п=0 

(2..+1)  тп (2.16) 

где О) = е хр | - ^ |  - первообразный корень степени 47Vn3 единицы. Пусть 

gW 
х[п) при к = 2п+1; 

О при к = 2п; 

тогда соотношение (2.16) примет вид: 

\2N-l 

(̂i72) = Rej g{k)oi^"' 
п=0 

(2.17) 

При нечетном 7V числа 4 и 7V взаимно просты, декомпозиция Гуда-Томаса (см. 

п. 1.3.4) по формулам (1.16), (1.17) при Р=4 и выполняется без дополнительных 

умножений. 

Преобразование индексов (1.13), ограничения в (2.16) и (2.17) на диапазон 

изменения индексов я? и А, а также обрагцение в нуль функции g{k) при четных к 

выделяют в двумерных массивах размера AxN "допустимые" подмножества К и М 

для пар (^1,%) (аналог (^1,^2) ^ (113) - (115)) и [ щ , ^ )  (см. рис2.2). Кроме 



24 

того, при Р=4 корень а в (1.15) равен мнимой единице 1 Тогда из (2.17) по аналогии с 

(1.18) получается: 

С{щ,т2)= 
к2=0 

N-1 

V̂ i=0 

/ 2 ^  _ (2.18) 

со 

3 

2 

1 

О 

К 1112 M 

27 31 35 3 7 II 15 19 23 3 

2 

1 

ki 0 

27 19 11 3 31 23 15 7 35 

nil 

18 22 26 30 34 2 6 10 14 

3 

2 

1 

ki 0 

18 10 2 30 22 14 6 34 26 

nil 

9 13 i7 21 25 29 33 I 5 

3 

2 

1 

ki 0 

9 I 29 21 13 5 33 25 17 

nil 0 4 8 12 16 20 24 28 32 

3 

2 

1 

ki 0 0 28 20 12 4 32 24 16 8 nil 

0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 

Рис. 2.2. Допустимые области значений пар (-^1^2) " N = 9 

Так как "допустимое" подмножество индексов К сформировано так, что ^(^^,^2) 

отлично от нуля только при {^ki,k2)& К , то и суммирование в (2.18) выполняется 

только при {^ki,k2) & К , то есть при ^2=1,3 . Этот факт позволяет привести 

выражение (2.18) к виду: 

N-1 

Ai=0 
(2.19) 

где 

\g{N-ki,3) при {ki,3)e К ^ iV J 

Таким образом, ДКП нечетной длины N сведено к вещественному 

преобразованию Фурье той же длины. При N = Ъ'^ и использовании ДПФ, 

описанного в п. 1.3.6, оценки вычислительной сложности такого алгоритма ДКП 

имеют вид [7]: 

M(7V) = Mog3 7V-7V, /l(7V) = 3Mog3 7V-|7V (2.20) 
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3.1. Алгебраические принципы синтеза алгоритмов ДКП коротких длин 

3.1.1. Дискретное косинусное преобразование длины 8 

В ненормализованной матричной форме ДКП (1.1) длины N=8 принимает вид 

X = Fx , где X, X - восьмимерные векторы-столбцы выходного и входного сигналов, 

соответственно; 

Х '  = (А-(0),,,.,А-(7)), х'=(лг(0),...лг(7)), 

F - матрица ДКП, t - знак транснонирования. 

После нереунорядочивания компонент входного и выходного векторов 

Y' = (no).-.n7)) 

= (^-(1),Х(5),Х(1),Х(Ъ),Х(2),Х(6),Х(-^),Х(й)) ' 

у'=(/(0),...,/(7)) 

= (л'(0),л'(2),л'(4),л'(б),л:(7),л:(5),л:(3),л'(1)) 

матричное представление ДКП может быть записано в форме Y = Тзу, где 

(3.1), 

(3.2) 

а с -d -b -a -c d b 

с d -b a -c -a b -a 

d b a с -d -b -a -c 

b -a с d -b с -c -d 

f -1 -f 1 / -1 -f 1 

1 f -1 -f 1 f -1 -f 

g -g g -g g -g g -g 

1 1 1 1 1 1 1 1 

(3.3) 

где 

(3K^ Г571̂  ( a = cos , b = cos , c = cos , d = cos 
l l 6 j  116 J l l 6 j  [l6j 

Г 
7 = cos бтг 

J 6 j  

г 
, / = C O S  

2п 

v i e j  
, ^ = cos 

vl6. 



26 

Формирование из компонент вектора у вспомогательного массива: 

^(0) = 7(0)-7(4) , z(l) = у(1)-у(5), 

^(2) = 7(2)-7(б) , z(3) = j ( 3 ) - j ( 7 )  , 

^(4) = (7(0) + 7(4))-(7(2) + 7(6)) , (3.4) 

Ф )  = (7(1)+ 7(5))-(7(3)+ 7(7)) , 

^(6) = [(7(0) + 7(4)) + (7(2) + 7(6))] - [(7(1) + 7(5)) + (7(3) + 7(7)) 

^(7) = [(7(0) + 7(4)) + (7(2) + 7(6))] + [(7(1) + 7(5)) + (7(3) + 7(7)) 

требует 14 операций вещественного сложения. После этого выполнение косинусного 

преобразования сводится к следующим матричным вычислениям: 

(3.5) 

F(0)^ ^ а с -d -b^ r-(o)1 

F(l) с d -b а z(l) 

У(2) d b а с z(2) 

m j  ̂b -а с dj UP) J  

^r(4)^ -1Л r-(4)1 

Y{6) = gz{6), 

r(7) = z(7). 

(3.6) 

(3.7) 

Лемма 3.1. а) Вычисление матричного произведения (3.5) эквивалентно 

вычислению произведения элементов s, р е 

sp = (с+ ati + bt2 + G'e3)(z(0) + z(l)ei + z(2)e2 + z(3)e3) 

u, в соответствии с утверждением (г) Леммы 8.1, требует 9 операций 

вещественного умножения и 15 операций вещественного сложения. 

б) Вычисление матричного произведения (3.6) эквивалентно вычислению 

произведения элементов q , re  

qr = ( /  + 7ei)(z(4) + z(5)ei) 
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и, в соответствии с утверждением (а) Леммы 8.1 требует 3 операций 

вещественного умножения и 3 операций вещественного сложения. 

в) Вычисление по формуле (3.7) требует одной операции вещественного 

умножения. 

Суммарная сложность алгоритма ДКП длины 8 с учетом формирования 

вспомогательных переменных z(0),..., z(7) составляет 9+3+1=13 операций 

умножения и 14+15+3=32 операции сложения. 

Замечание 3.1. Структура рассмотренного алгоритма не зависит от конкретных 

значений параметров а, Ь, g. Пусть 

g' = / = c' = l, f=y, , а' = %;, с/ = %,в = У^. 

Тогда умножение в (3.7) становится тривиальным, в матричном произведении 

(3.6) остается два умножения. Вычисление правой части соотношения (3.5) требует 8 

операций умножения. А умножения на g, е, с объединяются с нормализацией 

компонент косинусного спектра (с умножениями на коэффициент Xjjj ) в (1.1). Таким 

образом, предложенный алгоритм ДКП длины 8 требует 2+8=10 операций умножения 

и 32 операции сложения. 

Замечание 3.2. Анализ утверждений Леммы 8.3 позволяет утверждать, что 

алгоритм ДКП длины N= 8 может быть реализован как "макрооперация" умножения 

элементов восьмимерной алгебры 

Bg = © с © R © R. 

Таким образом, принципиальная схема алгоритма представляет собой 

следуюгцую последовательность действий 

> BG = © С © R © R > R ^  

Входные Действие Умножение элементов алгебры Действие Выходные 

данные линейного линейного данные (спектр) 

оператора оператора 

(проекция) 

Подробная схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис.3.1. 
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и '+е 

d'-d+U+d 

-d'-d-U+c 

d'+d+U-d 

d-d-b'-d 

Рис. 3.1. Схема (направленный граф) алгоритма ДКП длины N= 8 

3.1.2. Связь между алгебраическими свойствами значений базисных 

функций ДКП и структурой матрицы преобразования 

Нетрудно заметить, что матрица Tg представима в факторизованном виде 

Т8=А В С, 

где А = Eg - единичная матрица восьмого порядка, 

В 

а 

с 

d 

b 

с 

d 

b 

-а 

-d -b 

-b a 

a 

с 

с 

d 

f -1 

1 f 

g 

1 

C = 

О - 1  

1 - 1  

1 - 1  

1 - 1  

1 - 1 1 - 1  

1 - 1 1 - 1  

1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1  

1̂ 1 1 1 1 1 1 l y  

(нулевые элементы матриц В, С не указаны). 

Такое факторизованное представление матриц преобразований характерно для 

многих алгоритмов дискретных ортогональных преобразований: А-  "матрица 

постсложений", С - "матрица предсложений", В - собственно матрица 
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преобразования, которая может быть факторизована далее и приведена к форме, 

обеспечивающей реализацию "быстрых" алгоритмов умножения матриц 

специфического вида. Вне рассмотрения в этом случае остается арифметическая 

природа зависимости значений базисных функций преобразования, и возможности 

такой факторизации. Проанализируем эту зависимость. 

Как уже отмечалось, формально базисные функции ДКП (1.1) 

^ ^ 2ni[2n+l)in^ f 2ni[2n+l)in^^ 
cos 

271(2л+ l)m 

4N 
exp 

v v 47V 
+ exp 

47V у J 

выражаются через комплексные корни степени 47V из единицы, которые, в свою 

очередь, нринадлежат круговому полю 0(щ]\j), где 

®4iv = exp 
^27ii^ 

47V J 

Круговое поле Q ( c l ) ^ ) ,  как поле алгебраических чисел имеет степень (?(М) 

над Q, где ф(71̂ ) - функция Эйлера: 

ф(м): 

р -1, если М = р, где р - простое число; 

р "  ̂ (р-1), если 71̂ = где р - простое число; 

Ф(71^1)Ф(71^2)' ®^ли М = М1М2, где n.o.a.(MiM2) = 1, 

то есть имеет, в рассматриваемом случае7V = 8, степень 16 над 

базисных функций 

^ 2п[2п+1)п1^ 

Но значения 

hjjj{n) = cos 
V 47V 

нринадлежат подполю Q(oi4 j^ + щ]^), этого поля, имеющего, как поле 

алгебраических чисел степень в два раза меньшую над Q :  

q(a>4jv + ®4]v) • 1ф(4Л0 = 8 

Принадлежность значений h^{n) нри конкретных т,п подполям меньшей 

степени алгебраичности, в силу нечетности числа (2 л+ 1), определяется 



исключительно четностью индекса т (специфика рассматриваемого случая N = S). 

Степень алгебраичности этих подполей может быть равной 1, 2, 4 в зависимости от 2-

адического показателя выходного индекса т .  

В таблице 3.1. указаны степени алгебраичности ноднолей, которым 

нринадлежат значения базисных функций h^{n). 

Перестановка строк таблицы в зависимости от новой индексации выходного 

массива (3.1) переводит Таблицу 3.1 в Таблицу 3.2. 

Перестановка строк таблицы в зависимости от новой индексации входного 

массива (3.2) приводит Таблицу 3.2 к форме ассоциированной с блочной структурой 

матрицы (3.3). Таким образом, эта блочная структура связана со структурой "башни" 

нолей алгебраических чисел, которым принадлежат значения базисных функций 

hjjj(n) преобразования (1.1). 

Таблица 3.1. Степени алгебраичности ноднолей 

\ л  
Л2 \ 

0 1 2 3 4 5 6 7 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 8 8 8 8 8 8 8 8 
2 4 4 4 4 4 4 4 4 
3 8 8 8 8 8 8 8 8 

4 2 2 2 2 2 2 2 2 
5 8 8 8 8 8 8 8 8 
6 4 4 4 4 4 4 4 4 
7 8 8 8 8 8 8 8 8 

Таблица 3.2. Перестановка строк таблицы в зависимости от новой индексации 

\ л  
ш Х  

0 1 2 3 4 5 6 7 

1 8 8 8 8 8 8 8 8 
5 8 8 8 8 8 8 8 8 
7 8 8 8 8 8 8 8 8 
3 8 8 8 8 8 8 8 8 

2 4 4 4 4 4 4 4 4 
6 4 4 4 4 4 4 4 4 
4 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 
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3.2.1. Алгоритм ДКП длины 9 

Аналогичная, но более сложная картина распределения значений базисных 

функций имеет место и для других длин нреобразования (1.1). Это усложнение 

связано с тем, что в отличие от случая N=8, число (2п+1) в выражении базисных 

функций 

^ 2п[2п+1)п1^ 
hjjj(n) = cos 

47V 

может иметь общий множитель с числом N - длиной нреобразования, что влечет 

более сложное раснределение степени алгебраичности значений базисных функций 

преобразования не только в столбцах матрицы преобразования, но и в ее строках. 

Действительно, пусть N=9. Как и ранее, формально базисные функции ДКП 

(1.1) выражаются через комплексные корни степени4Л/̂ , то есть, в рассматриваемом 

случае через корни стенени 36 из единицы, которые, в свою очередь, нринадлежат 

круговому полю Q(CL)4j\̂ ) = 0(0)35) и 

[0(®3б): q ]  = 12. 

В действительности, значения базисных функций, именно, соответствующих 

значений косинусной функции, имеют степень алгебраичности, как минимум, в два 

раза меньшую, то есть принадлежат полю алгебраических чисел Q((035 + 0)35) и 

q(®36 + •' =|<КЗб)=б, 

Кроме того, при конкретных значениях т, п числитель дроби 

т{2п + 1) _ т{2п+1) 

4N ~ 4-9 

может иметь общий числитель со знаменателем, что еще более понижает 

алгебраичность соответствующих значений базисных функций. В таблице 3.3 

приведены данные о распределении степени алгебраичности этих функций. 
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Таблица 3.3. 

\" т \ 0 1 2 3 4 5 6 7 00
 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 6 2 6 6 0 6 6 2 6 

2 3 1 3 3 0 3 3 1 3 

3 2 0 2 2 0 2 2 0 2 

4 3 1 3 3 1 3 3 1 3 

5 6 2 6 6 0 6 6 2 6 

6 2 1 2 2 1 2 2 1 2 

7 6 2 6 6 0 6 6 2 6 

00
 3 1 3 3 1 3 3 1 3 

После перестановки ряда строк и столбцов матрица ДКП длины 9 принимает 

"блочный" вид, определяемый, как и в случае N=8, распределением стенени 

алгебраичности базисных функций преобразования. 

^ а с d -d -c -a b -b 0 

с -d a -a d -c -b b 0 

d a -c с -a -d -b b 0 

е -f -g -g -f e h h - 1  

g -e f f -e g -h -h 1 

f g -e -e g f -h -h 1 

b -b -b b b -b 0 0 0 

h h h h h h - 1  - 1  - 1  

1 
V 

1 1 1 1 1 1 1 1 

Лемма 3.2. Матричные умножения 

^ a с d^ Cz(0)^ ^ e - /  -g\ r-(5)l 
с -d a z(l) , и g -e f z(6) 

^d a -Cj A^)j u g U(7)J 

эквивалентны умножению элементов алгебры Л 
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(-ae2 - ое̂ + G')(z(0)ei + z(l)e2 + ̂ (2)) и 

( f e j - g t i  - e)(z(6)e2 - z{5)e^ + z(7)) 

соответственно и требуют, согласно утверждению (в) Леммы 8.1, но 4 вещественных 

умножения и 14 вещественных сложений каждое. 

Следствие 3.1. ДКП длины 9, реализуемое посредством умножения на матрицу 

Т9 выполняется за 8 умножений и 44 сложения (то есть, требует менее одного 

умножения и около пяти сложений на отсчет). 

Замечание 3.3. Анализ утверждений Леммы 8.4 позволяет утверждать, что 

алгоритм ДКП длины N= 9 может быть реализован как "макроонерация" умножения 

элементов девятимерной алгебры 

Схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис.3.2. 

а'+ d+d У2 

Уъ 

У1 

Рис. 3.2. Схема (направленный граф) алгоритма ДКП длины N= 9 
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3.2.2. Алгоритм ДКП длины 10 

С точностью до перестановки ряда строк и столбцов и переобозначений 

элементов (значений базисных функций преобразования) матрица преобразования 

имеет вид: 

4 0  

а b с d -d -c -b -a q -q 

b d -a -c с a -d -b -q q 

с -a d -b b -d a -c q -q 

d -c -b a -a b с -d q -q 

1 f -f -1 -1 -f f 1 0 0 
f -1 1 -f -f 1 -1 f 0 0 

g -h -h g g -h -h g -1 -1 

h -g -g h h -g -g h 1 1 

Я -q q q -q -q q -q -q q 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Лемма 3.3. а) Матричное умножение 

а 

b 

с 

b с d\( z{Qi) 

d -а -с 

-а d -b 

d -с -b 

z(l) 

z(2) 

z(3) 

(4) 
эквивалентно вычислению произведения элементов алгебры Aj 

[bti + at2 - сез + q')(^(0)ei + z(l)e2 + ̂ (4)ез - ^(з)) . 

и требует согласно утверждению (д) Леммы 8.1 пяти вещественных умножений и 

15 вещественных сложений. 

б) Вычисление матричного произведения 

^ 1 / y  z(4)^ 

-h г(5) 

эквивалентно вычислению произведения элементов алгебры 
(2) . 

(1+ /ei)(z(4)-z(5)ei) 
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и, в соответствии с утверждением (а) Леммы 1.1, требует 3 операций 

вещественного умножения и 3 операций вещественного сложения. 

в) Вычисление матричного произведения 

g -h г(б) 

(2) . эквивалентно вычислению произведения элементов алгебры Aj 

( ^  + /2ei)(z(6)-z(7)ei) 

и, в соответствии с Леммой 1.1(6) требует 2 операций вещественного умножения и 

4 операций вещественного сложения. 

Следствие 3.2. ДКП длины 10 посредством умножения на матрицу T ^ q  выполняется 

за 9 умножений и 43 сложения и эквивалентно умножению элементов в алгебре 

В̂О = ^̂ 2̂  ̂ © С © (М©М) © м © м 

Схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис.3.3. 

2б 

A={a'+d'+b'-c)IA', B=(a'+d'-b'+c)/4; C=(b'+c'-a'+d)/2; 
D={a'-d)l2; E={b'+c'+a'-d)l2; F=(v'+h)l2; G={v'-h)l2 

Puc. 3.3. Схема (направленный граф) алгоритма ДКТ длины N= 10 
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3.2.3. Алгоритм ДКП длины 12 

Аналогичные утверждения справедливы для N=12. 

С точностью до нерестановки ряда строк и столбцов матрица преобразования 

имеет вид: 

а с -f -d d f -c -a b e -e -b 

с -a -d f -f d a -c -e b -b e 

f d a с -c -a -d -f -e b -b e 

d -f с -a a -c f -d -b -e e b 

g 

1 

1 

g 

-g 

-I 

-1 

-g 

-1 

-g 

-g 

-I 

1 

g 

g 

1 

h 

-h 

-h 

h 

-h 

h 

h 

-h 

b -e e b -b -e e -b e -b b -e 

e b -b e -e b -b -e -b -e e b 

P -P P -P -P P -P P 0 0 0 0 

Q Q q q Q Q Q Q -1 -1 -1 -1 

h -h -h h h -h -h h -h h h -h 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

где 

а = со$(У24), c = co s (5^4 ) ,  d = cos(7^4) ,  / = c o s ( l % ) ,  

g = COS ( ^ 2 ) ,  ̂  = COS ( ^ ^ 2 ) '  ( ^%) '  ^ = COS , 

/? = c o s ^ ^ j ,  p = c o s ^ ^ j ,  g = c o s ^ ^ j .  

Лемма 3.4. Умножение матрицы ДКП длины 12 на входной вектор 

эквивалентно 

(4) 
а) умножению переменного элемента алгебры на постоянный элемент 

этой же алгебры; 

(2) 
б) умножению переменного элемента алгебры на постоянный элемент 

этой же алгебры; 



Ъ1 

(2) 
в) умножению переменного элемента алгебры Л2 на постоянный элемент 

этой же алгебры; 

г) дополнительным умножениям констант на переменные и вспомогательным 

сложениям. 

Следствие 3.3. ДКП длины 12, реализуемое посредством умножения на 

матрицу Т̂2 выполняется за 13 умножений и 55 сложений и эквивалентно 

умножению элементов в алгебре 

Bi2 = © С © (М©М) ©м©м©м©м. 

Схема алгоритма (направленный граф) изображена на рис.3.4. 

•Zio 

Y, 

й'+е' 

е'-й' 

M+(L 

А=(а '-d'-c'-u')/2;B=(a '+d+c'-u')/2;C=(c'+u')/2; 
D=(c'-u)/2; Е=(а '-d'+c'+u)/2; F=(a '+d'-c'+u)/2 

Рис 3.4. Схема (направленный граф) алгоритма ДКТ длины N= 12 
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3.2.4. Алгоритм ДКП длины 15 

С точностью до перестановки строк и столбцов матрица преобразования имеет 

вид: 

45 

где 

а d / g -g - /  -d -a b e -e -b с -с 0 

d f -g -a a g -f -d -e b -b e -с с 0 

f -g a -d d -a g -f -b -e e b с -с 0 

g -a -d f -f d s -g -e b -b e с -с 0 

h P -s -Q -Q -s P h 1 -r -r 1 и и -1 

Q -h -P s s -P -h Q г -1 -1 г -и -и 1 

s Q -h -P -P -h Q s -1 г г -1 -и -и 1 

P -s -Q h h -Q -s P -г 1 1 -г и и -1 

b -e -b -e e b e -b e -b b -e 0 0 0 

e b -e b -b e -b -e -b -e e b 0 0 0 

1 -r 1 -r -r 1 -r 1 -r 1 1 -r -1 -1 -1 

г -1 г -1 -1 г -1 г -1 г г -1 1 1 1 

с -c с с -c -с с -с 0 0 0 0 -с с 0 

и и и и и и и и -1 -1 -1 -1 и и -1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

a = co s (^o) '  = = = 

b = c o s ,  e = cos(^^Q) 5 1 ^ ( ^ / ^ ) '  

J •> 

C = COSyy^j, i/ = c o s | ^ ^ j .  

Лемма 3.5. Умножение матрицы ДКП длины 15 на входной вектор 

(4) 
эквивалентно двум умножениям переменного элемента алгебры на постоянный 

(2) 
элемент этой же алгебры; умножению переменного элемента алгебры на 

постоянный элемент этой же алгебры; умножению переменного элемента алгебры 
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(2) 
^2 постоянный элемент этой же алгебры; дополнительным умножениям 

констант на переменные и вспомогательным сложениям и, следовательно, 

выполняется за 24 умножения и 83 сложения и эквивалентно умножению элементов 

в алгебре 

© с © (М©М) © м © м © м. 

Схема алгоритма ДКП длины 15 изображена на рис.3.5. 

Zi9 

У-я' 

Уиф-

Уп 

е'-Ь' 
У10 

У и 
е-Ь 

Ь+е 

A=(h-s+p-q)/2; B={h-s-p+q)l2\ C={p+q-h-s)l2\ D={h+s)l2\ E={h+s+p+q)l2\ 

F=a'+d'+y'-v', G={d'-v')l2-, H={d'+v')l2-, /=(7-r)/2; 7=(7+r)/2; 

Puc. 3.5. Схема (направленный граф) алгоритма ДКТ длины N= 15 
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3.2.5. Некоторые экспериментальные результаты 

В качестве основы для сравнительного анализа вычислительной сложности 

синтезированных алгоритмов был использован алгоритм работы [15] 

синтезированный для ДКП произвольных длин, оценки сложности которого нри 

N = 2^ совпадают с оценками сложности лучших из известных алгоритмов ДКП [9, 

20, 29]. 

В таблице 3.4 приведено количество операций необходимых для вычисления 

ДКП нредложенным алгоритмом и известным способом. Па рис.3.6 приводится 

зависимость удельной мультипликативной сложности алгоритмов от длины 

преобразования. 

Таблица 3.4. Количество операций необходимых для вычисления ДКП 

N Предложенные алгоритмы Алгоритм работы [15] 

умножений сложений умножений сложений 

8 10 32 12 29 

9 8 44 11 44 

10 9 43 15 36 

12 13 51 20 43 

15 21 82 35 89 

MiN)/N 
Ш Предложенные алгоритмы 

• Известные алгоритмы 

: 1 Ш Ш  
10 12 15 

N 

Рис. 3.6. Удельная мультипликативная сложность алгоритмов ДКП 

Парис. 3.7 показана относительная характеристика '̂8 " это время 

обработки изображения блоками 8x8 при Л^8), размер изображения -

1024x1024 пиксела. Экспериментальное исследование зависимости времени Xjq 
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обработки изображения блочным ДКП от размера квадратного блока N позволяет 

утверждать, что предложенные алгоритмы ДКП гарантируют скорость обработки 

изображения близ1сую к скорости обработки лучшим из известных алгоритмов ДКП 

длины 8. Время обработки практически не возрастает с ростом N. 

Чч 
1 

о -I 
8 9 10 11 12 13 14 ^ 

Рис. 3.7.. Относительное время обработки изображения 1024x1024пиксела блочным 
ДКП 

в таблице 3.5. Приводятся сравнительные характеристики лучших с точки 

зрения вычислительной сложности алгоритмов ДКП длины N = S. 

Таблица 3.5 Сравнительные характеристики лучших алгоритмов ДКП длины N = S 

Умножений Сложений 

Автор(ы) 

Chen, Smith, Fralick, 1977 [10] 16 26 

Lee, 1984, [23] 12 29 

Hou, 1987, [19] 12 29 

Loeffler, Ligtenberg, Moschytz,1989, [24] 11 29 

Чернов, Чичева, [12] 10 32 

3.3. Алгоритмы ДКП, реализуемые в системах счисления с "косинусными" 

основаниями 

Рассмотрим популярную формулу элементарной тригонометрии: 

2 c o s | ^ j  = лу2 + 2со8ф 

с естественными ограничениями на величину угла ф. Далее последовательно 

получаем 
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2 c o s ( ^ j  = -̂ 2 + ->/2 + 2со8ф, 2 c o s ( ^ j  = yj2 + '>j2 + -sj2 + 2cos(^ 

и так далее. Если значение созф является квадратичной иррациональностью, то, 

например, для ф = ̂  имеем 

^ = 2cos — = ^j2 + y [ ^ y [ 2  . 
u 6 y  

Легко проверить последовательным возведением в квадрат, что число ^ 

является корнем алгебраического уравнения 

8̂ _ 8^6 ̂  20^4 _ 16^2 ^ 2 = о, 

то есть целым алгебраическим числом. Непосредственно устанавливается 

справедливость равенств 

2̂71̂  ' 
2 C O S  

16 

2 cos 

v iuy 

f—1 
l l 6 .  

2 C O S  

= V2 + V2 2cos 

= V2 + V 2 ^ W  2 

^471  ̂

— ] = v 2 - v 2 - v 2  
16 

v l 6 y  
2 C O S  

v i u y  

C O S  — 

u 6 j  

1 = V2^V2+W 
v l 6 j  

= 72-Л/2 

Из этих равенств следует, что числа 2cos | ^^g j ,  (А = 0,1,...,7) представимы в 

"системе счисления с основанием ^ 

2cos(m S 
> 0  

(J<) 
с целыми коэффициентами - "цифрами" .̂ Следовательно, умножение на 

2cos^^^gj чисел, представленных в системе счисления с основанием^, сводится к 

умножению полиномов с целыми коэффициентами. 

(J<) 
В таблице 3.6. приведены значения цифр а\-'. (Верхний индекс опугцен: 

J "J' а\ ' =аА. 
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Таблица 3.6 

ao 32 аз 4̂ 5̂ 36 aj 

2 0 0 0 0 0 0 0 

2 c o s p ^ g j  0 1 0 0 0 0 0 0 

2cos^2^gj -2 0 1 0 0 0 0 0 

2cos(3^g) 0 -3 0 1 0 0 0 0 

2cos(4^g) 2 0 -4 0 1 0 0 0 

2 c o s ( % )  0 5 0 -5 0 1 0 0 

2cos^6^gj -2 0 9 0 -6 0 1 0 

2cos(7^g) 0 -7 0 14 0 -7 0 1 

Из таблицы видно, что целые числа имеют относительно маленький 

динамический диапазон, "малобитовы". Следовательно, умножение данных, 

нредставленных в системе счисления с основанием ^ может быть реализовано 

посредством только сложений. 

Отсюда следует алгоритм вычисления ДКП длины N = S, эффективность 

которого определяется, в основном, эффективностью аппаратной или программной 

реализации алгоритма перевода чисел из системы счисления с основанием ^ в 

"обгценринятую" систему счисления. 



44 

4. ПРИМЕНЕНИЕ ДКН В ЗАДАЧАХ ОБРАБОТКИ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА 

ПРИМЕРЕ КОМПРЕССИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ 

В настоящее время чрезвычайно широкое раснространение получил метод 

блочного кодирования изображений, который базируется на использовании 

обобщенного спектрального представления сигнала. Эффективность метода 

обуславливается тем, что спектральные компоненты изображения (трансформанты) 

могут быть статистически более независимы, чем сами отсчеты сигнала, и, 

следовательно, нести ту же информацию нри меньшем объеме передаваемых 

цифровых данных. 

Выбор преобразования в этом методе обусловлен следующими требованиями: 

преобразование должно быть обратимым, основная информация о сигнале должна 

быть сосредоточена по возможности в меньшем числе трансформант для обеспечения 

эффекта сжатия, прямое и обратное преобразование должны легко вычисляться. 

Идеальным по второму требованию является нреобразование Хотеллинга (дискретная 

версия Карунена-Лоэва), у которого наиболее быстро убывают дисперсии 

трансформант. Однако на практике оно не используется, так как его базис жестко 

привязан к автоковариационной функции сигнала и его необходимо строить заново 

для каждого нового класса сигналов. Кроме того, это преобразование не обладает 

быстрым алгоритмом. Поэтому, как правило, используются известные алгоритмы 

спектральных преобразований, несколько проигрывающие в качестве, но 

выигрывающие в скорости. Наиболее близким по своим характеристикам к 

преобразованию Карунена-Лоэва для широкого класса изображений является 

дискретное косинусное преобразование (1.1). 

Схема метода представлена на рис.4.1. Входное изображение разбивается на 

квадратные блоки размером NxN отсчетов, в каждом блоке выполняется двумерное 

дискретное косинусное преобразование. Затем производится отбор существенных 

трансформант и их квантование. Совокупность отобранных и квантованных 

трансформант для всех блоков составляет содержание сжатых данных. 

Ниже описываются некоторые экспериментальные результаты по кодированию 

изображений с помощью ДКН блоками Nx N при различных значениях N. 
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ДДКП 

NxN-бяоки 

Входное изображение 

Сжатые данные 

Отбор и кодирование 
трансформант 

Рис.4.1. Схема метода кодирования с преобразованием. 

Входное изображение подвергалось кодированию с заданными коэффициентом 

сжатия , размером блока N и типом преобразования Туре, затем 

восстанавливалось, и по разности исходного и восстановленного изображений 

определялась среднеквадратичная ошибка (ошибка сжатия), внесенная в данные 

сквозной процедурой кодирования/декодирования. Ниже для краткости будем 

называть ее ошибкой сжатия (см. рис.4.2). 

На рис.4.3, 4.4, 4.5 приведены тестовые изображения "Портрет", 

"Аэрофотосъемка", "Глазное дно" и результаты их сжатия/восстановления. 

Нриведенные зависимости позволяют сделать вывод о том, что в принятом методе 

компрессии применение ДКН устойчиво дает хорошее качество сжатия. Расширение 

набора длин, для которых сугцествуют эффективные алгоритмы ДКН, позволяет 

выбрать размер блока, при котором ошибка сжатия при заданном коэффициенте 

сжатия будет наименьшей. Нспользование блоков нестандартных размеров 8) 

позволяет уменьшить ошибку сжатия в 1,3 - 1,5 раза. Нолученные результаты 

подтверждаются и визуальным качеством восстановленных изображений. 



46 

К К,, Туре 

Исходное изображение 

Кодирование 

Восстановление 

S .  

Поле ошибок 

Ошибка сжатия е 

Рис.4.2. Схема эксперимента по кодированию изображений. 
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a) б) 

Кс=8 
Кс=12 

10 -

e)N=9 

"I 1 1 1 г 

8 12 16 20 24 28 32 

г) N = 27 

•d 

% 

Рис.4.3. Результаты кодирования изображения "Портрет ". 
а) Исходное изображение. 

б) Зависимость ошибки сжатия от размера блока. 
в) Восстановленное изображения после кодирования при коэффициенте сжатия 

Кс=6размере блока N=9. 
г) Восстановленное изображения после кодирования при коэффициенте сжатия 

Кс=6размере блока N=27. 
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a) б) 

Кс=8 
Кс=12 

= 9 

8 12 16 20 24 28 32 

г) N = 27 

Рис. 4.4. Результаты кодирования изображения "Глазное дно ". 
а) Исходное изображение. 

б) Зависимость ошибки сжатия от размера блока. 
в) Восстановленное изображения после кодирования при коэффициенте сжатия 

Кс=10размере блока N=9. 
г) Восстановленное изображения после кодирования при коэффициенте сжатия 

Кс=10размере блока N=27. 
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a) б) 

Кс=8 
Кс=12 

б) N=9 

"I 1 1 1 г 

8 12 16 20 24 28 32 

г) N = 27 

Рис. 4.5. Результаты кодирования изображения "Аэрофотосъемка". 
а) Исходное изображение. 

б) Зависимость ошибки сжатия от размера блока. 
в) Восстановленное изображения после кодирования при коэффициенте сжатия 

Кс=8размере блока N=9. 
г) Восстановленное изображения после кодирования при коэффициенте сжатия 

Кс=8размере блока N=27. 
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5. ЗАДАЧИ, УПРАЖНЕНИЯ, КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

5.1. Задачи, упражнения 

5.1.1. По аналогии с п. 1.3.6 постройте алгоритм одномерного ДПФ с 

декомпозицией по основанию 5. Как будут выглядеть в этом случае у-коды? 

Выведите оценки сложности синтезированного алгоритма. 

5.1.2. Синтезируйте соответствуюгций алгоритм ДКП длины N = 5^. Покажите 

сведение ДКП к ДПФ. Выведите оценки вычислительной сложности. 

5.1.3. Покажите применение алгоритма из п.2.2. для N=16. 

5.1.4. Рассчитайте количество арифметических операций для обработки 

изображения размером 2048x2048 пикселов блочным ДКП. Используйте алгоритмы 

раздела 3, в предположении, что для двумерного блока используется построчно-

столбцовый метод. 

5.2. Контрольные вопросы 

5.2.1. Какие методы декомпозиции одномерного ДПФ вы знаете? Какой из них 

наиболее эффективен в вычислительном отношении? Какой наиболее просто 

реализовать? 

5.2.2. В чем преимугцество алгоритмов ДКП из пи.2.2, 2.3 по отношению к 

традиционному способу вычисления ДКП и.2.1? 

5.2.3. С какой целью разрабатываются специальные алгоритмы ДКП коротких 

длин? 

5.2.4. Назовите основные принципы построения алгоритмов ДКП коротких 

длин. 

5.2.5. В каких задачах обработки изображений используется ДКП? Какие 

свойства ДКП определяют его применение в этих задачах? 
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