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Ââåäåíèå

Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé îïòèêè è â áîëåå óçêîì ñìûñëå êâàíòîâîé
ýëåêòðîäèíàìèêè íàñ÷èòûâàåò áîëåå ñòà ëåò, åñëè íà÷àòü îòñ÷åò ñ êâàíòî-
âîé òåîðèè ðàâíîâåñíîãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîçäàííîé Ïëàíêîì â 1900
ãîäó. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà
Ïëàíê âïåðâûå âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå
èñïóñêàåòñÿ íå íåïðåðûâíî, à îïðåäåëåííûìè ïîðöèÿìè êâàíòàìè ñ ýíåðãèåé
ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòîòå èçëó÷åíèÿ. Â 1905 ã. Ýéíøòåéíó äëÿ îáúÿñíåíèÿ
çàêîíîâ ôîòîýôôåêòà ïðèøëîñü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñâåò íå òîëüêî äîëæåí
èñïóñêàòüñÿ, íî è ïîãëîùàòüñÿ ïîðöèÿìè. Îòìåòèì òàêæå âàæíóþ ðîëü ðà-
áîòû Ýéíøòåéíà 1917 ãîäà, ãäå âïåðâûå ââåäåíî ïîíÿòèå âûíóæäåííîãî èëè
èíäóöèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ è ñôîðìóëèðîâàíà ïîëóêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âçà-
èìîäåéñòâèÿ àòîìíûõ ñèñòåì ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, íå ïîòåðÿâøàÿ ñâî-
åé àêòóàëüíîñòè ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ñëåäóþùèé øàã â ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíî êâàíòîâîé òåîðèè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âåùåñòâà è ïîëÿ áûë ñäåëàí â 1927 ã. Äèðàêîì, êîòîðûé âïåðâûå
ïðèìåíèë ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ ê ñâîáîäíîìó ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ.
Âûñøèì äîñòèæåíèåì êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ
áëåñòÿùåå ïîäòâåðæäåíèå òî÷àéøèõ ðàäèàöèîííûõ ïîïðàâîê ê äèðàêîâñêîé
òåîðèè àòîìíûõ ñïåêòðîâ, êîòîðûå âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ðåëÿòè-
âèñòñêè èíâàðèàíòíûõ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé, ðàçðàáîòàííûõ Òîìîíà-
ãîé, Øâèíãåðîì è Ôåéíìàíîì â 1947 ã. Ìíîãî÷èñëåííûå è ïðîäîëæàþùèåñÿ
äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðîâåðêè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíà-
ìèêè ïîêàçàëè åå áåçóñëîâíóþ ñïðàâåäëèâîñòü âïëîòü äî ìàñøòàáîâ 10 −14 ñì,
ò.å. â åå åñòåñòâåííîé îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè, êîãäà ìîæíî íå ó÷èòûâàòü âçà-
èìîäåéñòâèÿ íåýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäû.

Äî 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà îñíîâíûì "ïîòðåáèòåëåì" êâàíòîâîé ýëåê-
òðîäèíàìèêè ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü àòîìíóþ ñïåêòðîñêîïèþ. Îäíàêî â 50-õ �
íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ðîäèëèñü íîâûå ðàçäåëû ôèçèêè � ôèçèêà ëàçåðîâ è êâàí-
òîâàÿ ðàäèîôèçèêà (êâàíòîâàÿ ýëåêòðîíèêà). Äëÿ èõ öåëåé ñóùåñòâåííû íå
òîëüêî ñòðóêòóðà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è âåðîÿòíîñòåé ýëåêòðîäèíàìè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, íî è èõ ïîëíîå äèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå. Ïîÿâëåíèå íîâûõ ðàç-
äåëîâ áûëî îáóñëîâëåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèåé â ýòîò ïåðèîä ìàçåð-
íîãî è ëàçåðíîãî ýôôåêòîâ â èçëó÷åíèè. Ñíà÷àëà ðàáîòîñïîñîáíóþ òåîðèþ
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ëàçåðà óäàëîñü ñîçäàòü â ðàìêàõ ïîëóêëàññè÷åñêîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ
àòîìîâ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, â ðàìêàõ êîòîðîé ðàññìîòðåíèå àòîìîâ
ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ êâàíòîâîãî ïîäõîäà, à ïîëå ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêèì. Èç
ó÷åíûõ, âíåñøèõ îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè, ìîæíî îòìå-
òèòü èìåíà Ëýìáà, Ñêàëëè, Õàêåíà è Ëýêñà. È ëèøü â 80-å ãîäû XX âåêà
óäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàòü ðÿä íîâûõ ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
èçëó÷åíèÿ àòîìîâ ñ âåùåñòâîì, êîòîðûå óäàëîñü ïîíÿòü è îáúÿñíèòü òîëüêî
â ðàìêàõ ïîëíîé êâàíòîâîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîëåì. Ê òàêèì ýôôåêòàì ìîæíî îòíåñòè ñóáïóàññîíîâñêóþ ñòàòèñòè-
êó ñâåòà, àíòèãðóïïèðîâêó ôîòîíîâ, ñæàòèå ñâåòà, ïåðåïóòûâàíèå ñîñòîÿíèé
àòîìîâ è ïîëÿ è äð. Èçó÷åíèå òàêèõ ýôôåêòîâ è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ñîâðå-
ìåííîé êâàíòîâîé îïòèêè.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ êâàíòîâàÿ íåðåëÿòè-
âèñòñêàÿ òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíûõ ñèñòåì ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Â ïîñîáèè îïèñàíà ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ àòîìíûõ ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, è íà åå îñíîâå ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷ êâàí-
òîâîé îïòèêè, ñâÿçàííûõ êàê ñ ðàñ÷åòîì âåðîÿòíîñòåé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, òàê è ñ ïîëíûì äèíàìè÷åñêèì îïèñàíèåì ýâîëþöèè àòîìîâ è ïîëÿ.
Ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìîòðåíà îáùàÿ ïðîöå-
äóðà ïîëó÷åíèÿ êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, îïèñàíû íàèáîëåå èíòåðåñíûå êâàíòîâûå
ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå ðàññìîòðåí ðÿä ýôôåêòîâ, îáó-
ñëîâëåííûõ âçàèìîäåéñòâèåì àòîìîâ ñ êâàíòîâûì ïîëåì, òàêèõ êàê ñïîíòàí-
íîå èçëó÷åíèå èçîëèðîâàííîãî àòîìà, êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, äëÿ îïèñàíèÿ
êîòîðûõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèåé âîçìóùåíèÿ. Âòîðàÿ
÷àñòü ïîñîáèÿ ñîäåðæèò îïèñàíèå íà îñíîâå ïîëíîñòüþ äèíàìè÷åñêîãî ïîäõî-
äà ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êâàíòîâûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì,
òàêèõ êàê ñâåðõèçëó÷åíèå, ñæàòèå ñâåòà, èçëó÷åíèå àòîìîâ â âûñîêîäîáðîò-
íûõ ðåçîíàòîðàõ è äð. Íàêîíåö, òðåòüÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà ôèçè÷å-
ñêèì îñíîâàì êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè è ôèçèêè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, ïðè
ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî îïèñàíèþ ôîòîí-ôîòîííûõ, àòîì-ôîòîííûõ
è àòîì-àòîìíûõ ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðè íàïèñàíèè ïîñîáèÿ àâòîðû íàõîäèëèñü ïîä âëèÿíèåì áîëüøîãî ÷èñ-
ëà ïðåêðàñíûõ ìîíîãðàôèé è êóðñîâ ëåêöèé ïî êâàíòîâîé îïòèêå [1-23].

Ìàòåðèàëû ïîñîáèÿ èñïîëüçóþòñÿ àâòîðàìè ïðè ÷òåíèè ïîòîêîâîãî
êóðñà ëåêöèé ¾Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà¿äëÿ ñòóäåíòîâ 5 êóðñà ôèçè÷å-
ñêîãî ôàêóëüòåòà, ñïåöêóðñà ¾Êîãåðåíòíûå è êîîïåðàòèâíûå ÿâëåíèÿ¿äëÿ
ñòóäåíòîâ 4 êóðñà ñïåöèàëèçàöèè ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿, à òàêæå êóðñà
¾Êâàíòîâàÿ îïòèêà è êâàíòîâàÿ èíôîðìàòèêà¿, äëÿ ìàãèñòðàíòîâ ôèçè÷å-
ñêîãî ôàêóëüòåòà íàïðàâëåíèÿ ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿.
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Ãëàâà 1. Êâàíòîâàíèå ñâîáîäíîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

� 1.1. Êëàññè÷åñêîå ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå êëàññè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âàêóóìå
â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ è òîêîâ: ρ = 0, j⃗ = 0. Ñîñòîÿíèå òàêîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ìîæíî çàäàòü â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé

E⃗ = E⃗(r⃗, t), H⃗ = H⃗(r⃗, t).

Ýâîëþöèÿ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, êîòîðûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ
èìåþò âèä

rotH⃗ =
1

c

∂E⃗

∂t
,

rotE⃗ = −1

c

∂H⃗

∂t
, (1.1)

divH⃗ = 0,

divE⃗ = 0.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ âåêòîðíîé àëãåáðû

rotrotH⃗ = ∇(∇H⃗)−∇2H⃗ è rotrotE⃗ = ∇(∇E⃗)−∇2E⃗,

à òàêæå 3-å è 4-å óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà divH⃗ = ∇H⃗ = 0, divE⃗ = ∇E⃗ = 0,
èç 1-ãî è 2-ãî óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñèñòåìû (1.1) ëåãêî ïîëó÷èòü âîëíîâûå
óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

∇2H⃗ − 1

c2
∂2H⃗

∂t2
= 0, (1.2)

∇2E⃗ − 1

c2
∂2E⃗

∂t2
= 0. (1.3)
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Îäíèìè èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé âîëíîâûõ óðàâíåíèé (1.2), (1.3) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ ïëîñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí

E⃗(r⃗, t) = E⃗0e
ı(k⃗r⃗−ωt), (1.4)

H⃗(r⃗, t) = H⃗0e
ı(k⃗r⃗−ωt), (1.5)

ãäå ÷àñòîòà ω è ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà k⃗ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì k = ω/c è
E⃗0 è H⃗0 � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí. Ðåøåíèÿ (1.4), (1.5)
îïèñûâàåò âîëíó, äâèæóùóþñÿ â íàïðàâëåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà k⃗. Èñòèí-
íûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèòåëüíûì ÷àñòÿì
êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí E⃗ è H⃗.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû E⃗, H⃗ è k⃗
îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

Êðîìå âîëíîâîãî âåêòîðà k⃗, âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïëîñêîé âîëíû ÿâ-
ëÿåòñÿ åå ïîëÿðèçàöèÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû
âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàïðàâëåí âäîëü ôèêñèðîâàííî-
ãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e⃗1

E⃗(r⃗, t) = e⃗1E0e
ı(k⃗r⃗−ωt).

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé âîëíû ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü âåê-
òîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî (è ìàãíèòíîãî) ïîëÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè
äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí (ðèñ. 1)

E⃗ = E⃗1 + E⃗2, (1.6)

E⃗1(r⃗, t) = e⃗1E10e
ı(k⃗r⃗−ωt),

E⃗2(r⃗, t) = e⃗2E20e
ı(k⃗r⃗−ωt),

ãäå E10 = |E10|eıφ1 è E20 = |E20|eıφ1 � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ëèíåéíî ïîëÿ-
ðèçîâàííûõ âîëí è φ1 è φ2 � ôàçû êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä.

Åñëè àìïëèòóäû E10 è E20 èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, ò.å. φ1 = φ2, òî (1.6)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííóþ âîëíó ñ âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè,
íàïðàâëåííûì ïîä óãëîì θ = arctan(|E20|/|E10|) ê îñè e⃗1 è ñ àìïëèòóäîé
|E0| =

√
|E10|2 + |E20|2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

Åñëè æå E10 è E20 èìåþò ðàçëè÷íûå ôàçû, òî âîëíà (1.6) íàçûâàåòñÿ
ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé. Åñëè ïðè ýòîì êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû E10 è
E20 îäèíàêîâû ïî ìîäóëþ |E10| = |E20| = |E0|, à ïî ôàçå îòëè÷àþòñÿ íà ±π/2,
òî ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòåéøåé êðóãîâîé (èëè öèðêóëÿðíîé) ïîëÿðèçàöèåé.
Âîëíà (1.6) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

E⃗(r⃗, t) = |E10|(e⃗1 ± ıe⃗2)e
ı(k⃗r⃗−ωt).
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Ðèñ. 1. Âîëíîâîé âåêòîð ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû è äâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà ïîëÿ-
ðèçàöèè

Ðèñ. 2. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû

Ðèñ. 3. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé

Ïóñòü îñè êîîðäèíàò âûáðàíû òàê, ÷òî âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè z, åñëè e⃗1 è e⃗2 íàïðàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî âäîëü
îñåé x è y. Ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìû ïîëó÷èì, áåðÿ äåéñòâè-
òåëüíóþ ÷àñòü

Ex(r⃗, t) = E0 cos(kz − ωt),

Ey(r⃗, t) = ∓E0 cos(kz − ωt).

Â ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëÿ (1.6)
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èìååò ïîñòîÿííóþ àìïëèòóäó, íî âðàùàåòñÿ ïî êðóãó ñ ÷àñòîòîé ω, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 3. Âåðõíèé çíàê, (e⃗1 + ıe⃗2), ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ñìîòðÿùåãî íàâñòðå÷ó âîëíå. Ýòà âîëíà â
îïòèêå íàçûâàåòñÿ âîëíîé ñ ëåâîé êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé, èëè èìååò ïîëî-
æèòåëüíóþ ñïèðàëüíîñòü. Ïîñëåäíèé òåðìèí ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì,
ïîñêîëüêó â òàêîé âîëíå ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
ñîñòàâëÿþùóþ ïî îñè z. Ïðè íèæíåì çíàêå (e⃗1 − ıe⃗2), åñëè òàêæå ñìîòðåòü
íàâñòðå÷ó âîëíå, âðàùåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå; ýòî � âîëíà ñ ïðàâîé êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé èëè ñ îòðèöàòåëüíîé
ñïèðàëüíîñòüþ.

Äâå âîëíû ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé àíàëîãè÷íî ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàí-
íûì âîëíàì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíóþ ñèñòåìó äëÿ îïèñàíèÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí. Ââåäåì êîìïëåêñíûå îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå
âåêòîðû

e⃗± =
1√
2
(e⃗1 ± ıe⃗2),

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

(e⃗±)
∗e⃗± = 1, (e⃗±)

∗e⃗∓ = 0, (e⃗±)
∗e⃗3 = 0.

Òîãäà îáùåå ïðåäñòàâëåíèå (1.6) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

E⃗(r⃗, t) = (E+e⃗+ + E−e⃗−)e
ı(k⃗r⃗−ωt), (1.7)

ãäå E+ è E− � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû. Åñëè E+ è E− ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ,
íî èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, òî (1.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêè ïî-
ëÿðèçîâàííóþ âîëíó ñ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñà, ðàñïîëîæåííûìè âäîëü e⃗1
è e⃗2. Îòíîøåíèå ïîëóîñåé ýëëèïñà ðàâíî (1 + r)/(1 − r), ãäå r = |E−|/|E+|.
Åñëè æå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû E+ è E− èìåþò ðàçëè÷íûå ôàçû, òàê ÷òî
E−/E+ = reıα, òî îñè ýëëèïñà, îïèñûâàåìîãî âåêòîðîì E⃗, ïîâåðíóòû íà óãîë
α/2. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí îáùèé ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè; â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âåêòîðû E⃗ è H⃗ îïèñûâàþò ýëëèïñû. Ïðè r = ±1 ìû
âîçâðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí.

×èñëî äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå, ìîæíî óìåíüøèòü, ââîäÿ ñêàëÿðíûé φ(r⃗, t) è âåêòîðíûé A⃗(r⃗, t)
ïîòåíöèàëû ïîëÿ

E⃗ = −∇φ− 1

c

∂A⃗

∂t
, (1.8)

H⃗ = rotA⃗. (1.9)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàäàòü ñîñòîÿíèå ïîëÿ óêàçûâàÿ âìåñòî øåñòè ôóíê-
öèé êîîðäèíàò è âðåìåíè (òðåõ ïðîåêöèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è
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Ðèñ. 4. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé âîëíå

òðåõ ïðîåêöèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ) âñåãî ÷åòûðå ôóíêöèè êî-
îðäèíàò è âðåìåíè.

Ñîîòíîøåíèÿ (1.8), (1.9) îïðåäåëÿþò ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèà-
ëû íåîäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

A⃗′ = A⃗−∇χ,

φ′ = φ+
1

c

∂χ

∂t
,

ãäå χ = χ(r⃗, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Ëåãêî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ ôóíêöèþ χ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîë-
íÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ {

φ = 0,

divA⃗ = 0.
(1.10)

Òàêîå ñîîòíîøåíèå (1.10) íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé Êóëîíà. Â êóëîíîâñêîé
êàëèáðîâêå âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ñâÿ-
çàíû ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ñîîòíîøåíèÿìè

E⃗ = −1

c

∂A⃗

∂t
, (1.11)

H⃗ = rotA⃗. (1.12)

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.11), (1.12) â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, íåòðóäíî ïî-
ëó÷èòü äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà âîëíîâîå óðàâíåíèå âèäà

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= 0. (1.13)

Êàê è â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ, îäíèì èç âîç-
ìîæíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.13) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé ïëîñêîé
âîëíû

A⃗(r⃗, t) = A⃗0e
ı(k⃗r⃗−ωt). (1.14)

11



� 1.2. Öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè îïèñàíèè ñâîáîäíîãî êëàññè÷åñêîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü íåïðå-
ðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå � òðè ïðîåêöèè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì ïåðåéòè îò íåïðåðûâíîãî íàáîðà ïåðåìåí-
íûõ ê äèñêðåòíîìó. Äëÿ ýòîãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â
îãðàíè÷åííîì îáúåìå ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì â êà÷åñòâå òàêîãî
îáúåìà (îáúåìà êâàíòîâàíèÿ) êóá ñ ðåáðîì L. Íàëîæèì òàêæå íà âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

A⃗(x, y, z, t) = A⃗(x+ L, y, z, t) = A⃗(x, y + L, z, t) = A⃗(x, y, z + L, t). (1.15)

Äàëåå çàïîëíèì òàêèìè êóáàìè âñå ïðîñòðàíñòâî. Â ðåçóëüòàòå òàêîé îïåðà-
öèè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A⃗(r⃗, t) ñòàíåò ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, è ìû ìîæåì ðàçëîæèòü åãî â ðÿä Ôóðüå

A⃗(r⃗, t) =
∑
k⃗,λ

A⃗k⃗,λ(t)e
ı⃗kr⃗, (1.16)

ãäå λ = 1, 2 � èíäåêñ, íóìåðóþùèé äâå âîçìîæíûå íåçàâèñèìûå ïîëÿðèçàöèè
äëÿ ïëîñêîé âîëíû. Ïðè ýòîì ìû, êàê îáû÷íî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîéñòâà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âûäåëåííîì îáúåìå êâàíòîâàíèÿ.

Íàéäåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (1.15), âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåê-
òîðà k⃗ â ðàçëîæåíèè (1.16). Ïîäñòàâëÿÿ (1.16) â (1.15), ïîëó÷àåì∑

k⃗,λ

A⃗k⃗,λ(t)e
ı(kxx+kyy+kzz) =

∑
k⃗,λ

A⃗k⃗,λ(t)e
ı(kx(x+L)+kyy+kzz) =

=
∑
k⃗,λ

A⃗k⃗,λ(t)e
ı(kxx+ky(y+L)+kzz) =

∑
k⃗,λ

A⃗k⃗,λ(t)e
ı(kxx+kyy+kz(z+L)),

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
eıkxL = eıkyL = eıkzL = 1. (1.17)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.17) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîåêöèé âîëíîâîãî âåêòîðà, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

kx =
2π

L
nx, nx = 0,±1,±2, · · · ,

ky =
2π

L
ny, ny = 0,±1,±2, · · · ,

kz =
2π

L
nz, nz = 0,±1,±2, · · · .
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Â äàëüíåéøåì âñå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ìû áóäåì ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ äèñêðåòíûé íàáîð äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ A⃗k⃗,λ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ôóðüå-àìïëèòóäû â ðàçëîæåíèè (1.16). Äëÿ
òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîëà â âûáîðå îáúåìà êâàíòîâàíèÿ, â êîíå÷-
íûõ ôîðìóëàõ äëÿ íàáëþäàåìûõ ìû ïåðåéäåì ê ïðåäåëó L → ∞. Â ñëó÷àå
áîëüøèõ çíà÷åíèé L ñïåêòð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèé âîëíîâîãî âåêòî-
ðà ñòàíîâèòñÿ êâàçèíåïðåðûâíûì, è â ôîðìóëàõ äëÿ íàáëþäàåìûõ ñóììû ïî
ïðîåêöèÿì âîëíîâîãî âåêòîðà ìîãóò áûòü çàìåíåíû èíòåãðàëàìè

∑
k⃗

(· · · ) →
L → ∞

∫
(· · · )dN(k⃗), (1.18)

ãäå dN(k⃗) � ÷èñëî ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà k⃗ â èíòåðâàëå
îò k⃗ äî k⃗ + dk⃗.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó dN(k⃗). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âíà÷àëå îäíó èç ïðî-
åêöèé âîëíîâîãî âåêòîðà, íàïðèìåð kx. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåê-
òîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì nx îòëè÷àþùèìñÿ íà 1:

kx = (2π/L)nx,

k′x = (2π/L)(nx + 1).

Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà
kx â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ ðàâíî

∆kx = k′x − kx = (2π/L).

×èñëî ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà kx, ïðèõîäÿùèõñÿ
íà èíòåðâàë dkx, åñòü

dN(kx) = dkx/∆kx = (L/2π)dkx.

Òîãäà ÷èñëî ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà, ïðîåêöèè êîòîðûõ
ëåæàò â èíòåðâàëàõ (kx, kx + dkx), (ky, ky + dkx) è kz, kz + dkx, ðàâíî

dN(k⃗) = dN(kx)dN(ky)dN(kz) =
V

(2π)3
dkxdkydkz, (1.19)

ãäå V = L3.
Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëà (1.18) ïðèíèìàåò âèä

∑
k⃗

(· · · ) →
L → ∞

V

(2π)3

∫
(· · · )dkxdkydkz. (1.20)
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Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (1.20) ìû ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü íå òîëüêî äåêàðòîâû, íî è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàí-
ñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ. ×èñëî ñîñòîÿíèé ïîëÿ ñ ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà
â èíòåðâàëå (k, k+dk) è íàïðàâëåíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà, ëåæàùèì â òåëåñ-
íîì óãëå dΩ, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dNk =
V

(2π)3
dkk2dΩ, (1.21)

ãäå dΩ = sin θdθdφ � ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà â k⃗-ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ôîðìóëà
(1.20) ïðèìåò âèä

∑
k⃗

(· · · ) →
L → ∞

V

(2π)3

∫
(· · · )k2dkdΩ, (1.22)

Ïîäñòàâèì äàëåå ðàçëîæåíèå (1.16) â âîëíîâîå óðàâíåíèå (1.13) äëÿ âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âðåìåííîå óðàâíåíèå äëÿ ôóðüå-
îáðàçîâ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

¨⃗
Ak⃗,λ(t) + ω2

k⃗
A⃗k⃗,λ(t) = 0. (1.23)

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.23) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà e±ıωk⃗t. Âûáåðåì ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (1.23), ñîîòâåòñòâóþùèå ôóðüå-êîìïîíåíòå âåêòîðíîãî ïîòåí-
öèàëà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k⃗, âèäà e−ıωk⃗t, à � ôóðüå-êîìïîíåíòå äëÿ (−k⃗)
ðåøåíèå âèäà e+ıωk⃗t. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (1.16) ïðèìåò âèä ðàçëîæåíèÿ
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â âèäå ñóïåðïîçèöèè áåãóùèõ âîëí

A⃗(r⃗, t) =
∑
k⃗,λ

{a⃗k⃗,λ(t)e
ı(k⃗r⃗−ωk⃗t) + a⃗∗

k⃗,λ
(t)e−ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)}, (1.24)

ãäå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû áåãóùèõ âîëí ñâÿçàíû ñ ïðåæíèìè ôóðüå-àìï-
ëèòóäàìè ñîîòíîøåíèÿìè

A⃗k⃗,λ = a⃗k⃗,λ + a⃗∗
k⃗,λ
,

˙⃗
Ak⃗,λ = −ıωk⃗(⃗ak⃗,λ + a⃗∗

k⃗,λ
).

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íå òîëüêî â âèäå
ñóïåðïîçèöèè áåãóùèõ, íî è â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñòîÿ÷èõ âîëí [1].

Äëÿ óïðîùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê áóäåì âñåãäà â äàëüíåéøåì
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿðèçàöèè ïîïåðå÷íûõ âîëí
äâå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû, íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè êîòîðûõ çàäà-
þòñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè e⃗1 è e⃗2. Òîãäà àìïëèòóäû áåãóùèõ âîëí óäîáíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

a⃗k⃗,λ = ak⃗,λe⃗k⃗,λ,

14



a⃗∗
k⃗,λ

= a∗
k⃗,λ
e⃗k⃗,λ,

ãäå èíäåêñ ïîëÿðèçàöèè λ ïðèíèìàåò äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ λ = 1, 2.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå (1.24) äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèíèìàåò âèä

A⃗(r⃗, t) =
∑
k⃗,λ

{ak⃗,λ(t)e
ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)e⃗k⃗,λ + a∗

k⃗,λ
(t)e−ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)e⃗k⃗,λ}. (1.25)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âìåñòî íåïðåðûâíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ
A⃗(r⃗, t) äèñêðåòíûé íàáîð ïåðåìåííûõ {ak⃗,λ, a

∗
k⃗,λ

}, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîì-
ïëåêñíûå àìïëèòóäû áåãóùèõ âîëí. Òàêèå âåëè÷èíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê äèñêðåòíûé íàáîð êëàññè÷åñêèõ ¾ïåðåìåííûõ ïîëÿ¿. Î÷åâèäíî, ÷òî íå
òîëüêî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (1.25), íî è ëþáàÿ äðóãàÿ íàáëþäàåìàÿ âåëè÷è-
íà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç íîâûå ïåðå-
ìåííûå ïîëÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé èìååì

E⃗(r⃗, t) = −1

c

∂A⃗(r⃗, t)

∂t
= −ı

∑
k⃗,λ

k{ak⃗,λ(t)e
ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)e⃗k⃗,λ − a∗

k⃗,λ
(t)e−ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)e⃗k⃗,λ},

(1.26)

H⃗(r⃗, t) = rotA⃗(r⃗, t) = ı
∑
k⃗,λ

{ak⃗,λ(t)e
ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)[⃗k, e⃗k⃗,λ]− a∗

k⃗,λ
(t)e−ı(k⃗r⃗−ωk⃗t)[⃗k, e⃗k⃗,λ]},

(1.27)
ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ωk⃗/c = k.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü ýíåðãèþ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (1.26) è (1.27) â ôîðìóëó

E =
1

8π

∫
(E⃗2 + H⃗2)dV,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáúåìó êâàíòîâàíèÿ V . Òàê êàê âîëíîâîé âåê-
òîð k⃗ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

k⃗ =
2π

L
(nx⃗ix + ny⃗iy + nz⃗iz),

òî ìû âèäèì, ÷òî
1

V

∫
eı(k⃗−k⃗

′)r⃗dV = δk⃗,⃗k′.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèÿ è óñëîâèå ωk⃗ = ω−k⃗, ïîëó÷àåì äëÿ ýíåðãèè

E =
V

8π

∑
k⃗,λ,λ′

(ak⃗,λa
∗
k⃗,λ

+ a∗
k⃗,λ
ak⃗,λ)(k

2e⃗k⃗,λe⃗k⃗,λ′ + ([e⃗k⃗,λ, k⃗][e⃗k⃗,λ′, k⃗])− (1.28)
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−(ak⃗,λa−k⃗,λ′ + a∗
k⃗,λ
a∗−k⃗,λ′)(k

2e⃗k⃗,λe⃗−k⃗,λ′ + ([e⃗k⃗,λ, k⃗][e⃗−k⃗,λ′, (−k⃗)]).
Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå ïðàâèëàìè âåêòîðíîãî àíàëèçà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðà-
æåíèé

([⃗ek⃗,λ, k⃗][e⃗k⃗,λ′, k⃗]) = ([⃗ek⃗,λ[⃗k, ek⃗,λ′]]⃗k]) =

= [(e⃗k⃗,λe⃗k⃗,λ′)k⃗ − (e⃗k⃗,λk⃗)e⃗k⃗,λ′ ]⃗k = k2(e⃗k⃗,λe⃗k⃗,λ′) = k2δλ,λ′, (1.29)

ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî (e⃗k⃗,λk⃗) = 0 è k⃗k⃗ = k2. Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

([⃗ek⃗,λ, k⃗][e⃗−k⃗,λ′, k⃗]) = (e⃗k⃗,λe⃗−k⃗,λ′)(k⃗(−k⃗)) = −k2(e⃗k⃗,λe⃗−k⃗,λ′). (1.30)

Èç (1.30) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â (1.28) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â
íóëü, â òî âðåìÿ êàê èç (1.29) ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâîì ÷ëåíå âòîðîé ñîìíîæèòåëü
ñâîäèòñÿ ê 2k2δλ,λ′, è òàêèì îáðàçîì,

E =
V

4πc2

∑
k⃗,λ

ω2
k⃗
(ak⃗,λa

∗
k⃗,λ

+ a∗
k⃗,λ
ak⃗,λ), (1.31)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ωk⃗ = kc. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ èìïóëüñà ïîëÿ â îáúåìå
êâàíòîâàíèÿ

G⃗ =
1

4π

∫
[E⃗, H⃗]dV

ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå âèäà

G⃗ =
V

4π

∑
k⃗,λ

k⃗(ak⃗,λa
∗
k⃗,λ

+ a∗
k⃗,λ
ak⃗,λ). (1.32)

Äëÿ öåëåé ïîñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ê êâàíòîâîé òåîðèè ñâîáîäíîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóåò ïðîèçâåñòè åùå íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå ýòèõ
ïåðåìåííûõ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ ïðèîáðåòàþò âèä, àíàëî-
ãè÷íûé êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äëÿ ýòîãî âìåñòî
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ak⃗,λ, a

∗
k⃗,λ

ââåäåì äåéñòâèòåëüíûå êàíîíè÷åñêèå ïåðå-

ìåííûå ïîëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qk⃗,λ =

√
V

4πc2
(ak⃗,λ + a∗

k⃗,λ
),

Pk⃗,λ = ıω

√
V

4πc2
(ak⃗,λ + a∗

k⃗,λ
).

Îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

ak⃗,λ =

√
πc2

V
(Qk⃗,λ + ıPk⃗,λ), (1.33)

16



a∗
k⃗,λ

=

√
πc2

V
(Qk⃗,λ − ıPk⃗,λ). (1.34)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñîãëàñíî

A⃗(r⃗, t) =

√
4πc2

V

∑
k⃗,λ

{Qk⃗,λ cos(k⃗r⃗ − ωk⃗t)e⃗k⃗,λ −
1

ωk⃗,λ
Pk⃗,λ sin(k⃗r⃗ − ωk⃗t))e⃗k⃗,λ)}.

(1.35)
Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.33), (1.34) â ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèè (1.32), ïîëó÷èì
êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà äëÿ ïîëÿ â îáúåìå êâàíòîâàíèÿ â âèäå

H =
∑
k⃗,λ

(P 2
k⃗,λ

+ ω2
k⃗
Q2
k⃗,λ

). (1.36)

Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàñïàäàåòñÿ íà ñóì-
ìó íåçàâèñèìûõ ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî ïî îäíîé ïàðå
êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Qk⃗,λ, Pk⃗,λ. Êàæäûé òàêîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò áå-
ãóùåé âîëíå ñ îïðåäåëåííûì âîëíîâûì âåêòîðîì è ïîëÿðèçàöèåé, ïðè÷åì
èìååò âèä ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Ïîýòîìó î ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè ìîæíî ãîâîðèòü êàê î ðàçëîæåíèè êëàñ-
ñè÷åñêîãî ïîëÿ íà îñöèëëÿòîðû.

� 1.3. Ïðåäñòàâëåíèå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êâàíòîâàíèþ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå � îáîáùåí-
íûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû � êàê îïåðàòîðû ñ ïðàâèëàìè êîì-
ìóòàöèè

[Q̂k⃗,λ, P̂k⃗′,λ′] = ı~δk⃗,⃗k′δλ,λ′.
Âìåñòå ñ íèìè ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè òàêæå ñòàíîâÿòñÿ âåêòîðíûé ïîòåí-
öèàë A⃗, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî E⃗ è ìàãíèòíîãî ïîëÿ H⃗. Â êâàíòîâîì
ñëó÷àå êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïðåâðàùàåòñÿ â ãàìèëüòîíèàí ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ĥ =
∑
k⃗,λ

(P̂ 2
k⃗,λ

+ ω2
k⃗
Q̂2
k⃗,λ

).

Ïðè îïèñàíèè êâàíòîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ïðåäñòàâëåíèå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàòîðû âk⃗,λ è

â+k⃗,λ

Q̂k⃗,λ =

√
~
2ωk⃗

(âk⃗,λ + â+
k⃗,λ

),
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P̂k⃗,λ = ıωk⃗

√
~ωk⃗
2

(â+
k⃗,λ

− âk⃗,λ),

óäîâëåòâîðÿþùèå ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì áîçåâñêîãî
òèïà

[âk⃗,λ, â
+

k⃗′,λ′
] = δk⃗,⃗k′δλ,λ′. (1.37)

Â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ åñòü

Ĥ =
∑
k⃗,λ

~ωk(â+k⃗,λâk⃗,λ + âk⃗,λâ
+

k⃗,λ
). (1.38)

Îïåðàòîðû â+
k⃗,λ

è âk⃗,λ äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé |..., nk⃗,λ, ...⟩,
çàâèñÿùèõ îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ nk⃗,λ = 0, 1, 2, .... Äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ â+

k⃗,λ
è

âk⃗,λ íà âîëíîâûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

âk⃗,λ |..., nk⃗,λ, ...⟩ =
√
nk⃗,λ|..., nk⃗,λ − 1, ...⟩, (1.39)

â+
k⃗,λ

|..., nk⃗,λ, ...⟩ =
√
nk⃗,λ + 1|..., nk⃗,λ + 1, ...⟩. (1.40)

Èç (1.39) è (1.40) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â+
k⃗,λ

óâåëè÷èâàåò, à îïåðàòîð âk⃗,λ
óìåíüøàåò ÷èñëî nk⃗,λ íà åäèíèöó â ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì ôóíêöèåé
|..., nk⃗,λ, ...⟩. Âåëè÷èíû nk⃗,λ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà

â+
k⃗,λ
âk⃗,λ = nk⃗,λ|..., nk⃗,λ, ...⟩.

×èñëà nk⃗,λ ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü â äàëüíåéøåì êàê ÷èñëà ôîòîíîâ

â ìîäå ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k⃗ è ïîëÿðèçàöèåé λ. Ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû
â+
k⃗,λ

è âk⃗,λ � êàê îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ, à îïåðàòîð

â+
k⃗,λ
âk⃗,λ � êàê îïåðàòîð ÷èñëà ôîòîíîâ â ìîäå (k⃗, λ).

Ñ ó÷åòîì êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.37) ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (1.38) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ĥ =
∑
k⃗,λ

~ωk
(
â+
k⃗,λ
âk⃗,λ +

1

2

)
. (1.41)

Îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðåä-
ñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ èìååò âèä

ˆ⃗
A(r⃗, t) =

∑
k⃗,λ

√
2π~c2
V ωk

(âk⃗,λ(t)e⃗k⃗,λe
ı⃗kr⃗ + â+

k⃗,λ
(t)e⃗k⃗,λe

−ı⃗kr⃗), (1.42)
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ãäå âk⃗,λ(t) = âk⃗,λe
−ıωk⃗t è â+

k⃗,λ
(t) = â+

k⃗,λ
eıωk⃗t. Íåòðóäíî òàêæå ïîëó÷èòü âûðà-

æåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ˆ⃗
E(r⃗, t) = ı

∑
k⃗,λ

√
2πωk~c2

V
(âk⃗,λ(t)e⃗k⃗,λe

ı⃗kr⃗ − â+
k⃗,λ

(t)e⃗k⃗,λe
−ı⃗kr⃗),

ˆ⃗
H(r⃗, t) = ı

∑
k⃗,λ

√
2π~c2
V ωk

(âk⃗,λ(t)[⃗k, e⃗k⃗,λ]e
ı⃗kr⃗ − â+

k⃗,λ
(t)[⃗k, e⃗k⃗,λ]e

−ı⃗kr⃗).

Âû÷èñëèì ýíåðãèþ ñâîáîäíîãî ïîëÿ â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì ôî-
òîíîâ â êàæäîé èç ìîä. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.41), ïîëó÷àåì

E = ⟨..., nk⃗,λ, ...|Ĥ|..., nk⃗,λ, ...⟩ =
∑
k⃗,λ

~ωk
(
nk⃗,λ +

1

2

)
.

Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â êîòîðîì âî âñåõ ìîäàõ ïîëÿ íåò
ôîòîíîâ, ò.å.

nk⃗1 = nk⃗2 = · · · = 0,

íàçûâàåòñÿ âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì ïîëÿ. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ôîòîíîâ,
ýíåðãèÿ ïîëÿ â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè îòëè÷íà îò íóëÿ

E0 =
∑
k⃗,λ

1

2
~ωk. (1.43)

×èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå (1.43) áåñêîíå÷íî, à ÷àñòîòû ìîä ïîëÿ ïîëîæèòåëü-
íû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ áåñêîíå÷íà. Èçáà-
âèòüñÿ îò òàêîé ðàñõîäèìîñòè äëÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé, èñõîäÿ èç ïåð-
âûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé òåîðèè, íåâîçìîæíî. Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî â ïîäàâ-
ëÿþùåì ÷èñëå ýêñïåðèìåíòîâ èçìåðÿåìûé îòêëèê ïðîïîðöèîíàëåí ýíåðãèè
âîçáóæäåíèÿ ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ∆E = E − E0.
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðîñòî îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ ñâîáîäíîãî
ïîëÿ îò ýíåðãèè âàêóóìíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèìåò âèä

Ĥ =
∑
k⃗,λ

~ωkâ+k⃗,λâk⃗,λ. (1.44)

Îñíîâíûì àðãóìåíòîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîãî ïîëÿ â
âèäå (1.44) áóäåò ïîëíîå ñîãëàñèå ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ýòîãî âûðàæåíèÿ
òåîðåòè÷åñêèõ ñëåäñòâèé ýêñïåðèìåíòó.

19



Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòî-
ðûõ èçìåðÿåòñÿ íåêîòîðîå èçìåíåíèå ýíåðãèè ñàìèõ íóëåâûõ êîëåáàíèé, íà-
ïðèìåð, ñâÿçàííûõ ñ ýôôåêòîì Êàçèìèðà (ïðèòÿæåíèå äâóõ ïðîâîäÿùèõ
ïëàñòèí èëè ñôåð, íàõîäÿùèõñÿ íà ìàëîì ðàññòîÿíèè) [24;25]. Îäíàêî è â
ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ âû÷èñëÿåòñÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ïðîâîäíèêîâ, êîòîðàÿ âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòü äâóõ áåñêîíå÷íûõ ýíåðãèé íóëåâûõ êîëåáàíèé äëÿ
ñâîáîäíîãî ïîëÿ è ïðè íàëè÷èè ïðîâîäíèêîâ.

� 1.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1.1) äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû E⃗, H⃗ è k⃗ îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó
âåêòîðîâ.

2. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.26)-(1.30), ïîëó÷èòü ôîðìóëó (1.32) äëÿ èì-
ïóëüñà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáúåìå êâàíòîâàíèÿ.

3. Äîêàçàòü, ÷òî êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà (1.10) óäîâëåòâîðÿåò ãðàäèåíò-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

4. Ïîëå èçëó÷åíèÿ â ïðîñòîì ïðîâîäÿùåì êóáè÷åñêîì ðåçîíàòîðå ñî ñòîðî-
íîé L óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= 0

è óñëîâèþ êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêè divA⃗ = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (ïîëå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ñòåí-
êàõ ðåçîíàòîðà), èìååò ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå:

Ax(r⃗, t) = Ax(t) cos(kxx) sin(kyy) sin(kzz),

Ay(r⃗, t) = Ay(t) sin(kxx) cos(kyy) sin(kzz),

Az(r⃗, t) = Az(t) sin(kxx) sin(kyy) cos(kzz),

ãäå A⃗(t) íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ, à êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà îïðå-
äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè ki = 2π/L (i = x, y, z). Ïîêàæèòå, ÷òî öåëûå
÷èñëà nx, ny, nz â âûðàæåíèè òàêîâû, ÷òî òîëüêî îäíî èç íèõ ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ íóëþ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

5. Ðàññìîòðèòå îäíîìîäîâîå êâàíòîâîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, îïèñûâàå-
ìîå îïåðàòîðîì âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

ˆ⃗
A(r⃗, t) =

√
2π~c2
V ωk

(âk⃗,λe⃗k⃗,λe
ı(k⃗r⃗−ωkt) + â+

k⃗,λ
e⃗k⃗,λe

−ı(k⃗r⃗−ωkt)).
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• Íàéòè äëÿ ýòîãî ïîëÿ îïåðàòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è

ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ˆ⃗
E(r⃗, t),

ˆ⃗
H(r⃗, t).

• Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîëÿ

⟨nk⃗,λ|
ˆ⃗
E(r⃗, t)|nk⃗,λ⟩ = ⟨nk⃗,λ|

ˆ⃗
H(r⃗, t)|nk⃗,λ⟩ = 0.

6. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.25), (1.33) è (1.34), âûâåñòè ôîðìóëó (1.35)
äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

7. Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.37), ïîêàæèòå, ÷òî ãàìèëü-
òîíèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî
êâàíòîâàíèÿ èìååò âèä (1.41).

8. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè "íîðìàëüíîé" ôîðìû çàïèñè îïåðà-
òîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ ãàìèëüòîíèàí (1.38) ïðèíèìàåò
âèä (1.44). "Íîðìàëüíîé" íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôîðìà çàïèñè îïåðàòîðíûõ
âûðàæåíèé, ïðè êîòîðîé îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ âñåãäà ðàñïîëàãàþòñÿ ñëå-
âà îò îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ.
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Ãëàâà 2. Ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí êâàíòîâîãî ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê (áåñêîíå÷íîé) ñóììå ãàìèëüòîíè-
àíîâ îäíîìîäîâûõ êâàíòîâûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ (ñì. �1.3). Êàæäî-
ìó îñöèëëÿòîðó ïðè êâàíòîâàíèè ïîëÿ â ïîëîñòè îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿ |nk⃗,λ >,
ãäå nk⃗,λ = 0, 1, 2, . . . � ÷èñëî ôîòîíîâ â ìîäå ñ íîìåðîì (k⃗, λ), k⃗ � âîëíîâîé
âåêòîð, à λ � ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ.

Ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ïîëÿ (ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ìîä)

|{nk⃗,λ} >= | . . . , nk⃗,λ, · · · >

îáðàçóþò óäîáíûé ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
ôîêîâñêèì 1 (ñì., íàïðèìåð, [1;2]). Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîëüíîå ÷èñòîå êâàí-
òîâîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïðîèçâåäåíèé
îäíîìîäîâûõ ôîêîâñêèõ ñîñòîÿíèé:

|Ψ >=
∏
{k⃗,λ}

⊗

∑
nk⃗,λ

Ck⃗,λ|nk⃗,λ >

 .

Â äàííîé ãëàâå ìû èçó÷èì íàèáîëåå âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè êàê òàêèõ
÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, òàê è òåõ, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè. Ïîñëåäíèå íàçûâàþò ñìåøàííûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îòäåëüíîé ìîäû
êâàíòîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêîå îãðàíè÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîñëåä-
íèìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äîñòèæåíèÿìè ðåçîíàòîðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðî-
äèíàìèêè [5;6] ïðè îïèñàíèè ïîëÿ â âûñîêîäîáðîòíûõ ðåçîíàòîðàõ, âûäåëÿ-
þùèõ îäíó èëè íåñêîëüêî ôîòîííûõ ìîä.

Â ñëó÷àå îäíîé ìîäû (èíäåêñû ìîäû äàëåå áóäåì îïóñêàòü) ôîêîâñêèå
ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà ÷èñëà ôîòîíîâ
N̂ = â+â:

N̂ |n >= â+â|n >= n|n >,
1Ñâîéñòâà ýòîãî áàçèñà èçëîæåíû â �1.4
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ãäå n = 0, 1, 2, . . . èìååò ñìûñë ÷èñëà ôîòîíîâ â ìîäå.
Íîðìèðîâàííîå íà åäèíèöó âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ìîäû |0 > îïðåäåëåíî

ñîîòíîøåíèåì:

â|0 >= 0.

Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ â+ è óíè÷òîæåíèÿ â íà ôîêîâñêèå ñîñòîÿíèÿ
äàåòñÿ ôîðìóëàìè:

â+|n >=
√
n+ 1|n+ 1 >, â|n >=

√
n|n− 1 > .

Ìíîæåñòâî ôîêîâñêèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-
ñòåìîé ñîñòîÿíèé:

∞∑
n=0

|n >< n| = 1̂, < n|m >= δnm.

Ñ ïîìîùüþ ôîêîâñêîãî áàçèñà ìîæíî çàäàâàòü êàê ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ

|ψ >=
∞∑
n=0

cn|n >,
∞∑
n=0

|cn|2 = 1,

òàê è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ (ñì.�2.4), îïðåäåëåííûå ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρ̂ =
∞∑
n=0

pnm|n >< m|.

� 2.1. Ãëàóáåðîâñêèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

è èõ ñâîéñòâà

Âûáîð òåõ èëè èíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ èññëåäóåìûìè
ôèçè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Äëÿ ïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ íåáîëü-
øîãî ÷èñëà ôîòîíîâ, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü â íèçøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîç-
ìóùåíèÿ, óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ôîêîâñêèé áàçèñ. Â ýòîì áàçèñå ÷èñëî ôîòîíîâ
â ìîäå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì, íî ôàçû îòäåëüíûõ ñîñòîÿíèé îêàçûâàþòñÿ
ïîëíîñòüþ íåîïðåäåëåííûìè (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè), íî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òàêîãî áàçèñà íå óäàåòñÿ àäåêâàòíî îïèñàòü òàêèå ÿâëåíèÿ êàê êî-

ãåðåíòíîñòü. Â òàêîé ñèòóàöèè èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíû (ãëàóáåðîâñêèå) êî-
ãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ (ÊÑ) |α >, êîòîðûå áûëè ââåäåíû Ãëàóáåðîì â 1963 ã.2

äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ [26;27]. Îêàçàëîñü, ÷òî èìåííî

2Âïåðâûå òàêèå ñîñòîÿíèÿ (íåðàñïëûâàþùèåñÿ ãàóññîâû ïàêåòû äëÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà) áûëè
ââåäåíû åùå â 1926 ã. Ý. Øðåäèíãåðîì (ñì. äàëåå).
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ñ ïîìîùüþ ñîñòîÿíèé |α > íàèáîëåå åñòåñòâåííî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê
îïèñàíèþ èíòåíñèâíûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ.

Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ââîäÿòñÿ Ãëàóáåðîì êàê íîðìèðîâàííûå íà åäè-
íèöó ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ

â|α >= α|α >, (2.1)

ãäå α = |α|eiθ− ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
Íàéäåì ðàçëîæåíèå |α > ïî ôîêîâñêèì ñîñòîÿíèÿì |n > .

Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ñòîðîíû ñîîòíîøåíèÿ (2.1) íà áðà-âåêòîð < n|.
Èñïîëüçóÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà â íà âåêòîðû |n >, ïîëó÷èì:

< n|â|α >=
√
n+ 1 < n+ 1|α >= α < n|α > .

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷èâøååñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, âûðàçèì < n|α > ÷åðåç
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå < 0|α >:

< n|α >= αn√
n!
< 0|α > .

Ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè íàéäåì, ÷òî | < 0|α > |2 = exp
(
−|α|2

)
.

Âûáèðàÿ ôàçîâûé ìíîæèòåëü ðàâíûì åäèíèöå, íàõîäèì ðàçëîæåíèå:

|α >= exp
(
−|α|2/2

)
·

∞∑
n=0

αn√
n!
|n > . (2.2)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû â, â+ ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû, èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî

< α| â+ = α∗ < α|. (2.3)

Âñïîìèíàÿ âèä îïåðàòîðà íàïðÿæåííîñòè ñâîáîäíîãî êâàíòîâàííîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ˆ⃗
E(r⃗, t) = ı

∑
k⃗,λ

√
2πωk~c2

V
(âk⃗,λ(t)e⃗k⃗,λe

ı⃗kr⃗ − â+
k⃗,λ

(t)e⃗k⃗,λe
−ı⃗kr⃗),

è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.1) è (2.3), ëåãêî íàéòè, ÷òî â îäíîìîäîâîì ñëó÷àå:

< α| ˆ⃗E|α >=
√

2πω~c2
V

e⃗
(
αe−i(k⃗r⃗−ωt) + α∗ei(k⃗r⃗−ωt)

)
=

= 2

√
2πω~c2
V

|α| e⃗ sin
(
ωt− k⃗r⃗ + φ

)
= E⃗0 sin

(
ωt− k⃗r⃗ + φ

)
. (2.4)

Âèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå èìååò âèä îäíîìîäîâîãî êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ
ñ âåêòîðíîé àìïëèòóäîé:

E⃗0 = 2

√
2πω~c2
V

|α| e⃗.
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Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ÊÑ è áûëî èñïîëüçîâàíî Ãëàóáåðîì ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íî êâàíòîâîì îïèñàíèè êîãåðåíòíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà îñöèëëÿòîðíûõ ÊÑ.

• Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

< α|β >= exp

[
−1

2

(
|α|2 + |β|2 − 2α∗β

)]
. (2.5)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äâà ðàçíûõ ÊÑ íå îðòîãîíàëüíû, è âåðîÿòíîñòü ïåðå-
õîäà ìåæäó íèìè ðàâíà: | < α|β > |2 = e−|α−β|2.

• Ðàçëîæåíèå åäèíèöû:

1̂ =
1

π

∫
d2α|α >< α| ≡ 1

π

∫
dRe(α)dIm(α)|α >< α|. (2.6)

Èç ôîðìóëû (2.6) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ÊÑ ïåðåïîëíåíà

|β >= 1

π

∫
d2α|α >< α|β > .

• Îïåðàòîð ñäâèãà:

ÊÑ |α > ïîëó÷àåòñÿ èç âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ |0 > äåéñòâèåì óíèòàðíîãî
îïåðàòîðà D̂(α) = exp(αâ+ − α∗â) :

|α >= D̂(α)|0 > . (2.7)

Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû (2.7) ïðåäñòàâèì îïåðàòîð D̂(α) â ðàñïóòàííîì
âèäå

D̂(α) = e−|α|2/2eαâ
+

e−α
∗â.

Òîãäà
D̂(α)|0 >= e−|α|2/2eαâ

+

e−α
∗â|0 >=

= e−|α|2/2eαâ
+|0 >= exp

(
−|α|2/2

)
·

∞∑
n=0

αn√
n!
|n >= |α >,

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå e−α
∗â =

∞∑
n=0

(−1)n (α
∗â)n

n! = 1̂− α∗â + . . . è òîò

ôàêò, ÷òî â|0 >= 0.

• Ðàñïðåäåëåíèå ôîòîíîâ â ÊÑ:

Åñëè ôîòîííàÿ ìîäà ïðèãîòîâëåíà â ÊÑ α, òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü
â ìîäå n-ôîòîíîâ ðàâíà:

wn = | < n|α > |2 = |α|ne−|α|2

n!
, (2.8)
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñî ñðåäíèì ÷èñëîì ôîòîíîâ
< N >= |α|2 è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì

(∆N)2 =< N̂ 2 > − < N̂ >2= |α|2.

Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ

(∆N)/ < N̂ >= (< N̂ >)−1/2

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì ñðåäíåãî ÷èñëà ôîòîíîâ.

• ÊÑ ìèíèìèçèðóþò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè îñöèëëÿòîðà ïîëÿ:

(∆x ·∆p = ~/2). Çäåñü ∆F =
√
< F̂ 2 > − < F̂ >2. Îïåðàòîðû êîîðäè-

íàòû è èìïóëüñà x̂, p̂ ñâÿçàíû ñ ìîäîâûìè îïåðàòîðàìè â, â+ ñîîòíîøå-
íèÿìè:

â =
1√
2

(
ξ̂ + iπ̂

)
, â+ =

1√
2

(
ξ̂ − iπ̂

)
, ξ̂ =

√
ω

~
x̂, π̂ =

√
1

~ω
p̂. (2.9)

Ðèñ. 5. Ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ Q äëÿ êîòà Øðåäèíãåðà ñ α = 4

• Ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ Q :

Q =
(∆N)2− < N >

< N >
. (2.10)

Äëÿ ìîäû, ïðèãîòîâëåííîé â ÊÑ, Q = 0.

Íåêëàññè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ ïîëå ñ ñóáïóàññîíîâñêèì ïîâåäåíèåì, êîãäà
Q < 0.

Ïðèìåðîì íåêëàññè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ ñëóæèò êîãåðåíòíàÿ ñóïåð-
ïîçèöèÿ äâóõ ÊÑ � ñîñòîÿíèå òèïà "êîòà Øðåäèíãåðà":

|Ψcat >=
[
2 + 2 cos(α2 sinϕ)e−2α2 sin2(ϕ/2)

]−1/2 [
|αeiϕ/2 > +|αe−iϕ/2 >

]
. (2.11)
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Çäåñü α ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííûì. Äëÿ ýòîé ñóïåðïîçèöèè ñóùåñòâóþò
èíòåðâàëû óãëîâ ϕ, â êîòîðûõ ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ Q < 0 (ñì. ðèñ. 5). Íåêëàñ-
ñè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü èíòåðôåðåíöèåé äâóõ êîãåðåíòíûõ ñî-
ñòîÿíèé.

Íåêîãåðåíòíàÿ ñìåñü òåõ æå ÊÑ, çàäàííàÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρ̂ =
1

2

{
|αeiϕ/2 >< αeiϕ/2|+ |αe−iϕ/2 >< αe−iϕ/2|

}
, (2.12)

íå ÿâëÿåòñÿ íåêëàññè÷åñêîé � äëÿ íåå ïàðàìåòð Q = 0.

� 2.2. Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ è ñæàòûé ñâåò

Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ [28;29] åùå îäèí ïðèìåð êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ìè-
íèìèçèðóþùèõ ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Êâàäðàòóðíûå îïåðàòîðû ξ̂, π̂ (ñì. (2.9)) óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîí-
íîìó ñîîòíîøåíèþ [ξ̂, π̂] = i. Èõ äèñïåðñèè (∆ξ)2 ≡< ∆̂ξ2 > − < ∆̂ξ >2 è
(∆π)2 ≡< ∆̂π2 > − < ∆̂π >2 óäîâëåòâîðÿþò â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèþ
íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà:

∆ξ ·∆π ≥ 1/2.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÊÑ ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàâíûìè ìè-
íèìàëüíûìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè:

∆ξ = ∆π = 1/
√
2.

Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ, êàê è ÊÑ, îñòàâëÿþò ìèíèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèå êâàäðà-
òóðíûõ êîìïîíåíò, íî â îòëè÷èå îò ÊÑ óìåíüøàþò íåîïðåäåëåííîñòü îäíîé
èç êîìïîíåíò, óâåëè÷èâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü äðóãîé êîìïîíåíòû.

Îïðåäåëèì òàêèå ñîñòîÿíèÿ |α, ζ > äåéñòâèåì íà âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå
îïåðàòîðû ñäâèãà D̂(α) è óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ñæàòèÿ (îïåðàòîðà Ñòîëåðà,
ñì., íàïðèìåð [5, 30])

Ŝ(ζ) = exp

[
1

2
(ζ∗â2 − ζâ+2)

]
,

|α, ζ >= D̂(α)Ŝ(ζ)|0 > . (2.13)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð ñæàòèÿ Ŝ(ζ) ïðåîáðàçóåò îïåðàòîðû óíè÷òî-
æåíèÿ è ðîæäåíèÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì:

Ŝ+(ζ)âŜ(ζ) = â cosh r − â+e−i2ϕ sinh r, (2.14)

Ŝ+(ζ)â+Ŝ(ζ) = â+ cosh r − âei2ϕ sinh r, (2.15)
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ãäå ζ = re−i2ϕ. Ïîâåðíóòûå êâàäðàòóðíûå îïåðàòîðû

X̂1 = ξ̂ cosϕ− π̂ sinϕ, (2.16)

X̂2 = π̂ cosϕ+ ξ̂ sinϕ, (2.17)

ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

Ŝ+(ζ)(X̂1 + iX̂2)Ŝ(ζ) = X̂1e
−r + iX̂2e

r

è äëÿ íèõ
∆X1 = e−r/

√
2, ∆X2 = er/

√
2. (2.18)

Åñëè ζ = r, ϕ = 0, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∆ξ = e−r/
√
2 è ∆π = er/

√
2. Âèä-

íî, ÷òî ñòåïåíü ñæàòèÿ â êâàäðàòóðå ξ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ñæàòèÿ r.
Åñëè ôîòîííàÿ ìîäà ïðèãîòîâëåíà â ñîñòîÿíèè |α, ζ >, òî ñðåäíåå ÷èñëî

ôîòîíîâ ðàâíî
< N >= |α|2 + sinh2 r, (2.19)

à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå äàåòñÿ âûðàæåíèåì

(∆N)2 = |α cosh r − α∗e−i2ϕ sinh2 r|2 + 2 cosh2 r sinh r. (2.20)

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ôîòîíîâ Wn äëÿ ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ |α, ζ > ñ α = 6

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ϕ = 0 ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ Q ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëü-
íûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé α è r > 0.

Ðàñïðåäåëåíèå ôîòîíîâ Wn = | < α, r|n > |2 ïðè r ̸= 0 ñòàíîâèòñÿ
áîëåå óçêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ÊÑ ñ òåì æå
α. Òàêîå ñóáïóàññîíîâñêîå ïîâåäåíèå ïîâåäåíèå îòðàæàåò íåêëàññè÷åñêèé õà-
ðàêòåð ñæàòûõ ñîñòîÿíèé (ñì. ðèñ. 6).
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Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî ïðè ïàðàìåòðå ñæàòèÿ r = 0 ðåàëèçóåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèå Ïóàññîíà äëÿ ÊÑ |α = 7 > . Ñ ðîñòîì r ðàñïðåäåëåíèå ôîòîíîâ
îñöèëëèðóåò è ñòàíîâèòñÿ ñóáïóàññîíîâñêèì.

Â ðàáîòå [31] äàíî äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé. Ñæàòîå ñî-
ñòîÿíèå ðàññìîòðåíî êàê ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà

b̂ = uâ+ vâ+, (2.21)

ãäå |u|2 − |v|2 = 1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì β:

b̂|ζ, β >= β|ζ, β > .

Ïðåîáðàçîâàíèå (2.21) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áîãîëþáîâà, êîòîðîå
áûëî ââåäåíî àêàäåìèêîì Í.Í. Áîãîëþáîâûì â 1947 ã. ïðè ìèêðîñêîïè÷åñêîì
îïèñàíèè ÿâëåíèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè. Ìåæäó ñæàòèåì ñâåòà è ñâåðõòåêó÷åñòüþ
Áîçå-ãàçà ñóùåñòâóåò ãëóáîêàÿ àíàëîãèÿ.

Ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà b̂ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

|ζ, β >= Ŝ(ζ)D̂(β)|0 > .

Ïàðàìåòð ζ = re−i2ϕ ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà:

u = cosh r, v = e−i2ϕ sinh r.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðàìåòðû α è β ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì α = uβ− vβ∗.
Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ñâåòà âïåðâûå áûëè îáíàðóæåíû â 1985 ã. [32]. Ïðè

ýòîì â ÷åòûðåõôîòîííîì ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîöåññå áûëî äîñòèãíóòî ñæà-
òèå ïîðÿäêà 7%. Ïîçäíåå áûëè ðåàëèçîâàíû ýêñïåðèìåíòû (ñì. èõ îïèñàíèå,
íàïðèìåð, â [5;33]), èç êîòîðûõ íàèáîëüøåå ñæàòèå (∼ 50%) áûëî ïîëó÷åíî
â ïðîöåññå ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ (ïàðàìåòðè÷åñêîé äàóí-
êîíâåðñèè).

� 2.3. Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ôàçîé

Çàäà÷à îïèñàíèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñ îïðåäåëåííîé ôà-
çîé èìååò äàâíþþ èñòîðèþ (ñì. ãë. 8 ìîíîãðàôèè [4] è öèòèðîâàííóþ â íåé
ëèòåðàòóðó). Ïåðâàÿ ïîïûòêà ââåäåíèÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé áûëà ïðåäïðèíÿòà
Ëîíäîíîì è Äèðàêîì åùå â 1927 ã. Ôàçîâîå ñîñòîÿíèå Ëîíäîíà îïðåäåëåíî
ñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì ïî ôîêîâñêèì ñîñòîÿíèÿì:

|ϕ >= 1√
2π

∞∑
n=0

einϕ|n > (2.22)
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è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ôàçû

êiϕ =
∞∑
n=0

|n >< n+ 1| = 1√
ââ+

â. (2.23)

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê òàêîãî îïåðàòîðà â òîì, ÷òî îí íåóíèòàðíûé è íå ìîæåò
ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà ϕ̂ äëÿ ôàçû.

Â ñàìîì äåëå, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

êiϕ ê−iϕ = 1̂, ê−iϕ êiϕ = 1̂− |0 >< 0|,

ãäå

ê−iϕ =
∞∑
n=0

|n+ 1 >< n| = â+
1√
ââ+

(2.24)

è [
êiϕ, ê−iϕ

]
= |0 >< 0|.

Òåì íå ìåíåå ìíîãèå ðàññìîòðåíèÿ ôàçû êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ

|ψ >=
∑

cn|n >

îñíîâûâàþòñÿ èìåííî íà Ëîíäîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè ôàçû:

Probψ(ϕ) = | < ϕ|ψ > |2 = 1

2π

∣∣∣∣∣∑
n

cn e
−inϕ

∣∣∣∣∣
2

. (2.25)

Ïîñëåäóþùåå ðàññìîòðåíèå ôàçû îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ýðìèòîâûõ îïå-
ðàòîðîâ

ŝinϕ =
1

2i

(
êiϕ − êiϕ

+)
, ĉosϕ =

1

2

(
êiϕ + êiϕ

+)
, (2.26)

Äëÿ íèõ [
ĉosϕ, ŝinϕ

]
=
i

2
|0 >< 0|.

Ýðìèòîâûé îïåðàòîð ôàçû áûë ñêîíñòðóèðîâàí Ïåããîì è Áàðíåòòîì [35]
èñõîäÿ èç ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ (2.22), îãðàíè÷åííîì äî êîíå÷íîìåðíîãî ãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ââåäåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |θ0 >:

|θ0 >=
1√
s+ 1

s∑
n=0

einθ0 |n > (2.27)

è ïîñòðîèì áàçèñ â (s+ 1)− ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

|θm >= exp

[
i
2πm

s+ 1
n̂

]
|θ0 >, m = 0, 1, 2, . . . , s. (2.28)
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Òîãäà â ôîêîâñêîì áàçèñå (îãðàíè÷åííîì äî óêàçàííîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà) ïîëó÷èì:

|θm >=
1√
s+ 1

s∑
n=0

exp

[
i · n

(
θ0 +

2mπ

s+ 1

)]
|n > (2.29)

èëè

|θm >=
1√
s+ 1

s∑
n=0

einθm|n >,

ãäå

θm = θ0 +
2mπ

s+ 1
, θ0 ≤ θm ≤ θ0 +

2sπ

s+ 1
.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí è ïîëîí
(â (s+ 1) -ïîäïðîñòðàíñòâå):

< θm|θl >= δml,

s∑
m=0

|θm >< θm| = Î . (2.30)

Â ðåçóëüòàòå âåêòîð |n > ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó Ïåããà è Áàðíåòòà:

|n >= 1√
s+ 1

s∑
l=0

e−inθl |θl > . (2.31)

Ýðìèòîâûé îïåðàòîð ôàçû Ïåãã è Áàðíåòò ââîäÿò êàê:

φ̂θ =
s∑

m=0

θm|θm >< θm| = θ0Î +
2π

s+ 1

s∑
m=0

m|θm >< θm|. (2.32)

Âèäíî, ÷òî åãî îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ôàçû θ0. Èñïîëüçóÿ ñîîò-
íîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû (2.30), ëåãêî ïîëó÷èòü

eiφ̂0 = exp

[
i
∑
m

θm|θm >< θm|

]
=

∑
m

eiθm|θm >< θm|,

òîãäà
e±iφ̂0|θm >= e±iθm|θm > .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç äëÿ ïîëÿ, ïðè-
ãîòîâëåííîãî â ñîñòîÿíèè

|ψ >=
s∑

n=0

Cn|n > .

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (2.31), íàõîäèì, ÷òî

|ψ >=
s∑

m=0

|θm >< θm|ψ >, < θm|ψ >=
1√
s+ 1

s∑
n=0

Cne
−inθm.
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Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ôàçû îïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wθm = | < θm|ψ > |2 = 1

s+ 1

∣∣∣∣∣
s∑

n=0

Cn e
−iθm

∣∣∣∣∣
2

è ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê âåðîÿòíîñòü íàéòè ñîñòîÿíèå |ψ > â
ñîñòîÿíèè ñ õîðîøî îïðåäåëåííîé ôàçîé θm. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî
ïðè âûáîðå êîíå÷íîìåðíîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ôàçû ïðîáåãàþò äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé.

Ôîðìàëèçì Ïåããà � Áàðíåòòà îòêðûë øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ôàçîâûõ ñâîéñòâ îïòè÷åñêèõ ïîëåé, ðåàëèçóåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Â ÷àñòíîñòè, áûëè èññëåäîâàíû ôàçîâûå ñâîéñòâà ôîêîâñêîãî, êîãåðåíòíîãî
è ñæàòîãî ñîñòîÿíèé è êîãåðåíòíîãî ñâåòà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ äâóõóðîâ-
íåâûì àòîìîì. Èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà ôàçû â íåêîòîðûõ êâàíòîâûõ ìîäå-
ëÿõ íåëèíåéíîé îïòèêè. Áûëè ïîñòðîåíû ñîñòîÿíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé íåîïðå-
äåëåííîñòüþ "÷èñëî ôîòîíîâ � ôàçà" è ñ ìèíèìàëüíûì ôàçîâûì øóìîì.

Ñòîèò âñå æå çàìåòèòü, ÷òî ïîêà íåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ,
ñâîáîäíûõ îò îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáðåçàíèåì áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, è ïîñëåäîâàòåëüíî ââåäåííîãî îïåðàòîðà ôàçû ñ íåïðå-
ðûâíûì ñïåêòðîì ñîñòîÿíèé íå ïîñòðîåíî, òàê ÷òî ïðîáëåìà îïåðàòîðà ôàçû
îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

� 2.4. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè è òåïëîâûå ñîñòîÿíèÿ

Â ââîäíîì òåêñòå äàííîé ãëàâû óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñîãëàñíî ïðèí-
öèïàì êâàíòîâîé ôèçèêè îáùèé òèï ñîñòîÿíèé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ìàòðè-
öåé ïëîòíîñòè (ñòàòèñòè÷åñêèì îïåðàòîðîì) ρ̂. Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ >
ìàòðèöà ïëîòíîñòè äàåòñÿ ïðîåêòîðîì

ρ̂ = |Ψ >< Ψ|,

à ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè êàêîãî-
ëèáî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |Ψ >, ïðåäñòàâèìû â âèäå:

ρ̂ =
∑
n,m

pnm|n >< m|.

Äèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû pnn èìåþò ñìûñë âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ñè-
ñòåìó â ñîñòîÿíèè |n >, à íåäèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû pnm îïèñûâàþò
êîððåëÿöèþ ñîñòîÿíèé |n > è |m > [37].

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêè ðàâíîâåñíûå (òåïëîâûå) ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå äëÿ îäíîìîäîâîãî îñ-

32



öèëëÿòîðà îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρ̂ =
1

Z
exp(−λâ+â), (2.33)

ãäå λ = ~ωβ, à β = 1/(kBT )� îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, kB �- ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, à Z � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà:

Z = Sp
[
e−λâ

+â
]
=

[
1− e−λ

]−1
.

Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñíîå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, íàïðèìåð, äëÿ ïîëå-
âîé ìîäû â ðåçîíàòîðå, ñòåíêè êîòîðîãî ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé
òåìïåðàòóðå.

Ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîíîâ â ïîëåâîé ìîäå:

< n >= Sp
(
â+âρ̂

)
=

1

Z

∞∑
n=0

n e−λn =
[
eλ − 1

]−1
.

Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (2.33) â âèäå:

ρ̂ =
1

< n > +1

∑
n

(
< n >

< n > +1

)n

|n >< n|. (2.34)

Âèäíî, ÷òî òåïëîâàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåêîãåðåíòíîé ñìåñüþ ÷è-
ñòûõ n-êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé.

� 2.5. P -ïðåäñòàâëåíèå Ãëàóáåðà � Ñóäàðøàíà

è W -ôóíêöèÿ Âèãíåðà

• P -ïðåäñòàâëåíèå

P -ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè îñöèëëÿòîðà áûëî ââåäåíî Ãëàó-
áåðîì [26] è Ñóäàðøàíîì [38] â 1963 ã. Îíî ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìó
ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿì:

ρ̂ =

∫
P (α)|α >< α|d2α. (2.35)

Ôóíêöèÿ P (α) ≡ P (α, α∗) íàçûâàåòñÿ P -ñèìâîëîì ìàòðèöû ïëîòíîñòè èëè
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè êâàçèâåðîÿòíîñòè.

Åñëè èçâåñòíî P -ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè, òî ñðåäíåå çíà÷å-
íèå íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
èíòåãðàëà: ⟨

(â+)m(â)
⟩
=

∫
(α∗)mαnP (α)d2α. (2.36)
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Äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α0 >,

P (α) = δ(2)(α− α0). (2.37)

Äëÿ òåïëîâîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (2.34)

P (α) =
1

π < n >
exp

[
− |α|2

< n >

]
. (2.38)

Ïîëå, äëÿ êîòîðîãî P -ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, íå îáëàäàåò íåêëàññè÷åñêèì
ïîâåäåíèåì, íàïðèìåð, òàêèì, êàê ñæàòèå. Äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé,
òàêèõ êàê ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ, P - ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà òîëüêî ÷å-
ðåç îáîáùåííûå ôóíêöèè, òàêèå êàê δ- ôóíêöèÿ Äèðàêà è åå îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå.

Íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì P - ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäèàãîíàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè:

ρ̂ =

∫ ∫
d2αd2βP (α, β)

|α >< β∗|
< β∗|α >

. (2.39)

Â îòëè÷èå îò P - ôóíêöèè ôóíêöèÿ P (α, β) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ôèçè÷å-
ñêîãî ñîñòîÿíèÿ, çàäàííîãî ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ̂:

P (α, β) =
1

4π2
exp

(
−1

4
|α− β∗|2

)⟨
1

2
(α+ β∗) |ρ̂| 1

2
(α+ β∗)

⟩
. (2.40)

• W -ôóíêöèÿ Âèãíåðà

Ýòî êâàçèâåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå áûëî ââåäåíî Å. Âèãíåðîì [39]
äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé îïå-
ðàòîðîâ. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ôèçèêè (êâàíòî-
âàÿ îïòèêà, òåîðèÿ ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö è äð.), îíà âàæíà ïðè ðàññìîòðåíèè
ïåðåõîäà îò êâàíòîâîé ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Ââåäåì ôóíêöèþ Âèãíåðà äëÿ îäíîìîäîâîãî êâàíòîâî-ïîëåâîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà äëÿ íåãî îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîëåâûõ îñöèëëÿòîðîâ ñèñòåìà åäèíèö âûáèðà-
åòñÿ òàê, ÷òî ìàññà îñöèëëÿòîðà ðàâíà åäèíèöå):

x̂ =

√
~
2ω

(â+ + â),

p̂ = i

√
~ω
2
(â+ − â).

Òîãäà ôóíêöèÿ Âèãíåðà â ïåðåìåííûõ êîîðäèíàòà-èìïóëüñ çàïèñûâàåòñÿ êàê:

W (x, p) =
1

π~

∞∫
−∞

dy e−2ipy/~ < x+ y|ρ̂|x− y >, (2.41)
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ãäå ñîñòîÿíèÿ |x± y >- ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà êîîðäèíàòû.
Êâàäðàò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

| < ψ1|ψ2|2 = 2π~
∫ ∫

dx dpWψ1
(x, p)Wψ2

(x, p) (2.42)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïåðåêðûâàíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé Âèãíåðà.

Ðèñ. 7. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà äëÿ ôîêîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ |n = 4 >

Äëÿ íîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ > âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∫ ∫
dx dp [Wψ(x, p)]

2 =
1

2π~
. (2.43)

Îïåðàòîðû è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x, p) =

∞∫
−∞

dy < x− y/2|F̂ |x+ y/2 > eipy/~,

Sp(F̂ ρ̂) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dx dpF (x, p)W (x, p).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Âèãíåðà èìååò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ
áîëüøèíñòâà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Òàê, äëÿ ôîêîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ |n >

Wn(x̄, p̄) =
(−1)n

π
e−x̄

2−p̄2 Ln(2x̄
2 + 2p̄2), (2.44)
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ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé èç-çà îñöèëëÿöèé ïîëèíîìà Ëàãåððà Ln (ñì. ðèñ. 7).
Â ôîðìóëå (2.44) ââåäåíû áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòà x̄ =

√
ω/~ x è èì-

ïóëüñ p̄ = 1/
√
ω~ p.

Îäíàêî äëÿ ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ |α, ζ = r > ðàññ÷èòàííàÿ ôóíêöèÿ Âèã-
íåðà èìååò âèä:

Wα,r(x̄, p̄) =
1

π
exp

{
−e2r[x̄−

√
2Reα]2 − e−2r[p̄−

√
2Imα]2

}
(2.45)

è èìååò âèä ãàóññîâîé ñèãàðû (ðèñ. 8). Ôóíêöèÿ âñþäó ïîëîæèòåëüíà.

Ðèñ. 8. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà äëÿ ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ |α, r > äëÿ α = 1 è e2r = 0.25

� 2.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé < α|β > è
ïðîâåðèòü ôîðìóëó (2.5).

2. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.4).

3. Ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé |α̃ >
îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ â+.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èçîëèðîâàííîé ôîòîííîé ìîäû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ñîñòîÿíèå |α > îñòàåòñÿ êîãåðåíòíûì è ïåðåõîäèò ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû
â ÊÑ |α(t) >, ãäå α(t) = α · e−iωt è ω - ÷àñòîòà ìîäû.

5. Äîêàçàòü ôîðìóëó Áåéêåðà � Õàóñäîðôà

eX̂eŶ = e[X̂,Ŷ ]/2eX̂+Ŷ ,
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êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà, åñëè äâîéíûå êîììóòàòîðû ðàâíû íóëþ, ò.å.:

[X̂, [X̂, Ŷ ]] = [Ŷ , [X̂, Ŷ ]] = 0.

Ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð ñäâèãà â ðàñïóòàííîì âèäå è äîêàçàòü, ÷òî

D̂(α)D̂(β) = eiIm(αβ∗)D̂(α+ β).

6. Âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

< α|D̂(γ)|β >, < n|D̂(γ)|m > .

Óêàçàíèå:Èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäÿùåå ñâîéñòâî ÊÑ (2.2) è ôîðìóëó (2.5).

7. Âû÷èñëèòü ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ Q äëÿ ñóïåðïîçèöèè êîãåðåíòíûõ ñîñòî-
ÿíèé òèïà "êîòà Øðåäèíãåðà" (2.11).

8. Âûâåñòè ôîðìóëû (2.14) � (2.20).

9. Íàéòè ðàçëîæåíèå ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ (2.13) ïî ñîñòîÿíèÿì |n > .

10. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ ôàçû (2.23), (2.24) è îïåðàòîðà ÷èñëà
ôîòîíîâ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå êîììóòàòîðû:[

â+â, êiϕ
]
= −êiϕ,

[
â+â, ê−iϕ

]
= ê−iϕ.

11. Ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

< n|ĉosϕ|n >=< n|ŝinϕ|n >= 0.

< n|
(
ĉosϕ

)2

|n >=< n|
(
ŝinϕ

)2

|n >=
{

1/2, n ̸= 0
1/4, n = 0

,

< α|ĉosϕ|α >= e−|α|2Reα
∑
n=o

|α|2n

n!
√
n+ 1

.

Ïîäñòàâëÿÿ α =
√
n̄ eiϕ, ïîëó÷èòü, ÷òî

< α|ĉosϕ|α >= e−n̄
√
n̄ cos(ϕ)

∑
n=o

n̄n

n!
√
n+ 1

.

12. Ïðîâåðèòü (ñì. [1, ãë. 7]), ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ÷èñëà ôîòîíîâ è
ôàçû ýëåêòðîìàãíèòíîé ìîäû ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿì íåîïðåäåëåí-
íîñòåé:

∆n ·∆cosϕ ≥ 1

2
| < sinϕ > |, ∆n ·∆sinϕ ≥ 1

2
| < cosϕ > |.
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13. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ñðåäíåãî ÷èñëà ôîòîíîâ < n > êîãåðåíòíîå
ñîñòîÿíèå |α > ïðèâîäèò ê ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ óêàçàííûõ â çàäà-
÷å 12 ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè, è ïîýòîìó ÊÑ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ïîëÿ, êîòîðîå ìîæíî ïðÿìî ñâÿçàòü ñ êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé ñ îïðåäåëåííûìè àìïëèòóäîé è ôàçîé.

Èíûìè ñëîâàìè, â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå |α > ñîîòâåòñòâóåò âîëíå, ôàçà
êîòîðîé ðàâíà ôàçå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α, à åå àìïëèòóäà ñâÿçàíà ñ |α|
ñîîòíîøåíèåì:

E0 = 2

√
2πω~c2
V

|α|.

14. Ïóñòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè êâàíòîâîé ìîäû îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì:

ρ̂ = â+ exp(−ξâ+â) â.

Âûÿñíèòü, êàêèå ñîñòîÿíèÿ îíà îïðåäåëÿåò ïðè ξ → 0 è ïðè ξ → ∞.

15. Èñïîëüçóÿ òåïëîâóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè (2.34), ðàññ÷èòàòü äèñïåðñèþ
÷èñëà ôîòîíîâ < n̂2 > − < n̂ >2, ãäå

< F̂ >= Sp
(
F̂ ρ̂

)
.

16. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ P (α, β) (ñì. ôîðìóëû (2.39) è (2.40)) âñåãäà
ïîëîæèòåëüíà.

17. Ïðîâåðèòü ôîðìóëû (2.44), (2.45).
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Ãëàâà 3. Âçàèìîäåéñòâèå

ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ

ñ àòîìàìè

� 3.1. Êëàññè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ñðåäå

Êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîñòðîåíèå ãàìèëü-
òîíèàíà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ àòîìàìè, óäîáíî
íà÷àòü ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ñðåäå,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ
àòîìîâ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

rotH⃗ =
1

c

∂E⃗

∂t
+

4π

c
j⃗,

rotE⃗ = −1

c

∂H⃗

∂t
, (3.1)

divH⃗ = 0,

divE⃗ = 4πρ.

Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ è ïëîòíîñòü òîêà j⃗, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ
(3.1), â ñëó÷àå ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

ρ =
∑
i

qiδ(r⃗ − r⃗i),

j⃗ =
∑
i

qiv⃗iδ(r⃗ − r⃗i), (3.2)

ãäå qi � âåëè÷èíà i-ãî çàðÿäà, r⃗i � åãî ðàäèóñ-âåêòîð è v⃗i � ñêîðîñòü.
Êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ïîëÿ, ìû ìîæåì ââåñòè ñêàëÿðíûé è âåêòîð-

íûé ïîòåíöèàëû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.18),(1.19). Äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ
ìû èñïîëüçîâàëè êàëèáðîâêó Êóëîíà (1.10). Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Äëÿ ïîëÿ â ñðåäå òàêàÿ
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êàëèáðîâêà íåóäîáíà, òàê êàê ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïåðåñòàåò áûòü ïîïå-
ðå÷íûì. Ó ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñòàòè÷åñêîå êóëîíîâñêîå ïî-
ëå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäàìè. Òîãäà ìû èç êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêè ñîõðàíèì
ëèøü óñëîâèå divA⃗ = 0. Ýòî ïîçâîëèò íàì èñïîëüçîâàòü âåêòîðíûé ïîòåíöè-
àë äëÿ îïèñàíèÿ çàïàçäûâàþùåé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë � äëÿ îïèñàíèÿ åãî ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãåëüìãîëüöà, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ëþáîå âåêòîðíîå
ïîëå a⃗ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

a⃗ = a⃗t + a⃗l,

ãäå diva⃗t = 0 è rot⃗al = 0. Òîãäà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå c ó÷åòîì
óñëîâèé divH⃗ = 0 è divA⃗ = 0 èìååì

E⃗ = E⃗t + E⃗l, H⃗ = H⃗t, A⃗ = A⃗t, j⃗ = j⃗t + j⃗l,

ãäå
E⃗l = −∇φ,

E⃗t = −1

c

∂A⃗

∂t
, (3.3)

H⃗ = rotA⃗.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.3) â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (3.1), ïîñëå íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì., íàïðèìåð [1]) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ
ñêàëÿðíîãî è âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

∇2φ = −4πρ, (3.4)

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
=

4π

c
j⃗t. (3.5)

Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.4), (3.5) èìåþò, êàê èçâåñòíî, ñëåäóþùèé
âèä:

φ(r⃗, t) =

∫
ρ(, r⃗′, t)

|r⃗ − r⃗′|
dr⃗′,

A⃗(r⃗, t) =

∫
j⃗t(, r⃗

′, t− |r⃗−r⃗′|
c )

|r⃗ − r⃗′|
dr⃗′.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà âûáðàíî "çàïàçäûâàþùåå" ðåøåíèå, òàê êàê
òîëüêî îíî óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè.
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� 3.2. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïîëÿ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî

ñ àòîìàìè

Âîñïîëüçóåìñÿ îáû÷íîé ñõåìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå, â êîòîðîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷å-
ñêîé ñèñòåìû çàïèñûâàþòñÿ ñíà÷àëà â ëàãðàíæåâîé, à çàòåì â ãàìèëüòîíîâîé
ôîðìå. Ðåàëèçàöèþ ñõåìû íà÷íåì ñ çàïèñè ÿâíîãî âèäà ëàãðàíæèàíà ïîëÿ
â ñðåäå. Âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåìû "ïîëå+àòîìû" ìû ñíà÷àëà
ïîñòóëèðóåì, à çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ëàãðàíæèàí äàåò ïðàâèëüíûå êëàñ-
ñè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ çàðÿäîâ è ïîëÿ. Âûáåðåì ëàãðàíæèàí â
âèäå

L = LA + LF + FAF , (3.6)

ãäå

LA =
∑
i

miv⃗
2
i

2

� ëàãðàíæèàí ñâîáîäíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è v⃗i = ˙⃗
ir � ñêîðîñòè çàðÿäîâ,

LF =
1

8π

∫
(E⃗2 − H⃗2)dV

� ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,

LAF =
1

c

∫
j⃗A⃗dV −

∫
ρφdV

� ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ ñ ïîëåì.
Äëÿ ñèñòåì òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü

òàêæå ïåðåïèñàí â âèäå

LAF =
1

c

∑
i

qiv⃗iA⃗(r⃗i, t)−
∑
i

qiφ(r⃗i, t).

Çäåñü àðãóìåíòàìè ôóíêöèé φ è A⃗ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû çàðÿäîâ. Â êà÷å-
ñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò çàðÿäîâ âûáåðåì âåëè÷èíû r⃗i. Òîãäà óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ çàðÿäîâ â ôîðìå Ëàãðàíæà äàþòñÿ âûðàæåíèåì

d

dt

(
∂L

∂ ˙⃗
ir

)
− ∂L

∂r⃗i
= 0. (3.7)

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (3.7) ïðèíèìàåò âèä

mi
¨⃗
ir = qiE⃗ +

qi
c
[r⃗i, H⃗]. (3.8)
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Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.8) åñòü îáû÷íàÿ ñèëà Ëîðåíöà, äåé-
ñòâóþùàÿ íà çàðÿäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëàãðàíæèàí (3.6) äàåò ïðàâèëüíîå
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿäîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ, ïåðåïèøåì
ëàãðàíæèàí (3.6) â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ. Èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëû (3.3), ïîëó÷àåì äëÿ ëàãðàíæèàíà

L =
∑
i

miv⃗
2
i

2
+ +

1

8π

∫
{(∇φ)2 + 1

c2
˙⃗
A2 − [∇, H⃗2]2}dV+

+
1

c

∫
j⃗tA⃗dV −

∫
ρφdV. (3.9)

Çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííûõ ïîëÿ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà L

L =
∑
i

miv⃗
2
i

2
+

∫
LdV,

ãäå

L =
1

8π
{(∇φ)2 + 1

c2
˙⃗
A2 − [∇, H⃗2]2}+ 1

c
j⃗tA⃗− ρφ.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïîëÿ âåëè÷èíû φ è A⃗. Íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ïåðåìåííûõ φ è A⃗ ñîâïàäàþò ñ
óðàâíåíèÿìè ïîëÿ â ñðåäå (3.4), (3.5).

Ââåäåì îáîáùåííûå èìïóëüñû, ñîïðÿæåííûå îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì,
êîòîðûå îïðåäåëèì ÷åðåç ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà

Pφ =
∂L
∂φ̇

= 0,

PA⃗ =
∂L

∂
˙⃗
A

=
1

4πc2
˙⃗
A.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ïîëÿ
â ñðåäå

H =
∑
i

P⃗iv⃗i +

∫
(PA⃗

˙⃗
A+ Pφφ̇)dV − L, (3.10)

ãäå îáîáùåííûå èìïóëüñû çàðÿäîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P⃗i =
∂L

∂ ˙⃗
iv
= miv⃗i +

qi
c
A⃗(r⃗i, t).

Çàìåíÿÿ â (3.10) îáîáùåííûå ñêîðîñòè íà îáîáùåííûå èìïóëüñû, à òàêæå
ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ äëÿ ïëîòíîñòåé çàðÿäà è òîêà
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (3.2), à çíà÷èò

j⃗ =
∑
i

qiv⃗iδ(r⃗ − r⃗i) =
∑
i

qi(P⃗i −
qi
c
A⃗)δ(r⃗ − r⃗i),
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äëÿ êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ïîëó÷àåì

H =
∑
i

1

2mi
(P⃗i −

qi
c
A⃗(r⃗i, t))

2+

+
1

8π

∫
{(−∇φ)2 + 1

c2
˙⃗
A2 + [∇, H⃗2]2}dV +

∑
i

qiφ(r⃗i, t). (3.11)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3.3) ôîðìóëà (3.11) ïðèíèìàåò âèä

H =
∑
i

1

2mi
(P⃗i −

qi
c
A⃗(r⃗i, t))

2 +
1

8π

∫
(E⃗2

t + H⃗2)dV−

− 1

8π

∫
(E⃗2

l dV +
∑
i

qiφ(r⃗i, t). (3.12)

Â ýòîì âûðàæåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå âêëþ÷àåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ çàðÿ-
äîâ è ýíåðãèþ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîïåðå÷íûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ ïîïåðå÷íîãî ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, òðåòüå ñëàãàåìîå � ýíåðãèþ ïðîäîëüíîãî ñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ (ïîðîæäàåìîãî çàðÿäàìè) è, íàêîíåö, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå åñòü
ýíåðãèÿ çàðÿäîâ â ïðîäîëüíîì ñòàòè÷åñêîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Áóäåì îò-
ñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ ñèñòåìû îò ýíåðãèè ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, âûáðàííîé ñ îá-
ðàòíûì çíàêîì, òîãäà ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (3.12) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò
âèä

H =
∑
i

1

2mi
(P⃗i −

qi
c
A⃗(r⃗i, t))

2 +
1

8π

∫
(E⃗2

t + H⃗2)dV +
∑
i

qiφ(r⃗i, t). (3.13)

Ðàññìîòðèì äàëåå ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà (3.13) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî àòîìà,
âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â äèàïàçîíå îò èíôðàêðàñ-
íîãî äî óëüòðàôèîëåòîâîãî. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âçàèìîäåéñòâèåì âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ñ ïîëåì.
Îãðàíè÷èìñÿ â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèåì àòîìîâ ñ îäíèì âàëåíòíûì ýëåê-
òðîíîì. Êðîìå òîãî, áóäåò ñ÷èòàòü ÿäðî àòîìà íåïîäâèæíûì. Òîãäà ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà îäíîâàëåíòíîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

H =
1

2m
(P⃗ +

e

c
A⃗(r⃗e, t))

2 +
1

8π

∫
(E⃗2

t + H⃗2)dV − eφ(r⃗e, t), (3.14)

ãäå e � ìîäóëü çàðÿäà âàëåíòíîãî ýëåêòðîíà, m � åãî ìàññà, r⃗e � ðàäèóñ âåê-
òîð ýëåêòðîíà è φ � ïîòåíöèàë ñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî
ÿäðîì àòîìà è âñåìè îñòàëüíûìè ýëåêòðîíàìè çà èñêëþ÷åíèåì âûäåëåííî-
ãî âàëåíòíîãî ýëåêòðîíà. Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî çàïèñàòü
(3.14) â ñëåäóþùåì âèäå:

H = HA +HF +HAF , (3.15)
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ãäå ñëàãàåìîå

HA =
1

2m
P⃗ 2 − eφ(r⃗e, t) =

1

2m
P⃗ 2 + U(r⃗e, t)

âêëþ÷àåò â ñåáÿ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âàëåíòíîãî ýëåêòðîíà è ýíåðãèþ åãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ÿäðîì è îñòàëüíûìè ýëåêòðîíàìè àòîìà; ñëàãàåìîå

HF =
1

8π

∫
(E⃗2

t + H⃗2)dV

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ ïîïåðå÷íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è, íàêîíåö,
ñëàãàåìîå

HAF =
e

2mc
P⃗ A⃗(r⃗e, t)) +

e2

2mc2
A⃗(r⃗e, t))

2 (3.16)

îïèñûâàåò ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ âàëåíòíîãî ýëåêòðîíà ñ ïîïåðå÷íûì ýëåê-
òðîìàãíèòíûì ïîëåì.

Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ óëüòðàôèîëåòîâûé äèàïà-
çîí, äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ àòîìà, òî åñòü λa0 ≪ 1,
ãäå a0 � ïåðâûé áîðîâñêèé ðàäèóñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà
(3.16) ìû ìîæåì ïðîâåñòè çàìåíó

A⃗(r⃗e, t) = A⃗(r⃗, t), (3.17)

ãäå r⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð ÿäðà àòîìà. Ïðèáëèæåíèå (3.17) íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûì
ïðèáëèæåíèåì. Â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ àòîìà ñ ïîëåì (3.16) ïðèìåò âèä

HAF =
e

2mc
P⃗ A⃗(r⃗, t)) +

e2

2mc2
A⃗(r⃗, t))2. (3.18)

� 3.3. Ãàìèëüòîíèàí àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî

ñ êâàíòîâûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì

Êâàíòîâàíèå ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû ïðîâåäåì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì,
çàìåíÿÿ îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû äëÿ çàðÿäîâ è ïîëÿ îïåðàòî-
ðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì òè-
ïà. Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ïðåâðàòÿò-
ñÿ â ôóíêöèè îïåðàòîðîâ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Â ðåçóëüòàòå
ìû âìåñòî êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïîëó÷àåì êâàíòîâûé ãàìèëü-
òîíèàí àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â äèïîëüíîì
ïðèáëèæåíèè âèäà

Ĥ = ĤA + ĤF + ˆHAF , (3.19)
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ãäå

ĤA =
1

2m
ˆ⃗
P 2 + U(r⃗e, t),

ĤF =
1

8π

∫
(
ˆ⃗
tE
2 +

ˆ⃗
H2), dV

ĤAF = V̂1 + V̂2 =
e

2mc
ˆ⃗
P

ˆ⃗
A(r⃗, t)) +

e2

2mc2
ˆ⃗
A(r⃗, t))2. (3.20)

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîïåðå÷íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåì, êàê è â ãëàâå 1, èñ-
ïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïîâòîðÿÿ ñõåìó ïåðåõîäà
ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ, ðàçâèòóþ äëÿ ñâîáîäíîãî
ïîëÿ, îïåðàòîð ýíåðãèè ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ è îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ĤF =
∑
k⃗,λ

~ωka+k⃗,λak⃗,λ,

ˆ⃗
A(r⃗, t) =

∑
k⃗,λ

√
2π~c2
V ωk

{âk⃗,λ(t)e⃗k⃗,λe
ı⃗kr⃗ + â+

k⃗,λ
(t)e⃗k⃗,λe

ı⃗kr⃗}. (3.21)

Â îòëè÷èå â ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ äëÿ ïîëÿ â ñðåäå âðåìåííûå çàâèñèìîñòè
îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ ìû óæå íå ìîæåì ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïðîñòûõ îñöèëëÿöèîííûõ çàâèñèìîñòåé âèäà âk⃗,λ(t) ̸= âk⃗,λe

−ıωkt.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òî÷íîå ðåøåíèå êâàíòîâîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ

ìîäåëè àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì (3.19), íå èçâåñòíî. Ïîýòîìó çàéìåìñÿ äàëüíåéøèì åãî óïðîùåíèåì.

� 3.4. Ìîäåëü äâóõóðîâíåâîãî àòîìà

Îïèñàíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âåäåòñÿ îáû÷íî íà ÿçûêå ïå-
ðåõîäîâ ìåæäó ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè. Ïðè ýòîì îäèí èç óðîâíåé (íà-
÷àëüíûé) õàðàêòåðèçóåò ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå äî ïåðåõîäà, à âòîðîé (êî-
íå÷íûé) � ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïîñëå ïåðåõîäà. Ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ÷åðåç íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷-
íûõ ñîñòîÿíèé.

Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì òîëüêî äâóõ óðîâíåé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò ìîäåëü äâóõóðîâíå-
âîé ñèñòåìû (äâóõóðîâíåâîãî àòîìà) êàê ÷àñòèöû, êîòîðàÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ
òîëüêî â äâóõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ. Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì ïî-
ëåì, íàïðèìåð, èäåàëèçàöèÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî òîãäà, êîãäà
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ëþáàÿ ïàðà óðîâíåé, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé, äîñòàòî÷íî óäàëåíà îò ðåçîíàí-
ñà. Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ òàêîé ÷àñòèöû ñ âíåøíèì ïîëåì ñâîäèòñÿ ëèøü
ê ïåðåõîäàì ìåæäó óðîâíÿìè ýòîé ïàðû.

Ïóñòü èìååòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ÷àñòîòà êî-
òîðîãî áëèçêà ê ÷àñòîòå ïåðåõîäà, ñâÿçûâàþùåãî äâà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿ
àòîìà ñ ýíåðãèÿìè E+ è E− (ñì. ðèñ. 9,a). Ïðèíàäëåæàùèå ýòèì ýíåðãèÿì
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà HA îáîçíà÷èì ÷åðåç |+⟩ è |−⟩.

a á

Ðèñ. 9. Ñõåìà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â àòîìå

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âîçìîæíû òîëüêî ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿ-
íèÿìè |+⟩ è |−⟩, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíîå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòè âåêòîðû. Â ýòîì ñëó÷àå âðåìåííàÿ âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ, ýâîëþöèîíèðóþùàÿ â äâóìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

|Ψ(t)⟩ = α(t)|+⟩+ β(t)|+⟩,

ãäå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ |α(t)|2 + |β(t)|2 = 1. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå ìû ìîæåì îïèñûâàòü âîëíîâûå ôóíêöèè äâó-
ìåðíûìè ñòîëáöàìè (ñòðîêàìè)

|+⟩ =
(

1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)
, |Ψ(t)⟩ =

(
α(t)
β(t)

)
,

à îïåðàòîðû � êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè 2× 2.
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Â ÷àñòíîñòè, ãàìèëüòîíèàíó ñâîáîäíîãî àòîìà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàò-
ðèöà âèäà

HA =

(
⟨+|HA|+⟩ ⟨+|HA|−⟩
⟨−|HA|+⟩ ⟨−|HA|−⟩

)
. (3.22)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé ⟨+|HA|+⟩ = E+, ⟨−|HA|−⟩ = E−, ⟨±|HA|∓⟩ = 0
ôîðìóëó (3.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

HA =
E+ − E−

2

(
1 0
0 −1

)
+
E+ + E−

2

(
1 0
0 1

)
.

Èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìîå êâàçèçèñïèíîâîå ïðåäñòàâëåíèå, ãàìèëüòîíèàí ñâî-
áîäíîãî äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

HA =
E+ − E−

2
σz +

E+ + E−

2
I, (3.23)

ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð è σz � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé èçâåñòíîé
äâóìåðíîé ìàòðèöå Ïàóëè â êâàíòîâîé òåîðèè. Òåðìèí "êâàçèçèñïèíîâîå"
ïðåäñòàâëåíèå îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû ðàññìàòðèâà-
åì àòîìû áåç ó÷åòà ñïèíà, è îïåðàòîðû, àíàëîãè÷íûå îïåðàòîðàì ñïèíà ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõ âûäåëåííûõ
ñîñòîÿíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

Îòñ÷èòûâàÿ ýíåðãèþ îò çíà÷åíèÿ (E+ +E−)/2 (ñì. ðèñ. 9,á), ìû ìîæåì
ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíèàí (3.23) â âèäå

HA =
E+ − E−

2
σz.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò "1/2" â ãàìèëüòîíèàíå, ââåäåì îïåðàòîð ïî-
ëóðàçíîñòè íàñåëåííîñòåé àòîìíûõ óðîâíåé Rz = 1/2σz. Ñîñòîÿíèÿ |+⟩ è |−⟩
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà Rz, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì

Rz|+⟩ = (1/2)|+⟩, Rz|−⟩ = −(1/2)|−⟩.
Ââîäÿ ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó ïåðåõîäà â äâóõóðîâíåâîì àòîìå

ω0 = (E+ − E−)/~,

ìû ìîæåì îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî äâóõóðîâíåâîãî
àòîìà áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ åãî öåíòðà ìàññ â âèäå

HA = ~ω0 Rz. (3.24)

Òåïåðü çàïèøåì â êâàçèñïèíîâîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîå ñëàãàåìîå â ãàìèëü-
òîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñ ïîïåðå÷íûì ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîëåì (3.20). Íàéäåì ïðåäâàðèòåëüíî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà
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èìïóëüñà ⟨α|p|β⟩, α, β = +,−. Äëÿ ýòîãî ó÷òåì, ÷òî äëÿ ãàìèëüòîíèà-
íà ñâîáîäíîãî àòîìà âèäà HA = p⃗2/2m + U(r⃗) èìååò ìåñòî êîììóòàöèîííîå
ñîîòíîøåíèå âèäà [r⃗, HA] = (ı~/m)p⃗. Òîãäà èìååì

⟨α|p⃗|β⟩ = (m/ı~)⟨α| [r⃗, HA] |β⟩ = (m/ı~)(⟨α| r⃗HA |β⟩ − ⟨α|HAr⃗ |β⟩).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî HA|β⟩ = Eβ|β⟩, ⟨α|HA = Eα⟨α|, äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
îïåðàòîðà èìïóëüñà ïîëó÷àåì

⟨α|p⃗|β⟩ = (m/ı~)(Eβ − Eα)⟨α| r⃗ |β⟩.

Òîãäà â ñëó÷àå α = β èìååì, ÷òî ⟨α|p⃗|β⟩ = 0. Òàêèì îáðàçîì, â âûáðàííîì
íàìè áàçèñå äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà èìïóëüñà ðàâíû
íóëþ. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ~ω0 = E+ − E− è ââîäÿ äëÿ âàëåíòíîãî ýëåê-
òðîíà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà d⃗ = −er⃗ (e > 0),
íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà èìïóëüñà ïðåäñòàâèì â âèäå

⟨±|p⃗|∓⟩ = ±(mω0/ı~)⟨±| d⃗ |∓⟩.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷-
íîñòüþ äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ

Ψ → eıφΨ,

ãäå φ � ïðîèçâîëüíûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü. Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ
äëÿ ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ
íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Ïðè
ýòîì ôèçè÷åñêèé ñìûñë áóäåò èìåòü êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà,
à îí îò âûáîðà ïàðàìåòðà φ çàâèñåòü íå áóäåò. Â íàøåì ñëó÷àå âûáåðåì
ôàçîâûå ìíîæèòåëè ñîñòîÿíèé |+⟩ è |−⟩ òàê, ÷òîáû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñòàëè ÷èñòî ìíèìûìè

⟨±|d⃗|∓⟩ = ±ıde⃗d,

ãäå d � ìîäóëü äèïîëüíîãî ìîìåíòà äâóõóðîâíåâîãî àòîìà è e⃗d � åäèíè÷íûé
âåêòîð, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà èìïóëüñà ìû ïîëó÷àåì

⟨+|p⃗|−⟩ = ⟨−|p⃗|+⟩ = (mω0d/e)e⃗d.

Ñîîòâåòñòâåííî, â êâàçèñïèíîâîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð èìïóëüñà äâóõ-
óðîâíåâîãî àòîìà ïðèíèìàåò âèä

p⃗ = (mω0d/e)σxe⃗d,
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ãäå σx � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå Ïàóëè

(
0 1
1 0

)
. Òîãäà îïå-

ðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñ ïîïåðå÷íûì ïîëåì áåç ó÷åòà
ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ íà ôîòîíàõ

HAF =
e

2mc
p⃗A⃗

â êâàçèñïèíîâîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò âèä

HAF =
ω0d

2c
σxA⃗e⃗d.

Èñïîëüçóÿ äëÿ ïîëÿ ïðåäñòàâëåíèå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, çàïèøåì îïåðà-
òîð âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â âèäå

A⃗ =
∑
k⃗λ

√
2π~c2
V ωk

(ak⃗λe
ı⃗kr⃗e⃗λ + a+

k⃗λ
e−ı⃗kr⃗e⃗λ).

Òîãäà ñàì îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåò âèä

HAF =
∑
k⃗λ

~gkσx(ak⃗λe
ı⃗kr⃗ + a+

k⃗λ
e−ı⃗kr⃗), (3.25)

ãäå

gk ≡ gk⃗λ =

√
2π

V ωk~
dω0e⃗λe⃗d.

Óäîáíî ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, èñïîëüçóÿ àòîìíûå îïåðà-
òîðû ïåðåõîäîâ â äâóõóðîâíåâîì àòîìå. Ââåäåì ýòè îïåðàòîðû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

R± = (1/2)(σx ± ıσy).

Â äâóìåðíîì áàçèñå îïåðàòîðàì ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû âèäà

R+ =

(
0 1
0 0

)
, R− =

(
0 0
1 0

)
. (3.26)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.26), ëåãêî âûÿñíèòü, êàê îïåðàòîðû R+ è R− äåéñòâó-
þò íà áàçèñíûå âåêòîðû |±⟩

R+|−⟩ = |+⟩, R−|+⟩ = |−⟩, R+|+⟩ = R−|−⟩ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð R+ îïèñûâàåò ïåðåõîä äâóõóðîâíåâîãî àòîìà èç
íåâîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â âîçáóæäåííîå, à îïåðàòîð R− � îáðàòíûé ïå-
ðåõîä.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ ïåðåõîäà, ëåãêî óñòàíîâèòü äëÿ íèõ
ñëåäóþùèå âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ:

R+R− +R−R+ = 1, [R+, R−] = 2Rz, [R±, Rz] = ±R±,
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R+R− = 1/2 +Rz, R−R+ = 1/2−Rz. (3.27)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ ïåðåõîäà ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè-
íèìàåò âèä

HAF =
∑
k⃗λ

~gk(R+ +R−)(ak⃗λe
ı⃗kr⃗ + a+

k⃗λ
e−ı⃗kr⃗). (3.28)

Ãàìèëüòîíèàí äâóõóðîâíåâîãî àòîìà áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåê-
òðîìàãíèòíûì ïîëåì èìååò âèä (3.25). Äëÿ òàêîãî àòîìà îïåðàòîðû ïåðåõî-
äîâ ìåæäó óðîâíÿìè â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà âåäóò ñåáÿ êàê

R±(t) = R±e±ıω0t, (3.29)

à îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ êàê

a+
k⃗,λ

(t) = a+
k⃗,λ
eıωkt, (3.30)

ak⃗,λ(t) = ak⃗,λe
−ıωkt. (3.31)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè äèàïàçîíà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé êîíñòàíòà
äèïîëü-ôîòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãî ìåíüøå ÷àñòîòû ïåðåõîäà â äâóõ-
óðîâíåâîì àòîìå: gk

ω0
∼ 10−5 − 10−7. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ó÷åòå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ àòîìà è ïîëÿ îñöèëëÿöèîííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ (3.29)-
(3.31) ñîõðàíèòñÿ. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî äëÿ ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà äâóõóðîâ-
íåâîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå H = H(t), è òî, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû áóäåò â îñíîâíîì îïðå-
äåëÿòü âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ ìîäàìè ïîëÿ, ðåçîíàíñíî íàñòðîåííûìè íà
÷àñòîòó àòîìíîãî ïåðåõîäà ωk ≈ ω0. Òîãäà â ãàìèëüòîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ
(3.28) èìåþòñÿ ñëàãàåìûå âèäà

R+(t)ak⃗,λ(t), R
−(t)a+

k⃗,λ
(t) è R+(t)a+

k⃗,λ
(t), R−(t)ak⃗,λ(t).

Ñëàãàåìûå ïåðâîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè, à ñëàãàåìûå âòîðîãî òèïà îñöèëëèðóþò íà óäâîåííîé ÷àñòîòå 2ω0. Ïðå-
íåáðåãàÿ â ãàìèëüòîíèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ñëàãàå-
ìûìè, ïîëó÷àåì

HAF =
∑
k⃗λ

~gk(R+ak⃗λe
ı⃗kr⃗ + a+

k⃗λ
R−e−ı⃗kr⃗). (3.32)

Òàêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõóðîâíåâîãî àòî-
ìà ñ ïîëåì íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì "âðàùàþùåéñÿ âîëíû" (ÏÏÂ). Ñàì
òåðìèí âçÿò èç êâàíòîâîé ðàäèîôèçèêè. Òàì ýòî ïðèáëèæåíèè ñîñòîèò â ïðå-
íåáðåæåíèè íåêîòîðûì áûñòðî îñöèëëèðóþùèì âðàùàþùèì ìîìåíòîì äëÿ
äâóõóðîâíåâîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ êëàññè÷åñêèì ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîëåì [11].
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� 3.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Âûâåñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâ (3.4) è
(3.5) äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì è îïèñûâàåìûõ ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà (3.6), çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.8).

3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîé æå ñèñòåìû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëåâûõ
ïåðåìåííûõ èìåþò âèä óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñðåäå.

4. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ ïåðåõîäà (3.26), äîêàæèòå ñîîòíîøå-
íèÿ (3.27).

5. Â ñëó÷àå âûáîðà ôàç âîçáóæäåííîãî è îñíîâíîãî ñîñòîÿíèé äâóõóðîâ-
íåâîãî àòîìà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äèïîëüíîãî
ìîìåíòà áûëè äåéñòâèòåëüíûìè, âûðàæåíèå (3.25) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà
âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ ïîëåì äîëæíî áûòü çàìåíåíî íà

HAF =
∑
k⃗λ

~gkσy(ak⃗λe
ı⃗kr⃗ − a+

k⃗λ
e−ı⃗kr⃗). (3.33)

Äîêàæèòå äàííîå óòâåðæäåíèå.

6. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (3.33) â ïðèáëèæåíèè âðàùà-
þùåéñÿ âîëíû.
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Ãëàâà 4. Ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ

è ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè

âîçìóùåíèÿ

�4.1. Òåîðèÿ êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ ïîä âëèÿíèåì

âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ

Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ñèñòåìó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ ãàìèëüòîíèàíîì
Ĥ0, êîòîðûé ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíè-
àíîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà

Ĥ0|φn⟩ = En|φn⟩. (4.1)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Çàâèñÿùèå îò âðåìåíè âîëíîâûå ôóíêöèè ñòà-
öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà åñòü

|φn(t)⟩ = |φn⟩e−ıEnt/~.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êâàíòîâóþ ñèñòåìó íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü âîçìóùåíèå
âèäà

V̂ (t) =

{
Ŵ (t) 0 ≤ t≪ τ,

0 t < 0, t > τ.

Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó: íàéòè ðåøåíèå âðåìåííîãî óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà äëÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ

ı~
∂|Ψ(t)⟩
∂t

= (Ĥ0 + V̂ (t))|Ψ(t)⟩. (4.2)

Äîïîëíèì óðàâíåíèå (4.2) íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà â îäíîì èç ñîá-
ñòâåííûõ ñîñòîÿíèé íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà

Ψ(0)⟩ = |φl(0)⟩ = |φl⟩. (4.3)
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíîìó íàáîðó
ñòàöèîíàðíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà

|Ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t)|φn⟩e−ıEnt/~. (4.4)

Èç óñëîâèÿ (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

cn(0) = δnl. (4.5).

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (4.4) â óðàâíåíèå (4.2). Òîãäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ
(4.1) ïîëó÷èì

ı~
∑
n

dcn(t)

dt
|φn⟩e−ıEnt/~ =

∑
n

cn(t)V̂ (t)|φn⟩e−ıEnt/~. (4.6)

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.6) íà áðà-âåêòîð ⟨φm|. Òîãäà ñ
ó÷åòîì óñëîâèÿ ⟨φm|φn⟩ = δmn äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn(t) â ðàçëîæåíèè (4.4)
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ı~
dcm(t)

dt
=

∑
n

cn(t)⟨φm|V̂ (t)|φn⟩e−ıωmnt. (4.7)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.7) èìååò âèä (4.5).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùåíèå V̂ (t) ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð

V̂ (t) = λÛ(t).

Òîãäà ìû ìîæåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
èòåðàöèé. Â íóëåâîì ïî âîçìóùåíèþ ïðèáëèæåíèè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7)
åñòü

c(0)(t) = cn(0) = δnl. (4.8)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé, ïîñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â
íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (4.8). Òîãäà óðàâíåíèå (4.7) ïðèìåò âèä

ı~
dc

(1)
m (t)

dt
= ⟨φm|V̂ (t)|φl⟩e−ıωmlt. (4.9)

Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âîçìóùåíèé, äëÿ êîòîðûõ
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïî íåâîçìóùåííûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíû íóëþ:

⟨φl|V̂ (t)|φl⟩ = 0.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.9) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ.
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1) m = l. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.9) ïðèíèìàåò âèä

ı~
dc

(1)
m (t)

dt
= 0.

Îòêóäà
c
(1)
l (t) = c

(1)
l (0) = 1.

2) m ̸= l. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.9) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ c
(1)
m (0) = 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

c(1)m (t) =
1

ı~

t∫
0

⟨φm|V̂ (t)|φl⟩e−ıωmlt
′
dt′. (4.10)

Ðàññìàòðèâàåìîå âîçìóùåíèå äåéñòâóåò íà êâàíòîâóþ ñèñòåìó â èíòåðâàëå
âðåìåíè 0 ≤ t ≤ τ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âðåìåí t > τ êîýôôèöèåíòû c

(1)
m (t)

ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè è èìåþò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå îíè ïðèíèìàëè
â ìîìåíò âðåìåíè t = τ

c(1)m (t) = c(1)m (τ) äëÿ t ≥ τ.

Âåëè÷èíû pm(t) = |c(1)m (t)|2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü
êâàíòîâóþ ñèñòåìó â ìîìåíò âðåìåíè t â ñîñòîÿíèè |φm⟩. Ïîñêîëüêó â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèëàñü â îïðåäåëåííîì ñîñòîÿ-
íèè ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé |φl⟩, òîãäà âåëè÷èíû pm(t) ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü òàêæå êàê âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ê ìîìåíòó âðåìåíè t ðàññìàòðèâàåìîé
êâàíòîâîé ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ |φl⟩ â ñîñòîÿíèå |φm⟩. Äëÿ âðåìåí t > τ
âåðîÿòíîñòè pm(t) ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè è ðàâíû

pm(t) = pm(τ) äëÿ t ≥ τ.

Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà êâàíòîâîé ñèñòåìû ê ìîìåíòó âðåìåíè
t èç ñîñòîÿíèÿ |φl⟩ â ñîñòîÿíèå |φm⟩ èç ôîðìóëû (4.10) ïîëó÷àåì

pm(t) = pm(τ) =
1

~2

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

⟨φm|V̂ (t)|φl⟩e−ıωmlt
′
dt′

∣∣∣∣∣∣
2

. (4.11)

Ðàññìîòðèì äàëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèå èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä

V̂ (t) =

{
Ŵ 0 ≤ t≪ τ,
0 t < 0, t > τ.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî âðåìåíè â ïðàâîé ÷àñòè (4.11) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ,
è â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

pm(τ) =
1

~2
|⟨φm|Ŵ |φl⟩|2

4 sin2(ωmlτ/2)

ω2
ml

. (4.12)
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äëèòåëüíîãî âîçìóùåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ ωmlτ ≫ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

lim
τ→∞

sin2(xτ)

x2τ
= πδ(x)

äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà (4.12) ïîëó÷àåì

pm(τ) =
2π

~2
|⟨φm|Ŵ |φl⟩|2δ(ωml)τ =

2π

~
|⟨φm|Ŵ |φl⟩|2δ(Em − El)τ. (4.13)

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îêàçàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè. Òåïåðü èç (4.13)
ëåãêî ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè

Γml(τ) = ṗm(τ) =
2π

~
|⟨φm|Ŵ |φl⟩|2δ(Em − El). (4.14)

Â äàëüíåéøåì íàì ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ ïåðåõîäàìè êâàíòîâîé ñèñòå-
ìû èç äèñêðåòíîãî â íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ òîãî ÷òîáû
íàéòè ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, ìû äîëæíû âû-
ðàæåíèå âèäà (4.14) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íåêîòîðîìó èíòåðâàëó çíà÷åíèé
ýíåðãèè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ Em

Γ =

∫
ΓmldN(Em) =

∫
Γmlρ(Em)dEm, (4.15)

ãäå dN(Em) � ÷èñëî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â èíòåðâàëå ýíåðãèé îò
Em äî Em + dEm è ρ(Em) � ïëîòíîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé
ñèñòåìû. Èç ôîðìóë (4.15) è (4.14) ïîëó÷àåì

Γ =
2π

~
|⟨φm|Ŵ |φl⟩|2ρ(Em)|El=Em

. (4.16)

Ôîðìóëà (4.15) íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ïðàâèëîì Ôåðìè.

�4.2. Ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå äâóõóðîâíåâîãî àòîìà

Ðàññìîòðèì îäèíî÷íûé äâóõóðîâíåâûé àòîì, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ êâàíòî-
âûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðåäñòàâèì ãàìèëüòîíèàí àòîìà â âèäå

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

ãäå íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí

Ĥ0 = ~ω0R̂z +
∑
k⃗,λ

~ωkâ+k⃗,λâk⃗,λ

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýíåðãèþ ñâîáîäíîãî àòîìà è ñâîáîäíîãî ïîëÿ, à îïåðàòîð
âîçìóùåíèÿ èìååò âèä (3.32). Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ îäèíî÷íûì àòîìîì,
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òî óäîáíî ñîâìåñòèòü íà÷àëî îòñ÷åòà ðàäèóñà-âåêòîðà ñ ÿäðîì àòîìà, òîãäà
â âûðàæåíèè (3.32) ìû ìîæåì ïîëîæèòü r⃗ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí
âîçìóùåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

V̂ =
∑
k⃗,λ

~gk(R̂+âk⃗,λ + â+
k⃗,λ
R̂−).

Âûáåðåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïóñòü â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè àòîì íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè |+⟩, à
ïîëå íàõîäèòñÿ â ìíîãîìîäîâîì ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì ôîòîíîâ
â êàæäîé èç ìîä |..., nk⃗,λ, ...⟩. Ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè àòîì
è ïîëå íå âçàèìîäåéñòâîâàëè, òî

|Ψíà÷⟩ = |+⟩|..., nk⃗,λ, ...⟩.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî àòîì èñïóñêàåò ôîòîí ñ îïðåäåëåííûì íàïðàâ-
ëåíèåì èìïóëüñà p⃗ = ~k⃗ è ïîëÿðèçàöèåé λ . Âïîñëåäñòâèè ìû óñðåäíèì
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî âñåì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ôîòîíîâ è
èõ ïîëÿðèçàöèÿì. Òîãäà êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

|Ψêîí⟩ = |−⟩|..., nk⃗,λ + 1, ...⟩.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå çà åäèíèöó âðåìå-
íè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çîëîòûì ïðàâèëîì Ôåðìè (4.16)

Γ =
2π

~
|⟨Ψíà÷|V̂ |Ψêîí⟩|2ρ(Eêîí)|Eíà÷=Eêîí. (4.17)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ

R̂+|+⟩ = 0, R̂−|+⟩ = |−⟩,

â+k′|..., nk′, ..., nk, ...⟩ =
√
nk′ + 1|..., nk′ + 1, ..., nk, ...⟩,

ãäå k ≡ (k⃗, λ), k′ ≡ (k⃗′, λ′), ëåãêî âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, âõîäÿùèé â
ôîðìóëó (4.17),

⟨Ψíà÷|V̂ |Ψêîí⟩ =
∑
k′

~gk′⟨−|−⟩⟨..., nk′, ..., nk+1, ...|..., nk′+1, ..., nk, ...⟩. (4.18)

Â ôîðìóëå (4.18) èìååì

⟨−|−⟩ = 1, ⟨..., nk′, ..., nk + 1, ...|..., nk′ + 1, ..., nk, ...⟩ = δk,k′.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè (4.17) ðàâíà

Γ = 2π~g2k(nk + 1)2ρ(Eêîí) (ïðè óñëîâèè Eíà÷ = Eêîí). (4.19)
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Óñëîâèå Eíà÷ = Eêîí îçíà÷àåò, ÷òî èñïóñêàòüñÿ ìîãóò òîëüêî ôîòîíû, äëÿ
êîòîðûõ ~ω0 = ~ωk0, ãäå k0 = ω0/c.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ äâóõóðîâ-
íåâîãî àòîìà, ò.å. áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷èñëî
ôîòîíîâ â êàæäîé èç ìîä ïîëÿ ðàâíî íóëþ nk = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà
(4.19) ïðèíèìàåò âèä

Γ = 2π~g2k0ρ(Eêîí) (ïðè óñëîâèè Eíà÷ = Eêîí). (4.20)

Ðàññ÷èòàåì òåïåðü ïëîòíîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïî ýíåð-
ãèè ρ(Eêîí). Â ðåçóëüòàòå èñïóñêàíèÿ ôîòîíà àòîì ïåðåõîäèò â îïðåäåëåííîå
êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå |−⟩. Òîãäà ÷èñëî âîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòå-
ìû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷èñëîì êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
×èñëî ñîñòîÿíèé ïîëÿ ñ ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà â èíòåðâàëå (k, k+ dk) è
íàïðàâëåíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà, ëåæàùèì â òåëåñíîì óãëå dΩ, îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (1.21). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó èìïóëüñîì è âîëíîâûì âåê-
òîðîì p⃗ = ~k⃗, ìû ìîæåì çàïèñàòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîëÿ ñ ìîäóëåì èìïóëüñà
â èíòåðâàëå (p, p + dp) è íàïðàâëåíèåì èìïóëüñà, ëåæàùèì â òåëåñíîì óãëå
dΩ, êàê

dNp =
V

(2π~)3
k2dkdΩ.

Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîëÿ ñ ýíåðãèåé â èíòåðâàëå (ε, ε + dε) è
íàïðàâëåíèåì èìïóëüñà â òåëåñíîì óãëå dΩ åñòü

dNε =
V

(2π~c)3
ε2dεdΩ, ãäå ε = p c.

Òîãäà ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé ïîëÿ ïî ýíåðãèè åñòü

dρε =
dNε

dε
=

V

(2π~c)3
ε2dΩ. (4.21)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.21) â (4.20) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè èñïóñêàíèÿ
â åäèíèöó âðåìåíè ôîòîíà ñ íàïðàâëåíèåì èìïóëüñà â òåëåñíûé óãîë dΩ è
îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé

dΓ = 2π~
V

(2π~c)3
g2k0ε

2
0dΩ, (4.22)

ãäå ε0 = ~ω0, k0 = ω0/c. Ïîäñòàâëÿÿ â (4.22) ÿâíûé âèä êîíñòàíòû äèïîëü-
ôîòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîëó÷èì

dΓ =
d2ω3

0

2π~c3
(e⃗de⃗λ)

2dΩ. (4.23)
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Óñðåäíèì âûðàæåíèå (4.23) ïî âñåì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñîâ
ôîòîíîâ è âñåì âîçìîæíûì ïîëÿðèçàöèÿì

Γ =
∑

ïî ïîëÿð

∫
d2ω3

0

2π~c3
(e⃗de⃗λ)

2dΩ. (4.24)

Ïðîâåäåì âíà÷àëå óñðåäíåíèå ïî ïîëÿðèçàöèÿì. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ñóììó ∑

ïî ïîëÿð

(e⃗de⃗λ)
2.

Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà èëè èìïóëüñà ôî-
òîíà èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå ïîëÿðèçàöèè e⃗1 è e⃗2. Â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé âåêòîðó k⃗, åäèíè÷íûå âåêòîðû ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì. Âûáåðåì áàçèñíûå âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè e⃗1 è e⃗2 òàê, ÷òîáû âåêòîð
e⃗1 ëåæàë â îäíîé ïëîñêîñòè âåêòîðîì e⃗d, à âåêòîð e⃗2 áûë ïåðïåíäèêóëÿðåí
ýòîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 10). Òîãäà

Ðèñ. 10. Âîëíîâîé âåêòîð è ïîëÿðèçàöèÿ èñïóùåííîãî ôîòîíà

∑
ïî ïîëÿð

(e⃗de⃗λ)
2 = (e⃗de⃗1)

2 + (e⃗de⃗2)
2 = (e⃗de⃗1)

2 = cos2 ψ = sin2 θ. (4.25)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.25) â (4.24), ïîëó÷àåì

Γ =
d2ω3

0

2π~c3

∫
sin2 θdΩ. (4.26)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (4.26) âûáåðåì ñôåðè-
÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â k⃗-ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òîáû îñü z ñîâïàäàëà ïî íà-
ïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì e⃗d. Òîãäà óãîë θ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé àçèìóòàëü-
íûé óãîë âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå èìååì dΩ = sin θdθdφ è

Γ =
d2ω3

0

2π~c3

π∫
0

dθ

2π∫
0

dφ sin3 θ =
d2ω3

0

2π~c3
8π

3
.
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Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âåðîÿòíîñòè èñïóñêàíèÿ äâóõóðîâíåâûì àòîìîì â åäèíè-
öó âðåìåíè ôîòîíà ñ ïðîèçâîëüíûìè íàïðàâëåíèåì âûëåòà è ïîëÿðèçàöèåé
ïîëó÷àåì

Γ =
4d2ω3

0

3~c3
. (4.27)

Òåïåðü ìû ìîæåì âûðàçèòü âðåìÿ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìà êàê

1

τ
= Γ =

4d2ω3
0

3~c3
. (4.28)

�4.3. Òåîðèÿ Äèêêå ñâåðõèçëó÷åíèÿ ñèñòåìû

äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèëè âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî èçëó÷å-
íèÿ îäèíî÷íîãî àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ âàêóóìíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì
ïîëåì. Åñëè ìû ðàññìîòðèì ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó èç N íåçàâèñèìûõ
àòîìîâ, òî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ I ñèñòåìû àòîìîâ, ò.å. ýíåðãèÿ, òåðÿåìàÿ
â åäèíèöó âðåìåíè, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó àòîìîâ â ñèñòåìå. Îäíàêî â
1954 ãîäó àìåðèêàíñêèé ôèçèê Ðîáåðò Äèêêå âïåðâûå ïîêàçàë, ÷òî ìàêðîñêî-
ïè÷åñêàÿ ñèñòåìà èçN èíâåðòèðîâàííûõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ ñ ðàçìåðàìè,
ìåíüøèìè äëèíû âîëíû èçëó÷åíèÿ ("ñîñðåäîòî÷åííàÿ" èëè "òî÷å÷íàÿ" ñè-
ñòåìà èçëó÷àòåëåé), ìîæåò ñïîíòàííî ïåðåéòè â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå çà âðåìÿ
τR, âN ðàç ìåíüøåå âðåìåíè ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà τ :
τR = τ/N . Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íîé êâàäðàòó ÷èñëà èçëó÷àòåëåé I ∼ N 2, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ñïîíòàííîãî
èçëó÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ àòîìîâ, äëÿ êîòîðîãî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ÷èñëó èçëó÷àòåëåé I ∼ N .

Äëÿ îïòè÷åñêîãî è èíôðàêðàñíîãî èçëó÷åíèé (ò.å. íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèé äèàïàçîíîâ èçëó÷åíèÿ) "ñîñðåäîòî÷åííàÿ ìîäåëü"
ñâåðõèçëó÷åíèÿ íåïðèìåíèìà. Îäíàêî â ðÿäå ðàáîò áûëà òåîðåòè÷åñêè ïðåä-
ñêàçàíà âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñâåðõèçëó÷åíèÿ â ïðîòÿæåííûõ òåëàõ (ñì.
ññûëêè â ìîíîãðàôèè [8]). Â òàêîé ñèñòåìå ñâåðõèçëó÷åíèå âîçìîæíî ïðè
óñëîâèè, ÷òî èìååò ìåñòî ñåëåêöèÿ ìîä ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çà ñ÷åò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ îñîáûõ èãëîîáðàçíûõ îáðàçöîâ (ðèñ. 11). Ñâåðõèçëó÷åíèå ôîð-
ìèðóåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî òàêèìè ôîòîíàìè, êîòîðûå èñïóùåíû â îñíîâ-
íóþ ïðîäîëüíóþ ìîäó, â îòíîøåíèè êîòîðîé àòîìû îêàçûâàþòñÿ íåðàçëè÷è-
ìûìè. Êîëëåêòèâíûé õàðàêòåð èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ ïðè ñâåðõèçëó÷åíèè îáó-
ñëîâëåí íåðàçëè÷èìîñòüþ àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì
ïîëåì. Èçâåñòíî, ÷òî íåëüçÿ ëîêàëèçîâàòü ôîòîí â îáëàñòè, ëèíåéíûå ðàçìå-
ðû êîòîðîé ìåíüøå äëèíû âîëíû èçëó÷åíèÿ λ, ïîýòîìó äëÿ "ñîñðåäîòî÷åííîé"
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ñèñòåìû (L < λ) íåâîçìîæíî ñêàçàòü, êàêîé èç àòîìîâ èñïóñòèë ïåðâûé ôî-
òîí. Ïðè ýòîì âñå àòîìû îáðàçöà àâòîìàòè÷åñêè âçàèìîäåéñòâóþò ñ îäíîé

Ðèñ. 11. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè: îáû÷íîå ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå (à);
ñâåðõèçëó÷åíèå (á)

è òîé æå ìîäîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è îêàçûâàþòñÿ âíóòðè îáúåìà êî-
ãåðåíòíîñòè. Åñëè æå àòîìû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ L > λ, òî ïî
îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó îíè ñòàíîâÿòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè èñòî÷íèêàìè. Ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îäèí àòîì ìîæåò èñïóñòèòü ôîòîí, êîòîðûé ïîâëèÿåò
íà âòîðîé àòîì ëèøü ñ íåêîòîðîé ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ (ïîðÿäêà a/(4πL2),
ãäå a � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ). Ïðè ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè â òàêîé ñèñòåìå
ñâåðõèçëó÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì ïðîöåññîì. Êîëëåêòèâíîå ñïîí-
òàííîå èçëó÷åíèå ôîòîíîâ âîçìîæíî â òàêîé ñèñòåìå, êàê óæå áûëî ñêàçàíî
âûøå, ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååò ìåñòî ñåëåêöèÿ ìîä ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñâåðõèçëó÷åíèå çàïóñêàåòñÿ íå ëþáûì ïåðâûì ôîòîíîì,
à ëèøü òåì, êîòîðûé èñïóùåí â îïðåäåëåííóþ ìîäó, â îòíîøåíèè êîòîðîé
àòîìû îêàçûâàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè.

Â ïåðâîé ÷àñòè íàøåãî ïîñîáèÿ ìû ðàññìîòðèì òåîðèþ ñâåðõèçëó÷åíèÿ
Äèêêå, îñíîâàííóþ íà òåîðèè âîçìóùåíèé. Äèíàìè÷åñêèå àñïåêòû ýôôåêòà
áóäóò îáñóæäàòüñÿ âî âòîðîé ÷àñòè ïîñîáèÿ.

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü èç N äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
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ñ ìíîãîìîäîâûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, îïèñûâàåìûé ãàìèëüòîíèàíîì

H =
N∑
f=1

~ω0R
(f)
z +

∑
k⃗,λ

â+
k⃗,λ
âk⃗,λ+

N∑
f=1

∑
k⃗λ

~gk(R+
(f)ak⃗λe

ı⃗kr⃗f+a+
k⃗λ
R−

(f)e
−ı⃗kr⃗f ), (4.29)

ãäå èíäåêñ f íóìåðóåò äâóõóðîâíåâûå àòîìû â ñèñòåìå, à r⃗f � ðàäèóñ-âåêòîð
f -ãî àòîìà.

Ñëåäóÿ ðàáîòå Äèêêå [40], îãðàíè÷èìñÿ âíà÷àëå ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåé-
øåãî ñëó÷àÿ "ñîñðåäîòî÷åííîé" ñèñòåìû äâóõóðîâíåâûõ èçëó÷àòåëåé, ò.å. ñè-
ñòåìû, ðàçìåðû êîòîðîé ìåíüøå äëèíû âîëíû èçëó÷åíèÿ λ, è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, â ãàìèëüòîíèàíå (4.29) ìû ìîæåì ïîëîæèòü exp(±ı⃗kr⃗f) ≈ 1. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå àòîìû âîçáóæäåíû, ò.å. êàæäûé
èç íèõ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè | +⟩. Òîãäà àòîìíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âñåé
ñèñòåìû åñòü

| Ψ(0)⟩ =| +, ...,+⟩ =
N∏
f=1

| +⟩f . (4.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ àòîìíîé ñèñòåìû îáóñëîâëåíà òîëü-
êî âçàèìîäåéñòâèåì àòîìîâ ñ ïîëåì èçëó÷åíèÿ, ò.å. ïðåíåáðåæåì âñåìè äðó-
ãèìè âîçìîæíûìè ìåõàíèçìàìè ýâîëþöèè, òàêèìè êàê ñòîëêíîâåíèÿ àòîìîâ,
è äðóãèìè ðåëàêñàöèîííûìè ïðîöåññàìè. Ñäåëàåì òàêæå ôóíäàìåíòàëüíîå
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå àòîìíîé ïîäñèñòåìû ñ êâàíòîâûì
ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ëþáûõ äâóõ èçëó÷àòå-
ëåé. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó àòîìàìè íàìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû èçëó÷åíèÿ. Òîãäà â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé àòîìû íåðàçëè÷èìû ïî îòíîøåíèþ
ê ïðîöåññàì èñïóñêàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ. Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî àòîìíàÿ ïîäñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíî-
âîê ÷àñòèö, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî êàê íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àòîì-
íîé ïîäñèñòåìû (4.30), òàê è ãàìèëüòîíèàí (4.29) â ñëó÷àå "ñîñðåäîòî÷åííîé"
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê àòîìîâ. Äëÿ
îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìàëèçì êîëëåêòèâíûõ îïå-
ðàòîðîâ

Rz =
∑
f

R(f)
z , R± =

∑
f

R±
(f).

N -àòîìíîå ñîñòîÿíèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö, èçî-
ìîðôíî ñèììåòðè÷íîé ñóïåðïîçèöèè N ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé |JM⟩ äëÿ ñïèíà
1/2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì êîëëåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ Rz

è R2 = (R+R− +R−R+) +R2
z:

R2 | JM⟩ = J(J + 1) | JM⟩,
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Rz | JM⟩ =M | JM⟩,
ñîîòâåòñòâóþùèì ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ J = N/2 óãëîâîãî ìîìåíòà N
êâàçèñïèíîâ. Âñåãî èìååòñÿ N + 1 òàêèõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû ïîâòîðíûì äåéñòâèåì ñèììåòðè÷íîãî êîëëåêòèâíîãî ïîíèæàþùåãî
îïåðàòîðà R− íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå | Ψ(0)⟩:

| JM⟩ =

√
(J +M)!

N !(J −M)!
(R−)(J−M) | +, ...,+⟩

äëÿ −J ≤M ≤ J .
Ñîñòîÿíèå | JM⟩ ïðåäñòàâëÿåò ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå, äëÿ

êîòîðîãî J +M àòîìîâ íàõîäÿòñÿ íà âåðíåì óðîâíå | +⟩ è J −M àòîìîâ â
íèæíåì ñîñòîÿíèè | −⟩. Ââåäåííûå ñîñòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿþò âàæíûì ñîîò-
íîøåíèÿì

⟨JM | R+R− | JM⟩ = J +M, ⟨JM | R+R− | JM⟩ = J −M,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû R+R− è R−R+ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê îïåðàòîðû ÷èñëà àòîìîâ â âåðõíåì è íèæíåì ñîñòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ | JM⟩ åñòü M~ω0 ïðè óñëîâèè, ÷òî çà íà÷àëî îòñ÷åòà
âûáðàíà ýíåðãèÿ àòîìíîé ñèñòåìû. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿíèþ, â êîòîðîì
âîçáóæäåíà ïîëîâèíà àòîìîâ (M = 0). Òîãäà ýâîëþöèþ àòîìíîé ñèñòåìû
â ðåçóëüòàòå ïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñêîêè
âíèç ïî ýíåðãåòè÷åñêîé "ëåñòíèöå" èç 2J + 1 = N + 1 ýêâèäèñòàíòíûõ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé (ðèñ. 12).

Ïîñêîëüêó àòîìû ëîêàëèçîâàíû â îáúåìå ñ ðàçìåðàìè, ìåíüøèìè äëè-
íû âîëíû èçëó÷åíèÿ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî N èçëó÷àòåëåé âåäóò ñåáÿ êàê
òî÷å÷íûé äèïîëü, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó èíäèâèäóàëüíûõ äèïîëåé.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ôîòîííîé ýìèññèè èçîëèðîâàííî-
ãî àòîìà â êâàíòîâîé òåîðèè èçëó÷åíèÿ åñòü

If = Γ⟨R+
f R

−
f ⟩,

ãäå Γ � âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî ðàñïàäà èçîëèðîâàííîãî àòîìà è ⟨· · · ⟩ îáî-
çíà÷àåò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå, ìû ìîæåì çàïèñàòü äëÿ èíòåíñèâíî-
ñòè èçëó÷åíèÿ ñèñòåìû N èçëó÷àòåëåé êàê

IN = Γ⟨R+R−⟩.

Äëÿ | JM⟩ ñîñòîÿíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîðû R± àíàëîãè÷íû ïîïåðå÷íûì
êîìïîíåíòàì J± óãëîâîãî ìîìåíòà J = N/2 ñèñòåìû ñïèíîâ 1/2, ïîëó÷àåì

IN = Γ⟨JM | R+R− | JM⟩ = Γ(J +M)(J −M + 1). (4.31)
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Ðèñ. 12. Ñõåìà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ñèñòåìû äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ ïîëíîñòüþ âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîì-
íîé ïîäñèñòåìû (M = J = N/2) èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ (4.31) èìååò âèä

IN = 2ΓJ = ΓN. (4.32)

Êàê ñëåäóåò èç (4.32), â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé àòîì íà÷èíàåò
ðàñïàäàòüñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, è èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíà N. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àòîìíàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
ñ M = 0 (íàñåëåííîñòè íèæíåãî è âåðõíåãî óðîâíåé ðàâíû äðóã äðóãó), äëÿ
èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïîëó÷àåì

IN = ΓJ(J + 1) = Γ
N

2

(
1

2
N + 1

)
≈ Γ

4
N2.

Â äàííîì ñîñòîÿíèè ðàñïàä ñèñòåìû íîñèò êîîïåðàòèâíûé õàðàêòåð, è èí-
òåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà N2. Ïðè ýòîì èçëó÷åíèå èçîòðîïíî
ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì.

Â òåîðèè Äèêêå íå èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû èçëó÷àòåëåé, ñîîò-
âåòñòâåííî, íå àíàëèçèðóåòñÿ ìåõàíèçì ïåðåõîäà êàê àòîìíîé, òàê è ïîëåâîé
ïîäñèñòåì â "ñâåðõèçëó÷àòåëüíîå" ñîñòîÿíèå. Âðåìåííàÿ òåîðèÿ ñâåðõèçëó÷å-
íèÿ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåé ÷àñòè
ïîñîáèÿ.
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�4.4. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàññåÿíèè ôîòîíîâ íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ (êîìïòî-
íîâñêîå ðàññåÿíèå). Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîãëîùàåòñÿ ôîòîí
îäíîé ìîäû k1 ñ äëèíîé âîëíû λ1 è èñïóñêàåòñÿ ôîòîí äðóãîé ìîäû k2 ñ
äëèíîé âîëíû λ2. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ðàññåÿííîãî ôîòîíà ñî-
ñòàâëÿåò

∆λ = λ2 − λ1 = 2λc sin
2 θ

2
,

ãäå λc � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ðàâíàÿ 0,24 ïì, θ � óãîë ðàññåÿíèÿ,
ò.å. óãîë ìåæäó âîëíîâûìè âåêòîðàìè íàëåòàþùåãî è ðàññåÿííîãî ôîòîíà.
Ñîîòíîøåíèå äëÿ ∆λ ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëÿòè-
âèñòñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè â ïðåäïîëîæåíèè î êîðïóñ-
êóëÿðíîé ïðèðîäå ôîòîíîâ.

Ìû èñïîëüçóåì êâàíòîâî-ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷å-
íèé êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè ðàññåÿíèè èçìåíÿþòñÿ ñîñòî-
ÿíèÿ äâóõ ìîä ïîëÿ, òî îïèñàíèå òàêîãî ïðîöåññà â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùå-
íèÿ òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî îïåðàòîðó V̂1 è ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî îïåðàòîðó V̂2 (ñì. ôîðìóëó (3.20). Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà V̂1 îáðàùàþòñÿ â íóëü,
ïîýòîìó ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ áóäåò îïèñûâàòüñÿ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè îïå-
ðàòîðà V̂2.

Âûáåðåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Íà÷àëü-
íîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà áóäåì îïèñûâàòü ïëîñêèìè âîëíàìè |p⃗1⟩
è |p⃗2⟩ . Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàáîòàòü ñ äèñêðåòíûì íàáîðîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
èìïóëüñà ýëåêòðîíà, áóäåì ïîëàãàòü, êàê îáû÷íî, ÷òî ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â
íåïðîíèöàåìîì ÿùèêå ñ îáúåìîì V , êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ îáúåìîì êâàíòî-
âàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íà÷àëüíàÿ è
êîíå÷íàÿ âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíà åñòü

Ψp⃗1 =
1

V
eıp⃗1r⃗/~, Ψp⃗2 =

1

V
eıp⃗2r⃗/~.

Äëÿ çàïèñè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé ïîëÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåä-
ñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äî ðàññåÿíèÿ ìû èìåëè
ôîòîí â ìîäå k1, à ïîñëå ðàññåÿíèÿ � ôîòîí â äðóãîé ìîäå k2. Âïîñëåäñòâèè
ìû óñðåäíèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ôîòîíà ïî âîç-
ìîæíûì íàïðàâëåíèÿì åãî ðàññåÿíèÿ è ïîëÿðèçàöèÿì. Òîãäà íà÷àëüíîå è
êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòåìû åñòü

Ψíà÷ = |p⃗1⟩|..., 1k1, ..., 0k2, ...⟩,

Ψêîí = |p⃗2⟩|..., 0k1, ..., 1k2, ...⟩.
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äëÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ

ýëåêòðîíà è ïîëÿ V̂1 = e/(mc)ˆ⃗p
ˆ⃗
A â îáêëàäêàõ |p⃗1⟩ è |p⃗2⟩ ðàâåí íóëþ. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

⟨p⃗1|V̂1|p⃗2⟩ =
e

mc
ˆ⃗
A⟨p⃗1| ˆ⃗p|p⃗2⟩ =

e

mc
ˆ⃗
Ap⃗2⟨p⃗1|p⃗2⟩ = 0,

òàê êàê íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé èìïóëüñû ýëåêòðîíà íå ðàâíû. Òîãäà ïðîöåññ
ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà ýëåêòðîíå, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, áóäåì îïèñûâàòü
ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà

V̂2 =
e2

2mc2
ˆ⃗
A2. (4.33)

Äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿ-
íèÿìè ñèñòåìû âîñïîëüçóåìñÿ çîëîòûì ïðàâèëîì Ôåðìè (4.16). Âû÷èñëèì
âíà÷àëå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

⟨Ψíà÷|V̂2|Ψêîí⟩,

ãäå îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ V̂2 èìååò âèä (4.33) è îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïî-

òåíöèàëà
ˆ⃗
A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.21). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé îáî-

çíà÷èì |1⟩ = |Ψíà÷⟩ è |2⟩ = |Ψêîí⟩. Òîãäà

⟨1|V̂2|2⟩ =
e2

2mc2
2π~c2

V

∑
k⃗,λ

∑
k⃗′,λ′

e⃗λe⃗
′
λ√

ωkωk′
{⟨1|âkâk′eı(k⃗+k⃗

′)r⃗|2⟩+ ⟨1|âkâ+k′e
ı(k⃗−k⃗′)r⃗|2⟩+

+⟨1|â+k âk′e
−ı(k⃗−k⃗′)r⃗|2⟩+ ⟨1|â+k â

+
k′e

−ı(k⃗+k⃗′)r⃗|2⟩}. (4.34)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â
ôîðìóëå (4.34) ðàâíû íóëþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî

⟨1|âkâ+k′e
ı(k⃗−k⃗′)r⃗|2⟩ = ⟨p⃗1|eı(k⃗−k⃗

′)r⃗|p⃗2⟩⟨..., 1k1, ..., 0k2, ...|âkâ+k′|..., 0k1, ..., 1k2, ...⟩ =

= ⟨p⃗1|eı(k⃗−k⃗
′)r⃗|p⃗2⟩δk′,k1δk,k2.

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

⟨p⃗1|eı(k⃗−k⃗
′)r⃗|p⃗2⟩ =

1

V

∫
eı(p⃗1+~k⃗1−~k⃗2−p⃗2)r⃗/~ =

{
0 p⃗1 + ~k⃗1 − ~k⃗2 − p⃗2 ̸= 0,

1 p⃗1 + ~k⃗1 − ~k⃗2 − p⃗2 = 0.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.34). Òàêèì
îáðàçîì, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ⟨1|V̂2|2⟩ îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

p⃗1 + ~k⃗1 − ~k⃗2 − p⃗2 = 0. (4.35)
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Ïðè âûïîëíåíèè òàêîãî óñëîâèÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðèíèìàåò âèä

⟨1|V̂2|2⟩ =
2π~e2e⃗1e⃗2
mV

√
ω1ω2

.

Áóäåì â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñåé èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó îòñ÷åòà,
â êîòîðîé ýëåêòðîí äî ðàññåÿíèÿ ïîêîèòñÿ, ò.å. áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî p⃗1 = 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ ñ ïîìîùüþ
çîëîòîãî ïðàâèëà Ôåðìè (4.16), íàéäåì ïëîòíîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé
ïî ýíåðãèè íàøåé ñèñòåìû. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (4.35) ñëåäóåò, ÷òî
êîíå÷íûé èìïóëüñ ýëåêòðîíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì èìïóëüñîì
ôîòîíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé èçó÷àåìîé ñèñòåìû ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷èñëîì êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ôîòîííîé ïîäñèñòåìû.

×èñëî ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé ñ ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà â èíòåðâàëå
îò k2 îò k2 + dk2, íàïðàâëåíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà â òåëåñíîì óãëå dΩ è
îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé åñòü

dN(k2) =
V

(2π)3
k22dk2dΩ.

Ââåäåì ïëîòíîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé èçó÷àåìîé ñè-
ñòåìû ρ(E2) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

dN(k2) = ρ(k2)dk2 = ρ(E2)dE2.

Îòêóäà

ρ(E2) =
dNk2

dE2
.

Êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû åñòü

E2 = ~ω2 +
p⃗2
2m

. (4.36)

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.36) çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (4.35), ïîëó÷àåì

E2 = ~ω2 +
~(k⃗1 − k⃗2)

2m
. (4.37)

Ââîäÿ êîìïòîíîâñêóþ äëèíó âîëíû λc = ~/(mc) ≈ 2, 4 · 10−10 ñì, ïåðåïèøåì
ôîðìóëó (4.37) â âèäå

E2 = ~c
[
k2 +

λc
2
(k21 − 2k1k2 cos θ + k22)

]
.

Òîãäà ïëîòíîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé åñòü

ρ(E2) =
dE2

dk2
=
V k22dΩ

(2π)2~c
1

[1 + λc(k2 − k1 cos θ)]
.
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè (4.16), íàéäåì âåðîÿòíîñòü ðàññå-
ÿíèÿ ôîòîíà â åäèíèöó âðåìåíè â ñîñòîÿíèå ñ ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà k2,
ïîëÿðèçàöèåé e⃗2 è íàïðàâëåíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà k⃗2 â òåëåñíîì óãëå dΩ

dΓ =
2π

~
|⟨2|V̂2|1⟩|2ρ(E2) =

e2(e⃗1e⃗2)
2dΩ

V m2ω1ω2[1 + λc(k2 − k1 cos θ)]
.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàññåÿíèþ ÷àñòèö îáû÷íî èçìåðÿþò íå ñàìó âåðî-
ÿòíîñòü, à äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Îïðåäåëÿÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ êàê îòíîøåíèå ñêîðîñòè ïåðåõîäà dΓ è ïëîòíîñòè
ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ïàäàþùèõ ôîòîíîâ J = c/V , ïîëó÷àåì äëÿ ñå÷åíèÿ ðàñ-
ñåÿíèÿ âûðàæåíèÿ

dσ(k⃗2) =
dΓ

J
= α4a20

k2
k1

(e⃗1e⃗2)
2dΩ

1 + λc(k2 − k1 cos θ)
, (4.38)

ãäå α = e2/(~c) = 1/137 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû è a0 = ~2/(me2) =
= 5 · 10−9 ñì � ïåðâûé áîðîâñêèé ðàäèóñ. Ââåäåì òàêæå âåëè÷èíó ω1 =
= me4/~3 = 4 · 1016c−1 � ÷àñòîòó îáðàùåíèÿ íà ïåðâîì áîðîâñêîì ðàäèóñå.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîòîíû, äëÿ êîòîðûõ ω ≪ ω1 èëè λck ≪ 1. Äëÿ òà-
êèõ ôîòîíîâ èçìåíåíèå äëèíû âîëíû â ðåçóëüòàòå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ
î÷åíü ìàëî ∆λ ≪ λ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëîæèòü â ôîðìóëå (4.34)
k1 ≈ k2. Â ðåçóëüòàòå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (4.38) ïðèìåò âèä

dσ(k⃗2) = r20(e⃗1e⃗2)
2dΩ, (4.39)

ãäå r0 = α2a0 = e2/(mc2) = 2, 8 · 10−15 ì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà.
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ðàññåÿíèå íà ýëåêòðîíå ïîëÿðèçîâàííûõ ôîòîíîâ.

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè â ôîðìóëå (4.39)

e⃗1e⃗2 = cos θ = sinΨ,

ãäå θ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè k⃗2 è k⃗1, à Ψ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè k⃗2 è k⃗1
(ñì. ðèñ. 13).

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðèíèìàåò â ýòîì ñëó÷àå âèä

dσ = r20 cos
2 θdΩ = r20 sin

2ΨdΩ. (4.40)

Ôîðìóëà (4.40) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ
ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ñâîáîäíûõ çàðÿäàõ (ôîðìóëà
Òîìñîíà).

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ ôîòîíîâ ñ ëþáûìè íàïðàâëåíèÿìè âîë-
íîâîãî âåêòîðà k⃗2

σ =

∫
dσ =

∫
r20 sin

2ΨdΩ = 2πr20

π∫
0

sin3ΨdΩ =
8π

3
r20.
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Ðèñ. 13. Âîëíîâûå âåêòîðû è ïîëÿðèçàöèè íàëåòàþùåãî è ðàññåÿííîãî ôîòîíîâ

Ðàññìîòðèì òàêæå ðàññåÿíèå íåïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà. Âûáåðåì áàçèñ-
íûå âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè äëÿ íàëåòàþùèõ è ðàññåÿííûõ ôîòîíîâ, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 13. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ ñðåäíåå ïî ïîëÿðèçàöèè

(e⃗1e⃗2)2 =
1

2
{(e⃗1e⃗2)2 + (e⃗′1e⃗

′
2)

2} =
1

2
(1 + cos2 θ + 1),

ïîëó÷àåì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ íåïîëÿðèçîâàííûõ ôî-
òîíîâ

dσ =
1

2
r20(1 + cos2 θ)dΩ.

� 4.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïîêàçàòü, ÷òî âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñäâèã ýíåðãèè âîç-
áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõóðîâíåâîãî àòîìà |+⟩ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ
ïî ïîëÿðèçàöèÿì è èíòåãðèðîâàíèþ ïî óãëàì (àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (4.34))
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

δE+ = −8π

3c

(
ω0d

2πc

)2 ∫ Kc

0

1

ω − ω0
ωdω,

ãäåKc � óñëîâíûé âåðõíèé ïðåäåë, óñòðàíÿþùèé óëüòðàôèîëåòîâóþ ðàñ-
õîäèìîñòü.

2. Îöåíèòü ñêîðîñòè ñïîíòàííûõ ðàäèàöèîííûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó êîëåáà-
òåëüíûìè è âðàùàòåëüíûìè ñîñòîÿíèìè â äâóõàòîìíîé ìîëåêóëå.
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3. Èñïîëüçóÿ çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé îïåðàòîð âçà-
èìîäåéñòâèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ (~ω ≪ mc2) ôîòîíîâ âèäà

Vγ = αE4E−2
NL,

ãäå ENL = m2c3

e~ = 4.44 · 1013 Ãñ � õàðàêòåðíàÿ çíà÷åíèå íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ, äëÿ êîòîðîé ïðèìåíèìû ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ, ïîëó÷èòü
îöåíêó ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà ôîòîíå

σγ = α18a20
ω

ωa
.

4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè ôîòîíà íà óãîë Θ ïåðåäàåòñÿ
èìïóëüñ ∆px =

~ω
c (1− cosΘ), ïîêàçàòü, ÷òî ñèëà ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ ïðè

ðàññåÿíèè ôîòîíîâ íà ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå ðàâíà

f⃗ = n⃗
4π

3
r20
I

c
,

ãäå I � èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåãî ñâåòà è n⃗ = k⃗/k.

5. Îöåíèòü ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòàåò ýëåêòðîí ïðè ðàññåÿíèè îäíîãî
ôîòîíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû âîïðîñû êâàíòîâîé íåðåëÿòèâèñòñêîé
òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíûõ ñèñòåì ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Îïèñàíà
ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ àòîìíûõ ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì, è íà åå îñíîâå ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷ êâàíòîâîé îïòèêè, ñâÿ-
çàííûõ êàê ñ ðàñ÷åòîì âåðîÿòíîñòåé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàê è ñ
ïîëíûì äèíàìè÷åñêèì îïèñàíèåì ýâîëþöèè àòîìîâ è ïîëÿ. Èçëîæåí îáùèé
ìåòîä ïîëó÷åíèÿ êâàíòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, è îïèñàíî êâàíòîâàíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîëÿ â âåùåñòâå. Èçó÷åíû ñâîéñòâà íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è
èñïîëüçóåìûõ â ïðèëîæåíèÿõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
(ôîêîâñêèé áàçèñ, ãëàóáåðîâñêèå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ
è ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ôàçîé), à òàêæå ðÿä ýôôåêòîâ, îáóñëîâëåííûõ
âçàèìîäåéñòâèåì àòîìîâ ñ êâàíòîâûì ïîëåì, òàêèõ êàê ñïîíòàííîå èçëó÷å-
íèå èçîëèðîâàííîãî àòîìà, êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, äëÿ èçó÷åíèÿ êîòîðûõ
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèåé âîçìóùåíèÿ.

Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íà äîñòóï-
íîì äëÿ ñòóäåíòîâ óðîâíå, òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë â êîòîðîì èëëþñòðèðó-
åòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé, ïîçâîëèò
ñòóäåíòàì ãëóáæå îñâîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû êâàíòîâîé îïòèêè è ïî-
ëó÷èòü õîðîøèå íàâûêè âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Çàäàíèÿ ïîèñêîâîãî õàðàêòåðà
ñíàáæåíû ññûëêàìè íà îðèãèíàëüíûå ñòàòüè è ìîíîãðàôèè, ðàáîòà ñ êîòî-
ðûìè ïîçâîëèò ñòóäåíòàì è ìàãèñòðàíòàì íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü ñ íåàäàïòèðî-
âàííûìè íàó÷íûìè èñòî÷íèêàìè. Ìíîãèå çàäàíèÿ â ïðèíöèïå âïîëíå ìîãóò
ñòàòü îñíîâîé äëÿ âûïîëíÿåìûõ ñòóäåíòàìè êóðñîâûõ ðàáîò è ïîäãîòîâêè ê
ïðîâåäåíèþ îðèãèíàëüíûõ èññëåäîâàíèé.
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