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Предисловие

В настоящем учебном пособии представлены задачи, дополняющие лек­

ционный курс "Неравновесная квантовая статистическая физика", читаемый 

студентам 4 курса специализации "Теоретическая физика" Соответствую­

щий курс предназначен для ознакомления студентов с современными метода­

ми квантовой статистической физики. В нем не обсуждаются традиционные 

методы классической статистической физики, такие как уравнение Больцма­

на, уравнение Власова и т.д., поскольку указанные вопросы детально изла­

гаются в курсе "Термодинамика и статистическая физика", читаемом сту­

дентам четвертого курса. Физические примеры, иллюстрирующие основные 
идеи неравновесной статистической физики, взяты в основном из области 

квантовой оптики и  ф изики твердого тела, поскольку именно в этих областях 

удалось н а  основе общих подходов получить качественное и количественное 

описание целого ряда неравновесных процессов, находящееся в хорошем со­

ответствии с экспериментом.
В пособие не включен материал лекционной части курса. Этот матери­

ал подробно изложен в ряде учебников, а  такж е в учебных пособиях одного 

из соавторов настоящего издания. В каждом разделе представлены наибо­

лее типичные задачи с подробными решениями. При этом авторы выбирали 

задачи, в которых, по их мнению, наиболее полно реализованы идеи обсужда­

емого метода неравновесной статистической физики. Кроме того, в пособии 

имеются задания для самостоятельной работы. Д л я  выполнения обычных 

заданий достаточно хорошего усвоения материала лекционной части курса. 

Особо трудные задания помечены звездочкой. Такие задачи можно исполь­

зовать в качестве индивидуальных заданий студентам. Предполагается, что 

при выполнении таких заданий студенты должны ознакомиться с общей схе­

мой решения по предложенной библиографической ссылке и провести деталь­

ные расчеты, опущенные, как правило, в соответствующем учебном пособии, 

монографии или оригинальной статье. Д ля удобства работы с пособием в 
каждом разделе имеется свой отдельный библиографический список.



Чистые и смешанные квантовые состояния. М атрица плотности. Равно­

весные квантовые распределения. Вычисление наблюдаемых. Квазисредние. 

Квантовое уравнение Лиувилля. Условия необратимости. Марковские про­

цессы. Квантовое уравнение релаксации неравновесной системы. Секулярное 

приближение. Основное обобщенное кинетическое уравнение. Уравнение Па­
ули. Модель двухуровневого атома. Квазиспиновое представление. Кинети­

ка двухуровневой системы, взаимодействующей с электромагнитным полем. 

Магнитный резонанс. Уравнения Блоха. Продольная и поперечная релакса­

ция. Механизмы продольной и поперечной релаксации. Однородное и неод­

нородное уширение энергетических уровней. Оптические уравнения Блоха. 

Вектор Блоха. Решение Раби. Решение Торри д л я  резонансного случая при 
совпадающих временах поперечной и продольной релаксации. Спиновое и 

фотонное эхо, оптическая нутация, затухание свободной поляризации.

Линейная реакция системы на внешнее механическое возмущение. Фор­

мула Кубо. Временные корреляционные функции и статистические средние. 

Определение двухвременных температурных функций Грина. Спектральные 

представления для корреляционых функций и функций Грина. Свойства сим­

метрии функций Грина. П равила сумм. Идеальные квантовые газы. Общий 
вид одночастичной функции Грина. Квазичастицы. Ферромагнетизм. Модель 

ферромагнетика Гейзенберга. Сверхпроводимость. Гамильтониан БКШ . Пре­

образование Боголюбова. Сверхпроводник в магнитном поле. Модель Дикке. 

"Равновесное" сверхизлучение. Ферромагнитный резонанс. Расчет динами­

ческой диэлектрической проницаемости, магнитной восприимчивости и элек­

тропроводности электронного газа в металле.

Сокращенное описание квантовых неравновесных состояний. Метод про­
ектирования. Обобщенное кинетическое уравнение Цванцига. Проекционный 

оператор для логарифма статистического оператора. Квантовая Н-теорема 

Больцмана. Усреднение по начальным состояниям. Релаксация гармониче­

ского осциллятора с трением. Динамика моды квантового электромагнитного 

поля в неидеальном резонаторе при наличии утечки фотонов. Сверхизлуче­

ние Дикке. Одномодовый лазер. Одноатомные мазер и лазер. Спиновая ре­

лаксация. М етод неравновесного статистического оператора Зубарева, метод 

Мори, метод Робертсона.

S
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1.1. З а д а ч и  с  реш ениям и

З а д а ч а  1. Вывести основное кинетическое уравнение для релаксации 
незамкнутой системы, взаимодействующей с окружающей средой (термостат- 
том) в равновесном состоянии.

Р еш ение

Рассмотрим незамкнутую систему S ,  находящуюся в  постоянном кон­

такте с ненаблюдаемой системой R  (термостат или тепловой резервуар) и 

обменивающуюся с ней энергией, поляризацией и т.д. Обозначим матрицу 

плотности всей системы через p(t)  и  полный гамильтониан через

Н  =  H s  + H R +  H SR,

где H s  и H s  -  гамильтонианы систем S  и R , a  H s r  описывает взаимодействие 

между S  и R . В представлении взаимодействия временная эволюция p(t) 

описывается уравнением Лиувилля

7



(O(i)/|t=o =  p{0 )i-

Здесь

H sR(t)  =  eы ^)н'^H sя e - ^ '^ п‘, , 

где H q =  H r + H s - Формальное решение уравнения Лиувилля можно записать 
в виде

p ( t) i  =  р (0)/ [HSR{t), р (т)/] dr. (2)

Подставляя решение (2) в правую часть уравнения (1), получаем

№ * (« ) .  ИО),] -  ( i ) ! J  d f  [Я 5я « ) ;  [ f f s s W ,# Ь 1 ] ■ (3)

Д ля описания динамики S  -  подсистемы введем редуцированную матрицу 

плотности p (t)s  =  SpRp{t) или в представлении взаимодействия p{t)s i — 

=  S p Rp(t)i. Тогда для  редуцированной матрицы плотности p{ t)s i  получаем 

из (2) следующее уравнение:

p { t)s i =  —^ S p R[HsR{t), р (0)/] -

-  ( f f  J <Й'«Р,[ЯМ ((), [ЯМ И ,Ж ) 1 1 ] .  (4)
О

При записи уравнений (3) и  (4) предполагалось, что взаимодействие включа­

ется в момент времени t  =  0. До этого момента времени подсистемы R  и S  

некоррелированы, и полная матрица плотности равна прямому произведению

р(0) =  p(0 )s  p (0) r  =  p{0 )i.

Предположим, что подсистема R  имеет так много степеней свободы, что 
результат взаимодействия с S  быстро исчезает и не оказывает сколько-нибудь 

значительной обратной реакции на S ,  поэтому система R  всегда описывается 

с помощью теплового равновесного распределения при постоянной темпера­

туре независимо от количества энергии и  степени поляризации, перешедших 

в нее из системы S. Другими словами, мы предполагаем, что можно прене­

бречь реакцией S  н а R , и поэтому система R  всегда описывается равновесной 

матрицей плотности

т { 0) =

с начальным условием



где Q  =  5 p Re _/fR/,fcT и T  -  равновесная температура термостата. В рамках 

сделанного приближения матрицу плотности всей системы в приближении 

взаимодействия можно записать как

P l(t) =  P si(t)  Ря(0).

Тогда уравнение (4) примет вид

P s i ( t )  =  ~ j^ S p R [ H s R ( t) ,  p (0) s i p r ( 0) ] -

~ © Y  ю
о

В уравнении (5) редуцированная матрица плотности p { f) s i  стоит под знаком 

интеграла, следовательно, поведение системы зависит от ее предыстории с 

момента времени t '  =  0 до момента времени if =  t. Однако движение S  
демпфируется за  счет ее связи с резервуаром; это демпфирование уничтожает 

информацию о поведении системы в прошлом. Поэтому предположим, что 

pSi( t)  зависит только от текущего значения p(t)$ i, т.е. система теряет свою 

память о прошлом. Тогда в  уравнении (5) можно сделать замену

P s it f )  ->  Psi(t)-

Э та замена соответствует марковскому приближению и приводит к  уравне- 

P si(t)  =  - ^ S p R[HSR{t), p s i(0 )p r ( 0 ) } -

~  Q )  J  d t'S p R [H SR(t), [H sR(t'),Psi{t)pR(Q)}}. (6)

о
Д ля дальнейшего упрощения уравнения (6) сделаем предположение о харак­

тере взаимодействия подсистем S  и  R . Предположим, что оператор взаимо­

действия можно записать в виде

Я ,„ , =  £ З Д ,

где операторы Si действуют только на переменные динамической подсистемы 

S ,  о операторы R i -  н а  переменные термостата. В представлении взаимодей­

ствия
я а* ( ! ) =  (7)



где

S i( t) =  elHst/nS ie 'Hst/n, R i(t)  =  е,Ня‘/йЯ4егЯ"‘/ ' \

Подставляя (7) в  уравнение (6), используя коммутативность операторов Ri 

я  S i а  возможность циклической перестановки операторов под знаком следа, 

получаем

№ s ,  » ~ i V К й № (0)5р„№ (1)р*(0) - « , ( о № Й Я г > „ ( В Д м ( о ) } -  

-  ( й ) 2 Е  /  < 2 * ' { ( & ( < № ( * ' ) № ( ‘ )  -S t(< T )p s i№ № i)S p .(W )R iV )P K (< > )) -
*J о

-  ( З Д й и й Э Д  -  S p J H j M j y t V I O ) ) } . {8)

Рассмотрим сначала средние значения вида

д а м »  =  S p , ( R , ( t ) p a (  о »  -  | - а д  | w ) ( »  I /• * ( < >  I Щ ,

где след удобно вычислять с помощью собственных состояний | N )  опера­

тора Hr , поскольку равновесная матрица плотности термостата диагональ- 

на в этом представлении. Предполагая, что операторы взаимодействия Ri 

не имеют диагональны х элементов в этом представлении (иначе свободный 

гамильтониан можно было бы переопределить так, чтобы включить в него 

соответствующие члены), получаем

(R i(t)) =  0. (9)

Далее рассмотрим временную корреляционную функцию

т ( щ т = ш а д м й ь я »  (ю )

которая характеризует корреляцию состояний в моменты времени t a t 1. Тер­

мостат предполагается большим и таким, что в нем быстро затухают эф­
фекты взаимодействия, следовательно, термостат быстро “забывает" о вза­

имодействиях с системой S . Таким образом, можно ожидать, что функция 

( R i f y R j f t ) )  отлична от нуля только в некотором интервале t  — t '  <  т, где 

г  представляет собой характерное корреляционное время термостата. Тогда 

для t  - t 1 > т имеем

(R i( t)R j(О )  «  № ) )  ( Д Ж »  *  0 . (11)
10



Корреляционное время г  в среднем определяет время, в течение которого со­

храняется некоторая память о взаимодействии. Природа т  зависит от приро­

ды термостата. В газах, например, т  может определяться средним временем 

свободного пробега между столкновениями. Нетрудно показать, используя 

свойство цикличности следа и коммутативность матрицы плотности термо­

стата с гамильтонианом Я д , что корреляционные функции (10) зависят толь­
ко от разности времен t  — If :

{Ri( t)R j (t')} =  (R i( t - t ' ) R : ). (12)

Теперь используя полученные результаты, вновь вернемся к марковскому 

приближению. В силу соотношения (10) в интеграл (5) дает ненулевой вклад 

фактически только интервал от tf «  i  — т  до if =  t. Следовательно, значения 

As/(О  в  моменты tf, лежащ ие вне этого интервала, влияют мало на значе­

ние p s i( t)  в момент времени t. Таким образом, система способна помнить 
свое состояние только в течение интервала времени, немного превышающего 

корреляционное время. Интерес представляет макроскопическое поведение 

системы, а  не детальное изменение ее состояния. Если т  1/ 7 , где 

7  -  характерное время изменения p s i( t)  в макроскопическом масштабе, то в 

подынтегральном выражении в уравнении (5) p s i( t')  ~  p s j( t)  и  марковское 

приближение справедливо.

Используя соотношения (9) и (12), вводя переменную tf' =  t  — t ' и учи­

ты вая, что корреляционная функция (R i(t" )R j) фактически равна нулю при 

tf' т (это свойство позволяет верхний предел интегрирования устремить к  

бесконечности), мы можем переписать уравнение (8) в виде

p(t)s / - ^ ( i )  ■ £ J
*J о

-  [Si(t), p s i( t)S j( t  -  * " ) ]< № (* " ) )}  ■ (13)

Беря матричные элементы от операторов S i  по собственным состояниям | т )  

гамильтониана Н $, получаем

( т  | S i(t)  | п ) =  еШт" * ( т  | Si \ п ), 

где штп =  (Е т — E „ )/h . Вводя обозначения

К м п  =  ( I / » ) 1 I Si I Ф I S i I п ) 1  d ? e ~ ~ - (S ,(i")S i), (14)
У о
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Кми= <v*f; D m i ®  i i ^ i n> /  (is)
*t 0

перепишем уравнение (13) в  виде

(m' I Psi(t) I m) =  £ > '  I psi(t) I n) | -  Y l SmnPm-kkn' + Pnmm'n' +

+pnmm'w ell<Wm'"+Wmn)t] • (16)

Зависящая от  времени экспонента в (16) обращается в нуль при условии

<̂ т'п' ~Ь Wmn ~  р т' ~  р т ~  р п' +  р п =  0- (17)

Оставим в сумме в уравнении (16) только "секулярные" слагаемые, т.е. сла­

гаемые, удовлетворяющие условию (17). Такое приближение означает, что 

"крупнозернистая" производная берется по интервалу A t,  большему по срав­

нению с периодом свободного движения системы

A t  >  1/штп,

так  что в  течение интервала A t  система совершает много циклов.

Будем рассматривать случай, когда не существует никакой регулярно­
сти в распределении уровней системы. Тогда условие (17) удовлетворяется в 

одном из следующих случаев:

( 1) т! =  п ', т  =  п ,т ' фт\

(2 ) ml =  т , п' =  п , т ' ф  п';

(3 ) т! =  т  =  п' =  п.

В указанных случаях уравнение (16) можно записать как 

(т! | p s i( t)  I rn) =  < W  I A s/M  I ri)Tmn -  7m’m(m ' | pSi( t )  \ m ) ,  (18)
nyirn

где

Г mn = Pnmmn + Pnmnm {гпфп),

“  E K ™  +  •

Нетрудно показать, что

(PmnklY =  PUmm 
12



и, следовательно, величины Гтп  действительны.

В "секулярном1' приближении недиагональные элементы матрицы плот­

ности подчиняются уравнению

{т! | p si{ t)  | т ) =  — | pSI(t) \ т ).

Из условия эрмитовости матрицы плотности имеем

Уравнение (18) можно преобразовать в представление Ш редингера с помо­

щью соотношения

« /(< )  =

которое дает

( т '  | ps {t) \ т ) =  —{г/К){ml | [# s ,P s ( * ) ]  | т )+

+ 6тт' ^ 2 (а  | p s(t)  I n ) r mn -  7m-m(rn' I ps{t)  I т ) .  (19)
пфт

Первый член в (20) описывает движение невозмущенной системы.

Уравнение движения для редуцированной матрицы плотности подсисте­

мы S  называется обобщенным основным кинетическим уравнением (generali­

zed m aster equation). Основное кинетическое уравнение (m aster equation) для 
диагональных элементов матрицы плотности может быть получено из урав­

нения (19) и  имеет вид

( т  | ps (t) | т )  =  ] Г ( п  | ps (t)  | п )Г т „ -  7т т ( т  | ps (t) \ т )

или, опуская для упрощения записей индекс S  у редуцированной матрицы 

плотности,

p(t)mm =  Y 1  р(г)пг£тп ~  7 ттрфтт,

где p (t)nn =  {п  | P s(t) | п). У читывая, что

7mm =  У ^,(р тккт +  Р тккт) ~  Ртттт ~  Ртттт ~  52 ̂ кт ~  ^mm 52 Г *т ’
к к кфт

мы можем записать уравнение для диагональных элементов редуцированной 

матрицы плотности как



Уравнение (20) впервые было получено в 1928 году Паули. Поэтому его ча­

сто называют уравнением Паули. Уравнение (20) можно интерпретировать 

следующим образом. Диагональный элемент pmm{t) дает вероятность обна­

ружить атомный уровень | т )  заняты м в момент времени t. Э та  вероятность 

увеличивается со временем благодаря переходам из всех других уровней | п)  

на данный уровень | тп). О на уменьшается в результате переходов с уровня 

| ш ) на все другие уровни | п ).  Параметры Гтп  имеют смысл вероятностей 

переходов между атомными уровнями | п )  —* | т )  в  единицу времени, вы­
званных взаимодействием с резервуаром.

З а д а ч а  2. Используя уравнение Паули, рассмотреть спиновую релак­

сацию системы электронов в термостате, считая частоты переворота спина 

одинаковыми.

Р е ш е н и е

Пусть в фиксированных точках находятся N  электронов, для которых 

допускаются оба спиновых состояния: |  и | .  Пусть iVj -  число электронов 

со спином t ,  a  N [  -  число электронов со спином | .  Допустим, что в момент 

времени t  =  0 н а  систему накладывается сильное магнитное поле, так что 

все спины ориентируются в одном направлении:

ЛГТ (0 ) / N  =  рт (0) =  1, N ,N  =  Р1 (0) =  0.

Вероятности p j( i)  и  Pi(t)  обнаружения электрона в состоянии спин "вверх" f  

и спин "вниз" J., соответственно, представляют собой диагональные элемен­

ты  редуцированной матрицы плотности электронной системы: p j(t)  =  p (i)n  

и Pi(t) =  p{t)22- После выключения магнитного поля происходит переори­

ентация спинов, причем частоты переходов Г-ц =  ГД — w  определяются 

микроскопическими характеристиками, например спин-решеточным взаимо­

действием. Из уравнения Паули

=  ™рД<) -  w p t (t), =  w p i( t)  -  w p ^ t )

следуют уравнения

^ ( и + й )  =  ° ,  ^ ( Р т  — P i )  =  — — P i ) ,  

из которых получаем



Конечное состояние соответствует равновесному распределению Рт(оо) =

=  p j(oo) =  1 /2 , при котором намагниченность обращается в нуль. Величина 

Т) =  1/ 2ги, определяющая скорость релаксации спиновых состояний, назы­

вается продольным временем релаксации.

З а д а ч а  3. Используя уравнение Паули, рассмотреть кинетику населен­

ностей двухуровневой системы, находящейся в контакте с термостатом.

Частоты переходов Г12 и Г21 между двумя уровнями, разделенными 

энергетическим интервалом е, пропорциональны числу имеющихся конечных 

состояний, причем конечное состояние определяется микросостоянием пол­

ной системы, состоящей из рассматриваемой двухуровневой системы и тер­

мостата. Число состояний термостата задается статистическим весом Я1(Е). 
При переходе энергия термостата меняется н а  е  (от E q д о  E q — е  ). Считая, 

что £ 2?о, получаем с учетом формулы Планка д ля энтропии S  =  к  In  О,

Частоты переходов не равны, поскольку учитываются степени свободы тер­

мостата. Населенности атомных уровней представляют собой диагональные 

элементы матрицы плотности: р п  =  Р ъ  Р22 — Р2- 

Равновесие (pi =  - р г  =  0) имеет место, когда

При е  »  к Т  приближение к  равновесию (Г12 =  Г21 =  w) описывается 

экспоненциальной функцией

Pi(t) -  Рг(*) =  P i -  Р2 +  Д Р(*)>

Р еш ение

Tizpg -  Г 21Р? =  О,

P i _  £12 _  е е/кТ 
Р° Г21

(каноническое распределение). Откуда
-1
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Др(4) =  Д р(0)е  2wt.

В общем случае решение уравнения для разности населенностей можно 

записать в виде

Дp{t) =  Др(0) e~^Tl. 

где продольное время релаксации

jT  =  Г 12 +  Г21.

З а д а ч а  4 . Д оказать, что для квантовой системы, подчиняющейся урав­

нению Паули, выполняется Н-теорема Больцмана.

Переход к  редуцированной атомной матрице плотности (сокращенному 

описанию неравновесных состояний) позволяет ввести соответствующую ей 

энтропию. Полный статистический оператор "изучаемая система +  термостат" 

p (t) не может быть использован для определения энтропии (как это приня­

то в теории равновесного состояния S  =  — ( k ln p ) ) ,  т.к. среднее значение 

логарифма полного статистического оператора (In р) не будет изменяться со 

временем.

Действительно, если гамильтониан Щ  системы явно зависит от време­

ни, то уравнение Лиувилля допускает формальное интегрирование с помо­

щью оператора эволюции U (t, 0) -  унитарного оператора, удовлетворяющего 

уравнению

=  я ,  1 7 ( 4 , 0 ) ,

где
U+(tl>t2) =  U ' l ( t u t 2),

и начальному условию

[/(0,0) = 1.

Полный статистический оператор в момент времени t  имеет вид 

p(t)  =  [/(*, 0)Д (0) 0).

Тогда для энтропии имеем

S{ t) =  - s p { p ( t )  Inp(f)} =



-  ар { V (t,  0) д а )  U - \ t ,  0) In ( [/(( , 0) p(0) U ~ ' (t, 0 ))} =

=  - s p {  [7(1,0) ДО) 1Г ‘(1, 0) 17(1,0) ln (p (0 )(7“ 1(l,0 ))} ,

так  как

ln ([/(i,0)p(0)tf_IM ) ) =  u ( t ,0 )  \ n ( p { 0 ) ) U - \ t ,0 ) ,

что справедливо вообще для любой функции от оператора и может быть 

доказано разложением в  ряд  Тейлора. Учитывая, что

U (t,0 )U {t,  0 ) ^  =  1 

и что операторы под знаком шпура допускают циклические перестановки, 
получим

S ( t)  =  - s p { p { 0) In д (0 )} =  5 (0).

Однако, если принять з а  энтропию неравновесного состояния среднее 

значение логарифма редуцированной атомной матрицы плотности p(t) =
=  S prp{t) =  Sprhermostatp(t), представляющей сокращенное описание

S ( t)  =  -  (In p ( t ) ) , (21)

то такая энтропия уж е м ожет возрастать, поскольку p(t)  удовлетворяет обоб­

щенному кинетическому уравнению, а  не уравнению Лиувилля.

Покажем, что если рпп удовлетворяет уравнению Паули, то энтропия 

(21) может только возрастать и лишь в случае равновесия оставаться посто­

янной. Продифференцируем (21) по времени

5  =  -  У ", (In рпп +  1) рпп =  -  ^  In рпп рпп, (22)

так как второй член обращается в нуль вследствие условия нормировки

5 ^ Ы * )  =  Х д а « (< )  =  1-

Подставляя в  формулу (21) выражение для рпп из уравнения Паули и 

учитывая условие Гтп =  Г п т , получим

^  Гпт Xllf>nn (ртт ~  рпп^  (23)

Используя симметрию коэффициентов под знаком суммы и переставляя ин­

дексы суммирования, запишем (23) в виде

^  =  \ Y 1  Гпт (ln  Р™ ~  ln Anm) {ртт ~  Рпп)- (24)
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Каждое из слагаемых суммы в правой части уравнения (24) положительно 

или равно нулю (т.к. 1п(х /у )(х  - у ) >  0). Таким образом

т.е. энтропия для любых процессов возрастает (или остается постоянной).

З а д а ч а  5. Используя обобщенное кинетическое уравнение, исследовать 
кинетику индуцированного излучения и поглощения двухуровневой системы, 

взаимодействующую с радиочастотным (или микроволновым) электромаг­

нитным полем, при наличии процессов релаксации [2].

Реш ение

Рассмотрим систему двухуровневых атомов с невырожденными значе­
ниями энергии Е \  и £?2i которым соответствуют состояния |1) и |2). Рассмот­

рим случай, когда разность энергий атомных состояний не слишком велика, 

так что соответствующая частота леж ит в  области радиочастот (104 -  109 Гц) 

или в  микроволновой области (109 -  1012 Гц). Пусть система атомов взаимо­

действует с  электромагнитным полем, имеющим частоту, близкую к частоте 

атомного перехода. Одно из существенных свойств переходов в радиочастот^ 

ной и  микроволновой области заключается в преобладании вынужденного 
излучения над спонтанным излучением. Предположим, что внешнее поле пер­
пендикулярно оси квантования, так что существует выделенное поперечное 

направление. В этом случае для двухуровневой системы под действием по­

ля  возникает когерентная суперпозиция состояний |1) и |2), следовательно, 

приведенная матрица плотности p(t)  в отличие от случаев, рассмотренных в 

задачах 1 и 2, не будет больше диагональной. К ак  и  предыдущих случаях, 

среду, окружающую атомы, будем считать тепловым резервуаром, находя­

щимся в состоянии теплового равновесия.

Гамильтониан системы атомов, взаимодействующих с внешним электро­

магнитным полем (без учета релаксации), можно записать в виде

H (t)  =  Н 0 +  V (t), (25)

где Н 0 -  гамильтониан свободных двухуровневых атомов в отсутствие пере­

менного поля (в случае магнитного резонанса статическое поле должно быть 
включено в Но). Гамильтониан взаимодействия атомов с  полем представим в



V (t)  — V  cos u)t =  (1 /2) V  [exp(iwi) +  exp(—xu t)).

Д ля электрических дипольных переходов, например, оператор взаимодей­

ствия равен

V (t)  -  —e rE (t)  =  —е гЁ  cos uit, 

где е г -  оператор дипольного момента атома и E (t)  -  напряженность электри­

ческого поля. Взаимодействие парамагнитных атомов или ионов с перемен­
ным электромагнитным полем, имеющим вектор напряженности магнитного 

поля H (t) ,  описывается формулой

V (t) =  - p H ( t )  =  —p H  cos uit,

где р  -  магнитный дипольный момент атомов.

Д ля исследования кинетики изучаемой системы воспользуемся обобщен­
ным основным кинетическим уравнением для редуцированной матрицы плот­

ности атомной подсистемы (19)

р(<)»'ш = - (» /* )М (ff(t),f>(f)]|m) + -  'Vm'mPi.tym'm,

где p{t)m'm =  (т 1 1 p(t)  I m ).
Д ля пояснения физического смысла входящих в него релаксационных 

коэффициентов запишем обобщенное кинетическое уравнение в более удоб­

ной форме

=  -{i/h )(m '\[H (t),p (t)] \m }+

+Sm-m  |  £  trn n P itU  -  5 3  I W ( < W  1 -  (1 -  (26)
I пфш пфт f

где коэффициенты Гтп  (Г„го) описывают релаксацию диагональных элемен­
тов редуцированной матрицы плотности и представляют собой вероятности 

перехода между состояниями \п) м * | т )  (|т )  >—> |гг)) в единицу времени. 

Коэффициенты 7тп  описывают релаксацию недиагональных элементов ре­

дуцированной матрицы плотности, причем мнимая часть 1т-утп приводит к  

сдвигу линии, а  действительная часть Ксутп -  к  уширению линии (например, 

в случае магнитного резонанса действительная часть Я е7mn, называемая об­
ратным временем поперечной релаксации, отражает релаксацию компонент 

магнитного момента, перпендикулярных статическому полю). Заметим, что 

19

виде



для поперечных полей отличны от нуля только недиагональные элементы 

оператора V

Д ля рассматриваемой системы из обобщенного основного кинетическо­

го уравнения (26) получаем уравнения д ля диагональных и недиагональных 

элементов редуцированной матрицы плотности

№ и  =  Н Н К в Ш М О П * + Г м Ч О и  -  1М < Ь  W )

f>[t)22 =  — (V ^)(2|[V (t), p (i)]|2) +  r 2ip ( i )n  -  Г i2p (t)22, (28)

p(t)21 =  p (* )u  =  -г(ш21 -  I72i)p(«)2i -  (*/A)(2|[V(*), />(t)]11) =

=  -г(ш 21 -  *72i)p(i)2i- 

- ( i /2 ? i) (2 |V |l)  [exp(?w£) +  exp(-«w i)] (p (t)n  ~  р(*)г2). (29)

Уравнения (27) -  (29) определяют скорость изменения элементов мат­

рицы плотности з а  счет совместного действия внешнего поля и релаксации. 

Динамическое равновесие устанавливается при р ц  =  р22 =  0, т.е. когда эф­

фекты вынужденного излучения и поглощения уравновешиваются процесса­

ми релаксации. Первый член в уравнениях (27), (28)

W *)™ Jrrf -  - ( . / Ч Н И ( М « 1 Н  (30)

есть скорость изменения вероятности уровня |то) з а  счет электромагнитного 

поля, а  другие члены описывают влияние процессов релаксации.

Исследуем 11 стационарные "решения более детально. Найдем вначале ре­

шение уравнения (29) для недиагональных элементов матрицы плотности. 

Элемент (p(£)2i))int в представлении взаимодействия связан с p(£)2i соотно­

шением

p (i)21 =  ехр(—zw2if)(p (i)2i ) W

Д ля величины (p (i)2i))m t из (29) получаем уравнение

(p(t)2i)int =  - 72l)(/»(*)2i)int -  - ( t /2 f i)< 2 |V |l)  {exp[j(w2i +  w )f)]+

+  exp[i(w2i  -  w)*]} (p(t)и  -  p (t)22). (31)

В резонансной области w2i  ~  u> основной вклад дает низкочастотный член 
exp[t(w2i — w)t], и в первом приближении быстро осциллирующими членами
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ехр[г(о)21 +  u))t] «  ехр(2го>£) можно пренебречь (такое приближение называ­
ется в физике приближением "медленно меняющейся волны"). В рассматри­

ваемом приближении уравнение (31) упрощается

(p(*)2l)ini =  - 72l)(p ( t)2l)mt -  — (*/2ft)<2|V |l) ехр[г(^2! -  w)t]{p(t)n  -  p{t)n)-

(32)

Решение уравнения (32) можно представить в  виде

(p(*bi))int =  ехр[г(ш21 -  uj)t}p(ui)2i, 

которому в представлении Ш редингера соответствует решение вида

p (t)21 =  exp(-iw t)p(w )2i, (33)

где

р(о»)м  =  (1/ 2R)(2 |V |1) ехр[г(а>21 -  u>)t}PJ t ) n ~ ^ ■
U) — U>21 +  *721

Аналогично для p (t) 12 можно получить

p{t)i2 =  exp (w t)p {u )2U (34)

р И и  =  (1/ 2Я)<2|У |1)-ехр [.(зд , -
О) -  0)21 -  *721

Рассмотрим теперь уравнения для диагональных элементов. Подставляя най­

денные решения (33), (34) в  уравнение (30), получим для радиационной части 

диагонального элемента в приближении вращающейся волны

- - ы ш ’ж т т т т - т )  t ^ r ^ - г т г ^ )  -

-  (1/Ь2)|(2|УЙ|1)|2(ш _ Jm7]i)2 + дв1з1(и1 " (35)
Аналогичное выражение можно получить и для [p(i)n]r<«i> причем, естествен­

но, что \p{t)n]rad =  - [ / K t ) n W  Вводя обозначение

мы можем теперь переписать полные уравнения для диагональных элементов 

матрицы плотности в стационарном состоянии

p ( i)u  =  [Г 12 +  Г(ш)г2]р22 — [^21 +  r (w )2i]pn  =  О,
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p{t)22 =  [Г21 +  Г(и))21]рц -  [Г12 +  Г(ш)12]р22 =  0.

Если интенсивность поля достаточно велика, то вероятности заселенно­

стей р п  и Р22 могут значительно отличаться от своих равновесных значений 

Рп  и  Р22- В этом случае говорят о накачке, обусловленной полем. Если интен­

сивность поля мала, то диагональные элементы остаются близкими к своим 

равновесным значениям, и  в правых частях выражений (33), (34) можно по­
ложить

л - .  « Л -

Энергию, поглощенную двухуровневыми атомами и  отданную полем, 

можно записать в виде

— El[p(t)ll]rad  +  E 2[p(t)22\rad =  (^1 “  -®г)[p(i)ll]r-ad- (36)

Если [p{t)ii\rad <  0, то число вынужденных переходов |1) —» |2) превыша­

ет число переходов [2) —> |1), и система поглощает энергию поля. Т ак как 

E i >  Е \,  в этом случае d E /d t  >  0. Наоборот, при [p(f)n]rad >  0 в процес­

се вынужденного излучения энергии выделяется больше, чем поглощается, и 

d E /d t  <  0. Подстановка (35) в (36) дает

f  _  ц / * ) ( *  -  -  « > ,

а  д ля  слабого поля

§  -  d / а д  -

Так как в тепловом равновесии р ^  >  р ^ ,  то д л я  случая слабого поля имеем 

d E /d t  >  0, и энергия из поля поглощается. В этом случае последнее вы­

ражение показывает, что наличие релаксации приводит к  сдвигу линии за  

счет мнимой части I m ^ i  и уширению линии з а  счет действительной части 
Петры. В случае мазеров и лазеров, когда имеет место инверсия заселенно­

стей (рп <  ргг), выполняется условие d E /d t  <  0. В этом случае излучение 

не ослабляется, а  усиливается.

З а д а ч а  6 . Используя решение задачи 4, вывести систему уравнений 

Блоха для магнитного резонанса в диссипативной системе спинов 1 /2 (двух­

уровневой системы во внешнем поле) [2].
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Реш ение

Простейшей системой, в которой можно наблюдать магнитный резонанс, 

является двухуровневая система. В качестве такой системы можно рассмот­

реть атомы или молекулы с нулевым орбитальным угловым моментом и спи­

ном 1 /2 или атомы с нулевым угловым моментом электронов и спином ядра 

1/2, находящиеся в статистическом магнитном поле. Все полученные ниже 

результаты будут справедливы и в оптическом диапазоне для двухуровне­

вого атома, резонансно взаимодействующего с внешним электромагнитным 
полем.

Будем д ля определенности рассматривать систему спинов 1/2 в статиче­

ском магнитном поле Щ , которое приложено в направлении оси z. Расстоя­

ние между энергиями для состояний спин "вниз" и  спин "вверх" будет равно 

А Е  =  Е 2 - Е 1 =  2 д |Я 0|.
Пусть к  системе приложено такж е поперечное электромагнитное поле с 

напряженностью магнитного поля H i(t) ,  которое осциллирует с угловой ча­

стотой u>i, удовлетворяющей условию резонанса: tu j i  =  А Е  (ларморовской 

частотой). Тогда энергия поля будет поглощаться з а  счет переходов атомо! 

с нижнего уровня н а  верхний. Одновременно будет происходить и обратный 

процесс, обусловленный релаксацией, которая приводит к  передаче энергии 

возбужденного состояния "окружающей среде". Действие этих конкурирую­
щих факторов н а  спиновую матрицу плотности описывается уравнением (26), 

в котором гамильтониан Щ  включает в себя теперь взаимодействие спинов 

со статическим магнитным полем :

Но =  Яд -  ДЯ0.

Тогда взаимодействие спина с внешними полями можно описать с помощью 

гамильтониана

H (t)  =  - р Й 0 + V {t)  =  - Д ( Я 0 +

Рассмотрим вначале решение уравнений (27), (28) для диагональных 

элементов матрицы плотности в отсутствие внешнего электромагнитного по­

ля. При этом

p ( t) l l  =  Гх2р(0 г2 -  r 2ip (0 ll  =  - p ( t ) 22.

Будем считать, что спины ведут себя независимо, и "окружающую среду" 
можно рассматривать как  термостат или тепловой резервуар в состоянии



теплового равновесия. С  учетом условия рп  +  р2г =  1 уравнения для диа­

гональных элементов р ц  и р22 можно записать как

p ( i)n  =  Г и  -  (Г ц  +  r 2i)p ( t)n .

Д(*)г2 =  Г21 -  (Г 12 +  Г21)Р(*)22.

откуда вытекает, что

р ( %  — />(*)22 =  (Г12 -  Г21) -  (Г12 +  r 2l)[p (i)u  -  p (t)22]- 

В состоянии теплового равновесия из условия р ц  =  р22 =  О имеем

,(0) _  я(о) _  Г 12 -  Г21 
Г и  +  Г я ’Рп ~  Рп

где Рп , р22 — равновесные населенности уровней (в присутствии статического 

поля). Определим действительный параметр 2 \  как

T f 1 =  Г 12 +  Г21.

Тогда предыдущее уравнение можно записать в виде

р(*)ч - т - п  - ~  { & #  -  & )  -  Ш ) п  -  М в * й }  (37)

Электромагнитное поле можно учесть, добавляя соответствующие члены в 

уравнение (37)

ш  - ты=-№){<чп*)>ш1» -  « н т л ш } *
+ ^ Г  { Й ?  -  -  К * ) п  -  р ( ‘ Ы }  ( 3 8 )

Теперь рассмотрим недиагональные элементы, пренебрегая мнимой ча­

стью 7i2 (т.е. сдвигом линии). В этом приближении определим Т2 следующим 

образом:

Т2 =  I /712

и запишем уравнение д ля недиагональных элементов

р (* Ь  =  ( -* 0)12 +  1 /T 2)p (t)21 -  (г/Н)(2 |[V( t) , p(t)]11) =

=  —(г/ft)  (21 [H  ( i) , p(£)] 11) +  (1 /Г а)р(«)я  =  - № u -  (39)

Макроскопическую поляризацию системы можно определить как

M i =  N ^ h { a i) /2 , г =  х ,у ,  z ,
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где <Ji -  соответствующая матрица Паули, N  - полное число атомов в едини­

це объема, 7  -  гиромагнитное соотношение. Учитывая определение матриц 

Паули, можно записать д ля  проекций намагниченности

Используя уравнения (38) и (39), мы можем тогда получить уравнения 

движения д л я  проекций вектора намагниченности

Уравнения (40) называются уравнениями Блоха; они впервые были выведены 

Феликсом Блохом в 1946 году.

Выясним физический смысл параметров Т \  и Т^. Предположим в опре­

деленный момент времени (скажем, при t  =  0), что поле H \(t)  исчезло. В 

отсутствие внешнего электромагнитного поля уравнения Блоха сводятся к  
уравнениям

М г остается постоянной, а  М х и М у изменяются по гармоническому закону. 

З а  счет взаимодействия с  окружением спиновая система будет релаксировать 

к состоянию теплового равновесия.

При наличии релаксации решения уравнений (41) имеют вид

М ,  =  (1 /2)JV7 S(№  +  й 1 ), М , =  ( 1 / 2 -  р21), 

М у  =  ( l/2 ):V 7 n ,(p L, -  р ,,).

(40)

где

м п  _  Г ц - Га‘ W h
■ Г „  +  Г „  2 '

(41)

ЛМу М ,  -  M i01

dt T i

где  u>l  =  7 |я о | .  Е сл и  все  п роц ессы  р е ла к са ц и и  о тсу тств у ю т, в ек то р  М  сво­

бодно п р ец е сс и р у е т  в о к р у г  с тати ческ ого  п о л я  Но с  ч а ст о т о й  оц,. К ом п он ен та

Mx (t)  =  Asin(u>it + 
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M x (t) =  Acos(u»x,£ +  <p)e ^ Тз,

M x(t) =  ( B -  M<0))e_t/Tl,

где A , В  n i p -  постоянные интегрирования. И з решений видно, что компонен­

ты  M J t )  и M y(t)  стремятся к  равновесному нулевому значению с постоянной 

времени Гг, а  компонента M z{t) стремится к  своему равновесному значению с 
постоянной времени Т \. Таким образом, Гг отраж ает распад компонент М х и 
Му, перпендикулярных статическому полю, и поэтому называется временем 

поперечной релаксации, тогда как  Т\ отражает распад продольной компонен­

ты  M z и называется временем продольной релаксации.

В оптике д л я  описания кинетики двухуровневых атомов (основное со­

стояния атома соответствует состоянию спин "вниз", а  возбужденное -  спин 

"вверх") в  электромагнитном поле при наличии релаксации используют ана­
лог уравнений Б лоха -  "оптические" уравнения Б лоха [5]:

v =  —Д  v  — —  +  к£ш , (42)
1 2

W-£rfW
U) =  — kSv ,

i  i
где и  =  р ц  +  Р21, v  =  *[pi2 — Р21], w =  р п  -  р22, Д  -  расстройка частот атома 

и поля и к £  -  частота Раби.

1.2. З адач и  д л я  сам остоятельной работы

1. Исходя из определения коэффициентов Р*пы (14) и (15), показать, что 

(Pmnki)' =  Рцёпт’ откУДа  следует, что величины Гт „ действительны.
2. Показать, что недиагональные элементы матрицы плотности д ля двух­

уровневой системы осциллируют с  частотой перехода между уровнями энер­

гии двухуровнего атома и затухают со скоростью, характеризуемой попереч­

ным временем релаксации Г2-1 =  712-

3. Исходя из определения параметров Гтп и  7mn, показать, что для  двух­

уровневой системы Гг < Т \.
4. Показать, что уравнение Паули сохраняет нормировку вероятности 

Е  Pn(t) =  1.
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5. Найти временную зависимость вероятностей pn(i) для  релаксации трех­

уровневой системы при отличных от нуля частотах переходов Г21 и Г32 и 

начальном условии рп (0) =  5п,з-

6 . Решить уравнение Паули для многоуровневой модели Саймона (Гт7г =  

— w  — const)  с  начальными условиями р„(0) =  6п<к и определить временное 

поведение д л я  энтропии в  случае, когда статистический вес П »  1 (стати­

стическая система) и О  =  2 (двухуровневая система).

7. С помощью кинетического уравнения Паули исследовать поведение си­

стемы N  частиц, каж дая из которых имеет два уровня энергии Е \  и  Еч =

=  Е \  +  Д , считая, что система имеет температуру То и в момент времени 

t  =  0 приведена в  контакт с термостатом, имеющим температуру Т. Опре­

делить поток энергии из двухуровневой системы в термостат и изменение 

температуры То с течением времени, исследовав предельные случаи больших 

и малых времен.
8. Колония бактерий содержит в начальный момент времени t  =  0 N  

особей. К аж д ая  бактерия может поделиться в единицу времени на две с ве­

роятностью (скоростью) Гх и погибнуть со скоростью Гг- Записать основное 

уравнение эволюции для числа бактерий. Найти решение уравнения. Опре­

делить число бактерий в стационарном режиме.

9*. Показать, что при любом начальном распределении вероятностей рп(0) 

уравнение Паули является уравнением релаксационного типа [3].

10.* Вывести "обобщенные" или "оптические" уравнения Б лоха (42) для 
диссипативной системы двухуровневых атомов, взаимодействующей с элек­

тромагнитным полем (2, 5].

11. Найти решение уравнений Блоха для диссипативной двухуровневой 

модели в отсутствие внешнего ноля.

12. Найти соотношения для коэффициентов Эйнштейна спонтанного и  вы­

нужденного излучения для модели двухуровневого атома, взаимодействую­

щего с модой теплового электромагнитного поля.
13. Реш ить уравнения Б лоха в отсутствие внешнего поля д ля диссипатив­

ной двухуровневой модели, в которой состояния 1 и  2 вырождены по энергии, 

т.е. E i  =  Е%.
14. Найти стационарное решение уравнений Б лоха для двухуровневой мо­

дели, взаимодействующей с гармоническим внешним полем с частотой Раби 

О, и  расстройкой А  и временами продольной и поперечной релаксации Т) и
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Т2 соответственно.

15.* В условиях предыдущей задачи найти квазистационарное решение 

уравнений Б лоха для двухуровневой системы в адиабатическом приближе­

нии (Т2 -С T i) н а  временах Т2 t  •С  7 \)  [6].
16. Получить из общего решения Раби "оптических" уравнений Блоха без 

затухания выражение для временной зависимости средней полуразности на­

селенностей двухуровневого атома, который первоначально находился; а) в 

основном, б) в возбужденном состоянии.

2. Метод двухвременных температурных функций 
Грина. Равновесные свойства систем

О сновная ли т ер атур а

1. Зубарев, Д .Н . Неравновесная статистическая термодинамика /  Д .Н. Зу­

барев. -  М.; Наука, 1971. -  415 с.

2. Квасников, И.А. Термодинамика и статистическая физика. Квантовая 

статистика /  И.А. Квасников. -  М.: URSS, 2005. -  349 с.

Д оп олн и тел ьн ая  литература

3. Тябликов, С .В. Методы квантовой теории магнетизма /  С.В. Тябликов. -  

М.: Наука, 1975. -  546 с.

4. Плакида, Н.М . Н екоторые вопросы квантовой теории твердого тела (Ме­

тод двухвременных функций Грина) /Н .М . П лакида. -  Дубна: Изд-во ОИЯИ, 
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2.1. З а д а ч и  с  реш ениям и

З а д а ч а  1. Исследовать равновесные свойства идеальных бозе- и ферми- 
газов.

Реш ение

Рассмотрим систему невзаимодействующих ферми- или бозе-частиц. Га­

мильтониан такой системы в  представлении вторичного квантования можно 
записать в виде

Н  =  £как аку ек =  "2 ^  -  /*•
к

Здесь o j  и ак -  операторы рождения и уничтожения частиц в квантовом 

состоянии к, удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[a*, a j ] ,  =  5kie\ К ,  a fc<], =  [а*, а£]ч =  0, 

где 7} =  1 д л я  бозе-частиц и 77 =  — 1 для ферми-частиц. Введем коммутатор­
ную (для бозе-частиц) или антикоммутаторную (для ферми частиц) запаз­

дывающую функцию Грина

G k k '{ t~ t f )  =  <(afc( t ) ;a £ ( i ') » r = - i 9 ( t  - t ')  {[ak{t) , а ^ ) ] , , ) . 

Уравнение движ ения для введенной функции Грина имеет вид 

г -QjGkk?{t — i?) =  5 (t — i!) ([о*,, a j],,) +  G k v it  ~  O - 
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Д ля упрощения записей везде в  дальнейшем будем полагать h  =  1. Перейдем 

в последнем уравнении к  фурье-компонентам

Тогда вместо дифференциального мы получим алгебраическое уравнение ви­

да

ivG kk-(w) =  8кк' +  £к G W M -

Откуда

-  - A t , . 
w - e *

Теперь мы можем найти спектральную интенсивность соответствующей корре­

ляционной функции

1 X. ..  О - Х / .  . _ Л
Jfe'fc(w) =  — 5-------2 7 m -

е * — г) ш — е ,t  +  г е е% —т]

Следовательно, временная корреляционная функция имеет вид

| 4 ( 0  "*(«)> =

где (я*) =  (а£  а^) =  1/ ( е ^  -  Г/) -  среднее число бозе- (у) =  1) или ферми- 

частиц (г) =  —1). Запаздываю щ ая функция Грина имеет вид

Хорошо видно, что временные корреляционные функции и функции Грина 

идеального квантового газа периодичны во времени и не затухают при 

|t  — ^ | —► оо. П ри этом фурье-компонента функции Грина имеет простой 

полюс при частоте, равной энергии возбуждения системы w*, =  е*.

З а д а ч а  2. Исследовать равновесные свойства ферромагнетика Гейзен­

берга [3-8].
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Р еш ение

Рассмотрим магнитный диэлектрик, состоящий из N  одинаковых ато­
мов со спином S  — расположенных в узлах кристаллической решетки. 

Обменное взаимодействие этих спинов может быть описано гейзенберговской 

моделью

Н  ■ '  / ( / -  f ' ) S f  S f„  (43)
!  !!'<*

где h  =  ц Н г -  зеемановская энергия магнитного момента атома д  во внеш­

нем магнитном поле "Н, направленном по оси z, S f  -  оператор спина в узле 

решетки / ,  а  =  х , y , z ,  I ( f  — / ' )  -  обменное взаимодействие спинов, которое 

в однородной решетке зависит лишь от расстояния между узлами | /  — / ' | ,  

причем в сумме учитывается взаимодействие только между разными узлами: 

f  Ф f  В случае 7 ( /  — / ' )  > 0  основное состояние системы при температуре 

Т  =  0  является ферромагнитным.

Операторы спина подчиняются известным коммутационным соотноше­

ниям {К =  1):

[S ft — i S f  6fj>

и т.д.

Д ля описания свойств магнетика удобно ввести операторы переворота спина

S f  =  S ’, ± i S > ,  ( s i Y * s j ,

действие которых н а  собственные состояния с заданной проекцией спина S j  
приводит к увеличению или уменьшению проекции спина н а Н. Коммутаци­

онные соотношения д л я  этих операторов имеют вид

[ S f , ■S'/'] =  2 S j  S f f , [ S f , S f ]  =  =F S f  5 fp .

Кроме того, для  операторов переворота можно записать следующие по­

лезные соотношения:

s > = S f s 7 - \ -  s j s f  +  s } S j  =  i.

Д ля определения спектра элементарных возбуждений магнетика рас­

смотрим коммутаторную запаздывающую функцию Грина

G fS.{ t -  О  =  ( { S f( t ) -S J ,)Y  =  - iQ ( t  -  t ') ({S f( ty ,S j ,}n=1y
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Запишем для нее уравнение движения

* — t')  =  6 ( t  -  f ) ( [ S f , 5 j,],= i) +  hG /f< (t — £ ')+

+ £  / ( / -  /") | ЩН*) i f #  -  s/(‘) Ф Й );s ? ОТ»-
f"

Переходя к фурье-образам в уравнении для запаздывающей функции 

Грина, получим вместо дифференциальных систему алгебраических уравне­

ний

( w - h ) G f f(u j)  =  2 (S } )8 f f .+

+ £  I ( f -  Л  ш  % - S j  Щ  S f B m
f"

В правую часть уравнения для двухчастичной функции Грина G fp  вхо­

дит трехчастичная функция Грина. Д ля нее мы такж е можем записать урав­

нение движения и т.д. В результате получим бесконечную систему зацепля­

ющихся уравнений. Такая проблема, как известно, возникает при описании 

динамических свойств любой многочастичной системы с взаимодействием. 

Способ обрыва такой цепочки может быть иногда подсказан конкретным ви­
дом гамильтониана задачи; в отдельных случаях, когда гамильтониан взаи­

модействия содержит малый параметр, процедуру расцепления можно про­

вести регулярным образом с использованием специальной теории возмуще­

ний. Однако при построении теории ферромагнетика в широком интервале 

температур подобные рассуждения теряют силу из-за отсутствия в задаче 

какого-либо универсального малого параметра. В настоящее время неизвест­

ны какие-либо внутренние критерии "качества" расцепления. Оправданием 

того или иного расцепления может служить полный анализ термодинами­
ческих следствий построенной теории. В настоящем пособии мы рассмотрим 

одно из простейших расцеплений первого порядка ( т.е. расцеплений для трех­

частичных функций Грина) -  расцепление Тябликова [4], которое дает каче­

ственно верное поведение средней намагниченности во всем температурном 

интервале. Отметим, что более сложные и на первый взгляд более последо­

вательные расцепления первого порядка (Кэллена, Дембинского и  др. [8]) не 

даю т никаких существенных преимуществ по сравнению с теорией Тяблико­

ва.

Расцепление Тябликова имеет вид

( { S p ,S f \S j ,) )  =  {Szf „ )((S j\S j,) )  ( f  ф  f" )  (44).
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Физический смысл расцепления (44) состоит в пренебрежении флуктуациями 

г-компоненты спина, что заведомо плохо в окрестности точки Кюри. Действи­

тельно, введем оператор флуктуации г-компоненты спина v j  =  S f  — (S f) ,  об­

ладающий очевидным свойством (v f)  =  0. В приближении Тябликова, когда 

мы заменяем оператор S f  его средним значением (S f)  =  S o  (cr -  относитель­

ная намагниченность на один узел), величина

t y b v r - Щ  f ) - ( s ; ) ‘  =  o.

Тогда как ее точное значение д ля S  =  |  имеет вид

Так что (ь '|)аррг —* ( v f  лишь при малых температурах Т  —> 0,сг —> 1/2. 

При высоких температурах и вблизи точки Кюри а  —> 0 и  (v f)  —» 1 /4 , и 

приближение (44) становится весьма грубым.

При использовании расцепления (44) уравнение (43) становится замкну­

тым относительно исходной функции Грина

+ < s ‘ > д  л / -  / " >  & / г М  -  а д » » .  <4 5 >
г

где мы учли, что среднее значение спина в  узле однородной решетки не за­

висит от номера узла: (S f , )  =  (S z) =  S а . Учитывая теперь, что функция 
Грина G f f  зависит лишь от расстояния между узлами в случае однородной 

решетки, представим ее в виде фурье-разложения по векторам обратного про­

странства (волновым векторам q):

G / / ' M = s £ e‘f l W 4 (u ) - w
9

Подставляя разложение (46) в уравнение (45) и учитывая представление сим­

вола К ронекера

я
получаем решение д л я  коллективной функции Грина G q(u>) в виде



где энергия элементарных возбуждений в приближении Тябликова имеет вид

а д  =  (« ')  £  т -  h  ( i  -  =
S"

=  \ °  { ^ ( 0 ) - J(g )}  =  (T£:0(?)1 (48)

где введена фурье-компонента обменного взаимодействия:

т = £ < а д '
/

При вычислении средней относительной намагниченности при низких 

температурах нам потребуется знание поведения спектра (48) в длинновол­
новом приближении q  —> 0. В этом случае можно провести разложение (48) 
по q

т  -  j ( q ) «  £  т  | ( г Л ‘  -  g  <? £  m f

и записать энергию возбуждений в виде

E (q  —» 0) «  c D i f ,  

где константа D  определяется выражением

с - ^ £ Д Я / !

и зависит от тип а решетки.

Выражение д л я  коллективной функции Грина (47) позволяет опреде­

лить корреляционную функцию спинов, для которой получаем

^ 1 “  Ь  / Г  [_2  fraG^ ( "  +  i£ )l “

(49)

где

Я,*=[Й*,(4±ГМ)~*] '
среднее число возбуждений с энергией h  +  E (q)  при температуре в  =  к Т .  

Используя свойства квазиспиновых операторов, имеем

(S'> =  i - ( s ; s + )  =  £ 2 ( S ' ) p ,
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где, учитывая (49), введена функция температуры 

„  - е о ^
(50)

Тогда для определения относительной намагниченности а  мы получаем урав­

нение

Это уравнение является самосогласованным, так как энергия возбуждения 

E (q)  сама зависит о т  намагниченности: E(q) =  a  Eo(q). Решение трансцен­

дентного уравнения (51) может быть найдено только путем численного ин­

тегрирования. Однако в  предельных случаях низких температур Т  <С Тс, 

вблизи температуры Кюри Т с  — Т  «С Т с, Т  <  Т с  и в парамагнитной области 

высоких температур Т  >  Т с  решения уравнения (51) или (52) могут быть 

найдены в аналитическом виде.

1. Низкие температуры: Т  «С Т с , а  —* 1.

В случае низких температур намагниченность близка к  максимальной 

(а  <  1,сг ~  1), а  число возбуждений N q для каждого q мало: Р  <  1. В 

этом случае уравнение (51) может быть решено методом последовательных 

итераций:

Д ля определения величины перейдем в формуле (50) от суммы к 

интегралу по q и положим E{q) и  Eo(q):

<7 =  1 — 2 Р а (51)

(52)

<7<°> =  U  

tr(1> =  1 — 2 P m , Р ("> =  ^

* - s W e h+Y s>- -  1 (2 л-)3
dq _  v £ I

так что
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а д = Ё ^ - .  д а - й в = | : £ .

где С(р) -  дзета^функция Римана.

Таким образом, в  отсутствие внешнего магнитного поля (h  =  0) темпе­

ратурная зависимость намагниченности имеет вид

т.е. имеет место так  называемый закон "3/2", впервые полученный Блохом. 

2. Высокие температуры вблизи точки Кюри Т  < Т с  

Рассмотрим уравнение (52) в нулевом магнитном поле при высоких тем­

пературах

(53)
r E (  9 т„

* ® м

\ 3/2

(54)

В случае достаточно высоких температур, 0 сг E (qmax) с  помощью разло-

жения
1 1 ,

cotha; «  — I- — х  +  . . . ,  (г

уравнение (53) можно переписать в виде

1 * {  . J  2 в  1 о Е \ д )
а  (2тт)3 /  q \a E » { q )  3 2 в  '

К ак видно и з (54), при в —* оо это уравнение имеет лишь одно решение, 

и  =  0. При понижении температуры при в  =  в с  возникает ненулевое реше­

ние <т <С 1, которое можно определить методом последовательных итераций. 
Предварительно определим интегралы в  правой части уравнения (54):

щ з  I  * 4  X  ? м ° )  -  Ш ■-| Ш

так как

5 ]  m = х  а д  х х  щ = и  н к
ч S ч
« [  dg  _  1 v  2 1 2

(2 тг)3 J E°(q) N  ^  J (0) 1 -  m / J ( q )  J (0) ’ 

где постоянная С  определяется геометрией решетки и для  всех кристаллов 

леж ит в интервале 1 <  С  <  2.
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Подставляя найденные интегралы в  (54), приходим к уравнению

■7 =  V 3 r ( l - C r ) .

При температуре тс =  1 /С  намагниченность обращается в нуль, а  при т < tq 

имеет вид

где температура Кюри определяется соотношением

- в  - J ( ° h  ■ J <°)к Т с - в с - ~ т с - ^ .

Зависимость намагниченности во всей области температур 0  <  в  <  в с  может 

быть получена численным интегрированием уравнения (52).

3. П арамагнитная область Т  >  Тс-

В этом случае намагниченность отлична от нуля только во внешнем 

поле H z ф  0, сг ~  h. В случае температур Т  Т с  первый член разложени 

в уравнении (53) имеет стандартный вид:

Таким образом, приближение Тябликова позволяет дать удовлетвори­

тельную интерполяционную формулу д ля намагниченности во всем интерва­

ле температур.

З а д а ч а  3. Вычислить время конверсии системы двухуровневых атомов, 

взаимодействующих с равновесным многомодовым квантовым электромаг­

нитным полем (9j.

Рассмотрим систему N  двухуровневых атомов, взаимодействующих с 
равновесным многомодовым квантовым электромагнитным полем. Д ля про­

стоты исследуем случай, когда размеры системы гораздо меньше длины вол­

ны излучения ("сосредоточенная" модель Дикке). Д ля описания такой си­

стемы мы можем использовать гамильтониан Дикке

я

Р еш ение

Я  =  Н а  +  H f  +  H a f , (55)

37



Н а  =  У ,  Щ Д /
S

-  гамильтониан системы свободных двухуровневых атомов,

Н р =  tyjjka l  ак

-  гамильтониан свободного равновесного электромагнитного поля,

Ha f  =  Y l Y l h9k ( щ  а *= +  ак R f )

-  гамильтониан взаимодействия между двухуровневыми атомами и кванто­

вым полем. Здесь индекс /  нумерует излучатели в образце, Г2о -  частота 

перехода в двухуровневом атоме, Щ  -  оператор инверсии населенности в / - м 

излучателе, Щ  -  операторы, описывающие переходы в  / -м  двухуровневом 

излучателе (аналогичные операторам S f  в  предыдущей задаче) и удовлетво­

ряющие коммутационным соотношениям

[Д * , Щ ,\ =  Sffi, [Ду , Ду.] — 2 Щ S ff ,

(°fc) ‘ оператор рождения (уничтожения) фотона с частотой ш*, волновым 

вектором к  и поляризацией ёд, дь -  константа диполь-фотонного взаимодей­

ствия

где d - оператор дипольного перехода в двухуровневом атоме, | ± )  - волно­

вые функции возбужденного и девозбужденного состояний в двухуровневом 
атоме, р - плотность числа излучателей в  системе.

Д ля вычисления среднего числа заполнения (га/) =  (Д^ R J )  для  воз­

бужденного состояния |+ )  /  двухуровневого атома /  введем запаздывающую 

антикоммутаторную двухвременную функцию Грина (как и прежде будем 

считать h  =  1)

G (t - 1') -  (<Я;(4); Щ (4 ')» ' =  - i  8( t  -  *') Щ (О, (56)

где г/ =  —1. Усреднение в (56) производится по равновесному каноническому 

ансамблю Гиббса
n =  0 - 'e - W °
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Уравнение движения для функции Грина (56) имеет вид

1 J t G {t ~  =  ~ t>] G (t  - 11) -

- 2  5 2  9к ДК * );й /  ( 0 » >  (57)
к

где {[Д р Д^]ч=_1) =  1.

Введем обозначение для антикоммутаторной запаздывающей функции 

Грина более высокого порядка в правой части (57)

Gk( t- l / )  = (l(ak(t)R}(ty,R}(f))) 

и составим для нее уравнение движения

* d t Gk^  ~  ^  ([а*= й /> -^ /]>?=—з.) +  шк Gic(t — t ') —

~ p tG ( t  -  *') +  ^  № ((W(t) «,(*) Я+Й;

-  E  » « « г м  <■*(«) *?(* ); -R/ ( i '))>+
k'

+  £  (58)
/'(/#/')

Заметим, что среднее ([а* ]r?=_i) в правой части (58) равно нулю.

В изучаемой системе могут быть реализованы д ва  физически различных 

состояния. Если плотность излучателей в системе мала, то двухуровневые 

атомы излучаю т независимо. В этом случае последним слагаемым в  урав­

нении (57), которое описывает взаимодействие между излучателями через 

общее поле излучения, можно пренебречь. Однако возможна и другая си­

туация, когда взаимодействие между атомами через общее поле излучения 

велико. В этом случае система находится в коллективном состоянии, когда 

вероятности излучения атомами фотонов значительно возрастают. Такое со­

стояние можно назвать "равновесным" сверхизлучением. Динамическая тео­

рия сверхизлучения д л я  модели Дикке рассмотрена в задаче 3 раздела б. В 

рассматриваемой задаче мы ограничимся рассмотрением спонтанного излуче­

ния независимых атомов. Перейдем в уравнениях (57) и (58) к  фурье-образам

u G H  =  l  +  J ! „ G ( a ) ) - 2 E » G i M .  (59)
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o> Gfe(w) =  и>к G k(u>) -  -  дк G (w )+

+ 2 2  9k' ({<ЧсакЩЩ))ш ~  2 2  St? {{а^акК~} Щ ))ш.

Используя очевидные расцепления для функций Грина

« 4  ак R ] \R p ) „  и  <4 а*)«Д7|Д+»и =  « Я ^ » , ,  f a ,  

{{ak/ak R f \ R Jf ) ) u  »  ( а ь - а ^ Я ^ Я / ) ^  =  О, 

где vk =  ( 4  о,к) - среднее число фотонов в состоянии к, уравнение для Gk(u>) 
запишем в  виде

(и  -  е д )  =  - i  (1 +  2 ц )  а  « И ,  (60)

Решая уравнения (59) и (60) совместно, получаем д ля фурье-образа исходной 

функции Грина G(ui) выражение

=  ш - П ц - М И ’
где массовый оператор

Л Ж  \  V 4 2 1 +  ^  t/fc

Введем стандартным образом действительную и мнимую части массового 

оператора

М (ш ±  г е) =  Д(с*>) Т  * Г(ш),

где

г н - » х ; ^ ( 1 + ч Ф - 4

Считая затухание малым, мы можем вычислить вероятности испускания 

и поглощения фотона излучателем. В частности, для  вакуумного состояния 

электромагнитного поля (Т  =  0) мы можем вычислить вероятность спонтан­

ного излучения по формуле

7  =  2 Г ( П 0) =  2 1  £ ^ ( 1  + 2 ц )  « ( и . - П о )  ( щ  =  0 ). (61)
к

Переходя в  (61) известным образом (см., например, [10]) о т  суммирования 

к  интегрированию по к ,  получаем для вероятности спонтанного излучения 

одиночного атома стандартное выражение 

_  1 _  Не3
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(с учетом К), где d  -  модуль вектора дипольного момента двухуровневого 

атома.

З а д а ч а  4. Исследовать равновесные свойства сверхпроводника на ос­

нове модели Бардина, Купера и Ш рифф ера (БКШ ) [4].

Р еш ение

Взаимодействие электронов в металле может быть описано с помощью 

эффективного гамильтониана

где £р =  гаая от энер­

гии Ферми ц  =  р р /2 т ,  р  =  (р, сг) (р -  импульс электрона, а  -  спиновое 

число); V (p \,p 2) -  матричный элемент эффективного электрон-электронного 

взаимодействия, учитывающий как экранированное кулоновское отталкива­

ние электронов, так  и  косвенное взаимодействие электронов, обусловленное 

поляризацией решетки (которое носит динамический характер и при опреде­

ленной энергии рассеяния приводит к  притяжению электронов). Притяжен. 

электронов может преобладать в некоторой области фазового пространства 

|ер, — £р,| <  й>, где ш -  характерная энергия фононов, порядка дебаевской 

частоты. Э ф ф ект динамического притяжения электронов в  ионной решетке 

является решающим в  объяснении сверхпроводимости металлов. Наиболее 

эффективно притяжение проявляется для  электронов с противоположными 

импульсами и спинами, то есть при р \ 1 — —p i,  Й ' =  —рг, о '  — ~ а - Поэтому 

для описания явления сверхпроводимости достаточно сохранить в гамильто­

ниане (62) только эти члены и записать его в виде

где матричный элемент эффективного электрон-электронного взаимодействия 

V (р , р ') может быть представлен в виде

и значение его, усредненное по углам рассеяния, отлично от нуля лишь в 

узкой области энергий вблизи поверхности Ферми:

(62)

н —^2 / £р ар аР + ^ Y 1 у (Р’Р') К  а~р а -р' v .  (63)
р рр'

У {р ,р ') =  < W  -  J (p , —р ')  d-a.a*},
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где д -  константа притяжения, V  -  нормировочный объем.

Модельный гамильтониан (63), называемый обычно гамильтонианом БКШ , 

описывает эффективное притяжение между электронами в узком энергети­

ческом слое й) вблизи поверхности Ферми. Хотя само по себе взаимодействие 

может быть достаточно слабым, оно приводит к  неустойчивости основного 

состояния невзаимодействующих электронов -  заполненной сферы Ферми и 

переходу системы электронов в новое основное состояние, содержащее связан­

ные состояния пар электронов (куперовские пары). При этом "аномальные" 

средние с гамильтонианом Б К Ш

(а-рОр), { a £ a tp), (65)

определяющие среднее число пар, должны быть отличны от нуля. Это воз­

можно, если мы будем понимать все средние в смысле квазисредних Боголю­

бова.

Д ля определения спектра одночастичных возбуждений в системе, опи­

сываемой гамильтонианом Б К Ш , введем одноэлектронную антикоммутатор­

ную функцию Грина

G , ( t - о  =  «< ■ ,№ ;< £ ( О » -

Запишем для нее уравнение движения

* j i p p t t  ~  ~  ap V - i> +

+ep Gp(t +  V (p ,p ')  (<aip(f) сy ( i ) ;  <(*'))>■

Переходя к  фурье-образам, уравнение движения перепишем в виде

( u - £ p ) G , H  =  l  +  5 3  V M H f a t p O - f a p.|4 )fc . (66)
Р'

Учтем, что средние (65) отличны от нуля, и поэтому функцию Грина в  правой 

части (66) удобно записать в виде

((а^а_р-<у|а+)> =  (а_р-су)((а1р|а+))+

+ ( « , ( < * - (б1?) 

Первый член в (67) учитывает вклад среднего поля, обусловленного наличием 

куперовских пар, второй член имеет вид поправки к  приближению среднего 
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поля. К ак показывает строгий анализ, второй член имеет асимптотическую 

малость ~  у  и в  термодинамическом пределе может быть опущен. 
Определяя новую функцию

Ар = 2 2  V(p ' *0  (а~Р‘ а?')> (68)
v

запишем уравнение д л я  функции Грина в приближении среднего поля в виде 

(ш  -  £р) Gp(w) =  1 +  Др Гр(щ), 

где введена "аномальная" функция Грина

r p( i - f )  =  ( (« ;и < (* ') )> .

Уравнение д ля фурье-образа этой функции Г рина в приближении сред­

него поля имеет вид

(w +  £р) Гр(ш) =  2 2  у (Р>Р') ( ( 4 а - Р' аг1ар )>" w  Д ?  С р( ш)-

Решая совместно полученную систему уравнений, находим:

где спектр элементарных возбуждений Е р имеет вид

(69)

Чтобы определить функцию Д р, имеющую смысл щели в спектре элемен­

тарных возбуждений Ер, воспользуемся спектральной теоремой и определим 

корреляционную функцию

тh  ]* ъ .ггт (-2;га1» 1 “  ~щ ‘“ " i -  <W
Подставляя теперь (70) в (68), получаем интегральное уравнение для щели в 

спектре элементарных возбуждений:

v =  -  £  Ш Л  2 (4 + Х Р)1/» ‘ “ h 2 г - -  (71)'



переходя от суммы по р  к  интегралу и выполняя интегрирование по углам 

d£lp‘> согласно (64) получаем уравнение д ля =  Д £(Т в виде

X  =  - i  [ d t t I ( e , £-)JV, Д -' ta n h  V e 'i  +  |A , ,F . (72)
г 1  ^ 1 + \ Х \ г) 29

где iV£' -  плотность электронных состояний при энергии е '. Отметим, что

уравнение (71) имеет тривиальное решение Д £ =  0, но может иметь и  нену­

левое решение: Д £ =  const — Д  при г  ss (jj, е <  (о.
Рассмотрим это решение при нулевой температуре 0 =  0, когда

* a n h ^  =  l

для  энергии е на поверхности Ферми, т.е. при е  =  0. У читы вая (64), получим

До =  g N F f  ds' —= = = = = ,
J  v /e '2 +  |Д о12

где плотность электронных состояний N e- мы положили равной плотности 

на поверхности Ферми N f , поскольку интервал интегрирования й> -С цр- 

Выполняя интегрирование, и полагая До действительной величиной, получим

Д о л г и е - 1* ,  (73)
К “ U

где р  =  N f  д ■ Д л я  обычных сверхпроводников 0 ,2  <  р  <  0 ,5 . Следовательно 
величина энергетической щели До ~  10-2 ш и  обычно составляет несколько 

Кельвин.

Температурная зависимость щели определяется уравнением (72), которое 

можно записать в виде

9 J  л /е3 + .\ / е 3 +  Д  ( T f
(74)

С ростом Т  величина Д (Т ) —» 0 и при Т  =  Т с  обращается в нуль. Критиче­

ская температура Т с  определяется из уравнения (74) при Д  =  0 и с учетом



Вблизи Т с  разложение по (1 — -с  1 в уравнении (74) дает следующую 

зависимость:

Полученные в  приближении Б К Ш  соотношения универсальны д ля всех 

сверхпроводников и определяются константой взаимодействия р =  gN p  и 

шириной области притяжения электронов 2ш.

2.2. З адач и  д л я  сам остоятел ьной  работы

1. Записать спектральные представления для двухвременных корреляци­

онных функций и  функций Грина при Т  =  0.

2. Получить для  фурье-образов запаздывающей двухвременной функции 

Грина правила сумм:

где ([Л, B]v -  коммутатор или антикоммутатор в зависимости от выбора знака 

V-

3. Доказать соотношение симметрии д л я  фурье-образов запаздывающей 

(retarded) и опережающей функции Грина (advanced)-.

4. Д оказать, что коммутаторные функции Грина из эрмитовых операторов 

вещественны:

5. Вывести уравнение движ ения для запаздывающей двухвременной тем­

пературной функции Грина

j W ( ( A \ B ) ) l  -  ( И , B \,} d u  =  В ),),

{[А, В ], =  А В  -  г/ВА , ч  =  ± 1 .

ц м в % - ч т т <

I =  4(t _  J.JЩ щ  ) +  (( [A(t ) i Я ]; B (t')]))»
ot
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6. Используя результаты задачи 2, вычислить для  ферромагнетика Гей­

зенберга внутреннюю энергию и теплоемкость.

7. Найти двухвременные корреляционные функции и функции Грина, a. 

такж е равновесные средние чисел заполнения для идеальных ферми- и бозе- 

газов, выбирая в определении двухвременной температурной запаздывающей 

функции Грина параметр г) =  1 для ферми-частиц и г) =  — 1 для  бозе-частиц. 

Сравнить полученные результаты с результатами задачи 1 в разделе 2.1.

8. Используя метод функций Грина, исследовать равновесные свойства 

системы N  неподвижных двухуровневых атомов. Использовать при решении 

задачи квазиспиновое представление д ля гамильтониана модели:

N
Н  =

/=1

где Г2о -  частота резонасного перехода в двухуровневом атоме.

9*. Реш ить предыдущую задачу, принимая во внимание прямое диполь- 

дипольное взаимодействие атомов, которое может быть описано гамильтони­

аном

/,/ '
где J  -  параметр, описывающий интенсивность диполь-дипольного взаимо­

действия [10].

10*. Исследовать равновесные свойства ферромагнетика Гейзенберга, ис­

пользуя вместо расцепления Тябликова (44) расцепления [6]:

а) Хартри-Фока

б) Кэллена

=  { s p j ) { ( s j , \ s t ) ) „ + щ щ щ т щ щ ? ! » .

11*. Используя метод функций Грина, найти спектр элементарных возбуж­

дений сегнетоэлектрика типа KDP [11]. Гамильтониан такого сегнетоэлектри- 

ка (наиболее типичными представителями данного класса сегнетоэлектри- 

ков являются кристаллы К Н 2Р О 4 и K D 2P O 4) в квазиспиновом виде можно 

представить как [13]:

! f f
46



где П  -  параметр туннелирования протонов в двухминимумной потенциаль­

ной яме, J fp  -  константа прямого диполь-дипольного взаимодействия про­

тонов. Воспользоваться при решении расцеплениями Тябликова и Хартри- 

Фока. Показать, что в приближении Тябликова в спектре элементарных воз­

буждений сегнетоэлектрика типа KDP отсутствует мягкая мода.

12.* Используя решение задачи 4 и каноническое преобразование Боголю­

бова

где i/p =  (сХр Ор), р  =  (р, а ), а  — спиновой индекс электрона. Показать, что вы­

ражение д ля энергетической щели Д р в рассматриваемом подходе совпадает 

с выражением (71) в задаче 4.
13.* Вычислить дифференциальное сечение упругого и неупругого рассе­

яния нейтронов на кристалле. Использовать в качестве потенциала взаимо­

действия нейтрона с ядром псевдопотенциал Ферми

14.* Используя формулы, полученные в предыдущей задаче, вычислить 

ф актор Дебая-Валлера

« } + ч? - 1, -  « Ь  -  о.

ар =  UpAp +  vvA t v,

К  =  +  vt A -v>

,  Д р л .2

привести гамильтониан Б К Ш  к диагональному виду [4,5]:

где

е-Щ к) _  е-(1/ 2)((Ы,)2) 
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в кубическом кристалле в  предельных случаях высоких и низких температур 

для дебаевской модели кристалла [4]. Здесь щ  -  смещение атома из положения 

равновесия в узле решетки I, к -  волновой вектор.

15.* Найти среднюю населенность атомных уровней и  среднее число фо­

тонов в  модах д ля равновесной сосредоточенной модели Дикке. Исследовать 

возможность фазового перехода в сверхизлучательное состояние [12].

3. Теория линейной реакции Кубо на внешние 
механические возмущения

О сновная л и тература

1. Тябликов, С.В. Методы квантовой теории магнетизма /  С.В. Тябликов.
-  М.: Наука, 1975. -  546 с.

2. Квасников, И. А. Термодинамика и  статистическая физика. Квантовая 

статистика /  И.А. Квасников. -  М. : URSS, 2005. -  349 с.

Д о п о л н и т е л ь н а я  л и т е р а т у р а

3. Зубарев, Д-Н. Неравновесная статистическая термодинамика /  Д .Н . Зу­

барев. -  М.: Наука, 1971. -  415 с.

4. Плакида, Н.М. Некоторые вопросы квантовой теории твердого тела (Ме­

тод двухвременных функций Грина) /  Н.М . П лакида. -Д у б н а : Изд-во ОИЯИ, 

1985. - 1 5 4  с.

5. Задачи по термодинамике и статистической физике /  под. ред. П.Ландс- 

берга. -  М.: Мир, 1974. -  640 с.

3.1. З адач и  с  р еш ениям и

З а д а ч а  1. Вывести формулу Кубо, описывающую линейную реакцию нерав­

новесной системы н а  малое механическое возмущение.

Р еш ение

Рассмотрим реакцию квантовомеханической системы с гамильтонианом 

Н , не зависящим от времени, на включение внешнего механического возму­

щения Щ . В статистической физике необратимых процессов механическими 

возмущениями называются возмущения, которые можно полностью описать
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добавлением к гамильтониану соответствующей энергии взаимодействия си­

стемы с полем. Возмущения, которые не допускают такого представления, на­

зываются термическими. В последнем случае причиной возникновения нерав­

новесного состояния могут быть совершаемая над  системой работа через из­

менение ее объема или взаимодействие с другими телами, обладающими дру­

гой температурой или химическим потенциалом. В этих случаях изменение 

внешних параметров влияет на матрицу плотности не прямым, а  косвенным 

образом; оно создает статистически неравновесное состояние, которое затем 

стремится к  равновесному, если нет препятствующих этому воздействий. Ес­

ли ж е возмущение вызвано внешними полями, оно непосредственно влияет на 

матрицу плотности системы, с чем и связана относительная простота описа­

ния механических возмущений. Будем считать, что возмущение включается 

адиабатически при t  =  —оо. Д л я  описания адиабатического включения вза­

имодействия воспользуемся следующим приемом. Добавим в спектральное 

разложение оператора возмущения множитель е®*, где е -  малое положи­

тельное число. Понятно, что при е —» 0 указанный множитель обращается 

в нуль для t  =  —оо. Далее мы долж ны  провести вычисления макроскопи­

ческих параметров и уж е в конечных формулах перейти к  пределу е —> ,. 

Таким образом, для  адиабатически включаемого взаимодействия мы имеем

Н } =  —  [  (к>е-ш Н \  (е ->  О.е >  0). (75)
2тг J

Вычислим среднее значение некоторой динамической переменной О  при 

действии возмущения (75). По определению среднего

(0 (f))  =  S p {O p (t)} , (76)

где статистический оператор p (t)  удовлетворяет квантовому уравнению Ли- 

увилля

га
и начальному условию

“  »  =  в ' 1^ ,  У )е -Н' ш , (78)

которое означает, что при t  =  —оо система находилась в  состоянии статисти­

ческого равновесия и описывалась каноническим ансамблем Гиббса (везде в
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дальнейшем будем полагать д ля  упрощения записей h  =  1). Д л я  начального 

условия можно применить такж е и большой канонический ансамбль Гиббса

р(*)|*   =  р0 =  Q~l { T ,V ,N ) e - (H- ^ i k T .

Считая возмущение Я }  малым, решение уравнения (77) будем искать в

виде

рМ = Я )+ р! (79)
с начальным условием

Pt |с=—00 =  0.

Подставляя представление (79) в уравнение Лиувилля (77), получим

+ А1) =  1н > +  Iя ' а‘1 +  (Я?. Р»1 +  Iя .1. 4 -  <80>

Учитывая, что невозмущенный гамильтониан Я  коммутирует с равновесным 

статистическим оператором ро и равновесный статистический оператор ро не 

зависит от времени, мы можем переписать уравнение (80) в виде

^ р \  =  [Н, р\\  +  [Н}, ро] +  [ Я / , р\ \ . (81)

Ограничим себя исследованием линейной реакции системы н а  малые меха­

нические возмущения. Тогда мы можем пренебречь последним слагаемым в 

уравнении (81), имеющим второй порядок малости по возмущению. В резуль­

тате получаем:

ф ;  =  [ я , „ ; ] + № ■ ,» ] .  (82)

Д ля того чтобы избавиться от первого слагаемого в правой части урав­
нения (82), перейдем к представлению взаимодействия д ля р} :

=  (83)

Умножая (83) н а  мнимую единицу и дифференцируя по времени, имеем

• & I , , rrA H t Л -iH t . tJaiH t- ® Л ^ -iH t . AHt l —iH trT
Ъь =  Pt d iPt Pt

или я /  я \
= ы а я  +  H eiHt ( ф > )  (84)

Подставляя во второе слагаемое в правой части (84) выражение (82) и вза­

имно уничтожая члены [H ,p\{t)\ и [pj(t), Я ], получаем

* ^ ( * )  =  [Я/(#),ро], (85)
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где =  е%тН \е~ гт -  оператор возмущения в представлении взаимо­

действия. При выводе (85) мы учли такж е коммутативность невозмущенного 

гамильтониана Я  и начального равновесного статистического оператора р0- 

С учетом начального условия p*(0U _—оо =  0 решение уравнения (85) 
имеет вид

Р1М  =  -*  j  dt'[H},(t'),p0]. (86)

Умножая правую и левую части уравнения (86) слева н а  е~Шь, а  справа на 

elHt, получаем решение д л я  статистического оператора р\

p l = - i  J  М<Гш '[ Н № ) ,п ]</Н‘- (87)

Тогда среднее значение динамической переменной О  можно записать в виде 

<0(t)) =  5p{0p(<)} =

=  S p {O p 0} +  S p {O p \)  =

~ ( 0 ) - i f  (88,

где {О) -  равновесное среднее для динамической переменной О . Проводя цик­

лическую перестановку операторов под знаком шпура, мы можем переписать 

формулу (88) В следующем виде:

<C>(t)> -  (О ) =  - i j  Л '( [0 ( ( ) ,  Я ИОЮ , (89)

где (■••) =  S p { . .. до} означает усреднение по равновесному статистическому 

оператор}'.

Формулу (89) можно сделать более симметричной, если использовать 

под знаком интеграла тета-функцию Хевисайда:

(o(t»-(o> = - • J  л'е((-0([<тяЖ)])-
Наконец, вводя запаздывающую двухвременную температурную функцию 

Грина:

((A (ty , я ( 0 ) > г = - * 0 ( t  -  т ш  в ш  о » )
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для приращения среднего значения динамической переменной О  получаем 

так называемую формулу Кубо

( е р » - ( о ) .  ]  d t g g g f a  1 т у

Физический смысл запаздывающих двухвременных функций Грина со­

стоит в том, что они описывают реакцию системы н а  мгновенное (5-образное 

возмущение вида

Н\ = B5(t - t')}

где В -  не зависящий от времени оператор. Д ля такого возмущения прираще­

ние среднего любой динамической величины определяется непосредственно 

запаздывающей функцией Грина

( o ( i ) ) - ( o )  =  ( ( o ( t ) ,s { t ')> r -

(отсюда и  название для величин (90) по аналогии с теорией дифференци­

альных уравнений, где функции Грина являются решениями уравнений с 

5-образными неоднородностями). Связь между приращением средних для ди­

намических переменных и  запаздывающей функцией Грина становится осо­

бенно простой при переходе к  фурье-образам соответствующих величин. 

Введем фурье-разложение запаздывающей функции Грина:

((A (t); 8 ( 0 ) ) '  =  ^  J  (92)

Подставляя разложение (92) в формулу Кубо (91), получаем

(0(4)) -<£>)= J  j  8ЕД'«0|я;)>Ье-«*-*,>.
В правой части последнего выражения воспользуемся такж е фурье-разложением 

для оператора возмущения вида (75). Тогда

( 0 ( 0 )  - ( О ) -  J  J  (93)

Используя интегральное представление д ля «5-функции 
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формулу (93) можно записать в виде

т)> - (о) = j  <ч<о|дЖ-ж.«-“.
Тогда фурье-компонента приращения среднего значения динамической пере­

менной будет непосредственно связана с фурье-компонентой запаздывающей 

функции Грина

(Д О ) =  (0 (1 )) -  (О) =  « е д У ) ; * « -  (94)

Часто внешнее поле (75) можно представить в виде

я ,1 —  2 > И , ( *).

где B j  -  операторная часть внешнего поля, a  A j(t)  -  зависящая от времени 

амплитуда внешнего поля. В этом случае формулу (94) можно записать в 
виде

< Д О , М ) = ХоН Л М ,  (95)

ГД® Хц(ш) =  -{{O i\B j)Y u  -  комплексная обобщенная восприимчивость с.и - 

мы. Например, если внешнее возмущение представляет собой электрическое 

поле, то

Здесь Ра -  проекция а  оператора дипольного момента системы. Тогда сред­

ний ток представляем как

О а-М ) =  Сеф{ы)Ер{ш),

где

<Га/№) =  —((ja\Pp))u>
-  тензор электропроводности системы.

З а д а ч а  2. Используя формулу Кубо (91), описать явление ферромаг­

нитного резонанса | 1].

Р еш ение

Если на спиновую систему наложить постоянное магнитное поле Н  и 

перпендикулярно к  нему переменное радиочастотное поле h(t) , то при часто­

те переменного поля, близкой к  частоте свободной прецессии спинов вокруг 
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направления вектора f i ,  резко возрастает передача энергии от  поля h(t)  к 

спиновой системе. Рассмотрим это явление н а основе развитой ранее теории.

Пусть спиновая система состоит из N  одинаковых спинов 1/2, помещен­

ных в узлах решетки / .  Д л я  того чтобы не учитывать энергию размагничива­

ния, будем считать образец неограниченным. Постоянное подмагничивающее 

поле будем считать направленным по оси z .  В этом случае гамильтониан спи­

новой системы Н  можно взять в  виде (43) без учета взаимодействия между 

спинами.

Ограничимся рассмотрением случая, когда длина волны радиочастотно­

го поля много больше размеров образца, и поле можно считать однородным. 

Кроме того, положим, что радиочастотное поле h  перпендикулярно подмаг- 

ничивающему полю и лежит, следовательно, в плоскости (х ,у ) .  Тогда опе­

ратор взаимодействия спиновой системы с переменным полем запишется в 

виде

Я /  =  —д У ^ e ~ wthwS ,  (96)

где S  =  Y ^,S f -  полный спин системы, д  -  магнитный момент спина.
/

Считая возмущение малым, мы можем согласно формуле (95) предста­

вить приращение фурье-образа среднего значения вектора намагниченности 

при адиабатном включении взаимодействия

( д м - И )  =  „ д <  s » )

где магнитная восприимчивость

Здесь мы учли, что фурье-образ оператора возмущения

д  =  27t£ s X -

Из свойств симметрии функций Грина следует, что 

Х а/эН  =  Х «д(-^)-

Соответственно, приращение временного среднего д ля намагниченности име­

ет вид
(Д М »(()) =  ^ е - “ х ^ И Й .  (97)

Рш 
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Для оператора возмущения Н \  используется такж е форма записи

Н ! =  - и  ]Г )  ,
ш>0

где h °w =  /i*° Тогда взамен формулы (97) имеем

(Д M a{t)) =  Y  ( e ^ X i r f H f t S  +  e ^ X c f i i - b j ) ^ ' )  .
Дш>0

Так как восприимчивость х  вы ражается линейно через функции Грина, то 

их полюсы будут определять поведение х  в области резонанса. Явный вид х  

определяется явным видом гамильтониана взаимодействия.

При описании ферромагнетиков удобно ввести коллективные спиновые 
операторы

s* = ; r s f ,
f

где

S f = S f± iS f
(свойства этих операторов описаны в задаче 2 из раздела 4 ), и  функц"” 
Грина вида

О, ,(и) =  ((S+|S+>£, G u H  = «S+ |S-» ',

O n  и  =  « s - i s + ж ,  о „ и  -  { ( s - |s - ) > ; .

Тогда компоненты тензора магнитной восприимчивочти х  будут выражаться 

через функции G u , G n ,  G 2i ,G 22:

Ххх(ш) =  (G n (w ) +  G 22(w) +  G l2(w) +  G 2l(w)),

X . »  =  ^ ( О п И  -  С я М  -  Gb M  + в п И ) ,

Х х * И  =  X w M  =  XxjfM =  0,

X y x M  =  - y - ( G n ( w )  -  G 2 2 M  +  G 1 2 M  -  G 2l(w )),

X yyM  =  -y - (G u (w )  +  G 22M  -  G 12M  -  G 2i(w)),

X « =  X*t,

где Xst ~ статическая восприимчивость. Энергия, поглощенная спиновой си­

стемой из радиочастотного поля з а  единицу времени, численно равна работе,
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совершенной полем з а  это ж е время. Определим последнюю следующим об­
разом:

=  Y  {К е~ш‘ + K ‘eWt} {х а /з (ы )^ ,е ~ш'1 -  Х а /з ( -ш ')^ е “ '‘ | . (98)
а0 ш̂ш'>О
Средняя мощность, поглощаемая системой, равна 

т

о

Используя (98), получаем отсюда следующее выражение:

W  =  ~ i Y l  ш { X t f W K K  ~  Xo,0 {u )h % h i)  . (99)
а0 ,ш>О

В случае линейно поляризованного поля h° =  h°* формула (99) прини­

мает вид

W = -  Yu 2u>ImxO0(oj)Kht (100)
агД,ш>0

Из (100) следует, что поглощение энергии спиновой системой определяется в 

случае линейно поляризованного поля мнимой частью тензора восприимчи­

вости. В окрестности полюсов функций Грина восприимчивость резко воз­

растает и поглощение имеет резонансный характер.

Предположим, что функции Грина Gy(w) в некотором приближении 

имеют полюсы в  нижней полуплоскости и> =  ±а>д — гГ (Г >  0 -  описывает 
затухание тех спиновых волн, которые возбуждаются при ферромагнитном 

резонансе)

у i  Шд 4-
В этом случае нетрудно показать, что мощность, поглощаемая системой, име­

ет вид 2

w *  Е  (101)

где Ха0  ~  некоторые постоянные. При приближении частоты внешнего поля 

к собственной частоте системы шд поглощение возрастает и достигает при 

а> ~  шд максимального значения



Таким образом, введение затухания как мнимых частей функций Грина 

равноценно учету перераспределения энергии в системе между различными 

степенями свободы. В результате имеет место диссипация энергии, поглоща­

емой при резонансе. Перейдем теперь к  вычислению компонент тензора маг­

нитной восприимчивости х  в рамках рассматриваемой модели изотропного 

неограниченного ферромагнетика.

В задаче 2 из раздела 2 для  системы с гамильтонианом Я  нами была вы­

числена в приближении Тябликова функция Грина вида ( (S j\S j,) ) l„  которая 

оказалась равной

я

где E(q) = w r +  | {  J'(O) -  J (q )}  -  энергия элементарных возбуждений в фер­

ромагнитном кристалле. Здесь ojr  =  f/И . -  зеемановская энергия магнитного 

момента ц  во внешнем магнитном поле Я , о  -  относительная намагничен­

ность на один узел и  J(q)  -  фурье-компонента обменного взаимодействия 

спинов в узлах решетки. Суммирование по волновым векторам q в ф орь^- 
ле (102) производится по N  значениям в пределах первой зоны Бриллюэг 

Тогда функция Грина G12 есть

G a  м  =  « s + i s - » l = =
/ / '

N o  _  N 0  

ui — E (q  =  0) +  ie  u  — uiR +  ie '
Нетрудно такж е вычислить и остальные функции Грина. Они оказываются 

равными
/ N o

G 2l(w) =  —
v '  w +  шд +  ге

и

G n(w ) =  G22M  =  0. (ЮЗ)

Тогда легко вычислить действительные и мнимые части компонент тензора 

магнитной проницаемости

Я таХ и М  =  ^7pw R{<5(w -  lur) -  5(ui +  шд)},



ReXyx(u) = --------------------- Ur) 4- 6(w + Шд)},

XWH  =  Xr*(«), Xxy(w) =  - X » x H ,

В рассмотренном случае резонансная частота u>r  совпадает с частотой

как ojr — энергия элементарного возбуждения (спиновой волны) с q =  0, то 

это означает, что при резонансе (в линейном приближении) возбуждаются 

только такие спиновые волны. Форма линии поглощения в  рассматриваемом 

случае имеет 5-образный вид. Если в спиновой системе учесть затухание, 

что можно сделать феноменологически, смещая полюсы функций Грина в 

комплексную плоскость: u ± u r  —► ш ±ы д-И Г, где Г  -  величина затухания для 

спиновых волн с q =  0 , мы можем получить более реалистичные формулы для 

компонент тензора восприимчивости [4]. Форма линии в  этом случае будет 

лоренцевской.

3.2. З адач и  д л я  сам остоятельной работы

1. Найти формулу д ля линейной реакции квантовой системы на внешнее ме­

ханическое возмущение при его мгновенном включении в момент времени 

t = и

-  ступенчатая функция Хевисайда.
2.* Найти формулу для нелинейной реакции системы н а  адиабатически 

включаемое внешнее механическое возмущение (3).

3. Показать, что мощность, поглощаемая системой спинов при ферромаг­

нитном резонансе, имеет вид (101).

4. Показать, что функции Грина G n (u ,  (?2г(ш) и C?2i(w), введенные в за­

даче 2, имеют вид (103).

ларморовской прецессии спина вокруг направления постоянного поля Н . Так

где
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3. При изучении ферромагнитного резонанса исследуют образцы, имею­

щие конечные размеры. Чтобы учесть граничные эффекты , в гамильтониане 

Гейзенберга во внешнем поле добавляют член (оператор размагничивания)

Я л т „ п  =  к н М  +  N ,M $  +  N .M l) ,

где

M  =  2 iiB/ h Y , S f  
J

-  вектор намагниченности, a  N x, N y, N z -  размагничивающие факторы , зави­

сящие от формы образца.

Предположим, что помимо постоянного магнитного поля Н  в направлении 
оси z  на образец действует высокочастотное поле h(t)  в плоскости ху . Пусть 

высокочастнотное поле имеет компоненты h(t)  — (6  cos uit, bsinuit, 0}. Тогда 

возмущенный гамильтониан Hint можно записать в  виде

Hintit) = =  иеы  + и*е~ш\
П !

где

u  = ~ i r Y , s 7 ( S f - S ’/ i b S ’t l
f

Высокочастотное поле будет создавать дополнительную намагниченность 

в плоскости ху:

6М ± =  (М х  — гМу) — N x ± e ±VJt 

Определите восприимчивость х ± . используя уравнение движения для за­

паздывающей функции Грина и применяя расцепление Тябликова д ля трех­

частичных функций Грина. Выразите энергию, поглощаемую в единицу вре­

мени через х ' =  Д ех±  и  х "  =  1т Х±-
4.* Используя теорию линейной реакции Кубо, получить явное выражение 

для диамагнитной восприимчивости Л андау идеального электронного газа 

№
5.* Рассчитать динамическую диэлектрическую проницаемость электрон­

ного газа в металле [2].
6.* Найти вы ражения д л я  фононной и примесной проводимости электро­

нов в  металлах [4].

59



7.* Используя формулу Кубо совместно с уравнениями М аксвелла, рас­

смотреть поведение сверхпроводника в слабом магнитном поле в случае, ко­

гда глубина проникновения магнитного поля Л 2 > £о, где £о -  длина коге­

рентности в сверхпроводнике (случай Лондонов). Показать, что зависимость 

магнитного поля от глубины z  имеет вид [4]:

H (z )  =  Н 0е - ‘1\

4. Метод проекционного оператора Цванцига
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4.1. З адачи  с  реш ениям и

З адач а  1. Вывести для системы со слабым взаимодействием обобщенное 

кинетическое уравнение Цванцига.

Реш ение

Рассмотрим квантовомеханическую систему, описываемую невозмущен­

ным гамильтонианом Щ , испытывающую слабое взаимодействие с окружат 

ющими телами. Полный гамильтониан системы с учетом взаимодействия с 

окружением можно представить в  виде

#  =  Яо +  Я ь

где H i -  слабое возмущение. Диагональные элементы полного статистическо­

го оператора р  в представлении по собственным функциям Щ  изменяются со 

временем медленно, по сравнению с его недиагональными элементами. Дей­

ствительно, из уравнения Лиувилля для диагональных и  недиагональных 

элементов оператора р  имеем

=  (п |[Я 0 +  H h  р]\п) =  (n \[H i,p \\n ),

Поскольку возмущение Щ  мало, то  выполняется соотношение

I дрпт I I дрпп 1
I &  \ \ d t  \

Таким образом разделение оператора р  на диагональную и недиагональную 

части есть разделение его н а  медленно и быстро меняющиеся части. Тогда 

можно считать, что ограничение диагональной частью статистического опе­

ратора есть переход к сокращенному описанию.
Если выделение диагональной части рассматривать как оператор, то, 

очевидно, что это проекционный оператор, так как квадрат его равен самому 

оператору:

Р р  =  р 1 , P 2p = P p i = P i -

и, следовательно,



Таким образом, с помощью оператора проектирования мы можем выделить 

медленно меняющуюся часть статистического оператора, соответствующую 
сокращенному описанию.

Следуя Цванцигу, введем теперь проекционный оператор Р , который 

выделяет медленно меняющуюся (или релевантную ) часть статистического 

оператора, соответствующую сокращенному описанию

Pi =  Рр,

где Р 2 =  Р  Полный статистический оператор можно представить в  виде 

суммы двух слагаемых

Р =  Р\ +  Р2,

где р2 — (1 — Р )р  -  быстро меняющаяся (нерелевантная) или корреляционная 

часть статистического оператора. Предположим, что Р  -  линейный, не зави­

сящий от времени оператор, коммутирующий с ^  (явный вид оператора необ­

ходимо конкретизировать в каждой конкретной модели, причем конкретиза­
ция этого оператора представляет собой во многих случаях нетривиальную 

задачу). В частности, оператор Р  может означать выделение диагональной 

части.

Статистический оператор р  удовлетворяет квантовому уравнению Ли- 

увилля

шЩ  =
Перепишем уравнение Лиувилля в более удобной форме

^ +  <£<>« о. (104)

Здесь L  -  оператор Лиувилля, определяемый как  Ьр =  [Н,р]/Н.

Будем искать формальное решение уравнения Лиувилля (104) с началь­

ным условием отсутствия корреляций при t  =  0: 

p{t)\t=o =  Pi{0) =  P p(0 ),

или

й (0 )  =  0.

Подействуем на уравнение Лиувилля (104) слева операторами Р  и (1 -  Р). В 

результате получим систему замкнутых уравнений для pi и  рч



- ~ + i ( l - P ) i ( p i  +  f t )  = 0  (106)

/>г(0) =  0. (107)

Формальное решение уравнения (106) с учетом начального условия (107) 
можно представить в виде

/>2(*) =  ~  J ехp[(ti - i ) ( l  -  P )iL \{  1 -  P )iL p i( ti)d ti .  (108)

о
Тогда искомый статистический оператор

pit)  -  й (4 ) -  J  ехр[((, -  «)(1 -  Р )г£ ]( 1 -  P ) iL P р(0)<«1- (109)
о

Подставляя решение (108) в  уравнение (105), получим замкнутое уравнение 

для оператора p i( t)
dpi

=  -  J  P L olp [ ( 0  -  0 (1  -  P ) i i ] ( l  -  P ) l p , ( t i ) i%  =

= -  J  P L e i p  (-m (1  -  P)L]](1 -  P )L p i( t  -  s)ds  (110)

0
-  основное кинетическое уравнение Цванцига.

Формально основное кинетическое уравнение (110) справедливо при лю­

бом t  и для  любого взаимодействия, поскольку при его выводе не делалось 
никаких приближений. Н а самом деле оно справедливо лишь при достаточно 

больших 4, значительно больших времени восстановления корреляций, так 

как мы исходили из начального условия отсутствия их при 4 =  0. Основное 

кинетическое уравнение имеет немарковский характер, т.е. обладает памя­

тью, так как интегрирование совершается по прошедшему времени.

Таким образом, основное кинетическое уравнение было получено как 

формальное решение задачи Коши с заданным начальным условием отсут­
ствия корреляций при 4 =  0. В действительности, д ля  реальных систем корре­

ляции долж ны  всегда присутствовать, и момент 4 =  0 никак не выделен. Из

с начальным условием
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этого положения есть несколько выходов (подробное обсуждение данной про­

блемы имеется в [4]). Наиболее последовательным представляется подход, в 

котором отбор решений уравнения Лиувилля, соответствующих сокращенно­

му описанию, производится с помощью усреднения по начальным моментам 

времени формального решения задачи Коши.

Решение уравнения Лиувилля, удовлетворяющее начальному условию 

отсутствия корреляций

p{t) |м ,  =  P p ( t0),

имеет вид

p ( t ,t0) =  / ’p(to)- (111)

Однако оно содержит нефизическую зависимость от начального времени <о- 

Поэтому решение (111) имеет разумный физический смысл, лишь когда 

t  3> to, когда становятся несущественными детали начального состояния. 

Разумно предположить, что выполняется принцип равной вероятности наг 
чальных состояний, т.е. эволюция с равной вероятностью может начинаться 

из любого начального состояния Р  p it)  в интервале от to до t ,  который бу­

дем считать достаточно большим, и усредняя (111) по начальным моментам 

времени в этом промежутке, можно получить

P(l) =  j z j J  р р(‘о)л « (ш )
to

при t  — to —» оо. Н а самом деле время t —to должно быть лишь достаточно ве­
лико д ля затухания начальных нефизических особенностей и формирования 

необходимых корреляций.

Таким образом, состояние p(t), наблюдаемое в момент t, равно сред­

нему по начальным моментам времени to от решения начальной задачи для 

статистического оператора или функции распределения p(t, to) за  достаточно 
большой промежуток времени t —to, необходимый для затухания корреляций. 

Условие (112) определяет неравновесный статистический ансамбль. Заметим, 

что в  (112) усреднение ведется не по интервалу времени наблюдения, начиная 

с момента времени f  (которое используется при крупноструктурном усредне­

нии функции распределения), а  по времени начальных состояний, предше­

ствующих моменту наблюдения.
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Усредненный статистический оператор (112) удовлетворяет уравнению 

Лиувилля

(ш)
с правой частью, которую можно назвать источником и которая стремится 
к нулю при t  — to —* оо (при этом как всегда предельный переход по време­

ни следует производить лиш ь после термодинамического предельного пере­

хода при вычислении средних любой динамической переменной). Бесконеч­

но малый источник, наруш ая симметрию уравнения Лиувилля относительно 

обращения времени, определяет граничные условия к  уравнению и отбирает 

требуемые, запаздывающие решения. Из уравнения Лиувилля с источником 

легко вывести основное кинетическое уравнение, решение которого при усло­

вии tfj =  0 будет иметь вид

p(t) =  p i( t)  -  j { \  -  t i / t )  e x p [ - # i ( l  -  P ) iL ]( l -  P )iL P p ( t -  ti)d t\ .  

о

где t —to =  t  —* оо, что совпадает с уравнением Ц ванцига (110) при больших f .

З а д а ч а  2. Вывести и з обобщенного кинетического уравнения Цванцига 

кинетическое уравнение Паули [1-3].

Р еш ен и е

Покажем, что из обобщенного уравнения Цванцига можно получить 

уравнение Паули (m aster equation). Пусть для  рассматриваемой системы в 

начальный момент времени матрица плотности диагональна р(0) =  pi(0). 

Такой выбор начального условия эквивалентен введению оператора проек­

тирования Р
Р р  =  Pi

(Р р)пт  =  РппЬпт-

Уравнение Л иувилля в матричной форме

=  ft. ,Н т )  (1М)

удобно записать, используя так  называемое тетрадное представление. Су­

пероператоры, или тетрады , были введены в 1958 году Накадзимой. Сопо­

ставление некоторого оператора другому оператору можно рассматривать



как отображение. Оператор тогда будет представляться матричными элемен­

тами с двумя индексами, а  линейное преобразование операторов -  матрицей 
с четырьмя индексами, т.е. супероператором или тетрадой (тетрадиком). За­

даваемое тетрадой отображение действует уже не в пространстве состояний, 

а  в пространстве операторов. Алгебра тетрад изоморфна алгебре матриц.

Примером супероператора может служить оператор выделения диаго­

нальной части

Р р  =  рх

или

ГДе Ртпт'п'Рт'п- =  Snn'Smm-Snm-

Другой пример супероператора -  оператор Лиувилля (матричный элемент 

для этого оператора приведен ниже). Единичная матрица в тетрадном пред­

ставлении

(l)mnmV =  4п-Д»'-
Уравнение Лиувилля

■др Т

в матричной тетрадной форме имеет вид

<115>

где Lmnm'ri ~ м атрица с удвоенными индексами или тетрада. Сравнивая (114) 

с (115), найдем, что (для сокращения записей будем везде в дальнейшем по­

лагать h  =  1)

Lmnm'n- =  Hmm'Snn' ~  # n 'n < W  

Основное кинетическое уравнение в тетрадной форме примет вид

+  i(P L n )mm =  J  [« (s )p i( i  -  (116)

H (s)  =  - Р Ь е - ‘Л1- р)ь(1 ~  P )L  

и Pmm =  (Pi)mm- Нетрудно показать, что второе слагаемое в левой части 
уравнения (116) равно нулю. Д ля этого достаточно убедиться, что P L P  =  0.



Действительно, в тетрадном представлении имеем 

(P L P )mm,nn, =  (L P)mmnn,6mm., 

(L P )   =  Lmmnn5nni.

В результате получаем

{PL P)mm,nn, = Lmmnn5nn'Smm' ■

Учитывая, что

Lmmnn =  HmmSmn ~ Hnm5mn =  0,

получаем необходимое соотношение.

В результате уравнение (116) примет вид

(117)
о

Учитывая, что оператор р\ диагоналей, запишем уравнение (117) в виде

J  y ^ i 'Hmmnn(s)pnn(t — s)ds. (118)
dp,

д

Здесь

П т, „ (it) —  -  Д М

где мы учли, что (P L )mmtp =  L mmip. Ядро интегрального уравнения (118) 

удовлетворяет правилу сумм

Е « ™  (») =  0. (119)

Д ля доказательства соотношения (119) распишем его в явном виде

£ W _ M  —  £  -  P ) b ] _  =

- Е Е
n abcd(c--̂ d)



(оператор Р  вы деляет диагональную часть, а  (1 — Р )  -  недиагональную часть 

любого оператора).

Теперь, суммируя по п , имеем

Е  a * » = Y . H *'s* ' - ' i 2 H"dS™ -, H °‘ - H “‘ = 0'

Используя правило сумм (119), получаем

Е  И — М  =  - « _ ( » ) •  (120)

Соотношение (120) позволяет записать основное кинетическое уравнение (118) 

в следующем виде:

=  /  J ]  Wmmnn(s) fo » ( t  -  в) -  pmm (t ~  s)] ds. (121)
о "5fcn

Уравнение (121) представляет собой точное уравнение. Уравнение Паули мож­
но получить из (121), если ограничиться в интегральном ядре членами второ­

го порядка малости по взаимодействию. Гамильтониан рассматриваемой си­

стемы имеет вид Н  =  Щ  +  H i, где H i  -  малое возмущение. Тогда и оператор 

Лиувилля можно представить в аналогичном виде

L  =  Lo +  L \ .

Теперь ядро уравнения (121) мы можем представить как

« _ М  =  -  [ ( to  +  A l)e -“ <1-™ I"+ I‘)( l - P ) ( b o + l i ) ] _ .  (122)

Учитывая явный вид оператора Lo, формулу (122) можно упростить. Имеем 

(L0)mmm,„, =  (Н0)тт, 6тп, -  (Н 0)пт, 6тт, =

=  EmSmm'Smn' ~  Е т6тп-6тт' =  0, 

где Е т -  собственные значения невозмущенного гамильтониана:

Н 0 | т )  =  Е т | т ) .

Аналогично показывается, что

( io ) mm-„„ =  0 .
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Тогда ядро  H mmnn(s)  примет вид

и m„„„ (s ) =  -  [ i 1e - “ <1- p>lI "+I >l(l -  P )L i]

Поскольку ядро уж е содержит множители второго порядка по взаимодей­

ствию, в операторе
T (s )  =  e-^~ n(L o+ L i)  

можно пренебречь взаимодействием в экспоненте, положив его равным 

T°(s) =

Кроме того, нетрудно доказать следующие соотношения:

Р Ь 0 =  U P  =  0.

Действительно, в тетрадном представлении произвольный матричный эле­

мент оператора P L о можно записать как

{PU)mnm,n> =  (L0)mnm,n, =  0.

Аналогично показывается, что и U P  =  0- Теперь оператор T °(s) примет вид 

Г °(5) =  e~isL°

К ак обычно операторное выражение понимается в  смысле разложения в ряд 

Тейлора

Х°(») =  е - " 1» =  1 -  ------>'-М)------------

Принимая во внимание соотношения

(Ы тпт'п' =  (Я т  ~  Е п)6тт.6пп;

(Ео)тпт'п' =  LomnabUabm'n1 =

=  £ ( е го -  г у а а д а  -  а ) а л »  =  ( а ,  -  ч ' и . ' .
ah

можно записать произвольный матричный элемент оператора T ° (s )  в тетрад­

ном представлении как

(T °)w „, =  e~isWm’‘6mm<5nn',

где и)тп =  Е т — Е п.



Тогда ядро интегрального уравнения (121) во втором порядке по взаи­
модействию принимает вид

Кгт» =  -  [w * (» )( l  -  P)Li]mmm =

-  -  Е  <*>>—  С1*)—к1 -  -
=  -  Е C^'Omnuji (L l)a b m ~

abcd(c^d)

abed (pjtd)

=  -  E № .& . - * & « « . ) ■  (123)
at (a;£b)

В правой части уравнения (121) суммирование производится при условии 

т  ф  п . В этом случае для  яд р а  интегрального уравнения 'Н®%7ппп из (123) 
получаем

<**. = КА* +<?“-) ( “ Ф »)-
В результате основное кинетическое уравнение приводится к  следующему:

t

% Г  =  Е /  К » ! ’ +  е“ "™) ("”"(* -  *) -  А ~»(‘ - » ) ! * ■  (124)
пфт q

При п  =  т  в правой части уравнения (124) выражение в фигурных скобках 

равно нулю, поэтому мы можем без всякого ущерба при суммировании по п  

включить в сумму слагаемое с п  =  т .

Работая во втором приближении по взаимодействию, мы можем заме­

нить в подынтегральном выражении в правой части уравнения (124) диаго­

нальные элементы матрицы плотности медленно меняющимися амплитуда­

ми:

Pnn(t - s )  =  pnn{t.), pmm(t -  s )  =  pmm (<).

С  учетом сделанных упрощений д л я  уравнения (124) получаем

= Е К«? - л-(‘» /  +е“"~) *• <125>
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Теперь интеграл по времени в правой части уравнения (125) легко вычисля­
ется

+ ds т _ jê „ds =

Введем вероятность перехода из состояния п  в  состояние т  в единицу вре­
мени

г^М  = |Д^|а2а‘°"""(-
При t  —* оо вероятность перехода становится не зависящей от времени, при­
нимая вид

Гт п (<) =  2тг |Я ^ П|2 6 {Ет -  Еп), 

или с  учетом постоянной Планка

Теперь уравнение (125) окончательно принимает вид уравнения Паули 

=  ] Г г гоп (pm (t) -  .

З а д а ч а  3 . Рассмотреть кинетику спонтанного коллективного излучения 

или сверхизлучения Дикке д ля сосредоточенной системы двухуровневых из­
лучателей [8,9].

Р еш ен и е

Рассмотрим макроскопическую систему двухуровневых атомов, взаимо­

действующих с квантовым электромагнитным полем. Ограничимся рассмо­
трением случая, когда длина волны излучения двухуровневых атомов значи­

тельно превосходит размеры образца, в котором находятся излучатели (так 

называемая "сосредоточенная" или "точечная" модель Дикке). Рассмотре­

ние упрощенной модели позволит не принимать во внимание эффектов рас­

пространения излучения по образцу, а  такж е интерференции и  дифракции 

излучения отдельных атомов. Учет указанных эффектов принципиально не 

изменяет самого процесса коллективного спонтанного излучения или сверхиз­

лучения, а  д л я  образцов типа "карандаш а", у которых поперечные размеры
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гораздо меньше длины (а  именно такие образцы использовались и  в много­
численных экспериментах), может быть сведен, как было показано Ресауэ- 

ром и Таллетом (см. [8]), к  эффективному уменьшению числа излучателей. 

Гамильтониан рассматриваемой модели можно записать в виде (55).

Пусть р  -  статистический оператор всей системы, удовлетворяющий 

уравнению Лиувилля (104) с гамильтонианом (55). Введем редуцированные 

статистические операторы атомной подсистемы и электромагнитного поля 

Ра  =  S p p  р, p f  =  S p a  р • Ограничимся рассмотрением проблемы спонтанно­

го излучения системы при отсутствии в начальный момент времени макро­

скопической поляризации в атомной подсистеме. Тогда начальное состояние 

можно выбрать в следующем виде:

/>(0) =  рА(0) ®  Af(0),

где p f (0) =  |0) (0|. Перейдем к представлению взаимодействия с помощью 

унитарного преобразования

U  =  ехр [—£(Дд +  H p)t/H \.

В представлении взаимодействия уравнение Лиувилля для статистического 

оператора имеет вид

где
L (t)p  =  [H Af , р\/Н

и

Hit =  (126>
k,f

Здесь Кк =  П  -  и* и X ( t )  =  U ~ \ t )  X  U  (t) -  произвольный оператор в пред­

ставлении взаимодействия.
При записи формулы (126) мы учли, что

giftwfcojok а+ е-гКыка+ак _ а+ j
gihSloRf Д+ g— ihSlgRf _

Вводя проекционный оператор Р , мы можем переписать обобщенное уравне­

ние Цванцига (110) в представлении взаимодействия
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- P L ( t )  J  cis exp г ( 1 - Р )  J  L (t')d t' (1 -  P )L { t -  s )P p { t -  s (127)

Выберем проекционный оператор в виде Р  =  |0){0| spp. Нетрудно заметить, 

что этот оператор действительно является проекционным оператором, т.е. 
Р 2 =  Р  При вычислении операции Spp  по полевым переменным от стати­

стического оператора полной системы мы получаем редуцированный стати­

стический оператор атомной подсистемы рА

РА =  S p f  р ,

который позволяет вы числять средние значения для операторов, действую­

щих на переменные атомной подсистемы

( X A(t))  =  S p a s  Х а  p (t) =  SpA Х А S p F P(t) =

=  S p F X A pA(t) =  S p F X A(t) pA(t).

Нетрудно показать, что P L ( t ) P  =  0. Тогда обобщенное кинетическое уравне­

ние в  представлении взаимодействия (127) примет вид

1°) <°1 ~ £ г  =

)(°|/ ds sp p  L (t)  exp :(1 — P )  J  L(t')d t'

x L ( i - S ) | 0 ) ( 0 | ^ ( i - s ) -  ( 128)

Будем искать решение уравнения (128) с точностью до членов второго поряд­

ка малости по взаимодействию. Подынтегральное выражение уже содержит 

в качестве множителей операторы L (t)  и L ( t — s), пропорциональные малой 

константе взаимодействия. Поэтому в  разложении

ехр i( l  - Р )  J
по малой константе взаимодействия мы оставим только первое слагаемое, 

равное 1.
Теперь мы можем вычислить подынтегральное выражение в правой ча­

сти уравнения (128). Имеем

£ ( i  -  а) |0)(0 | й ( 4  -  а) =  [ЯЛГ(( -  s), |0)(0| M t  -  а )]/#  =



=  { Я а К *  -  s ) |0> (0| Ра (* ~ s ) ~  PA{t -  s) |0) (0| H AF{t -  s ) |  / f t  

(мы учли, что редуцированный статистический оператор pA{t — s)  комму­

тирует с  оператором 10 ) ( 0 1, действующим лишь на переменные поля).

Учитывая известные свойства операторов рождения и  уничтожения фо­

тонов

а * 10 )  =  | lfc) ,  о*: 10 )  =  0,

где | ljb) -  состояние электромагнитного поля с одним фотоном в  моде к, 

получаем

L ( t  -  s)  10 )  ( 0 1 pA{t -  s)  =  Y 2  gk/ h  | e~mk{t~s)R~  11*) ( 0 1 pA{t -  s ) -
k

- « « - ■ W l - s l l O K l . l S * )  (129)

Здесь мы ввели коллективные атомные операторы

л±= Е л/' л'= Е « ; -
S !

Подействуем теперь на выражение (129) оператором L (t) 

L ( t ) L ( t - s ) \ 0 ) ( 0 \ p A( t - s )  =

-  £ >  { e ~ '  ? - “ “ < * '«  I 0  ) ( 0  | R + R ^ t  -  s )  Sw +
kk'

+  e 1**1 R~ R~ f a ( t  -  s) [ | 2* ) ( 0 | 6kp+

+  0 1 ( 1 - f c )  ) -

-  f  R -  fa f  -  s) R + | h ) ( I f  I Sw -

_  е ш  д -  M t  _  s )  д + 1 h , ) ( i t  | J № +

+  e “ *' e - “ .•(•->! pA(t  -  s) R + R~ [ | 0 ) ( 2 , | Sw +

+  | 0 ) (. - -, 1*. • • ■, lft1, ■ ■ .| (1 -  fak-) ] +

-  e~ lltkl pA( t  -  s) R *  ЯГ | 0 ) { 0 | j  .

При вычислении операции spp  по переменным поля отличный от нуля вклад 

дадут лишь слагаемые, содержащие диагональные проекторы 10 )  ( 0  | и 

I lfc ) (1* [■ В результате имеем

SpAL ( t ) L ( t - s ) \ 0 ) ( 0 \ p A( t - s )  =
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=  5 2 9к/Ь2 {е“ *4 R + R  pA{t -  s )  -  e ~ iKkS R ~  pA{t -  s) R + +

+  e ~ tK”a pA(t  -  s) R + R~ -  e lKkS R~ pA(t -  s ) R + } .

Проводя под знаком следа циклическую перестановку операторов, последнее 

выражение можно записать в виде

S p A L ( t)L ( t  -  s) 10 )  ( 0 1 pA {t -  s) =

=  D +(s) [ R + R -, pA(t - s ) ] +  D - ( s ) [ pA(t  -  s ) ,R + R ~  ] ,

где

£ * (* )  =

Тогда обобщенное кинетическое уравнение д л я  редуцированного статистиче­

ского оператора примет вид

^ 2  =  j d , { D + ( s ) [ F , R - h < t - s ) ]  + 
о

+ D ~ ( s ) [ M t - s ) , R * R - ] } -  (130)

Д ля вычисления в явном виде интеграла по времени в правой части уравне­

ния (130) во втором порядке по взаимодействию воспользуемся марковским 
приближением

pA(t  -  s) OS pA(t),

i.e. заменим статистический оператор на его медленно меняющуюся ампли­

туду.

В марковском приближении уравнение (130) есть

^ Й = Г / 2 [ Л + , Л - й И ]  +  Г /2 [р л (1 ) ,К + Л - ] ,  (131)

где ^

Г =  2 J  0 * ( > ) *  =  ^ д Ц Л гЦ и к -  По)

(для времен l/Clo, для  которых только и справедливо обобщенное урав­

нение Цванцига, верхний предел в интеграле по s  можно заменить на оо). 

Коэффициент Г  =  1/то совпадает с вероятностью спонтанного излучения
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изолированного двухуровневого атома [8]. Тогда то -  время спонтанного из­

лучения изолированного атома. Перейдем в уравнении (131) к  представлению 
Шредингера. Воспользовавшись очевидными соотношениями

=

= </ЩНл,М т  +

+ Г /2  [ Я * , R~ M (t)  ] +  Г /2  [ « ( О ,  R *  Я -  ] ■ (132)

Исследуем теперь с помощью уравнения (132) кинетику атомной под­

системы. Вычислим среднюю коллективную полуразность населенностей си­

стемы двухуровневых атомов:

{*>(*)) -  Spa  {Л* Ш }  =  -  г  S pa  {Н+ R -  ш )  -  

=  -  Г  S p a  { Л+(() Л - ( ‘ ) /м (° )}  -  -  г (Л +(!) / Г  (<)) =

-  -Г (JV/2 +(«•(<))) -  г S(t),
где

(...) =  (...* (< !)), Э Д  -  £  Л / й ) .
/ / / '

Уравнение для (i?z(t)) получилось незамкнутым. Д ля коррелятора второю 

порядка из (132) можно получить следующее уравнение:

э д  =  2 Г  Y ,
)

Д ля тройного коррелятора с использованием (132) можно получить новое 

уравнение и  т.д. Обычно в теории сверхизлучения используют расцепления 

корреляторов второго порядка вида:

=  (133)

(в теории ферромагнетизма, как уже отмечалось выше, такое расцепление 

носит название расцепления Тябликова). В рамках расцепления (133) для 

корреляторов первого и второго порядков получаем замкнутую систему урав­

нений
{.Rz (t )> =  -  Г  (N /2  +  <Я*(<)>) -  Г S (t) ,



5 (f) = 2 Г  S. (134)

Найдем приближенное решение системы уравнений (134). Предположим, что 

в начальном состоянии все атомы возбуждены, т.е. (i?z(0)) =  N /2 , но ма­

кроскопическая поляризация отсутствует, т.е. дипольные моменты атомов не 

скоррелированы (5 (0 ) =  0). В этом случае второе слагаемое будет давать 

вклад только на достаточно больших временах t  ~  tp ,  где t p  называется 

временем задерж ки сверхизлучательного импульса. Коррелятор 5  на време­

нах порядка времени задерж ки пропорционален квадрату числа излучателей 

IV2, в то время как (R 2) пропорционально N . Тогда для времен t  ~  tp  система 

уравнений (134) принимает вид

(Л 2) »  - Г 5 ,  5  =  2 Г 5.

Откуда ( R z) 2 +  S  — const =  N 2/ 4 и  5 (f) =  N * /4 —(R z)2. Тогда д л я  величины 
(Л2) из системы уравнений (136) мы можем получить замкнутое кинетиче­

ское уравнение вида

(Л2) =  -  Г  (N /2  +  (Л2)) -  Г  {N 2/ 4  -  (Л 2)2). (135)

Решение уравнения (135) есть

(ш)
где Тд =  (1 4- N ) / Г  -  время коллективного излучения или сверхизлучения, 

tD =  t r  I n N  -  время задерж ки сверхизлучательного импульса. Имея реше­

ние (136), нетрудно вычислить интенсивность сверхизлучательного импульса 

7(f). Действительно, из закона сохранения энергии полной системы "атомы +  

фотоны":

I ( t )  =  j t  2  hu)k (a t  ak) =  (R z(t))  =

4 tr  2 tr

Главной особенностью интенсивности является то, что на временах f  ~  tp  

она пропорциональна не числу излучателей N  (как при обычном спонтанном 

излучении), а  квадрату числа излучателей N 2, что свидетельствует о коллек­

тивном когерентном характере излучения. Такое явление получило название 

сверхизлучения Дикке.

З а д а ч а  4 . Исследовать динамику моды квантового электромагнитного 

поля в неидеальном резонаторе при наличии утечки фотонов (1,2).



Решение

Рассмотрим теперь квантовую систему, которая состоит из подсистемы 

с небольшим числом степеней свободы (статистический оператор р$) и термо­

стата в состоянии термодинамического равновесия с чрезвычайно большим 

числом степеней свободы (статистический оператор р?) М ежду подсистема­

ми существует слабое взаимодействие. Если такая система выведена из по­
ложения равновесия, то можно считать, что в  процессе эволюции состояние 

термостата не изменяется, т.е.

P r(t) =  p r{  0).

В качестве примера указанной системы можно рассмотреть моду кван­

тового (лазерного) электромагнитного излучения в  неидеальном резонаторе, 

который выступает в качестве термостата. Гамильтониан такой модели имеет 

вид

H  =  H s  +  H t  +  H s t - (137)

Здесь Н$ =  Ш а + а  -  гамильтониан моды поля в резонаторе с собственной 

частотой Q, а +(а) -  оператор рождения (уничтожения) ф отона моды поля, 

Н х -  гамильтониан термостата (резонатора), явный вид которого знать нет 

необходимости (вид гамильтониана будет определять значение константы за­

тухания в кинетическом уравнении для статистического оператора поля). 
Пусть известны собственные значения гамильтониана H j

Н т \п )  =  Е п \ п ) ,

и пусть статистический оператор термостата в равновесном состоянии соот­

ветствует каноническому распределению Гиббса

рт =  Q - le~HTlkT, (138)

где статистическая сумма

Q  =  S n  е - Ы *  =
Слабое взаимодействие между подсистемой и термостатом выберем в

виде
Н$т =  А(о+ +  а) В ,
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где В  -  оператор, действующий только на переменные термостата и ком­
мутирующий с операторами а + и а, а  Л -  малая константа взаимодействия. 

Введем д ля подсистемы S  редуцированный статистический оператор

ps (t) =  S p r  p it),

где операция S p r  берется по переменным термостата. Статистический опе­

ратор p s(t)  позволяет вычислить среднее значение для любого оператора, 
зависящего от переменных подсистемы S

(X s )  =  Sp s,r  X s  p (t)  =  S p s  X s  ps(t)-

Начальное состояние рассматриваемой системы описывается статистическим 

оператором р(0):

р(0) =  ps {0) <8> рт,

где рт имеет вид (138).

Перейдем для описания динамики системы, как  и в предыдущем при­

мере, к  представлению взаимодействия, вводя унитарный оператор U {t), рав­

ный

U (t)  =  e x p [ - i  (H s +  H r)t].

В представлении взаимодействия гамильтониан системы (137) примет вид 

H sr  =  X ( e iSlta+ +  e - i n t a) B (t) .

Здесь мы учли, что

g ift.fiо+о а+ g -iftfia+а _  g iftfi д+

и ввели обозначение

B (t)  =  e iH l/ht B e ~ iH r/ni.

Матричные элементы оператора B ( t ) имеют вид

B(t)m n =  e iuJmnt B mn, (139)

где uimn =  (E m  -  E n)/h .

Обобщенное кинетическое уравнение для рассматриваемой системы в 

представлении взаимодействия можно записать в  виде (127). Выберем про­

екционный оператор в виде:

Р  =  рт S p r  =  <Э-1 ехр(—Н т /кТ ) S pr- 
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Тогда уравнение (127) во втором порядке по взаимодействию д ля рассматри­
ваемой модели примет вид

^ f  =  - J ds  Ч т ~ т  -  s) p r p s ( t  - s )  =  
о

=  -  J  d ti sp r  L (t)  L ( ti)  рт p s{ ti) . (140)

где

Ш = [ Н з т , . . ]  / Й 

-  оператор Лиувилля в представлении взаимодействия.

Д ля p{t) мы имеем задачу Коши с начальным условием при to =  0 сле­

дующего вида: p(to) =  pi(to)- При такой постановке задачи выделяется неко­

торый начальный момент времени to, д ля  которого отсутствуют корреляции. 

От такого произвольно выделенного начального момента времени можно из­

бавиться, переходя к  пределу to —* —оо. Предполагается, что в этом пределе 

влияние начального момента времени to, а  именно влияние специального вы­

бора p(t)  в момент to (p(to) =  p i ( to ) ) н а  статистический оператор, исключат 

ется.

Если нижеследующие пределы существуют, справедливо соотношение 

о о

 ̂lim  /( to )  =  lim^ £ J  eet' f ( t ‘) d t' =  / ( 0 )  — lirn^ eet' f i t ' )  dt'

или более слабое соотношение
о о  о

^lim i  J  f { t ) d t =  limo J  eet' f { t ' )  d t' =  / ( 0 )  -  lim.Q J  est' f" { t ')d t '
- T  -oo -oo

(теорема Абеля). Переходя в обобщенном кинетическом уравнении (140) к

пределу to —* — оо с учетом этих соотношений, получаем

— ■=  lim  f  d ti ее(-и ~г) S p r  L ( t)  L {h )  рт p s (h )  =  
a t  e-+o J

=  — lim  I  ds e~cs S p r L { t)  L {t — s ) рт psi* ~  s )- (141)e->+0 j
0
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Теперь вычислим подынтегральное выражение в правой части уравне­

ния (141). Имеем

L (t)  L ( t  -  $) ртP s(t ~ s )  =  | я 5 («) H sr{ t  -  s ) p r p s ( t  -  s ) -

~  H s r ( t  - s ) p r p s ( t -  s ) H s r  -  H sr ( t)  p T p A ( t -  s )H sr{ t - s ) +

+Pt  Ps{t — s ) H s r ( t  — s) H sr ( t)  |  /  ft2- (142)

Подставляя в формулу (142) явны й вид гамильтониана взаимодействия, мы 

получим в результирующем выражении два типа слагаемых, содержащих 

произведения бозевских операторов а+а  ( а а +) и  а  а  (а+ а +). Слагаемые, со­

держащие произведения тип а а+ а+ или а  а, являются быстро осциллирующи­

ми во времени и  называются нерезонансными членами, а  слагаемые типа а + а  

или а а + являются медленно меняющимися функциями времени и называют­

ся резонансными членами. В этом свойстве резонансных и нерезонансных 

членов легко можно убедиться, если использовать представление Гейзенбер­

га. В этом представлении операторы являются функциями времени, а  стати­

стические операторы от  времени не зависят. В нулевом по взаимодействию 

приближении операторы а+ и о  в  представлении Гейзенберга осциллируют 

на частоте fl:

«(<) «  a + (i) =  а+ (0 )еи *.

Тогда в нулевом приближении произведения о+ а и о а + вообще от времени 

не зависят, а  произведения а+ а+ к. а  а  осциллируют н а  удвоенной частоте 

2 П. При учете взаимодействия резонансные члены будут медленно меняю­

щимися функциями времени, а  нерезонансные по-прежнему останутся быст­

ро осциллирующими функциями времени. Вычисление интеграла в правой 

части уравнения (141) производится по временам, большим времени осцил­

ляций моды ~  I /O , и поэтому вклад в интеграл нерезонансных слагаемых 

будет равен нулю.

Оставляя в  (142) лишь резонансные слагаемые, получаем

L {t) L ( t  s) рт Ps{t -  з) =

-  ^  { я й  B ( t  -  s)  п  [е‘°* а+ а +  е аа+] p s i f  -  s ) -  

- B ( t  -  s )  ртB { t)  [e-< n sa +p s ( * - s ) a  +  e , n s a A s ( f - s ) a +] -  

- B ( t )  p r B ( t  -  s )  [еш * a+ps (t  — s ) а +  е~ Шв a p s ( t  -  s) a+] +
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+ртB ( t  — s ) B ( t ) p s ( t  — s) [e *n * o + a  +  e , f ts o a +] | . (143)

Вычислим теперь S p  по переменным термостата от выражения (143). Учи­

тывая, что под знаком шпура можно д елать циклическую перестановку опе­

раторов, а  такж е принимая во внимание формулу (139) для  матричных эле­

ментов оператора В ,  получим

S p r  B ( t)  B ( t  — s ) p r  =  S p r  B ( t  — s) рт B ( t)  =

= £ | B nm|2

S p T рт B ( t  -  s)  B (t)  =  SpT B (t)  p r  B ( t  -  s )  =

- £ | B nm\2 e - i“™ s Q - 1 e - E" 'kT.

Тогда

S p r  L (t)  L ( t  - s ) p r  p s ( t  ~ s )  =

=  « № ( ( - » ) ] +  

+ е г(штп-П) s[0) a + +  e - t  _  S) a> a +] +

+ e - i{Um’'+a)s[ps ( t  -  s) o+ ,o] | .

Подставляя полученное выражение в кинетическое уравнение (141), по­

лучим окончательно с учетом формулы Сохоцкого

lira [ dse-‘‘ e-*-*â  = iV ^  +  пJ (a w  +  S1)£-+0 J + П
О

в представлении Ш редингера кинетическое уравнение вида

^  № ,  As] =  - v  [p s«+ , а ] -  и  [a+, ap s \ -

- 6  [ps a , a +] -  <5 [a, a + ps] • (144)

Здесь знак V  означает операцию вычисления интеграла в смысле главного 

значения.

При вычислении коэффициентов v  и 6  в уравнении (144) суммирование 

по п , т  можно провести путем перехода к  интегрированию с  использованием 

плотности состояний термостата D (E ):
00 00 

£ ( . . . ) - J  dEn D(En) J  dEm D(Em)  ( . . . ) -
тп о О
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-  j  d(huj) J  d E D ( E  +  K u / 2) d ( E - K u : / 2 )( ...)+
0 ftw/2

0 oo

+ J  d{Huj) J  dED{E + hw/2)d{E-tw/2){...)
-ho ,/ 2

С учетом того, что

7  - h u ,/k T  / д \ 2
V J  / О я 0 ,

где ^

С И  =  ейш/2кг J  dED{E + Hw/2)d(E-tkj/2)x
Ко,/2

х  |В ( £  +  ftw /2 , Е  -  Пи>/2)|2 е~Е^кТ, 

получаются следующие выражения д ля коэффициентов и  и 6  :

с : ш ‘

S =  e - , n / ,T  V. (145)

Правую часть уравнения (144) для  ps, которая называется дисссипативным 
членом, нельзя представить в форме [if, ps], так  что влияние термостата не 

может быть выражено через некоторый эффективный гамильтониан. Из-за 

наличия диссипативного члена уравнение для ps  оказывается неинвариант­

ным относительно обращения времени и, следовательно, описывает необра­

тимый процесс.

Исследуем н а  основе уравнения (144) кинетику средних

(a+ (t)> =  Sp s  {ps(* )a+}

(n (t))  =  S p s  {ps{t)  a." a )  , 

где n  =  a + a  -  оператор числа фотонов в моде квантового поля. Уравнения 

для этих величин легко получаются из (144)
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Решения последних уравнений есть

(«+(()> - { « +(0)>е“ “ - М < ,

« г »  =  (»(0)> е - 21- ' ) *  +  ̂ |  ( l  -  ■

Постоянные, характеризующие влияние термостата, можно интерпретиро­

вать следующим образом. Величина и  — 6  соответствует коэффициенту по­
глощения фотонов, а  функция

представляет собой среднее число квантов в моде резонаторного поля при 

температуре термостата, определяемое распределением Бозе.

Заметим, что в квантовой оптике уравнение (144) обычно записывают 

так, что оно содержит одну константу затухания. Используя соотношение 
(145), введем новую константу затухания 7  следующим образом:

5 =  ^ 7  йо, v =  ^ 7 ( п 0 +  1).

Тогда уравнение (144) можно переписать в виде

9-Ш = г П Ы ^ а } -

~ \ ч  {” 0 ( a a +P s(t) ~  2 a+ ps { t)a  +  ps { t)a a +) +  (146)

+ (n 0 +  1) (  a+ a  ps {t) -  2 a  ps {t) a+ +  P s(t) a+ a ) } , 

где мы такж е учли, что [p s ( i) , H s\ =  Ш [рз(£), a +a].

З а д а ч а  5. Исследовать кинетику одномодового лазера на двухуровне­

вых активных атомах [2,5-7].

Р еш ен и е

Рассмотрим открытую систему, состоящую из N  двухуровневых атомов, 

взаимодействующих с модой квантового электромагнитного поля в  неиде­

альном резонаторе. Активные атомы и мода излучения взаимодействуют с 

некими резервуарами энергии (термостатами). В качестве таких резервуаров 
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могут выступать: резонатор, внешнее электромагнитное поле (в частном слу­

чае вакуумное) и  т.д. Считается, что состояние каждого резервуара является 

стационарным, но необязательно равновесным. Явная ф орм а гамильтониана 

резервуаров, как  и в предыдущей задаче, нам не понадобится. Будем лишь 

предполагать, что резервуары статистически независимы, т.е. их полный ста­

тистический оператор имеет вид произведения

РТ = Р<Р Ц рт\
S

в котором р р  и  р р  -  статистические операторы термостатов (резервуаров), 

взаимодействующих с полем излучения и / - м двухуровневым атомом.

Гамильтониан рассматриваемой модели с учетом резервуаров, как и в 

предыдущей задаче, можно выбрать в виде (137). Гамильтониан Н $  теперь 

может быть записан как  сумма

H s =  H F +  H A +  H AF. (147)

Здесь Н р  =  h£la+ а  -  гамильтониан моды поля в резонаторе с собствен­

ной частотой ft, где а+(а) -  оператор рождения (уничтожения) ф отона моды 

поля, Н а  =  53 H f„  где Н / =  К1$Щ  -  гамильтониан свободного /-го  двух­

уровневого атома и H a f  =  53 H f j  =  53 +  9 /Щ а+) ~  гамильтониан

взаимодействия двухуровневых атомов с  модой резонаторного поля (одномо­

довый гамильтониан Дикке). Д л я  простоты будем считать, что полевая мода 

имеет форму бегущей волны. Тогда амплитуды взаимодействия <?/ различат 

ются только фазами

9 f =  9em ,

где д -  действительное число.
Гамильтониан, который описывает взаимодействие излучения и актив­

ных атомов с другими степенями свободы, запишем в виде

H ST =  ff£ >  +  ffg> . (148)

Здесь слагаемое Н р !  описывает взаимодействие с термостатом моды резо­

наторного поля. Его мы выберем, используя модель линейного затухания 
Н р  =  (аВ + +  а+В ) ,  где В  -  некоторый оператор, действующий на вол­
новые функции резервуара. Д ля единообразия при описании взаимодействия



подсистем с термостатами мы выбрали гамильтониан -Нд? более общего вида, 

нежели в предыдущей задаче. Взаимодействие активных атомов с резервуа­

рами описывается оператором

H s r  =  X I  ̂ S T / =  Х ^ /  ̂ /  +  Яу Ay +  # /^ / ) >  (149)
/  Г

где (Ау)+ =  A J  и (Л ))+ =  A j .  Б ез ограничения общности можно считать, 

что операторы резервуаров удовлетворяют соотношениям

{ A f)T =  <A})T =  0.

Процессы, описываемые гамильтонианом (149), имеют простой физический 

смысл. Слагаемые с А * в (129) соответствуют безызлучательным переходам 
активных атомов (или излучательным переходам в моды термостата, см. за­

дачу 2 для самостоятельной работы), а  слагаемые с A j  описывают модуляцию 

частоты перехода, обусловленную влиянием резервуара. Константы взаимо­

действия включены в  операторы резервуаров.

К ак и  в предыдущей задаче, предположим, что взаимодействие моды 

поля и  активных атомов со своими резервуарами является слабым и  может 

быть учтено в кинетических уравнениях во втором порядке по взаимодей­

ствию. Фактически это предположение означает, что соответствующие вре­
мена релаксации поля (тр) и атомов (ту) достаточно велики, т.е. тр Л  1 

и Tf Оо 1. Д ля реальных лазеров с высокой добротностью эти условия 

всегда выполняются. Будем такж е пренебрегать влиянием взаимодействия 

между полями и атомами на релаксационные процессы, обусловленные вза­

имодействием с резервуарами.

В рамках сделанных приближений задача о динамике одномодового ла­

зера в математическом смысле эквивалентна предыдущей задаче. Поэтому 

для рассматриваемого случая мы можем использовать кинетическое уравне­

ние вида (141) с подынтегральным выражением вида (142). Используя вы­

ражения (147) -  (149) для  гамильтонианов H s  и Н$т и  переходя к представ­

лению Ш редингера, мы можем получить из (141) обобщенное кинетическое 

уравнение для редуцированной матрицы плотности p s  подсистемы "атомы +  

мода резонаторного поля "вида

d p s jt)  _  ( d p s ( t) \  ' г - '  / dp s jt ) \

d t \  Ot J F d t  ) f '
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( ж )  , ~ h  /1 '*“■ {5» { я£ ,< ’(‘>)й-}№+

+  f f g < i , ) W w (( i) f ig > } }  , (150)

( яг) = ~ h  / 1 dtl {5» ( я й;я й!(‘1 )w }«+

+ A sS 'P t{ # 5 ^  (tO-^ST Л 1} -  

- м я ^ р ^ я ^ ) + H ^ p r p s i m ^ ] } } . a s i )

Поскольку мы пренебрегаем влиянием взаимодействия между полем и атомам- 

ми на процессы релаксации, обусловленные резервуарами, гейзенберговские 

операторы Я $у (fi) и можно записать как

я£ > (1 ,)  =  e - “ >aB+ (t,)  +  e 'M 'a+ B fa ),

Подстановка этих выражений в уравнения (150), (151) позволяет исключить 

переменные термостатов. Соответствующие вы кладки проводятся совершен­

но аналогично выкладкам из задачи 4. Д ля простоты будем считать, что 

статистический оператор полевого резервуара соответствует состоянию 

равновесия при температуре Tf . В таком случае уравнение (150) приводится 

к виду, аналогичному уравнению (146)

( ^ ) г = >ДпЖ )А*«Ь

~ \т  { n o ( a a + Ps{t) -  2 a + ps ( t ) a 4- p s ( t ) a a +) +  , (152)

+ (no  +  1) ( a + a  p s( t)  -  2 a p s (t) a+ +  p s ( t)  a+ a ) } .

Формула (152) отличается от (146) видом первого слагаемого в правой части, 
что связано с выбором гамильтониана Н§%! в более сложном виде и неком- 

мутируемостью операторов В  и В + Сдвиг частот Д П  в формуле (152) опре­

деляется формулой

Д П  =  П - 1  Im  j
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При вычислении вклада от взаимодействия атомов с  резервуарами оста­
вим только корреляционные функции {A +jA f { t i ) ) T  и {A~j(t\)A+} )T , описыва­

ющие "резонансное1' взаимодействие между активными атомами и резерву­

арами. Тогда выражение (151) сводится к

( S ( | g ) )   ̂ =  1Дц да(( ) '  _  у ±  ( i p s (t) -  Щ Ш Щ  J  _  (153)

-7 г  1 Щрв№, - 5 {Щ ps{t) +  ps(t)Rf) - ЩрзЩЩ)  “

-7 1  {  J  +  Щ р в ( Щ  -  ^  (R )p s ( t )  +  p s (t)R ‘j )  -  R jp s ( t ) R }  )  . 

Величина Лш  определяется как

о

Л Ж 1- щ  1"> /  d le < ^ > ‘( (A * A y (t)  +  A j m p ) T

и представляет собой поправку к  частоте атомного перехода. Релаксационные 

параметры определяются выражениями 

о

7Т =  |  Re |  d te < W ( ( A } A J ( t ) ) T ,

I V  У, И' /  d t e < W ( ( A j ( t ) A p T ,

О

7 i  =  j ( 7 t  +  7 l)  + ^ Re J
Решения уравнений весьма сложны, поэтому мы лишь выясним физический 
смысл входящих в них релаксационных констант. Если предположить, что 
каждый атом взаимодействует только со своим термостатом, то д ля  матрич­

ных элементов редуцированной матрицы плотности / - г о  атома из (152), (153) 

легко можно получить следующие уравнения:

^  =  - ^ | ®  =  - 7 t M ? W + 7 l 4 ? ( l ) ,  (154)

= ^ а ,+ т № щ - 1 м § Щ -  т



Из уравнений (154), (155) видно, что релаксационная константа 7 Т определяет 
скорость переходов и з основного состояния атомов в возбужденное состояние 

под действием резервуара. Константа 7j определяет скорость затухания воз­

бужденного состояния. Наконец, член с константой поперечной релаксации 

7i  описывает затухание квантовой когерентности между различными кван­

товыми состояниями атома.

Найдем стационарные решения уравнений (154), (155). Учитывая усло­

вие нормировки 4- Р22 — 1> получаем стационарные матрицы плотности 
двухуровневых атомов

.(/)  _  71 (/) _  7Т (/) _  (/) _  0
Р п  ~  7|| > Р22 ~  > Р12 ~  Р21 ~  и>

где 7 ц =  7f  4- 7 j  - константа продольной релаксации. Величина

л _  „(/) .(/) _  (7т -  7 i)
До -  Р п  ~  Р п  ——

называется параметром накачки. Д ля возникновения лазерного эф ф ек та  необ­

ходимо, чтобы величина До была положительной. Если предположить, что 

состояние атомных резервуаров характеризуется некоторой температурой, то 

для параметра накачки можно получить простое выражение

(15б)
Параметр накачки положителен, если температура атомных резервуаров от­

рицательна. Состояние с отрицательной температурой является неравновес­

ным и может быть реализовано только в открытой системе благодаря потоку 

энергии от других систем. В реальных лазерах неравновесное стационарное 

состояние обеспечивается накачкой.

4.2. З а д а ч и  д л я  са м о с т о я т е л ь н о й  р а б о ты

1. Вывести из уравнения Лиувилля с источником (И З) обобщенное урав­

нение Цванцига.

2. Используя метод проекционного оператора, вывести основное кинетиче­

ское уравнение двухуровневого атома в неидеальном резонаторе, если неиде- 
альность резонатора обусловлена спонтанным излучением атома в  моды внеш­
него термостата. Гамильтониан взаимодействия атома с термостатом выбрать



в виде [5-7]:

где (рк) -  операторы рождения (уничтожения) фононных мод термостата. 

Термостат находится в вакуумном состоянии.

3. Записать обобщенное кинетическое уравнение Цванцига (110) в пред­
ставлении взаимодействия.

4. Вывести формулу (156) для  параметра накачки одномодового лазера.

5.* Используя метод проекционного оператора, вывести уравнения Блоха 

для релаксации системы спинов 1 /2 [4].
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Заключение

Таким образом, в настоящем учебном пособии представлены материалы д ля 

самостоятельной работы студентов физического факультета при изучении 

курса неравновесной статистической физики. В силу ограниченности объема 

в пособии не рассматриваются некоторые широко известные методы нерав­

новесной квантовой статистики: неравновесного статистического оператора 

Зубарева, температурных мацубаровских функций Грина, исключения бозон­

ных переменных и некоторые другие. Указанные методы подробно изложены 

в монографиях, указанных в  списке литературы к  лекционному курсу. Ме­

тоду исключения бозонных переменных будет посвящено отдельное учебное 

пособие, подготовленное в издательстве "Самарский университет".
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и ее приложений к физике твердого тела и квантовой оптике.


