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ВВЕДЕНИЕ 

Математические модели контурных систем создаются при решении различных 

по содержанию задач теоретической механики, теории механизмов, систем 

управления, теории размерных цепей и других теоретических и инженерных 

дисциплин. 

Контурные системы рационально моделировать векторными моделями, 

используя стандартные векторные блоки(модули). 

Практический интерес для разработки методики композиции механизмов 

представляет модульное моделирование механизмов, которое является развитием 

метода векторного замкнутого контура, известного в нашей стране, как метод  

В. А. Зиновьева [1], [2] и получившим дальнейшее развитие Б.П. Семеновым, 

внесшим большой вклад в создание теории векторного моделирования. [3]-[7]. 
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1. МОДУЛЬНЫЙ МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОГО  

МОДЕЛИРОВАНИЯ КОНТУРНЫХ СИСТЕМ 

Модульный метод математического моделирования контурных систем, 

позволяет создавать для существующих и возможных рычажных механизмов 

математические модели в виде систем векторных замкнутых контуров, которые при 

решении многих научных и инженерных задач могут компоноваться из 

стандартных плоских и пространственных векторных блоков /модулей/. 

Переход от кинематической схемы конкретных механизмов к их векторным 

моделям представляет практический пример углубления уровня абстракции  

(Рис. 1.1). 

 

 

а) б) 

Рис. 1.1 Структурная схема механизма и  

соответствующий ей векторный контур 

Совершенствование аналитического аппарата векторных моделей привел к 

формированию стандартных расчетных векторных блоков(модулей), допускающих 

возможность компоновки кинематических и динамических моделей различных по 

структуре механизмов. Практическую ценность для подобных поисковых работ 

представляют методики структурного синтеза механизма по кинематическим и 

динамическим критериям оптимизации. Общие методы исследования механизмов 

должны учитывать многообразие механизмов и задач их исследования.  
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Многообразие механизмов определяется теоретически неограниченным 

множеством структурных и кинематических схем, для каждой из которых есть 

множество вариантов конструктивной реализации. 

Многообразие задач расчета (исследования) механизмов определяет 

существование двух задач теории механизмов и машин - анализа и синтеза, а также 

множество вариантов постановки конкретной задачи исследования. 

Традиционно существуют три синтеза, которые, как правило, проводятся 

последовательно. Структурный синтез - определение структуры механизма 

подходящей для выполнения заданного назначения. Кинематический синтез - 

определение параметров схемы по заданным кинематическим свойствам. 

Динамический синтез - определение параметров схемы по заданным динамическим 

свойствам. 

Динамические модели механизма создаются на основе кинематических 

моделей, аналитический аппарат которых отличается большим многообразием. 

Однако на этапе эскизного проектирования механизма, предназначенного для 

решения определенной задачи с учетом габаритных, кинематических, 

динамических и прочих ограничений, часто бывает, не известна его структурная 

схема. При выборе принципиальной и структурной схемы анализируются 

прототипы - механизмы, используемые в других отраслях техники, источники 

патентной информации и т.д. Выбор вариантов для эскизной проработки 

проводится чаще всего путем субъективных качественных оценок. 

Как правило, кинематический синтез механизма рассматривается как выбор его 

кинематических параметров при наличии различных ограничений или условий, 

например, достижения коэффициента изменения скорости хода ведомого звена 

механизма, равного отношению промежутка времени холостого хода к промежутку 

времени рабочего хода. Основными задачами проектирования механизмов с 

низшими парами являются задача об осуществлении заданного закона движения и 

задача о достижении заданной траектории. 

Кинематический и динамический синтез механизма, при заданной структурной 

схеме, и структурный синтез, как по кинематическим, так и по динамическим 

условиям, можно рассматривать, как частные случаи композиции механизмов - 
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поиска механизмов с требуемыми функциональными свойствами при заданных 

ограничениях. 

Наиболее сложной задачей композиции является задача структурного синтеза 

механизма с требуемыми характеристиками при геометрических и динамических 

ограничениях. 

Общие методики композиции механизмов определяют необходимость 

разработки математического аппарата для всех класса механизмов. Однако 

достаточно широкое практическое применение могут иметь и методики композиции 

механизмов второго класса. 

Кроме того, при проектировании приходиться анализировать различные 

аспекты, сопутствующие основной задаче композиции механизма. Например, при 

проектировании авиационных механизмов приходится учитывать, как 

кинематические и динамические характеристики, так и геометрические 

ограничения, как на общие габариты, так и на зоны возможных перемещений 

отдельных его деталей. Учет внешних факторов при создании механизма может 

привести к необходимости размещения его частей в плоскостях, не 

соответствующих базовым координатным плоскостям (XY, YZ, ZX общей системы 

координат механизма), иногда возникает необходимость дополнительных 

перемещений отдельных звеньев или точек не связанного с общим движением 

механизма. Иногда требуется получить значения относительных перемещений, 

например, груза или створки люка относительно неподвижных плоскостей или 

элементов летательного аппарата. 

Проведение различных расчетов при анализе и синтезе механизмов, а также 

различных сопутствующих им задач, удобнее всего проводить в рамках одной 

математической модели. Можно почти любой класс задач, любые машины или 

физические процессы, траектория движения каких-либо тел, задачи точности или 

надежности, возможно, описать математической моделью с любой точностью, 

достижимой на данном этапе развития науки. Но описание каждой конкретной 

задачи или системы приводит к значительным затратам труда ученых и инженеров, 

да и не дает возможности оценить отличающиеся, иногда даже незначительно, 

объекты. На практике возможность точного моделирования процесса, как правило, 
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игнорируется, и исследуются лишь частные задачи кинематики и динамики 

механизмов с идеальными звеньями и связями без учета деформации, процессов 

трения, износа, температурных деформаций и т.д. Поэтому только достаточно 

глубокий уровень абстракции позволяет увидеть общность систем или задач при 

всех их различиях. 

Векторные контуры, позволяют моделировать большое множество механизмов 

(см. работы [5]-[8]), потому метод модульного моделирования представляется 

перспективным, в частности, применительно к задачам динамического синтеза 

механизмов. 

 

1.1.  Основные понятия векторных моделей 

Вектор - направленный отрезок, характеризуемый длиной и углами 

направления. В плоскости основными параметрами вектора являются длина ri и 

угол направления i (Рис. 1.2.а), а в пространстве основными параметрами вектора 

являются длина ri, угол возвышения над плоскостью XZ i, и угол поворота вокруг 

оси Y i (Рис. 1.2.б).  

Контур векторной модели – замкнутая или разомкнутая система (цепь) 

векторов. 

Модуль векторной модели - векторный замкнутый контур или совокупность 

векторных замкнутых контуров с определенностью между функциями и 

аргументами. 

Элементарный модуль - контур векторной модели, с числом функций, 

равным числу его измерений контура, не содержащий дополнительных к условию 

замкнутости внутриконтурных связей, и с аргументами, значения которых известны 

к моменту начала расчета.  

В общем случае, параметры вектора ir  пространственного векторного контура 

могут изменяться в следующий пределах: 

 ir0 , 

   i0  или ),(20    ii    
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при 
22


  i , 

или 

  20  i  или ),
22

(  0
   ii   

при    i . 

В плоском контуре основные параметры вектора ir  могут изменяться в 

следующий пределах: 

 ir0  ,   

 ),(20    ii  

или 

).
22

(  0
   ii  

 

 

а) б) 

Рис. 1.2. Основные параметры плоского и пространственного векторов 

 

Параметры векторного контура могут быть аргументами, функциями или 

константами. 
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Аргумент контура - параметр контура, значение которого изменяется по 

заданному закону и известно к моменту начала расчета контура. 

Функция контура - параметр контура, значение которого неизвестно и 

изменяется в зависимости от значения аргумента контура. 

Константа контура - параметр контура, значение которого не зависит от 

аргумента контура и не изменяется в процессе расчета контура. 

1.2.  Характеристики векторного контура 

 Векторный контур достаточно полно характеризуют следующие основные 

параметры: 

1. Число измерений - n (n=2 - плоский контур; n=3 - контур пространственный). 

2. Количество векторов - m (m=2 замкнутый контур вырождается в линию). 

3. Величина суммарного вектора - sr  

(при 0sr  контур замкнут, 0sr  - контур разомкнут). Любой разомкнутый 

векторный контру можно обратить в замкнутый путем добавления замыкающего 

вектора sz rr   при этом   SZ . 

4. Дополнительные внутриконтурные связи. Свободный векторный замкнутый 

контур не имеет дополнительных (к условию замкнутости) связей между 

векторами контура, его внутриконтурные связи определяют условие 

замкнутости контура. 

5. Список функций - выходных параметров неизвестных к моменту начала расчета 

параметров контура. 

Если количество функций контура nV равно числу его измерений n, для 

определения функций достаточно использовать лишь условие его замкнутости. 

Если количество функций контура nv превышает числу измерений n, то для 

определения функций, кроме условия его замкнутости, необходимо задать и nv-n 

дополнительных внутриконтурных взаимосвязей между параметрами контура. 

6. Список аргументов - входных параметров, известных к моменту начала расчета 

изменяющихся параметров контура. В общем случае все параметры, кроме 

функций контура, могут быть его аргументами, т.е. параметрами, величины 
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которых изменяются и известны к моменту начала его исследования (расчета). 

В большинстве реальных структур количество аргументов значительно 

меньше максимально возможного их числа, так как многие параметры векторов 

контура являются константами, т.е. не изменяются в процессе исследования 

контура. 

7. Вариант решения. При заданных значениях констант и аргументов некоторые 

контуры имеют не одно, а несколько значений функций. Как будет показано 

далее, вариант решения контура может изменяться в процессе исследования. 

Приведенные выше параметры векторного контура дают представление о его 

структуре и задаче исследования. 

Число измерений n, количество векторов в контуре m, величина суммарного 

вектора sr , список дополнительных внутриконтурных связей  составляют 

структурную характеристику контура . 

 

Примеры 

Структурные характеристики         Структурные формулы  

 

Плоский, 4-х векторный замкнутый контур без  

дополнительных внутриконтурных связей. 

 

Пространственный, 5-ти векторный разомкнутый 

контур с 3-мя дополнительными внутриконтурными 

связями. 

 

 

Структурная характеристика не содержит списка аргументов, и, следовательно, 

не изменяется при переходе к другой задаче исследования. 

Отсутствие в структурной формуле сведений о величине суммарного вектора 

означает, что контур замкнут, т.е. 0sr . 

Структурная характеристика, дополненная списками аргументов и функций, а 

также сведениями о варианте решения контура, составляет параметрическую 

n=2, m=4 

n=3, m=5, 0sr  

1-2, 3-4, 

2-5 
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характеристику контура . 

 

Примеры 

Параметрические характеристики   Параметрические формулы 

Плоский, 3-х векторный замкнутый контур без 

дополнительных внутриконтурных связей, с функциями 

1, 3 и аргументом 2, с первым вариантом решения 

задачи о функциях. 

 

Пространственный, четырёхвектоpный замкнутый 

контур с дополнительной внутриконтурной связью  2-

3 с функциями r1, 2, 3, 3 и аргументами 1 и 4, со 

вторым вариантом решения задачи о функциях. 

 

Структурная характеристика и формула математической 

модели исследуемого объекта, например, механизма, могут быть составлены на 

основе его структурной схемы. 

Параметрические характеристики и формула математической модели 

исследуемого объекта, в частности механизма, могут быть составлены на основе 

анализа задачи его исследования при знании его структуры. Например, основой для 

составления параметрической формулы модели механизма может служить его 

кинематическая схема.  

Параметрическая характеристика, дополненная значениями аргументов и 

констант контура, составляет расчётную характеристику контура.  

Если при заданном списке функций не известны значения аргументов и 

констант контура, то не всегда заранее можно определить вариант решения контура. 

В этом случае нужно рассматривать структурно-параметрическую 

характеристику контура, т.е. структурную характеристику контура, дополненную 

списками функций и аргументов, но без указания варианта его решения. Например, 

n=2, m=3 

1, 3 

V=1 

2   
 

1  
 

n=3, m=4 

r1, 2, 3, 3 

2-3 

V=2 

4 
 

3 
 

n=2, m=4 

1, 2 

r2 

 

n=3, m=5 

r3, 3, 5 
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1.3.  Вариации векторного контура 

В общем случае, функции могут быть параметрами любых векторов контура, 

т.е. сочетание чисел i, j, k - индексов векторов обобщенных списков функций могут 

составить неупорядоченное множество. 

Изменяя последовательность векторов в контуре можно при тех же параметрах 

векторов изменить его внешний вид, конфигурацию. 

Вариация контура - конфигурация, определяемая последовательностью 

векторов. 

Для трехвекторного контура с индексами 

векторов i, j и k формально можно записать 

следующие последовательности: 

i-k-j,   j-i-k,   k-j-i,  и   i-j-k,   j-k-i,    k-i-j. 

Представив эти последовательности в 

виде круговой диаграммы (рис. 1.3), легко 

убедится, что они отличаются лишь началом 

и направлением обхода. Таким образом, 

трёхвекторный контур имеет единственную 

вариацию.  

 

Рис. 1.3. Последователь-

ность векторов в виде 

круговой диаграммы 

Для четырёхвекторного контура с индексами векторов i, j, k и l формально 

можно записать следующие последовательности: 

i - j - k - l, 

i - j - l - k, 

i - k - j - l, 

i - k - l - j, 

i - l - k - j,  

i - l - j - k, 

j - i - k - l, 

j - i - l- k, 

j - k - i - l, 

j - k -l- i, 

j - l - i - k, 

j - l - k - i, 

k - i - j - l, 

k - i - l - j, 

k - j - i - l, 

k - j - l - i, 

k - l - i - j,  

k - l - j - i, 

l - i - j - k, 

l - i - k - j, 

l - j - i - k, 

l - j - k - i, 

l - k - i - j,  

l - k - j - i. 

Круговые диаграммы (рис. 1.4) убеждают в том, что лишь три 

последовательности векторов из всех приведённых выше являются оригинальными, 

не приводимыми друг к другу. 
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Вариация I 

 

Вариация II 

 

Вариация III 

Рис. 1.4. Вариации круговых диаграмм 

Таким образом, четырёхвектоpный контур имеет три вариации. 

Количество вариаций не зависит от числа измерений контура, т.е. одинаково 

как для пространственных, так и для плоских контуров. 

Вариации контура не влияют на взаимосвязи его параметров, но изменяют 

геометрический смысл основных случаев его исследования.  

 

1.4.  Обоснование использования векторных моделей 

Векторные модули по своей природе являются геометрическими объектами, и 

поэтому обладают достаточной абстрактностью и могут быть использованы везде 

где требуется геометрические отображение постоянных или изменяемых структур, 

т.е. моделирования контурных систем, одним из частных видов которых являются 

механизмы, при решении задач о расчете геометрических параметрах, их первых и 

вторых производных. 

Инвариантность векторных модулей, во-первых, заключается в возможности 

их применения при моделировании объектов в задачах различных теоретических и 

инженерных дисциплин, а во-вторых, в возможности применения векторных 

модулей в различных задачах исследования одного и того же объекта. В то же время 

векторные модули при формировании теории векторного моделирования уже 

наиболее полно адаптированы для задач моделировании механизмов являясь 

основой их кинематических, силовых и динамических моделей, а также их 

использование в задачах синтеза механизма. Таким образом абстрактность метода 

позволяет при помощи одних и тех же стандартных модулей описывать движение 
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не только механизмов, и центров масс их звеньев, но и производить силовой расчет, 

т.е. определять реакции в кинематических парах, уравновешивающие нагрузки на 

звено приведения, решать различные задачи динамики механизмов, в частности, 

задачи определения приведенных массовых характеристик и приведенных нагрузок, 

нахождения кинематических параметров по заданным динамическим. Поэтому для 

использования свойства инвариантности векторных моделей в описание векторных 

моделей введены различные добавочные характеристики, как, например: 

1.  Промежуточные аргументы - аргументы или изменения параметров вектора 

для построения нескольких положений векторной модели в одном положении 

основных аргументов. Тем самым, как бы проводится изменение векторной 

модели не только от одного положения к другому (от одного значения основных 

аргументов к другому), но и изменение векторной модели в одном положении 

(от одного значения промежуточных аргументов к другому).  

2. Элементарные векторные модули со связями от функций векторного контура – 

это возможность учёта связи параметра вектора с любым параметром любого 

другого вектора. 
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2. ТОПОЛОГИЯ И ГЕОМЕТРИЯ ВЕКТОРНЫХ МОДУЛЕЙ 

 

Модуль векторной модели - векторный замкнутый контур или минимальная по 

составу система взаимосвязанных векторных замкнутых контуров с 

определенностью между функциями и аргументами. Под определённостью между 

функцией и аргументом будем понимать возможность вычисления значений 

функций контура по заданным значениям его аргументов и констант. 

Все многообразие векторных модулей можно разделить на одноконтурные 

(простые) и многоконтурные (с обратными связями) [5]. 

2.1. Одноконтурные модули 

2.1.1. Элементарные векторные модули 

Элементарный векторный модуль - одноконтурный модуль с числом функций, 

равным числу измерений контура Элементарные плоские и пространственные 

векторные модули, отображающие замкнутые векторные контура со списками 

функций, приведены в табл.2.1. Практический интерес для определения точных 

формул частных производных представляют одно- и(или) двухаргументных 

модули, для многоаргументных модулей проще использовать численное 

дифференцирование.  

Условие замкнутости полностью определяет все взаимосвязи параметров 

векторов элементарного модуля.  

Действительно, условие замкнутости пространственного m-векторного контура 

в скалярной форме представляет собой систему трех уравнений: 


































0sincos

0sin

0coscos

1

1

1

i

m

i
ii

m

i
ii

i

m

i
ii

r

r

r







 (2.1) 

а, следовательно, и возможность определения любых трех параметров, 

входящих в ее состав. 



18 

Аналогично система двух уравнений: 

























0sin

0cos

1

1

m

i
ii

m

i
ii

r

r





 (2.2) 

позволяет определить две любые функции плоского векторного замкнутого 

контура. 

2.1.2. Кинематические модульные векторные модели 

Переход от кинематической схемы к векторной модели механизма связан, 

прежде всего, с отображением подвижно соединенных звеньев механизма системой 

взаимосвязанных векторных замкнутых контуров. Пример такого перехода 

отображен на рис. 2.1. Анализ списков функций векторных замкнутых контуров 

этой модели позволяет использовать для их определения аналитику элементарных 

модулей. На этом этапе создания модели механизма избыточная информация, в 

частности о положении центров масс звеньев и точек приложения внешних 

нагрузок, игнорируется. 

 

 

Рис. 2.1. Пример отображения векторной моделью  

кинематическую схему кулисного механизма. 
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2.1.3. Основная кинематическая модульная модель 

Основная кинематическая модульная модель механизма - один или система 

взаимосвязанных векторных контуров, отображающая его кинематическую схему. 

Основная кинематическая модель обеспечивает решение задачи о движении 

звеньев механизма. Векторный образ этой модели отображает кинематическую 

схему исследуемого механизма в наиболее удобной для аналитического описания 

форме.  

Кроме того, создаются и различные модификации основной кинематической 

модели для решения различных дополнительных задач, например, для определения 

положений, скоростей и ускорений звеньев какой-либо точки одного из звеньев 

механизма достаточно ввести в основную кинематическую модель дополнительный 

векторный контур. 

В общем случае, решение любой дополнительной задачи кинематического 

анализа механизмов приводит к развитию его основной кинематической модели за 

счет введения дополнительных векторных контуров. 

Характеристика типовой математической модели, в общем случае, 

представляет собой: 

 исходные данные (аргументы); 

 математические зависимости (аппарат, формулы), 

 результаты (функции). 

На этапе формирования задачи композиции определяются: 

 списки аргументов, связи векторов; 

 характеристики всей модели; 

 характеристики векторных контуров. 

Варианты векторного отображения во многих случаях могут быть 

скомпонованы из четырех плоских и двадцати пространственных элементарных 

векторных контуров - модулей, описывающих множество решений векторных 

замкнутых контуров (см. Табл.2.1). Объектами анализа в этом случае являются 

значения неизвестных параметров векторов - функций модулей. 

Описание основной кинематической модульной модели механизма, в состав 

которой входят лишь элементарные, без дополнительных к условию замкнутости 
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внутриконтурных связей, модули с однородными постоянными межконтурными 

связями приведено ниже. 

1. Общая характеристика модели: 

1.1. Число контуров модели; 

1.2. Список аргументов модели; 

1.3. Тип решаемой задачи: определение положений, определение 

положений, скоростей, и ускорений; 

1.4. Для каждого аргумента модели: массивы значений аргументов, их 

первых и вторых производных или минимальные и максимальные 

значение и число равноотстоящих значений. 

2. Характеристика контура: 

2.1. Тип контура: плоский или пространственный; 

2.2. Число векторов контура; 

2.3. Список номеров векторов, составляющих контур; 

2.4. Описание функций: 

U1, U2 - для плоского контура  

U1,U2,U3 - для пространственного контура; 

2.5. Число межконтурных связей; для каждой межконтурной связи: 

для плоского контура: 

ijji rrr  , 

ijji     

для пространственного контура   

ijji rrr  ,  

ijji     

или  

ijji   ,  

где  i - номер вектора контура, 

   j - номер вектора одного из предыдущих контуров модели. 
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Таблица 2.1 Элементарные пространственные и плоские векторные модули 

М
о

д
у

л
ь
 

Функции 

Ч
и

сл
о

 

р
еш

ен
и

й
 

Основные аргументы - любые параметры векторов 

не равные функциям модуля 

 u1 u2 u3  ri i i rj j j rk k k rl l l rm m m 

Пространственные 

Пр1 ri i i 1          x x x x x x 

Пр2 ri i rj 1   x  x x    x x x x x x 

Пр3 ri i j 2   x x  x    x x x x x x 

Пр4 ri i j 2   x x x     x x x x x x 

Пр5 ri i rj 2  x   x x    x x x x x x 

Пр6 ri i j 4  x  x  x    x x x x x x 

Пр7 ri i j 2  x  x x     x x x x x x 

Пр8 i i rj 2 x    x x    x x x x x x 

Пр9 i i j 2 x   x  x    x x x x x x 

Пр10 i i j 2 x   x x     x x x x x x 

Пр11 ri rj rk 1  x x  x x  x x x x x x x x 

Пр12 ri rj k 2  x x  x x x  x x x x x x x 

Пр13 ri rj k 2  x x  x x x x  x x x x x x 

Пр14 ri j k 4  x x x  x x  x x x x x x x 

Пр15 ri j k 4  x x x  x x x  x x x x x x 

Пр16 i j k 8 x  x x  x x  x x x x x x x 

Пр17 i j k 8 x  x x  x x x  x x x x x x 

Пр18 i j rk 2 x x  x x   x x x x x x x x 

Пр19 i j k 4 x x  x x x x  x x x x x x x 

Пр20 i j k  x x  x x  x x  x x x x x x 

Плоские 

 u1 u2  ri i rj j rk k rl l 

Пл1 ri i 1     x x x x 

Пл2 ri rj 1  x  x x x x x 

Пл3 ri j 2  x x  x x x x 

Пл4 i j 2 x  x  x x x x 

 

Примеры элементарных плоских модулей приведены на рис. 2.2. Основные 

признаки модулей - функции выделим кружками, а аргументы - обозначим 

стрелками. 
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а) 

 

б) 

 

в) 

 

г) 

Рис. 2.2. Примеры элементарных модулей 
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2.1.4. Модули с дополнительными внутриконтурными связями 

 

Модуль с дополнительными внутриконтурными связями - модуль с числом 

функций, превышающим число его измерений, но равным сумме чисел измерений и 

дополнительных связей между параметрами контура. 

При количестве функций, превышающих число измерений контура, 

определенность между функциями и аргументами может быть достигнута при 

дополнительных - к условию замкнутости - связях между параметрами контура. 

Например, для пространственного векторного контура с четырьмя функциями 

необходимо задать одну дополнительную связь между параметрами - функциями, 

для плоского векторного контура с пятью функциями необходимо три 

дополнительных связи между функциями и т.д. Примеры плоских модулей с 

дополнительными внутриконтурными связями приведены на рис. 2.4. 

Многообразие теоретически возможных дополнительных внутриконтурных 

связей параметров ограничим анализом однотипных и разнотипных связей. 

Однотипная связь - зависимость между параметрами одного типа, например ri 

= ri (rj), i = i (j) и i = i (j). 

Однотипные связи могут существовать только между различными векторами. 

Разнотипная связь - зависимость между параметрами разных типов, например, 

ri = ri (j), i = i (ri), i = i (j), ri = ri (j) и т. д. 

Разнотипные связи могут существовать между параметрами одного вектора 

или между параметрами различных векторов. 

В плоском контуре могут быть следующие виды дополнительных связей: 

- между параметрами одного вектора:  

ri = ri (i),  i = i (ri); 

- между параметрами различных векторов: 

ri = ri (rj);  i = i (rj); 

ri = ri (j);  i = i (j). 

В пространственном контуре прямые дополнительные связи между 

параметрами теоретически значительно многообразнее: 
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1. Между параметрами одного вектора: 

ri=ri(i); i = i (ri); i= i (ri); 

ri = ri(i); i = i (i); i = i (i); 

ri = ri(i, i); i = i (ri, i); i = i (ri, i). 

 

2. Между параметрами двух различных векторов: 

ri = ri (rj); 

ri = ri (j); 

ri = ri (j); 

ri = ri (rj, j); 

ri = ri (rj, j); 

ri = ri (j, j); 

ri = ri (rj, j, j); 

i = i (rj); 

i = i (j); 

i = i (j); 

i = i (rj, j); 

i = i (rj, j); 

i= i (j,j); 

i= i (rj, j, j); 

i= i (rj); 

i= i (j); 

i= i (j); 

i= i (rj, j); 

i= i (rj, j); 

i= i (j, j); 

i= i (rj, j, j). 

 

Следует отметить также возможность существования в векторных моделях и 

более сложных дополнительных связях между параметрами трех векторов. В 

векторных моделях реальных механизмов трудно обнаружить также связи, но 

теоретически может существовать или можно создать множество векторных 

моделей с подобными связями. 

Для каждого из типов дополнительной связи параметров замкнутого 

векторного контура число возможных вариантов в общем случае теоретически не 

ограничено. Практика моделирования реальных механизмов убеждает в наиболее 

частом использовании связей вида ijji rrr   или ijji    Последнее 

обстоятельство открывает большие возможности использования векторных моделей 

с нестандартными дополнительными внутриконтурными связями для синтеза новых 

механизмов. 
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2.1.5. Элементарные векторные модули со связями от  

функций векторного контура 

Возможность связи параметра вектора с любым параметром любого другого 

вектора, привело к появлению нового класса элементарных векторных моделей со 

связями от функций векторного контура. В результате для всех плоских модулей 

найдены алгоритмы таких решений, и для всех плоских модулей количество 

вариантов решения увеличилось вдвое. Правда имеются и ограничения - модуль со 

связями сразу от обеих функций не имеет решения. 

Рассмотрим для примера два варианта кулисного механизма, служащего для 

преобразования вращательного движения звена 2 в поступательное движение звена 

3. Структурная схема первого варианта данного механизма, его кинематическая 

модель приведена на рис. 2.3. 

 

 

а) б) в) 

Рис. 2.3. Первый вариант кулисного механизма 

 (а) структурная схема, б) векторная модель, в) параметрическая формула 

Кинематическая модульная векторная модель первого варианта механизма 

состоит из одного элементарного модуля Пл1. Динамическая модульная векторная 

модель первого варианта механизма состоит из кинематической модульной 

векторной модели (тот же элементарный модуль Пл1), дополненной векторными 

контурами (модулями), определяющими положения центров масс звеньев, точек 
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приложения сосредоточенных внешних нагрузок, а также значениями массовых 

характеристик звеньев.  

Структурная схема второго варианта механизма, его кинематическая и 

динамическая векторные модели представлены на рис. 5. Кинематическая 

модульная векторная модель второго варианта имеет три неизвестных: длину 

вектора 3 и углы поворота 3 и 2 векторов при наличии связи между векторами 2-3, 

то есть данный векторный контур не является элементарным и обладает 

дополнительной к условию замкнутости внутриконтурной связью. 

 

 

а) б) в) 

Рис. 2.4. Вариант механизма с рис.2.3: 

а) структурная схема, б) векторная модель, в) параметрическая формула 

Такую векторную модель можно разбить на последовательное решение трех 

элементарных модулей Пл1, Пл3 и Пл4 (рис. 2.5,а,б,в): 

Пл1 - нахождения суммарного вектора 5r  векторов 3r  и 2r ; 

Пл3 - нахождения длины r
3 вектора 3r  в местной системе координат Х’OY’, ось 

Х’ которой направлена вдоль вектора 3r ; 

Пл4 - нахождение углов 
3
 и 

2 векторов 3r  и 2r . 

Отсюда следует, что необходимо найти прямой алгоритм решения подобных 

моделей, чтобы не производить дополнительных преобразований для решения 

кинематики при решении динамических задач. Для плоских векторных контуров с 
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дополнительными внутриконтурными связями на основе элементарных модулей 

удалось подобрать стандартный алгоритм их решения.  

 

а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 2.5. Разбиение векторной модели второго варианта механизма на три 

элементарных модуля их структурно-параметрические формулы(а,б,в). 
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Введем, для удобства дальнейшего рассуждения, два понятия, 

характеризующих связи между параметрами: связующий параметр - параметр, в 

зависимости от которого изменяются параметры какого-либо вектора, зависимый 

параметр - параметр, который зависит от параметра связи.  

На основе решения данной задачи распишем общий алгоритм решения плоских 

векторных контуров с внутриконтурными связями. Алгоритм решения зависит от 

того, какие параметры векторов внутри контура связаны между собой. 

Если связующие параметры векторов не являются функциями контура, то 

достаточно провести упорядочивание списка векторов по цепочке зависимости 

«связующий параметр - зависимые параметры». 

Алгоритм решения подобных модулей будет выглядеть так: 

1.  Упорядочивание списка векторов по цепочке зависимости; 

2.  Вычисление всех зависимостей от известных параметров; 

3.  Решение модуля. 

Если связующий параметр - функция, то следует дополнительно учитывать три 

фактора: 

 Тип функции (длина или угол наклона вектора); 

 Количество связующих параметров - функций контура; 

 Тип решаемого элементарного модуля (Пл1, Пл2, Пл3 или Пл4). 

Если связующие параметры - длины векторов, и они являются функциями, то 

такое связывание имеет, как решение в рамках «жесткой» кинематической модели 

(когда зависимый параметр изменяется в зависимости от связующих параметров 

текущего положения механизма), так и как, в рамках так, называемой 

“инерционной” кинематической модели (когда зависимый параметр изменяется в 

зависимости от связующих параметров предыдущего положения), например, 

моделирование пружин, ударных механизмов и т.д. 

Расчет “инерционной” кинематической модели со связующими параметрами - 

длинами-функциями не отличается от расчета, когда связующие параметры - не 

изменяются или являются внешними аргументами: 

1. Упорядочивание списка векторов по цепочке зависимости. 
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2. Вычисление всех зависимостей. 

3. Решение модуля. 

Расчет в «жесткой» кинематической модели со связующими параметрами - 

длинами-функциями ведётся с использованием назначения для длины-функции 

равенства единицы, получения суммарного вектора, и пересчета его масштаба от 

цепочки известных векторов (рассмотрение данного алгоритма приводится далее). 

Если углы наклона векторов являются и связующими параметрами, и 

функциями, то необходимо рассмотреть два случая (модуль Пл3). 

- одна функция является связующим параметром; 

- две функции являются связующими параметрами. 

Рассмотрим алгоритмы также и для модуля Пл1 в рамках «жесткой» 

кинематической модели. 

Алгоритм решения модуля Пл1(r1, 1) с 
1
 - связующим параметром: 

1. Упорядочивание списка векторов по цепочке зависимости; 

2. Вычисление всех зависимостей, независимых от функций; 

3. Нахождение суммарного вектора от всех векторов с постоянными и 

независимыми от функции параметрами (аргументов модели, со связями от 

постоянных или аргументов) с помощью модуля Пл1(r_const
, _const

). 

Количество векторов в контуре уменьшиться на N-K, где N - первоначальное 

количество векторов контура, K - количество векторов, зависящих от 

связующего параметра. Соответственно эти вектора исключаются и из 

расчетного списка векторов контура; 

4. Переход к местной системе координат с осью Х’ проходящей вдоль  

вектора 1 и нахождение суммарного вектора векторов, параметры которых 

зависят от функции 
1
, с помощью модуля Пл1(r1

, 1
); 

5. Нахождение в местной координатной системе вектора 1 X’OY’ длины r
1
, и угла 

суммарного вектора _const1 с помощью модуля Пл3(r
1
, _const1

) со списком 

векторов (
1
,1,const1); 

6. Нахождение 
1
=_const

-(_const1
-180°). 

7. Нахождение углов векторов, связанных с 
1
: i=1

+
1i  
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Вариант решения однозначный, но в связи с тем, что в расчёте используется 

модуль Пл1, то вариантов решения формально может быть два. На рис. 2.6, а, б 

показан рычажный механизм и его векторная модель соответствующая модулю 

Пл1(r3, 3) с дополнительной связью от функции контура 
3
:  

4
=

3
+

34
 . 

 

а) б) 

Рис. 2.6. Рычажный механизм и его векторная модель, модулю Пл1s(r3, 3). 

Алгоритм решения модуля Пл1(r1, 1) с r1 - связующим параметром: 

1. Упорядочивание списка векторов по цепочке зависимости; 

2. Вычисление всех зависимостей, независимых от функций; 

3. Нахождение суммарного вектора от всех векторов с постоянными и 

независимыми от функции параметрами (аргументов модели, со связями от 

постоянных или аргументов) с помощью модуля Пл1(r_const
, _const

). 

Количество векторов в контуре уменьшиться на N-K, где N – первоначальное 

количество векторов контура, K - количество векторов, зависящих от 

связующего параметра. Соответственно эти вектора исключаются и из 

расчетного списка векторов контура; 

4. Нахождение угла 
1
, и длины суммарного вектора _const1  при r1=1 

 с помощью модуля Пл3(
1
, r_const1

) со списком векторов (
1
,1,const1); 

5. Нахождение r
1
=r_const

/r_const1
; 

6. Присвоение r
1
=r

1
; 

7. Нахождение длин векторов, связанных с r
1
: ri=r

1
r

1
+r

1i  
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На рис. 2.7,а,б показан рычажный механизм и его векторная модель 

соответствующая модулю Пл1s(r3, 3) с дополнительной связью от функции 

контура  r
3
:   r

4
= r

3
+r

34
 . 

 

а) б) 

Рис. 2.7. Рычажный механизм и его векторная модель Пл1s(r3, 3). 

Расчет связей от сразу двух функций Пл1(ri, i) пока не найден. 

В приведённых моделях были использованы связи типа «прибавить/отнять», но 

возможно применение и других типов связи «умножить/делить» и т.д. Алгоритмы 

решения для таких типов связей и решения для модулей для Пл2, Пл3 и Пл4 

выходят за рамки и представляют собой достаточно большой раздел теории 

векторного моделирования. Решение векторных модулей со связями от функций 

добавляют новые элементарные модули с новыми вариантами решения, которые 

приведены в таблице 2.2. 

Таблица 2.2 Элементарные плоские векторные модули,  

со связями от одной из функций модуля 

Модуль 
Функции 

Макс 

число 

реше-

ний 

Основные аргументы - 

любые параметры векторов 

не равные функциям 

модуля2 

 u1 u2  ri i rj j ril 
i

l 

ri

2 
i

2 

Пл1s ri i 2     x x x x 

Пл2s ri rj 2  x  x x x x x 

Пл3s ri j 4  x x  x x x x 

Пл4s i j 4 x   x  x x x x 
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2.2. Многоконтурные модули 

Многоконтурный модуль - система векторных замкнутых контуров 

минимального состава с определенностью между функциями и аргументами, в 

состав, которого входит хотя бы один контур с аргументами, зависящими от 

функций одного из последующих контуров этой системы. Многоконтурный модуль 

при заданных аргументах невозможно “разобрать” на простые модули. 

При моделировании реальных контурных систем, и в частности механизмов 

высоких классов, не всегда удается скомпоновать векторную модель на основе 

простых, одноконтурных моделей. Выделим среди многоконтурных моделей - 

обратимые и разделимые модули. Ограничимся рассмотрением параметрических 

формул многоконтурных модулей с одной расчетной целью, т.е. модулей, в состав 

которых входят первый, промежуточный и последний контуры, образующие 

линейную последовательность. Первая структурно-параметрическая формула рис. 

2.8,а, имеет «обратную связь» 4=5 +5-4, т.е. один из параметров первого 

контура зависит от параметра второго контура. Во второй формуле 

 (рис. 2.8,б) - две «обратные связи»: r2=r9 и 7=8+8-7.  

1 m1=4 6 = 3 +  3-6 m2 = 3  

 (1,2,3,4)    (5,6,7)  

 Пл4(2, 6)    Пл3(r7, 6)  

 V1 = 1    V2 = 2  

  4 = 5 + 5-4   

а) формула с одной «обратной связью» 

   7 = 8 + 8-7  

       

r1 m1 = 3  m2 = 4  m3 = 3  

 (1,2,3)  (4,5,6,7) r10=r5 (8,9,10)  

 Пл4(2, 3) 6=2+ Пл2(r5,r7)  Пл3(r9,  8)  

 V1 = 2 2-6   V3= 1  

   r2=r9    

б) формула с двумя «обратными связями» 

Рис. 2.8. Структурно-параметрическая формула 

 

Определить функцию первого контура как той, так и другой векторной модели 

невозможно без учета функций последующих контуров расчетной цепи.  
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По этой причине в состав этих модулей входят несколько векторных контуров. 

 

 

2.2.1. Обратимые модули 

Обратимый модуль - многоконтурный модуль, с определённостью между 

функциями и аргументами при задании функции последнего контура. 

В качестве примера рассмотрим многоконтурный плоский модуль, упрощенная 

структурно-параметрическая формула, которого приведена на рис. 2.9,а. Модуль 

содержит два контура, при этом первый контур имеет аргумент, как контура, так и 

всего модуля в целом, а одна из функций второго контура является аргументом 

первого контура модуля. Модуль допускает два варианта обращения. Первый 

вариант (рис.2.9,б) позволяет определить значения аргумента и функций модуля при 

задании значения одной из функций второго контура, вариант рис.2.9,в - при 

задании значения другой функции этого контура. 

 m1=4  m2 = 3  

 (1,2,3,4) 3 = 6 +6-3 (5,6,7)  

 Пл4(2, 1)    Пл4(6, 5) р7 

 V1 = 1    V2 = 2  

  4 = 5 + 5-4   

   а)    

1 m1=4 6 = 3 +3-6 m2 = 3  

 (1,2,3,4)    (5,6,7)  

5=4+4-5 Пл4(2, 6)    Пл3(r7, 6)  

 V1 = 1    V2 = 2  

     

   б)    

1 m1=4 5 = 4 +4-5 m2 = 3  

 (1,2,3,4)    (5,6,7)  

6=3+3-6 Пл4(2, 6)    Пл3(r7, 5)  

 V1 = 1    V2 = 2  

     

   в)    

Рис. 2.9. Варианты обращения векторного модуля с рис. 2.8,а 

Многоконтурные модули могут быть использованы в частности при 
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моделировании механизмов третьего класса. Классификация обратимых 

многоконтурных модулей выходит за рамки настоящей работы. 

 

2.3. Аналитическое выражение модулей 

2.3.1. Функции элементарных модулей 

2.3.1.1. Функции элементарных плоских модулей 

Аналитические решения для функций элементарных плоских модулей табл.2.2 

получим из скалярной записи (2.4) и (2.5) условия замкнутости. 

Используем вариант индексации векторов: i = 1, j = 2 и k = 3 

 

 

Плоский модуль Пл1 (функции r1 и 1) 

Преобразуем (2.2):  

Xr 11cos ;  

Yr 11sin ; 

где 1
2

cos



m

i
irX ,  1

2

sin



m

i
irY ; 

тогда 
22

1 YXr   (2.3) 

и    11 /arccos rXYsign  . (2.4) 

 

Плоский модуль Пл2 (функции r1 и r2) 

Преобразуем (2.2): 

0=++)( cos 2211 Xrr   ; (2.5) 

0=+)(sin 211 Yr   ; (2.6) 

где   )cos( 2
3





m

i
iirX ; 

  )sin( 
m

3=i
2ii  rY . 
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Рис. 2.10. Схема модуля Пл2 

т.е. перейдем к системе координат  

x2O2y2 (рис.2.10),  

тогда из уравнения (2.6) получим 

),/sin( 211   Yr  (2.7) 

затем из уравнения (2.5) 

)-cos( 2122 rXr   (2.8) 

 

Плоский модуль Пл3 (функции r1 и 2) 

В системе координат x1О1y1  (рис.2.11):  

)  cos( =
3=

1i 
m

i
irX  ;  

)sin(
3

1 
m

i=
i i αα rY= . 

 
Рис. 2.11. Схема модуля Пл3 

Первый вариант решения (V=1) 

принимаем при |
12 | > /2. 

 

Пусть k=1 при V=1 и k=-1 при V=2. 

 

В треугольнике АВО1 ,= 22

2 Yrp   

 тогда  

 

pkXr  + 1 ; (2.9) 

 

.)/arccos()sign(= 122   rpkY  (2.10) 
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Плоский модуль Пл4 (функции 1 и 2) 

Предварительно определим параметры суммарного вектора 2121 rrp  : 

22
21 +YX=p - ,  

)(-X/p=sign(-Y) -- 2121 arccos ,  

где  ,cos
3


m

i=
ii α rX=   

m

i=
ii α rY=

3

sin  

Перейдем к системе координат x1О1y1 

(рис.2.12). В треугольнике со сторонами a, b, 

c, и противолежащими соответственно 

углами А, В, С: 

   bcappA /arccos2   

 и 

   acbppB /arccos2  ,  

где  cbap  5,0   

при a = r
1
,  b = r

2
  и  с = р

1-2
 (рис.2.12) 

 

 

 

 

Рис. 2.12. Схема модуля Пл4 

21arccos2 )/rrs(pA=  ; 

12arccos2 )/rrs(pB=  ; 

где  21215,0  prrp ; 21/  pps . 

 

Принимаем первый вариант решения v=1 при
211 

   0. 

Пусть k = 1 при v = 1 и k = -1 при v = 2,  

тогда  

i-i  += 21 ,  

где i = 1 или 2,   и    Bk  1 ,  Ak  2 . 
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2.3.1.2. Функции элементарных пространственных модулей 

Для функций большинства элементарных пространственных модулей, 

используется метод отображения на плоскости и прямые аналитические решения 

получены на основе решений для плоских модулей, данные подходы дают 

геометрическую наглядность решений, и возможность визуального анализа 

возможных вариантов решения (“сборок”). 

Также найдены более простые решения и для модулей Пр11, Пр7, Пр18, Пр19, 

чем при решении методом Гаусса. Для пространственных модулей Пр 7, Пр18, Пр19 

решения задач о функциях получены методом отображения на плоскость. Также для 

частного случая модуля Пр11 (при ортогональности векторов c функциями) 

решение задачи о функциях получено методом решения линейных уравнений.  

Для более полного представления о простоте данных подходов приведено 

решение методом Гаусса для модуля Пр5, для которого отображение на плоскость 

реализовать не удалось. 

 

Пространственный модуль Пр1 (функции r1, 1, 1) 

i

m

i
iirp  coscos

2
4 



 ; 
4
 = 0;    i

m

i

iirp  sincos
2

5 


 ; 
5
 = 90; 





m

i
iirp

2
2 sin ;  

2
 = 90. 

 

 

 

 

Решение единственное.  

Пространственный модуль Пр2 (функции r1, 1, r2) 

)sin(cos

)sin(cos

122

3
1

2












m

i
iiir

r  

Решение единственное. 

m1=3 

(4, 5, 3) 

Пл1(р
3
, 

3
) 

m
2
=3 

(1, 2, 3) 

Пл1(р
1
, 

1
) 

р
3
 


3
 = 0 


1
 = 

3
 + 180 

r
1
=р

1
 


1
=

1
 

m 

(1, 2, …, m) 

Пр1(r
1
, 

1
, 

1
) 



38 

Пространственный модуль Пр3 (функции - r1, 1, 2) 

)sin(

)sin(cos

arccos
122

3
1

2













r

r
m

i
iii

 

Принимаем первый вариант решения (V=1) - при 02  . 

Максимальное число решений - 2. 

 

Пространственный модуль Пр4 (функции r1, 1, 2) 


























180

или
cos

)sin(cos

arcsin

2

2

1

22

3

1

r

r
m

i

iii

 

Принимаем первый вариант решения (V=1) - при 
221

2


 



. 

Максимальное число решений - 2. 

 

Пространственный модуль Пр5 (функции r1, 1, r2) 

Из проекций векторов модуля Пр5 на оси X,У,Z (см. рис. 2.13): 

0+coscos coscos 3222111  Xrr  ; (2.11) 

0+sin  sin 3 2211  Yrr  ; (2.12) 

0=+sincos+sincos 3222111 Zrr  . (2.13) 

где 
m

i
iiirX

3=
3 coscos =  ; 

m

i
iirY

3=
3 sin =  ; 

m

i
iiirZ

3=
3 sincos =  . 

Выразим из (2.12) r2:  

2

13
2

sin

sin+



irY
r  . 

Подставим данную замену в (2.11) и (2.13): 

0cos )cos
sin

cos(cos 2

2

3
32

2

1
111  









tg

Y
X

tg
r ; (2.14) 

0sin)sin
sin

sin(cos 2

2

3
32

2

1
111  









tg

Y
Z

tg
r . (2.15) 

m 

(1, 2, …, m) 

Пр1(r
1
, 

1
, 

1
) 

m 

(1, 2, …, m) 

Пр1(r
1
,

1
,

1
) 
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Обозначим: 

;sin
 tg

sin
"  ;cos

 tg

sin
'   ;cos 2

2

1
2

2

1
2 









  BBA  

.sin
tg

+"    ;cos
tg

+' 2

2

3
32

2

3
3 






Y
ZC

Y
XC   

Подставим данные обозначения в (2.14) и (2.15) 

0')'cos( 11  CBAr  ; (2.16) 

0")"sin( 11  CBAr  . (2.17) 

 

Рис. 2.13. Проекции векторов модуля Пр5 

Выразим из (2.16) r1:  

)'cos(

'

1

1
BA

C
r





. (2.18) 

Подставим замену в (2.17):  

0"
)'cos(

)"sin(
'

1

1 



C

BA

BA
C




. (2.19) 

Подставим 
2

11 cos1 =sin    в (2.15) и преобразуем: 

"'
'

"
cos

'

"
cos1 1

2

1 BB
C

C
A

C

C
A   ; 

A

BCBC
CC

"''"
cos"cos1 ' 1

2

1


  . (2.20) 
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Обозначим : 
A

BCBC
D

)"''"(
=


 и подставим в (2.20) преобразуем: 

2
1

2
1

22
1

22 +)cos("2+)cos(")cos('" DDCCCC   ; 

0'+)cos("2+))cos('"( 22
1

2
1

22  CDDCCC  ; 

Отсюда: )
)'"(2

)')('"(4"4"2
(arccos

22

222222

1
CC

CDCCCDDC




 ; 

)
)'"(

)')('"(""
(arccos

22

222222

1
CC

CDCCCDDC




 ; 

)
)'"(

'+'"+'"
(arccos

22

42222

1
CC

CCCCDDC




 . (2.21) 

Данное решение очень сложно с точки зрения учета всех частных случаев и не 

дает геометрически наглядного решения возможных вариантов, то есть нельзя 

заранее точно определить необходимый вариант. 

 

Пространственный модуль Пр7 (функции r1, 1, 2) 

Из проекций векторов модуля Пр7 на ось Y (см. рис. 2.14): 

0sinsinsin 43 32 211  Yrrr  ; 

где 


m

i
iirY

4
4 sin =  ; 

можно найти r1: 
1

43322
1 sin

sinsin


 Yrr
r


  (2.22) 

Отображение пространственного контура mrrr  ... ,, 21   на плоскости XOY 

контуром 54321  , ,, , ppppp  (см. рис. 2.14), с параметрами: 

 111 cosrp  ;   222 cosrp  ; 333 cosrp  ; 33   ; 

i

m

i
iirp  sincos

4
4 



 ; 904 ; i

m

i
iirp  coscos

4
5 



 ; 1805 . 

Параметрическая формула определения функций r1, 1, 2 модуля Пр7 

приведена на рис. 2.15. 
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Рис. 2.14. Проекции векторов модуля Пр7 

 

 

Рис. 2.15. Параметрическая формула модуля Пр7 

Первый вариант решения V=1 принимаем при V2=1, второй V=2 - при V2=2. 

Максимальное число решений - 2. 

 

Пространственный модуль Пр8 (функции 1, 1, r2) 

Отобразим пространственный контура mrrr  ... ,, 21   на плоскости XOY контуром 

54321  , ,, , ppppp , с параметрами: 

22   ;    



m

i
iiirp

3
23 coscos  ; 03  ; 





m

i
iirp

3
4 sin ; 04  ;  .

2

4

2

15 prp   

Параметрическая формула определения функций 1, 1, r2 модуля Пр8 

приведена на рис. 2.16. 

m2=4 

(1,2,3,4,5) 

Пл4(1, 2) 
V2=1 или 2 

2=2  

 

 

1=1 

1

43322
1

sin

sinsin



 Yrr
r


  
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Рис. 2.16. Параметрическая формула модуля Пр8 

Принимаем первый вариант решения (V=1) - при 
2

5


  . 

Максимальное число решений - 2. 

 

Пространственный модуль Пр9 (функции 1, 1, 2) 

Отобразим пространственный контура mrrr  ... ,, 21   на плоскости XOY контуром 

54321  , ,, , ppppp , с параметрами: 

22 rp  ;   



m

i
iiirp

3
23 coscos  ; 03  ; 





m

i
iirp

3
4 sin ; 04  ;   

2

4

2

15 prp  . 

Параметрическая формула определения функций 1, 1, 2 модуля Пр9 

приведена на рис. 2.17. 

 

 

 

 

 

Рис. 2.17. Параметрическая формула модуля Пр9 

Принимаем первый вариант решения (V=1) - при 02  . 

Максимальное число решений - 2. 

 

 

Пространственный модуль Пр10 (функции 1, 1, 2) 

Решение модуля Пр10 приведена на рис. 2.18. 

m1 = 4 

(2, 3, 4, 5) 

Пл3(р2, 5) 

V 

22 pr   m2 = m 

(1, 2, …, m) 

Пр1(r1, 1, 1) 

m1 = 4 

(2, 3, 4, 5) 

Пл4(2, 5) 

V 

22    m2 = m 

(1, 2, …, m) 

Пр1(r1, 1, 1) 
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1

2
1

sin

arcsin
r

r
m

i
ii









  

 

 

m2 = m 

(1, 2, …, m) 

Пр7(r1, 1, 2) 

Рис. 2.18. Решение модуля Пр10 

Принимаем первый вариант решения (V=1) - при 0
211 


 . 

Максимальное число решений - 2. 

 

Пространственный модуль Пр11 (функции r1, r2, r3) 

Система уравнений проекций векторов модуля Пр11 на оси X,Y,Z 

 (см. рис. 2.19): 

,0+coscos coscos coscos 4333222111  Xrrr    (2.23) 

,0+ sin  sin  sin 4332211  Yrrr   (2.24) 

,0+sincos sincos sincos 4 333 222111  Zrrr   (2.25) 

где 

,coscos =
4=

4 
m

i
iiirX       ,sin = 

4
4 



m

i
iirY       ,sincos =

4=
4  

m

i
iiirZ     

Обозначив для j=1,2,3: ,coscos = jjjA   ,sin = jjB   jjjC  sincos= . 

 

Рис. 2.19. Проекции векторов модуля Пр11 

преобразуем (2.23)-(2.25): 

;0=+++ 4332211 XrArArA    ;0=+++ 4332211 YrBrBrB    .0=+++ 4332211 ZrCrCrC  
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По правилу Крамера через определители находим  r1, r2, r3 : 

,/11 r   ,/22 r     /33r . 

где 

321

321

321

CCC

BBB

AAA

 ; 

324

324

324

1

CCZ

BBY

AAX

 ;  

341

341

341

2

CZC

BYB

AXA

 ; 

421

421

421

3

ZCC

YBB

XAA

 . 

 

Частный случай пространственного модуля Пр11 (функции r1, r2, r3) 

Рассмотрим случай, когда все три вектора, длины которых являются 

функциями, ортогональны, то есть, если каждый из них перпендикулярен плоскости 

в которой лежат два других: 

1=0,    1=0,    2=90,    2=0,    3=0,    3=90 . 

Из уравнений (2.23)-(2.25): 

0coscos 4111  Xr  ; 

0            sin 422 Yr  ; 

0+sincos 4333 Zr  . 

где: 

,coscos =
4=

4 
m

i
iiirX   ,sin = 

4
4 



m

i
iirY   ,sincos =Z

4=
4 

m

i
iiir   

тогда  41 Xr  , 42 Yr  ,  43 Zr  . 

Частное решение модуля Пр11 в отличии от общего более компактно, что 

важно при нахождении координат X,Y,Z  некоторой точки, как при счете вручную, 

так и на ЭВМ. 

 

Пространственный модуль Пр12 (функции r1, r2, 3) 

Предварительно из системы уравнений (2.1) получена система двух уравнений, 

не содержащих параметра r1 , 

122 sincoscos  XY  , (2.26) 

122 sinsincos  ZY   (2.27) 



45 

где: 

;sincos

;sin

;cosсos

32222

3222

32222

ZrZ

YrY

XrX













 

;sincos

;sin

;cosсos

43333

4333

43333

ZrZ

YrY

XrX













 

при: 

ii

m

i
irX  coscos

4
4 



 ; (2.28) 

i

m

i
irY sin

4
4 



 ; (2.29) 

ii

m

i
irZ  sincos

4
4 



 ; (2.30) 

 

Из уравнений (2.26) и (2.27), может быть получено: 

113131221122 coscossin)sincoscoscoscos(sin  YXr  ; (2.31) 

113131221122 sincossin)sinsincossincos(sin  YZr   (2.32) 

Тогда 

)coscossin()sincossin( 11313121131311  YXeYZe  ; (2.33) 

где 12211211 sincoscoscoscossin  e ; 

12211212 sinsincossincossin  e ; 

Расписав (2.33), используя (2.28)-(2.30), получим:  

 
 114331433312

114331433311

coscos)sin(sin)coscos(

sincos)sin(sin)sincos(





YrXre

YrZre





 (2.34) 

114121133121412133312

114111133111411133311

coscoscoscossinsinsincoscos

sincossincossinsinsinsincos





YereXere

YereZere





 

Примем следующие обозначения: 

.coscossincos

;coscossincos

;sinsin

;sincossinsin

1141211411

1131211311

14121411

1331213311









YeYed

rerec

XeZeb

rerea









 

Получим выражение: 

0sincos 33  dcba   (2.35) 
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Из решений тригонометрических функций от аргумента x существует 

представление: 

)sin()cos()sin( 22  xBAxBxA  

где угол φ находится из соотношений: 

22
)sin(

BA

B


 ,  

22
)cos(

BA

A


  

Преобразуя уравнение (2.35), получим: 

0)sin( 3
22  dbca   (2.36) 

где 









c

a
arctg  

Решая уравнение (2.37), получим: 


























c

a
arctg

ca

db

223 arcsin  

Используя (2.31) вычислим r2: 

122112

11313
2

sincoscoscoscossin

coscossin










YX
r  

или 

122112

11313
2

sinsincossincossin

sincossin










YZ
r  

Тогда r1: 

1

322
1

sin

sin



 Yr
r


  

 

Пространственный модуль Пр13 (функции r1, r2, 3) 

Предварительно из системы уравнений (2.1) получена система двух уравнений, 

не содержащих параметра r1 , 

122 sincoscos  XY  , (2.37) 

122 sinsincos  ZY   (2.38) 

где: 

.sincos

;sin

;cosсos

32222

3222

32222

ZrZ

YrY

XrX













  

;sincos

;sin

;cosсos

43333

4333

43333

ZrZ

YrY

XrX












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ii

m

i

irX  coscos
4

4 


 ; (2.39) 

i

m

i
irY sin

4
4 



 ; (2.40) 

ii

m

i

irZ  sincos
4

4 


 ; (2.41) 

Тогда из уравнений (2.37) и (2.38) может быть получено: 

113131221122 coscossin)sincoscoscoscos(sin  YXr  ; (2.42) 

113131221122 sincossin)sinsincossincos(sin  YZr   (2.43) 

Примем: 

)coscossin()sincossin( 11313121131311  YXeYZe  ; 

где 

12211211 sincoscoscoscossin  e ; 

12211212 sinsincossincossin  e . 

Тогда: 

 
 
 114331433312

114331433311

coscos)sin(sin)coscos(

sincos)sin(sin)sincos(





YrXre

YrZre




 

.coscoscoscossinsinsincoscos

sincossincossinsinsinsincos

114121133121412133312

114111133111411133311





YereXere

YereZere




 

Примем следующие обозначения 

.coscossincos   

coscossinsincossin   

sinsin

;sincos

;sincos

1141211411

113312113311

14121411

13312

13311











YeYe

rere

XeZec

reb

rea











 

Получим выражение: 

0cossin 33  cba  . 

Из решений тригонометрических функций от аргумента x существует 

представление: 

)sin()cos()sin( 22  xBAxBxA  (2.44) 

где угол φ находится из соотношений: 
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22
)sin(

BA

B


 ,   

22
)cos(

BA

A


 . 

Преобразуем уравнение (2.44): 

0)sin( 3
22  cba   (2.45) 

где 









a

b
arctg . 

Решая уравнение (2.45), получим: 





















a

b

ba

c
arctgarcsin

223  

Используя (2.42) вычислим r2: 

122112

11313
2

sincoscoscoscossin

coscossin










YX
r  

или 

122112

11313
2

sinsincossincossin

sincossin










YZ
r  

Тогда r1: 

1

322
1

sin

sin



 Yr
r


  

 

Пространственный модуль Пр18 (функции 1, 2, r3) 

Из проекций векторов модуля Пр18 на ось Y (см. рис. 2.14): 

,0sinsinsin 4332211  Yrrr   

где ,sin = 
4

4 


m

i
iirY   

можно найти r3: 
3

42211
3

sin

sinsin



 Yrr
r


 . 

Отображение пространственного контура mrrr  ... ,, 21   на плоскости XOY 

контуром 54321  , ,, , ppppp  (см. рис. 2.19), с параметрами: 

111 cosrp  ;   222 cosrp  ; 333 cosrp  ; 33   ; 

i

m

i
iirp  sincos

4
4 



 ;  904 ; i

m

i
iirp  coscos

4
5 



 ; 1805 . 
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соответствующим модулю Пл4(1, 2), определяет 11    и 22   . 

Параметрическая формула определения функций 
1
, 

2
, r

3 модуля Пр18 

приведена на рис. 2.20. 

  

3

42211
3

sin

sinsin



 Yrr
r


  

 

 

m2=4 

 (1,2,3,4,5) 

Пл4(1, 2) 

v2=1 или 2 

 1=1 

  

 2=2 

Рис. 2.20. Решение модуля Пр18 

 

Первый вариант решения v=1 принимаем при v2=1, второй v=2 - при v2=2. 

Максимальное число решений - 2. 

 

Пространственный модуль ПР19 (функции 1, 2, 3) 

Из проекций векторов модуля Пр19 на ось Y (см. рис.2.19): 

0sinsinsin 4332211  Yrrr  ; 

где 



m

i

iirY
4

4 sin =  . 

можно найти 3 : 

)
sinsin

arcsin(
3

42211
3

r

Yrr 



 ; 

или 

)
sinsin

arcsin(180
3

42211
3

r

Yrr 



 . 

Отображение пространственного контура mrrr  ... ,, 2 1  на плоскости XOY 

контуром 54321  , ,, , ppppp  (см. рис. 2.14), с параметрами: 

111 cosrp  ;   222 cosrp  ; 333 cosrp  ; 33   ; 

i

m

i
iirp  sincos

4
4 



 ;  904 ; i

m

i
iirp  coscos

4
5 



 ; 1805 . 

соответствующим модулю Пл4(1, 2), определяет 11    и 22   . 
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Параметрическая формула определения функций 
1
, 

2
, 

3 модуля Пр19 

приведена на рис. 2.21: 

 

),
sinsin

arcsin(
3

42211
3

r

Yrr 



  

),
sinsin

arcsin(180
3

42211
3

r

Yrr 



  

 

 

m2=4 

 (1,2,3,4,5) 

Пл4(1, 2) 

v2=1 или 2 

 
1=1 

  

 2=2 

Рис. 2.21. Параметрическая формула Пр19 

Первый вариант решения v=1 принимаем при v2=1, второй v=2 - при v2=2. 

Принимаем первый вариант решения (v=1) - при 0
211



  и 

2
3


  . 

Максимальное число решений (v) - 4. 

 

Алгоритм решения пространственных модулей Пр7, Пр18 и Пр19 методом 

отображенияна плоскость приведен на рис. 2.22. Все три модуля имеют в составе 

блок-схемы решения общий расчетный блок - элементарный плоский модуль Пл4. 

Для одноаргументных элементарных пространственных модулей Пр6, Пр11, 

Пр14-Пр17 применяется метод обращения. 

Принимаем одну из функций - u1, u2 или u3 исходного модуля в качестве 

аргумента x , а аргумент исходного модуля х - в качестве функции u обращённого 

модуля. 

Эффективное обращение модуля - переход от исходного модуля к модулю, 

имеющему прямые аналитические решения. Анализ вариантов обращения 

пространственных модулей, показывает возможность получения аналитических 

решений задач о функциях для большинства одноаргументных модулей Пр6, Пр14, 

Пр15, Пр16 и Пр17. 

Модуль Пр6 при аргументах i, ri и j имеет по три варианта эффективного 

обращения, при аргументах rk и k - по два варианта, а при аргументе k обращение 

не приводит к желаемому результату, т.к. для полученных в этих случаях 

обращённых модулях отсутствуют прямые аналитические решения задачи о 

функциях (табл.2.3).  
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Рис. 2.22. Решение модулей Пр7, ПР18 и Пр19 

 

Модуль Пр14 при аргументах rj, rk имеет по три варианта обращения, при 

аргументах i, j, k и rl - по два варианта, а при аргументах i, l, l обращение не 

приводит к желаемому результату (табл.2.4). 

Модуль Пр15 при аргументе j имеет по три варианта обращения, при 

аргументах i, i, rj, rk, k, и rl - по два варианта, при аргументe l - один вариант, а 

при аргументe l обращение не приводит к желаемому результату (табл.2.5). 

Модуль Пр16 при аргументах ri, rj, j и rk имеет по два варианта обращения, 

при аргументе i - один вариант, при аргументах k, rl, l, и l обращение не 

приводит к желаемому результату (табл.2.6). 

Модуль Пр17 при аргументах i и j имеет по три варианта обращения, при 

аргументах rj, k и l - по два варианта, при аргументе ri - один вариант, а при 

аргументах rk, rl, и l обращение не приводит к желаемому результату (табл.2.7). 

Для каждого из вариантов можно выполнить переход к пространственному 

модулю, допускающему отображение на плоскость.  
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Таблица 2.3 Варианты обращений модуля Пр6 

Исходный 

модуль 
Обращённые модули 

Аргу-

мент 

X 

Функ-

ции 

u1, 

 u2,  

u3 

Вариант  

обращения 1: 

)( 1uxx  ; )(11 xuu   

Вариант  

обращения 2: 

)( 2uxx  ; )(22 xuu   

Вариант  

обращения 3: 

)( 3uxx  ; )(33 xuu   

x  1u , 2u , 3u  
Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 

i 

ri, 

 i, 

 j, 

ri 

i,  i, j Пр9 

 i 

ri, i, j Пр3 

j 

ri,  i, i Пр1 

rj rj,  i, j Пр4 ri, rj, j Пр2 ri,  i, rj Пр5 

j j,  i, j Пр10 ri, j, j Пр8 ri,  i, j Пр7 

rk rk,  i, j Пр15* ri, rk, j Пр12 ri,  i, rk Пр5 

k k,  i, j Пр17* ri, k, j Пр14* ri,  i, k Пр6* 

k k,  i, j Пр19 ri, k, j Пр15* ri,  i, k Пр7 

* - не имеет эффективного обращения 

 

Таблица 2.4 Варианты обращений Пр14 

Исходный 

модуль 
Обращённые модули 

Аргу-

мент 

Х 

Функ-

ции 

u1, 

u2, 

u3 

Вариант  

обращения 1: 

)( 1uxx  ; )(11 xuu   

Вариант  

обращения 2: 

)( 2uxx  ; )(22 xuu   

Вариант  

обращения 3: 

)( 3uxx  ; )(33 xuu   

x  1u , 2u , 3u  
Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 

i 

ri, 

 j, 

 k 

ri 

i, j, k Пр16* 

j 

ri, i, k Пр3 

k 

ri, j, i Пр3 

i i, j, k Пр17* ri, i, k Пр6* ri, j, i Пр6* 

rj rj, j, k Пр3 ri, rj, k Пр12 ri, j, rj Пр2 

j j, j, k Пр9 ri, j, k Пр15* ri, j, j Пр8 

rk rk, j, k Пр19 ri, rk, k Пр2 ri, j, rk Пр12 

k k, j, k Пр9 ri, k, k Пр8 ri, j, k Пр15* 

rl rl, j, k Пр14* ri, rl, k Пр12 ri, j, rl Пр12 

l l, j, k Пр16* ri, l, k Пр14* ri, j, l Пр14* 

l l, j, k Пр17* ri, l, k Пр15* ri, j, l Пр15* 

* - не имеет эффективного обращения 
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Таблица 2.5 Варианты обращений модуля Пр15 

Исходный 

модуль 
Обращённые модули 

Аргу

мент 

x 

Функ-

ции 

u1, 

 u2, 

 u3 

Вариант  

обращения 1: 

)( 1uxx  ; )(11 xuu   

Вариант 

 обращения 2: 

)( 2uxx  ; )(22 xuu   

Вариант  

обращения 3: 

)( 3uxx  ; )(33 xuu   

x

 1u , 2u , 3u  
Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 

i 

ri, 

 j, 

 k 

ri 

i, j, k Пр17* 

j 

ri, i, k Пр4 

k 

ri, j, i Пр3 

i i, j, k Пр19 ri, i, k Пр7 ri, j, i Пр16* 

rj rj, j, k Пр15* ri, rj, k Пр13 ri, j, rj Пр2 

j j, j, k Пр10 ri, j, k Пр18 ri, j, j Пр8 

rk rk, j, k Пр6* ri, rk, k Пр5 ri, j, rk Пр12 

k k, j, k Пр9 ri, k, k Пр8 ri, j, k Пр16* 

rl rl, j, k Пр15* ri, rl, k Пр13 ri, j, rl Пр12 

l l, j, k Пр17* ri, l, k Пр15* ri, j, l Пр14* 

l l, j, k Пр17* ri, l, k Пр18 ri, j, l Пр15* 

* - не имеет эффективного обращения 

 

Таблица 2.6 Варианты обращений модуля Пр16 

Исходный 

модуль 
Обращённые модули 

Аргу

мент 

x 

Функ-

ции 

u1, 

 u2, 

 u3 

Вариант  

обращения 1: 

)( 1uxx  ; )(11 xuu   

Вариант 

обращения 2: 

)( 2uxx  ; )(22 xuu   

Вариант  

обращения 3: 

)( 3uxx  ; )(33 xuu   

x  1u , 2u , 3u  
Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 

ri 

i,  

j, 

 k 

i 

ri, j, k Пр14* 

j 

i, ri, k Пр3 

k 

i, j, ri Пр3 

i i, j, k Пр17* i, i, k Пр16* i, j, i Пр9 

rj rj, j, k Пр3 i, rj, k Пр14* i, j, rj Пр3 

j j, j, k Пр9 i, j, k Пр17* i, j, j Пр9 

rk rk, j, k Пр3 i, rk, k Пр3 i, j, rk Пр14* 

k k, j, k Пр6* i, k, k Пр17* i, j, k Пр17* 

rl rl, j, k Пр14* i, rl, k Пр14* i, j, rl Пр14* 

l l, j, k Пр16* i, l, k Пр16* i, j, l Пр16* 

l l, j, k Пр17* i, l, k Пр17* i, j, l Пр17* 

* - не имеет эффективного обращения 
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Таблица 2.7 Варианты обращений модуля Пр17 

Исходный 

модуль 
Обращённые модули 

Аргу

мент 

x 

Функ

-ции 

u1, 

u2, u3 

Вариант  

обращения 1: 

)( 1uxx  ;  )(11 xuu   

Вариант  

обращения 2: 

)( 2uxx  ; )(22 xuu   

Вариант  

обращения 3: 

)( 3uxx  ; )(33 xuu   

 x  1u , 2u , 3u  
Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 
x  1u , 2u , 3u  

Мо-

дуль 

ri 

i, 

 j, 

k 

i 

ri, j, k Пр15* 

j 

i, ri, k Пр15* 

k 

i, j, ri Пр3 

i i, j, k Пр19 i, i, k Пр10 i, j, i Пр9 

rj rj, j, k Пр4 i, rj, k Пр15* i, j, rj Пр3 

j j, j, k Пр10 i, j, k Пр19 i, j, j Пр9 

rk rk, j, k Пр6* i, rk, k Пр6* i, j, rk Пр14* 

k k, j, k Пр9 i, k, k Пр9 i, j, k Пр16* 

rl rl, j, k Пр15* i, rl, k Пр15* i, j, rl Пр14* 

l l, j, k Пр17* i, l, k Пр17* i, j, l Пр16* 

l l, j, k Пр19 i, l, k Пр19 i, j, l Пр17* 

* - не имеет эффективного обращения  

Например, для модуля Пр9(1, 1, 2) предварительно определяем параметры 

р2, р3, 3, р4, 4 и р5, затем функции 2, и 5 плоского модуля Пл4(2, 5) с 

последующим определением при 2 = 2 функций 1 и 1 модуля Пр1 (r1, 1, 1), т. 

е. справедлива следующая структурная формула (рис.2.23): 
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
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rrp
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




 

 

 

 

 

m1 = 4 

(2, 3, 4, 5) 

Пл4 (2, 5) 

V 

 

 

2= 2 

 

 

m2 = m 

(1, 2, ... m) 

Пр1 (r1, 1, 1) 

 

Рис. 2.23. Решение модуля Пр9 

 

Для пространственного модуля Пр14 (r1, 2, 3) при аргументе 2 может быть 

использована следующая параметрическая формула(рис. 2.24): 
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Следует признать, что некоторые одноаргументные пространственные модули, 

как видно из табл.2.3-2.7, не имеют эффективного обращения, аналитические 

решения для них следует искать с использованием других методов. 

 

2 

 

m = 4 

(4, 2, 1, 3) 

Пр14(r4,1,2) 

V 

r4 

 

m = 4 

(2, 3, 4, 5) 

Пр9(2,1,2) 

V 

Рис. 2.24. Решение модуля Пр14 

В общем случае, большинство одноаргументных элементарных 

пространственных модулей допускает эффективное обращение с последующим 

отображением элементарными плоскими модулями. Для большинства 

пространственных одноаргументных модулей, ранее не имевших прямых 

аналитических решений задачи о функциях, аналитические решения получены 

методом обращения. 

 

2.3.2. Производные функций элементарных модулей 

2.3.2.1. Общие решения производных функций элементарных модулей 

2.3.2.2. Производные первого порядка функций  

Для одноаргументной функции   

dt

dx

x

U

dt

xdU






)(
; (2.46) 

для многоаргументной функции  





k

j

j

j

k

dt

dx

x

U

dt

xxxdU

1

21 ),...,,(




. (2.47) 

т.е. для определения полной производной функции необходимо определить все 

её частные производные первого порядка. 

Для пространственного элементарного модуля с функциями U1,U2,U3 и 

аргументами x1, x2,...,xk дифференцируем уравнения (2.1)-(2.3) по аргументу xj 

(1<j<k): 
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0
1111 1

3
3

2
2

1
1  b

x

U

x

U

x

U

jjj 












 ; (2.48) 

0
2222 1

3
3

2
2

1
1  b

x

U

x

U

x

U

jjj 












 ; (2.49) 

0
3333 1

3
3

2
2

1
1  b

x

U

x

U

x

U

jjj 












 ; (2.50) 

Тогда        



 i

j

i

x

U




; (2.51) 

при этом   

333

222

111

321

321

321

ααα

ααα

ααα

 ; 

333

222

111

321

321

321

1

ααb

ααb

ααb







 ; 

333

222

111

311

311

311

2

αbα

αbα

αbα







 ; 

333

222

111

121

121

121

3

bαα

bαα

bαα







 , 

 

 где 
s

i  и 
s

b1   при i = 1, 2 или 3   и     s = 1,2 или 3  - см. табл.2.8. 

 

Таблица 2.8 Коэффициенты 
s

i  и свободные члены 
s

b1  определителей формулы 

(2.47) 

Ui 

s
i  rk k k 

xk  

s

b1  

1
i  cosk sink -rksink cosk -rkcosk sink 

1
1b  

2
i  sink rksink 0 

2
1b  

3
i  cosk sink -rk sink sink -rkcoskcosk 

3
1b  

 

Аналогично дифференцируем уравнения (2.4) и (2.5): 

0
111 1

2
2

1
1  b

x

U

x

U

jj 







 ; (2.52) 

0
222 1

2
2

1
1  b

x

U

x

U

jj 







 ; (2.53) 

Тогда 



 i

j

i

x

U




; (2.54) 
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при этом
2221

1211

αα

αα
 ; 

2221

1211

1 αb

αb




 ; 

2121

1111

2 bα

bα




 . 

где 
s

i  и 
s

b1  при i = 1 или 2 и s = 1 или 2- см. табл.2.9. 

Таким образом, частные производные первого порядка функций элементарных 

модулей могут быть определены из системы уравнений (8.3)-(8.5) для 

пространственных, и из системы уравнений (8.6.)-(8.7) - для плоских модулей. 

 

Таблица 2.9 Коэффициенты 
si

  и свободные члены 
s

b1
определителей 

формулы (2.51) 

 

Ui 

si
  rk k 

x 

s

b1  

1i
  cosk -rk sink 

1
1b  

2i
  sink rk cosk 

2
1b  

 

2.3.2.3. Производные второго порядка функций  

Дифференцируя выражения (2.42) и (2.43), получим 

2

22

2

2

2

2 )(

dt

xd

x

U

dt

dx

x

U

dt

xUd

















  (2.55) 

 





 






















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





1
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21

112 21

2

1
2

22

2

2

2
21

2

2

),...,,(

k

j

jj
k

jj jj

k

j

j

j

j

j

k

dt

dx

dt

dx

xx

U

dt

xd

x

U

dt

dx

x

U

dt

xxxUd













 (2.56) 

Для определения полной производной второго порядка функции необходимо 

определить все частные производные первого и второго порядков этой функции, 

как чистые, так и смешанные. 

Дифференцируем систему уравнений (2.45)-(2.47) 

0
12

21

3
2

13

21

2
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21

1
2
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; (2.57) 
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21 
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U
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
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; (2.58) 
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0
32

21
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33

21
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21

1
2

31 








b
xx

U
a

xx

U
a

xx

U
a

jjjjjj 










, (2.59) 
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


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

i
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i

xx
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21

2




; (2.60) 

при этом 

333231

232221

131211




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 ; 
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Где  

2j

Si

x

a




 и 

2

1

j

S

x

b




 при i = 1,2 или 3 и s = 1,2 или 3 -см. табл. 2.10. 

Аналогично дифференцируем уравнения (2.48) и (2.49): 

0
12

21

2
2

12

21

1
2

11






b

xx

U
a

xx

U
a

jjjj 






; (2.61) 

0
22

21

2
2

22

21

1
2

21 





b
xx

U
a

xx

U
a

jjjj 






; (2.62) 

тогда  







i

jj

i

xx

U

21

2




, (2.63) 

при этом  
2221

1211

αα

αα
 , 

2222

1212

1 αb

αb




 , 

2221

1211

2 bα

bα




 . 

И ,

2

1

1

1

1

1
2

1 2

2

ji j

i

j

i

x

b

dx

dU

x

a
b












 ,

2

2

1

2

2

1
2

1 2

2

ji j

i

j

i

x

b

dx

dU

x

a
b












 

где 

2j

i

x

a
S




 и 

2

1

jx

b
S




 при i = 1 или 2 и s = 1 или 2- см. табл. 2.11. 
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Таблица 2.10 Частные производные 

2j

Si

x

a




 и 

2

1

j

S

x

b




  

выражений 
322212 ,, bbb  определителей формулы (2.55) 

Ui rk 
1

jx  

2
jx  rk k k 

2
jx  

2

1

j

i

x

a




 0 -sink cosk -cosk sink 

2

11

jx

b




 

2

2

j

i

x

a




 0 cosk 0 

2

12

jx

b




 

2

3

j

i

x

a




 0 -sink sink cosk cosk 

2

13

jx

b




 

Ui k 
1j

x
 

2j
x

 
rk k k 

2j
x

 

2

1

j

i

x

a




 -sink cosk -rk cosk cosk rk cosk cosk 

2

11

jx

b




 

2

2

j

i

x

a




 cosk -rk sink 0 

2

12

jx

b




 

2

3

j

i

x

a




 sink sink -rk cosk sink -rk sink cosk 

2

13

jx

b




 

Ui k 
1j

x
 

2j
x

 
rk k k 2j

x
 

2

1

j

i

x

a




 -cosk sink -rk sink sink -rk cosk cosk 

2

11

jx

b




 

2

2

j

i

x

a




 0 0 0 

2

12

jx

b




 

2

3

j

i

x

a




 cosk cosk -rk sink cosk -rk cosk sink 

2

13

jx

b




 

 

Таким образом, частные производные второго порядка функций элементарных 

модулей могут быть определены из системы уравнений (2.57)-(2.59) для 

пространственных, и из системы уравнений (2.61)-(2.62) - для плоских модулей. 
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Таблица 2.11 Частные производные 

2j

i

x

a
S




 и 

2

1

jx

b
S




 выражений 

21
22 ,bb  

определителей формулы (2.63) 

Ui rk 
1

jx  

2
jx  rk k 

2
jx  

2

1

j

i

x

a





 

0 -sink 
2

11

j
x

b





 

2

2

j

i

x

a





 

0 cosk 
2

12

j
x

b





 

Ui k 
1

jx  

2
jx  rk k 

2
jx  

2

1

j

i

x

a





 

-sink -rk cosk 
2

11

j
x

b





 

2

2

j

i

x

a





 

cosk -rk sink 
2

12

j
x

b





 

Эти общие решения имеют практическое применение для многоаргументных 

функций, например, в математических моделях приводных манипуляторов. 

Для одноаргументных модулей практический смысл имеет и определение 

частных производных второго порядка функций простым дифференцированием их 

частных производных первого порядка. 

 

2.3.2.1. Частные решения для производных первого порядка плоских 

модулей 

Общее решение (2.54) представим в следующем виде: 

),(

),(

),(

),(

21

2

21

211

ii

ii

UU

Ux

x

U

N

jxp

N

jN

j 












 

),(

),(

),(

),(

21

1

21

122

ii

ii

UU

xU

x

U

N

jxp

N

jN

j 












 

где  xj - аргумент модуля (j =1,2,3..., k - число аргументов модуля); 

U1, U2- первая и вторая функции списка функций модуля; 
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i1, i2- индексы векторов с первой и второй функциями модуля; 

xji  - индекс вектора с аргументом xj модуля. 

Для элементарных плоских модулей существует четыре определителя 

),( 21 iiN : 

для модуля Пл1(функции 
11 ii ,r  ) 

)sin(cos
cossin

sincos
),( 22

1 iii

iii

iii
r

r

r
ii 







  или iriii  ),()( 11 . 

для модуля Пл2 (функции
21

, ii rr ) 

1221
21

21 sincossincos
sinsin

coscos
),( 212 iiii

ii

ii
ii 




  или )sin(),(

12212 iiii   . 

для модуля Пл3 (функции 
21

, iir  ) 

)sinsincos(cos
cossin

sincos
),(

21212

221

221

213 iiiii
iii

iii
r

r

r
ii 







  

или  )cos(),(
212213 iiirii   ; 

для модуля Пл4 (функции
21

, ii  ) 

)sincoscossin(
cossin

sincos
),(

212121

2211

2211

214 iiiiii
iiii

iiii
rr

rr

rr
ii 







  

или  )sin(),(  
1221214 iiii rrii   . 

Любой из определителей ),( 21 Ux jN  или ),( 12 jN xU  может быть приведен к 

одному из определителей ),(  21 jjp  (р=1,2,3 или 4). 

При приведении определителя Nl  к p  возможны следующие варианты: 

1. Аргумент и заменяемая функция однородны, т.е. оба эти параметра являются 

или линейными или угловыми параметрами векторного контура. В этом 

случае для модулей Пл2, Пл3 или Пл4 РN и ),(),( 221 iiUx xjNjN   и 

),(),( 112 xjNjN iixU  . 

 

Например, для модуля Пл2 (функции r1, r2) с аргументом r3  
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)2,3(),( 2311 Npp   и )2,1(),( 3121 Npp  . 

Модуль Пл1 составляет исключение из этого правила. Так, для модуля 

Пл1(функции ri, αi) с аргументом α3  )3,1(),( 32311
 r . 

2. Аргумент и заменяемая функция разнородны, т. е. один из этих параметров 

является линейным, а другой - угловым параметром векторного контура. 

Если список параметров определителя 1N  или 2N  соответствует одному из 

четырех списков функций элементарных плоских модулей, то 

),(),( 221 iiUx xjNjN   и ),(),( 112 xjNjN iixU  . 

Если список параметров определителя 1N  или 2N  имеет обратный порядок 

следования параметров по сравнению с одним из четырех стандартных списков 

функций, то  

),(),( 221 xjNjN iiUx    

или  

),(),( 112 iixU xjNjN  . 

Например, для модуля Пл4 (функции α1, α2) с аргументом r3 

)2,3(),( 32441
 r , но )1,3(),( 3314 2

  . 

Аналогично можно привести и любой определитель 1N , 2N , 3N  для 

аргумента хj элементарного пространственного модуля к одному из двадцати 

основных определителей ),,( 321 iiiN . 

Общий алгоритм вывода формул частных производных первого порядка для 

плоских и пространственных элементарных модулей кратко сформулируем 

следующим образом: 

1. Привести определитель iN  к определителю p :  iNp   или 

iNp  ; 

2. Разделить определитель iN  на определитель N . 

Этот алгоритм используется и для вывода формул частных производных 

функций элементарных плоских модулей со списками функций табл.2.13. 
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Таблица 2.12 Частные производные  
x

U i




  элементарных плоских модулей 

Модуль x 
x

U



 1  
x

U



 2  

Пл1(ri, j) rj 
)cos( ji    )sin(

1

jiir  


 

 j 
)sin( jijr    )cos(

1

jiji rr  


 

 i )( tg 1
jiir    )(sin 1

jiir    

Пл2(ri,rj) j 
)sin( jijr    )( tg 1

jijr    

 rk  
)sin(

)sin(

ji

kj








  

)sin(

)sin(

ji

ki








  

 k  
)sin(

)cos(

ji

kjkr








   

)sin(

)cos(

ji

kikr








  

 i 
)( tg jiir    )(cos 11

jijirr   
 

Пл3(ri, j) rj )(cos 1
ji     )( tg 1

jiir    

 rk  
)cos(

)cos(

ji

kj








  

)cos(

)sin(

jij

ki

r 






 

 k  
)cos(

)sin(

ji

kjkr








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)cos(

)cos(

jij

kik

r

r








  

 ri )( tg 11

jiir  
 )(sin 11

jijr   
 

Пл4(i,j) rрj )(sin 11

jiir   
 )( tg 1

jijr     

 rk  
)sin(

)cos(

jii

kj

r 






  

)sin(

)cos(

jii

ki

r 






  

 k  
)sin(

)cos(

jii

kik

r

r








  

)sin(

)cos(

jij

kik

r

r








 

 

2.3.2.2. Частные решения для производных второго порядка функций 

плоских модулей 

Система уравнений (2.61)-(2.62), позволяет определить, как чистые, так и 

смешанные производные функций многоаргументных элементарных плоских 

модулей. 

Ограничемся определением лишь чистых производных второго порядка путем 

дифференцирования производных первого порядка этих функций, приведенных в 
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п.п.2.3.2.1., представляющих практический интерес при исследовании 

одноаргументных модульных моделей. 

 

Модуль Пл1(ri, i) 
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Модуль Пл3(ri, j) 
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2.4.  Локальные системы координат векторов пространственных модулей 

Поворот осей общей системы координат(ОСК) необходим для более полной 

реализации пространственных расчетов векторных контуров и связей между 

векторами, не лежащих в одной плоскости. 

Поворот осей общей системы координат XYZ (рис. 2.23) проводится на углы:  

- относительно оси X – поворот на угол ; 

- относительно оси Y – поворот на угол ; 

- относительно оси Z – поворот на угол , 

что приводит к появлению локальной системы координат(ЛСК) X’Y’Z’. 

Есть два подхода к подобному преобразованию.  

1. Описание локальной системы координат для целого списка векторов и в 

таком случае при использовании необходим перевод целого списка векторов в 

локальную систему координат, проведение расчета модулей в ней и последующего 

перевода их в общую систему координат.  

2. Описание углов поворота осей ЛСК, для каждого вектора, и тогда при 

проведении расчета локальная система для такого вектора, это всего лишь доворот 

вектора на требуемый угол и необходимость перевода остальных векторов в ЛСК 

может быть реализована, как таким же переводом в ЛСК, так и использованием 

механизма связи параметров между векторами.  

Первый вариант, был использован в ранних версиях программного пакета 

КДАМ(см. главу 4), например, для проведения расчета механических систем 

управления летательными аппаратами в интересах реального проектирования. Но в 

процессе дальнейшего развития математического аппарата, второй вариант, как 
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более гибкий, был принят в результате основного и реализован в поздних версиях 

программного пакета КДАМ. 

 

 

Рис. 2.25. Схема поворота ОСК в ЛСК 

Важно понимать, что при векторном моделировании поворот в ЛСК необходим 

только для проведения расчета, после расчета углы поворота вектора, переводятся 

обратно в ОСК. 
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3. ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДУЛЬНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ МОДЕЛИ 

3.1. Основные задачи динамики 

При известной кинематической схеме, определенных массовых 

характеристиках звеньев и заданных внешних нагрузках, зависящих лишь от 

положения механизма, можно решить две основные задачи динамики: 

1. Определить уравновешивающую нагрузку М ур = М  М
 или  

Fур = F  F
 на звено приведения, обеспечивающую достижение заданного его 

движения 

 = (t)  Мур = Мур (t); 

s = s (t)  Fур = Fур (t), 

где М
 или F

 - приведенная внешняя нагрузка, мощность которой равна 

сумме мощностей известных внешних нагрузок на все звенья механизма. 

2. Определить движение звена приведения при заданных внешних нагрузках 

на звенья механизма 

М = М ()   =  (t); 

F = F (s)  s = s (t). 

Решение, как первой, так и второй задачи можно представить в виде блок-

схемы (рис. 3.1). 

 

 

3.2. Одномассовые динамические модели 

Многозвенные механизмы (рис.3.2,а) можно заменить одномассовыми 

динамическими моделями (рис.3.2,б и рис.3.2,в) 

Приведенная массовая характеристика J или m  эквивалент инертности всех 

звеньев механизма. 

Приведенная нагрузка M или F - эквивалент нагрузок на все звенья 

механизма. 
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Рис. 3.1. Блок-схема решения задач динамического анализа механизмов 

 

 

 

а) б) в) 

Рис.3.2. Заменямый механизм и его одномассовые модели 

а) заменяемые механизм; б) модель 1; в) модель 2. 

 

 

а

) 
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3.3. Приведение массовых характеристик 

Кинетическая энергия звена приведения равна сумме кинетических энергий 

всех звеньев механизма: 



m

i
iTT

1=

 (3.1) 

Массовую характеристику звена, совершающего сложное движение, 

определяют два параметра: 





k

j
jm

1

m  - масса звена, мера инертности поступательного перемещения 

звена, кг; 





k

j
jjs rm

1

2J - момент инерции относительно центра масс s, мера инертности 

вращения звена, кг м2. 

Для линейно перемещающегося звена  

2/2
svmT  ; (3.2) 

для вращающегося звена при неподвижном центре масс s 

2/2sT J ; (3.3) 

для звена, совершающего сложное движение, 

2/2
svmT   + 2/2sJ . (3.4) 

Для модели 1, используя зависимости (2.62) и (2.63): 
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Для модели 2 (рис. 3.1) аналогично  
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Дифференцируем выражения (2.65) и (2.66), считая mi и Jsi - const, 
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Массовая характеристика звена приведения и её частная производная зависят 

от частных производных перемещений (аналогов скоростей и ускорений) звеньев 

механизма и не зависят от его скорости и ускорения. 

 

3.4. Нагрузки на звенья механизмов 

Нагрузка - воздействие на звено, изменяющее его кинетическую энергию. 

Исследования движения механизма проводят с учетом внешних нагрузок, 

гравитации, инертности звеньев, а также прочих факторов, например, трения в 

кинематических парах. 

Учет внешних нагрузок в различных моделях механизмов проводят путем 

приложения к их звеньям векторов внешних сил внF  и внешних моментов внM . 

Для плоских механизмов вместо векторов внM , а также   и   часто используют 

круговые стрелки (рис. 3.3). 

Внешние нагрузки могут совершать положительную работу, способствующую 

движению, или отрицательную - препятствующую движению механизма. 

Внешние нагрузки могут зависеть только от положения механизма. На 

величину внешней нагрузки могут влиять также скорости и ускорения звеньев. 

 

Рис. 3.3. Условная замена векторов сил и моментов круговыми стрелками 

~ 
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Силы взаимодействия подвижно соединенных звеньев механизма всегда 

взаимообратны, их нормальные составляющие работы не совершают, но 

определяют потери мощности на трение. 

Учет гравитации звена обычно проводят введением вектора силы тяжести G, 

прикладываемого к центру масс звена s, при этом G = m g. 

Гравитация - притяжение тела, обладающего массой, к центру планеты - 

проявляется в ускорении его свободного падения. В инженерных расчетах 

ускорение свободного падения g принимают равным 9,81 м/с2, хотя на земном 

экваторе gэ = 9,7803 м/с2, а на полюсе gп = 9,83215 м/с2. 

Учет инертности звена механизма можно проводить введением вектора силы 

инертности Ф , приложенного к его центру масс s противоположно вектору 

ускорения a , и вектора момента инертности иM , приложенного к звену 

противоположно вектору углового ускорения звена  , при этом Ф = - ma, Mи = -Js. 

Звено механизма - тело, обладающее массой. 

Инерция массы (звена механизма) - сохранение кинетической энергии. 

Инерция массы проявляется в стремлении сохранить состояние равномерного 

движения или покоя.  

Инертность массы (звена механизма) - сопротивление изменению 

кинетической энергии. 

Инертность массы проявляется в противодействии изменению состояния её 

равномерного движения или покоя. 

Сила инертности Ф  - реакция на поступательное ускорение центра масс s, 

момент инертности иM  - это реакция на вращательное ускорение звена. 

Вектор силы инертности Ф  и вектор момента инертности иM  фиктивны, 

введены искусственно, точно также как и вектор силы тяжести G. Эти векторы 

отображают в привычной графической форме реальное проявление инертности и 

гравитации. 

Следует отметить, что несмотря на внешнее сходство формул G=mg и Ф=-ma, 

сила тяжести и сила инертности имеют совершенно различную природу и разные 

свойства.  
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3.5. Приведение внешних нагрузок 

Элементарная работа звена приведения равна сумме элементарных работ 

звеньев механизма 



m

1=i

iAA  (3.9) 

Для каждого положения механизма все внешние и гравитационные нагрузки на 

звенья можно привести к центру масс s и отобразить векторами Fxi, Fyi, Mi 

(рис.3.4). 

 

 

 

Рис. 3.4. Отображение нагрузок векторами 

 

Пусть внешние нагрузки - функции положения механизма. 

Трением в кинематических парах пренебрегаем. 

Сложное плоское движение звена можно рассматривать как вращательное 

относительно его центра масс при поступательных перемещениях последнего вдоль 

осей прямоугольной декартовой системы координат.  

Для линейно перемещающегося звена : 

iyixi yFxFA
ii
 . (3.10) 

для вращающегося звена при неподвижном центре масс: 
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iiiyixi MyFxFA
ii

 . (3.12) 

Для модели 1 (рис.3.2,б), используя выражения (3.11) и (3.12): 
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Для модели 2 (рис.3.2,в) аналогично), используя выражения (3.10) и (3.12):  
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Приведенная внешняя нагрузка на звено приведения зависит от частных 

производных перемещений (аналогов скоростей) звеньев механизма и не зависит 

от его скорости и ускорения. 

 

3.6. Уравнения движения механизмов 

Обратимся к теореме об изменении кинетической энергии 
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Для вращающегося звена приведения  
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Для линейно перемещающегося звена приведения 
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Для модели 1 (рис. 3.2,б), с учетом выражения (3.16) 
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Для модели 2 (рис. 3.2,в), с учетом выражения (3.17) 
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Уравнения (3.18) и (3.19) - это, уравнения движения механизмов в 

энергетической форме.  

Для модели 2 (рис. 3.2,б) из уравнения (2.77)  
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получим, принимая во внимание a
dt

dv

s

v

dt

ds

s

v
v 








, 

0
2

1 2  


 amv
s

m
F




. (3.20) 

Для модели 1 (рис. 3.2,в) аналогично: 
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Уравнения (3.20-3.21)  уравнения движения механизмов в дифференциальной 

форме.  

 

Уравнения (3.20-3.21) учитывают не только внешние нагрузки, но и инертности 

звеньев механизма. Дополнительно убедимся в этом.  

Просуммируем элементарные работы всех звеньев механизма, учитывая не 

только внешние и гравитационные нагрузки, но и силы инертности Ф и моменты 

инертности Mи звеньев. Эта суммарная мощность равна нулю в соответствии с 

принципом Даламбера-Лагранжа  
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где  и  - угловые скорости и ускорения звена приведения, получим 
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Анализируя уравнение (3.22) с учетом выражений (3.20), (3.21) и (3.13), 

убеждаемся в том, что первая его строка - это приведенный момент M, вторая  

произведение 
2

2

1




 J , а последняя - произведение J  , то есть уравнение (3.22) 

обращается в уравнение (3.21) 

Таким образом, параметры J и 


 J
 в уравнении (3.22) учитывают инертности 

звеньев механизма. 

 

3.7. Переход от кинематической к основной динамической модульной модели 

3.7.1. Основная динамическая модульная векторная модель механизма  

Основная динамическая модульная векторная модель механизма - основная 

кинематическая модульная векторная модель механизма, дополненная векторными 

контурами (модулями), определяющими положения центров масс звеньев, точек 

приложения сосредоточенных внешних нагрузок, и значениями массовых 

характеристик звеньев. 

Динамические модели механизма используются при определении: 

 внешних нагрузок для достижения заданного закона движения выходного 

звена; 

 нагрузок на элементы кинематических пар. 

Основная динамическая модель также должна быть приспособлена для 

модификации при решении второй задачи динамики, т.е. для определения законов 
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движения звеньев при заданных внешних нагрузках. 

При заданных положениях входного звена динамическая модель определяет не 

только положение, но и скорости центров масс, точек приложения внешних 

нагрузок, а также находят решения векторных контуров, описывающих силовое 

равновесие. 

Динамическая модель позволяет перейти от исследования многозвенного 

механизма к его одномассовой модели, к звену приведения, с переменными, в 

общем случае, значениями массовой характеристики и нагрузки, определенными 

для каждого положения. 

Для полного описания основной динамической модели механизма приняты 

следующие характеристики: 

1. Основная кинематическая модульная модуль; 

2. Для каждого вектора кинематической модели: 

2.1. Положение центра масс: длина дополнительного вектора 
iSp угол 

относительного поворота вектора 
iSp  

2.2. Массовые характеристики mi и Jsi; 

2.3. Положение точки приложения внешней нагрузки Fi:длина 

дополнительного вектора 
iжp угол относительного поворота вектора 

iжp  

2.4. Внешние нагрузки Fxi, Fyi, Fzi, Mi; 

Таким образом, модульные векторные модели представляют практический 

интерес не только при решении задач кинематики, но и задач динамики, это 

обеспечивает методическое единство обучения, практическое применение метода с 

использованием единых модульных векторных моделей. 

 

3.7.2. Особенности динамического анализа рычажных механизмов, 

отображаемых векторными контурами с дополнительными 

внутриконтурными связями. 

Рассмотрим для примера два варианта кулисного механизма, служащего для 

преобразования вращательного движения звена АВ в поступательное движение 
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звена СD. 

Структурная схема первого варианта данного механизма, его кинематическая и 

динамическая векторные модели представлены на рис. 2.25. 

 

а)    б)    в) 

Рис. 3.5. Структурная схема(а), основная кинематическая(б) и динамическая(в) 

векторные модели 1-го варианта механизма 

Кинематическая модульная векторная модель первого варианта механизма 

состоит из одного элементарного модуля Пл1. Динамическая модульная векторная 

модель первого варианта механизма состоит из кинематической модульной 

векторной модели (тот же элементарный модуль Пл1), дополненной векторными 

контурами (модулями), определяющими положения центров масс звеньев, точек 

приложения сосредоточенных внешних нагрузок, а также значениями массовых 

характеристик звеньев. 

Структурная схема второго варианта механизма, его кинематическая и 

динамическая векторные модели представлены на рис. 3.6. 

 

а)     б)    в) 

Рис. 3.6. Структурная схема(а), основная кинематическая(б) и динамическая(в) 
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векторные модели 2-го варианта механизма  

Кинематическая модульная векторная модель второго варианта имеет три 

неизвестных: длину вектора 3 и углы поворота 3 и 2 векторов при наличии связи 

между векторами 2-3, то есть данный векторный контур не является элементарным 

и обладает дополнительной к условию замкнутости межвекторной связью. Однако, 

подобная усложненная модель после нахождения кинематических параметров при 

динамическом анализе механизма не нужна, так как кинематические параметры 

всех звеньев уже найдены и поэтому используется кинематическая модель (рис. 

3.6.б), дополненная векторными контурами (модулями), определяющими 

положения центров масс звеньев, точек приложения сосредоточенных внешних 

нагрузок, а также значениями массовых характеристик звеньев, приведенная на рис. 

3.6.в. 

3.7.3. Расчет реакций в шарнирах механизмов с  

использованием векторных модулей 

В настоящей работе расмотренно только определение уравновешивающей 

нагрузки и усилий в кинематических парах механизма с использованием 

инвариантности векторных модулей, то есть с использованием возможности их 

применения, как в кинематических задачах, так и в задачах динамического анализа. 

Для создания модульной динамической модели предварительно внешние 

нагрузки на звено и нагрузки, учитывающие гравитацию сводятся к суммарной силе 

iF , приложенной в точке Ki, и к моменту iM , определяется положение центра масс 

Si, значения массы mi и момента инерции Jsi относительно центра масс Si для i-ого 

звена . 

Параметры точек Ki и Si задаем во вспомогательной полярной системе 

координат, начало которой связано с характерной точкой кинематической пары - 

осью вращения шарнира вращательной пары или точкой пересечения оси 

направляющей с осью поводка ползуна для поступательной пары. При этом ось Х 

расположена параллельно вектору моделирующему звено в кинематической 

модели. 

Для удобства дальнейших расчетов принимаем движение точек Ki и Si в 
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координатах X , Y (для плоского механизма) и X , Y , Z (для пространственного 

механизма). Для нахождения данных координат используем стандартные модули 

для плоского механизма - Пл2, для пространственного механизма - Пр11. 

Координаты точек Ki и Si являются функциями данных модулей.  

В результате кинематическая модель механизма дополняется контурами 

описывающими движение центра масс механизмов и точек приложения нагрузок. В 

общем случае механизмы могут иметь неограниченное число звеньев образующих 

множество векторных контуров плюс дополнительные контуры, определяющие 

состав динамической модульной модели, то есть, в общем случае векторная модель 

механизма с числом векторов Nv дополнительно увеличивается на Nm+NF - 

контуров, которые отображают движение точек Si и Ki, соответствующих 

элементарным плоским модулям Пл2 или пространственным модулям Пр11. В 

случае, если не учитывается динамика основания /вибрация и т.д./, число 

дополнительных контуров сокращается на количество векторов, описывающих 

стойку, умноженное на два. Такая развитая кинематическая модель удобна для 

перехода от основной кинематической к основной динамической модели 

механизма. 

Задача силового анализа, а именно нахождение уравновешивающей нагрузки 

на звено приведения, решается исходя из принципа равенства нулю суммы 

элементарных работ или мощностей механизма. Переход от одного положения к 

другому за разные промежутки времени связаны с различными затратами энергии, и 

множество механизмов при постоянстве скорости входного звена имеют 

изменяющиеся скорости движения прочих звеньев. Любое изменение скорости 

движения реального i-ого звена, обладающего массой mi и моментом инерции 

относительно центра массы Jsi, связанно с преодолением его инертности. 

Большинство различных по своей структуре стержневых механизмов, включая 

простейшие кривошипо-ползунные и кривошипо-коромысловые механизмы 

обладают именно такими свойствами. Кроме того, необходимо учитывать, что у 

однозвенной заменяющей схемы для каждого момента времени работы значения 

суммарного момента M и суммарного момента инерции J могут изменяться. 
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Уравнение энергетического баланса механизма с учетом сил и моментов 

инерции всех звеньев механизма с приведением к однозвенной модели расчета 

выглядить следующим образом: 

Уравновешивающая нагрузка - нагрузка определяемая из равенства её 

элементарной работы сумме элементарных работ (мощностей) внешних нагрузок, 

сил гравитации, инерционных нагрузок действующих на механизм, и и 

приложенная, например, к ведущему звену: 

)),(),,((=
1

1УР jj

n

i

iii MPGMFPM uФ 


 ; (3.23) 

где Р(Fi,Mi,Gi) - работа i-го звена, нагруженного внешними и гравита-

ционными силами Fi, Gi, а также моментными нагрузками Mi; 

Р(Фi,Mиi) - работа сопротивления изменению скоростей движения i-го звена, 

учитываемая введением нагрузок: 

Фi=- masi   - силы инерции i -го звена, 

Mиi=- Jsisi  - момента инерции i -го звена. 

Для определения уравновешивающей нагрузки, разложив все действующие 

силы по осям X, Y основной системы координат механизма (за начало координат 

можно принять стойку ведущего звена) получим: 
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где  

x
iF - проекция на ось X внешней силы действующей на i-ое звено механизма; 

y
iF  - проекция на ось Y внешней силы действующей на i-ое звено механизма; 

  
x
iФ  - проекция на ось X инерционной силы действующей на i-ое звено 

механизма; 

  
y
iФ  - проекция на ось Y инерционной силы действующей на i-ое звено 

механизма; 

iG - сила тяжести от массы i-ого звена механизма; 



83 

iyix   , - скорости перемещения точек приложения сил по осям X и Y; 

М. Ц.М. Ц.
 , YX  - скорости перемещения центров масс по осям X и Y; 

1 ,i  - угловые скорости i-ого звена и ведущего звена; 

руM - уравновешивающий момент. 

За основу расчета реакций в кинематических парах примем методику 

приведенную в работе Л.А.Ассура [8]: 

Пусть задана двухповодковая группа АСВ (см. рис.3.7). Разъединим шарнир в 

точке С, общей для обоих поводков. Тогда давление поводка 1 в шарнире С на 

поводок 2 обозначим через С12, а обратное давление обозначим С21. Пусть, далее, 

сила С12 разложена на две составляющие Р12 и S12, причем первая проходит через 

точку b приложения силы Р2, действующей извне на звено 2, а вторая совпадает с 

направлением оси поводка 2.  

Аналогично, сила С21 разложена на две составляющие Р21 и S21, причем первая 

проходит через точку a приложения силы Р1, действующей извне на звено 1, а 

вторая совпадает с направлением оси поводка 1. Момент Р12 относительно точки В 

равен моменту силы Р2, а момент S12 относительно той же точки равен нулю. 

Отсюда находим силу Р12 и аналогично - силу Р21. 
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Рис. 3.7. Разложение сил по методу Ассура 

Для определения сил S12 и S21 поступаем следующим образом (рис.3.8): 

выбираем полюс рС и откладываем от него силы Р12, Р21, через конечные точки этих 
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сил 2 и 1 проводим прямые 2 и 1 , паралельные осям поводков. На оси 1 берем 

произвольную точку l и проводим через точку рС прямую, причем рСm=рСl. 

Проводим затем через точку m прямую, параллельную 1 до пересечения с линией 

2. 
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Рис. 3.8. Определение осевых сил 

Так как точка рС делит пополам отрезки всех прямых, проходящих через нее и 

заключенных между прямыми 1 и m2, то отрезки рС1 и рС2 и дадут нам величину 

искомых составляющих S21 , S12: таким образом, отрезки С21 и С12 будут полными 

давлениями в точке С. 

С помощью векторной модели (см .рис. 3.9) можно провести расчет по данной 

методики используя элементарные векторные модули. 
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Рис. 3.9. Векторная модель нахождения реакций по методу Ассура 
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Параметрическая формула определения нахождения реакций по методу Ассура  

приведена на рис. 3.10. 

Использование данной методики позволяет определить нагрузки на элементы 

внутренней кинематической пары структурных групп II21
 и II23

 не определяя 

предварительно нагрузки на свободные элементы кинематических пар от 

“отброшенных” звеньев. В тоже время данная методика не позволяет определять 

реакции, если точка приложения силы будет лежать на оси звена, Поэтому, взяв за 

основу данную методику, применим несколько иной подход. 

 

m1=4 

(1,2,3,4)  

Пл2(р1, р2) 
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(9,8,1) 

Пл1(р9, 9 

Рис. 3.10. Параметрическая формула векторной модели  

нахождения реакций по методу Ассура 

При определении нагрузок на элементы внутренней вращательной 

кинематической пары структурной группы II21 
предварительно все внешние 

нагрузки, нагрузки, учитывающие гравитацию и инертность звеньев, приводим к 

суммарным силам iF  и jF , которые раскладываем на составляющие XiF , YiF  и XiF , 

YjF  (рис. 3.11). 

Тогда, если для двух звеньев связанных кинематической одноподвижной 

вращательной пары разнести все приходящие на звенья нагрузки на оси 
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кинематических пар (рис. 3.12), то, рассматривая равновесие этой оси, действие 

звеньев на нее можно учитывать осевой составляющей. 

 

 

Рис. 3.11. Суммарные нагрузки на i-ое и j-ое звенья 

Разнесем нагрузки XiF , YiF  и XiF , YjF  пропорционально расстоянию от точек 

приложения нагрузок до шарниров: 

 

Рис. 3.12. Перенос нагрузок на ось кинематической пары 
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L

hLF
F iYi

Yij

)( 
 . (3.28) 

Моменты раскладываются на пары сил, приложенные в шарнирах: 

L

M
FF i

ij
M

ii
M  

 . (3.29) 

где  L - плечо равное длине i-ого звена; 

  hi - расстояние от i-го шарнира до точки приложения силы. 

Исследуем равновесие оси j-ой кинематической пары с заменной 

“отброшенных” звеньев i и j заменяющими их реакциями OijF  и OjjF . 

Для аналитического определения величин FOIJ и FOJJ используем элементарных 

плоский модуль Пл2(FOij, FOjj), геометрический образ и параметрическая формула 

которого приведены на рис.3.13. 

Тогда, как показано на рис. 3.14: 

OjjYjjXjjij FFFF  ; (3.30) 

или  

OijYijXijji FFFF  . (3.31) 

 

Рис. 3.13. Замена звеньев силами, 

направленными вдоль их осей 

 

Рис. 3.14. Реакция в шарнире j от 

звена i 

Для определения реакций на элементы поступательной пары 

двухподоводковой группы звеньев (рис. 3.15) применим другой решение. При 

определении нагрузок на элементы внутренней поступательной кинематической 

пары структурной группы II23 
предварительно все внешние нагрузки, нагрузки 
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учитывающие гравитацию и инертность звеньев, приводим к суммарным силам Fi и 

Fj. Суммарные силы Fi и Fj раскладываем на составляющие FXi , FYi и FXj, FYj (рис. 

3.16). 

Реакции Fij и Mij найдем из совместного решения двух уравнений моментного 

равновесия сил и моментов, действующих на звено i относительно шарнира i (рис. 

2.37) и моментного равновесия сил и моментов, действующих на звено j 

относительно шарнира k (рис. 2.38). 

 

  

Рис. 3.17. Силы, действующие  

на звено i 

 

Рис. 3.18. Силы, действующие на 

звено j  
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Рис. 3.15. Структурная группа II23 
с 

внутренней поступательной парой 

 

Рис. 3.16. Разложение суммарных 

нагрузок на i-ое и j-ое звенья по 

осям Х и У  



89 

Распишем данные уравнения: 

0)()(

0)()(
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jijj

ijii
 

Заменим Fji и Mji на -Fij и -Mij : 
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Тогда: 
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FF

ykxkyixi

ij
hh

FMFMFMFM
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




)()()()(
 (3.32) 

))()((
ijii Fijyixiij hFFMFMM   (3.33) 

Полученные динамические модели позволяют расширить проектировочные 

возможности за счет использования векторного разложения реакций в 

кинематических парах, с разгружением звеньев от внеших нагрузок. 

 

3.7.4. Учет влияния трения на реакции в кинематических парах 

Любой векторный замкнутый контур имеет несколько вариаций в зависимости 

от порядка следования векторов. Так, например, четырехзвенный контур имеет три 

вариации, для каждой из вариаций векторного контура может быть создано 

множество вариантов конструктивно-кинематических схем механизма. Для каждой 

из вариаций векторного контура может быть создано множество вариантов 

конструктивно-кинематических схем механизма. Например, шарнирный 

четырехзвенник может быть реализован в виде 1296 вариантов, отличающихся 

сочетаниями конструктивных вариантов различных кинематических пар. 

Проведение экспертной оценки вариантов механизмов, удовлетворяющих на 

первом этапе её проведения ограничениям по габаритам, связано с анализом их 

кинематического и динамического совершенства, В тоже время, недооценка 

влияния процессов трения на этапе экспертной оценки иногда приводит к 

существенным трудностям его практической реализации. 

В роторно-поршневом двигателе Ванкеля реализовано принципиально 
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"сильная" кинематическая идея, кривошипо-ползунный механизм заменен 

планетарным, сателлит которого в трех точках имеет теоретически постоянный 

контакт с цилиндром, поперечное сечение которого выполнено по эпитрохоиде. 

Одно принципиальная особенность - наличие контакта с поверхностью переменной 

кривизны - ограничивала и ограничивает до сих пор, как ресурс, так и надежность 

этого двигателя. 

Орбитальный двигатель Сарича не имеет вращающегося ротора, его "орбитон" 

совершает плоско-параллельное перемещения. Уплотнительные пластины 

контактируют с сопряженными деталями по плоскостям. Однако относительно 

большие линейные перемещения этих пластин с интенсивными ускорениями при 

действии больших рабочих нагрузок, определяющих необходимость увеличения 

площади поперечного сечения пластин, а, следовательно, и их массы, приводят к 

высокому уровню динамических нагрузок на контактные поверхности. 

Приведенные примеры недооценки явлений трения при выборе 

принципиальной схемы механизма не является исключением, в реальной 

инженерной практике подобные проблемы возникают достаточно часто. 

При создании кинематического макета нового двигателя с циклической 

остановкой поршня в нижней мертвой точки продолжительностью 180 градусов 

угла поворота кривошипа, используя топологические схемы конструктивно-

кинематических вариантов традиционного кривошипо-ползунного механизма, 

кривошип заменили эксцентриком. "Инженерная интуиция" подсказала 

преимущества подобного варианта конструкции, но испытания этого механизма 

убедили в его неработоспособности. При обращении шатуна в эксцентрик усилия от 

поршня попали в "угол трения" и самостоятельно поршень из нижней мертвой 

точки можно было вывести лишь за счёт приложения дополнительной внешней 

нагрузки. 

Объективной причиной всех подобных недоразумений можно считать 

недостаточно полно разработанный математический аппарат динамических 

моделей механизмов, основанный на традиционном курсе теории механизмов. По 

этой причине развитие обобщенной модульной динамической модели механизма 



91 

должно вестись с учетом трения в кинематических парах. Дополним расчет реакций 

в кинематических парах известной методикой [10]. 

В поступательной паре (рис. 3.19) полная реакция между звеньями отклоняется 

за счет силы трения Fтр
12от нормали n на угол φ, называемый углом трения, в 

сторону, противоположную относительной скорости V12.  

В кинетостатическом расчете с учетом трения удобно oпрeделять раздельно 

нормальную Fn
12  составляющую полной реакции, обозначая ее (как и в силовом 

расчете без учета трения) F12, и  силу трения Fтр12, учитывая их связь между собой: 

f
F

F
tg

n

тр


12

12)(  (3.34) 

)(121212 tgFfFFтр   (3.35) 

где  )( farctg  

Число неизвестных при выполнении силового расчеты остается  прежним — 

это величина и точка приложения реакции. 

Во вращательной паре (рис 3.20) вал 1 находится в опоре под действием 

внешнего момента М и вращается с постоянной угловой скорость 12.  

При вращении вала в направлении 12 при наличии трения между валом и 

опорой, вал будет набегать на опору. Предположим, что вал «набегает" на опору в 

точке А. Полная реакция F12 будет отклоняться от нормали на угол трения φ. 

Опустим из центра вала О перпендикуляр на направление полной реакции F12 и 

проведем окружность радиуса р.  

Реакция F12 будет направлена по касательной к этой окружности, называемой 

кругом трения. При этом момент трения будет равен:  

pFrFrFfrFM тртр  1212121212 )sin()cos(   (3.36) 

Так как углы трения малы, то можно считать что sin(φ) приблизительно равен 

tg(φ). Тогда радиус круга трения будет приближенно равен  

frtgrp  )(  

где f-  коэффициент трения во вращательной паре. 

Особенностью векторных моделей механизма является то, что кинематический 

и динамический расчет такой модели можно вести без определения самих 
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кинематических пар, а для учета трения в кинематических парах использовать в 

качестве характеристики движения наличие или отсутствие линейной или угловой 

скорости вектора, что достаточно для поступательных пар, но в тоже время для 

вращательных пар математическая векторная модель должна дополняться, как 

коэффициентом трения, так  и радиусом соприкосновения r, что само по себе может 

является признаком принадлежности пары к вращательным или поступательным 

парам. 

 

 

 

Рис. 3.19. Смещение реакции в 

поступательной паре при 

наличии трения между звеньями 

 

Рис. 3.20. Реакция между звеньями во 

вращательной паре с учетом трения 

между звеньями и  

учет момента трения Мтр 

Кроме тогоб особенностью векторных моделей является то, что соединение 

двух векторов может содержать не только отдельно поступательную или 

вращательную пару, но и совмещенные вращательную и поступательную пары(если 

длина поводка поступательной пары равна нулю) (Рис. 3.21). 

 В этом случае, целесообразно вводить в векторную модель дополнительный 

вектор с длиной, равной нулю(рис.3.22), но который позволяет рассчитывать 

отдельно такое соединение, как поступательную и вращательную пару. 

В результате можно сделать вывод, что учет трения при векторном моделировании 

механизмов, не требует дополнительных расчетов по сравнению с традиционными 

методиками расчета, кроме необходимости учитывать совмещенные 

кинематические пары с помощью дополнительного вектора, замещающим поводок 

ползуна с нулевой длиной. 
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а)  б) 

Рис. 3.21. Совмещенные вращательная и поступательная пары(а) и 

 векторы, отображающие данное соединение(б). 

 

а)  б) 

Рис. 3.22. Совмещенные вращательная и поступательная пары  

с поводком 4(а) и векторы, отображающие данное соединение, 

 с вектором 3 нулевой длины (б). 

Тогда потери на трение, можно оценить, как и принято в типовом расчете, 

вычислив: 

  пост
iтр

вр
iтртр PPP __ ; (3.37) 

где )( 1)1(_ iiii
вр

iтр rfFP     - потери мощности во вращательной паре; 

iii
пост

iтр vfFP   )1(_  - потери мощности в поступательной паре. 

Соответственно, цикловой КПД механизма будет равен: 

)(

)(

МурP

PМурP тр
  (3.38) 

где )(МурP  - суммарная мощность от уравновешивающего момента. 
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3.8. Программная реализация основных кинематических и 

 динамических модульных моделей 

На кафедре “Основы конструирования машин” Самарского государственного 

аэрокосмического университета создан пакет программ “КДАМ”[9], 

представляющий собой математическую модель кинематического и динамического 

поведения механизмов. 

Работа с программным обеспечением кинематического анализа механизма 

состоит из создания основной кинематической модульной модели. 

Программное обеспечение основной модульной кинематической модели 

механизма используется для решения следующих задач: 

1. Создание параметрической и расчетной формул векторной модели. 

2. Определение значений функций и их 1-х и 2-х производных. 

3. Построение планов положений механизма в векторной форме. 

4. Построение диаграмм различных зависимостей параметров и их 1-х и 2-х 

производных векторов. 

5. Определение разности углов между векторами и т.д. 

Пакет используется при кинематическом анализе механизма, а также входит в 

состав объединенной программы кинематического и динамического анализа 

механизмов. 

Работа с программным обеспечением динамического анализа механизмов 

состоит из создания основной динамической модульной модели механизма, 

состоящей из его основной кинематической модульной модели, дополненной для 

каждого звена относительными координатами центра масс и точки приложения 

внешней нагрузки, а также значениями массовых характеристик m и JS и внешних 

нагрузок F  и M . Основная кинематическая модель автоматически самой 

программой дополняется контурами, определяющими движения точек приложения 

внешних сил и центров масс звеньев вдоль координатных осей ОХ и ОУ расчетной 

системы координат. При силовом анализе для каждого звена производится 

определение суммарной нагрузки, её разнос по элементам кинематических пар, и 
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определение нагрузок на элементы кинематических пар. Основная динамическая 

модульная модель плоского механизма для выбранного звена приведения позволяет 

определить приведенную массовую характеристику m или J, приведенную 

нагрузку F или M, нагрузки на элементы кинематических пар и используется для 

оценки динамического совершенства вариантов механизмов в процессе их 

композиции.  

Программное обеспечение основной динамической векторной модульной 

модели механизма используется при решении следующих задач: 

1. Определение значения координат общего центра масс механизма и центра масс 

каждого звена в отдельности. 

2. Определение уравновешивающих силы и момента. 

3. Определение реакций в шарнирах механизма. 

4. Построение годографов реакций в шарнирах механизма. 

5. Определение разности углов между направлением векторов и направлением 

действия реакций в шарнирах. 

6. Построение графиков приведенных моментов, сил, инерционных харктеристик. 

 

Реализовано в КДАМе: 

• Моделирование элементарных плоских и пространственных векторных 

модулей; 

• Моделирование плоских векторных модулей со связями от функций модуля; 

• Возможность использования «промежуточных» аргументов; 

• Кинематический анализ - решение задач о положениях, скоростях и 

ускорениях; 

• Учет инерционных характеристик и трения в кинематических парах; 

• Учет активных сил и моментов, прикладываемых к векторам; 

• Динамический анализ - решение задач динамики, нахождение реакций в 

кинематических парах; 

• Анализ изменения параметров модели на кинематические и динамические 

характеристики; 

• Параметрический синтез модели механизма по кинематическим и 
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динамическим критериям. 

Добавочные специализированные модули: 

- построение индикаторной диаграммы для двух и четырехтактного рабочего 

цикла ДВС; 

- построение гармонического закона движения для аргумента модели; 

- расчет компрессора; 

- расчет параметров зубчатого соединения. 
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4. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ВЕКТОРНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Использование векторных моделей при моделировании задач кинематики и 

динамики механизмов, во-первых позволяет гибко и быстро ещё на этапе эскизного 

проектирования проводить исследование работы механизма и оптимизацию 

основных параметров механизма (длин звеньев, углы давления, приведённые 

нагрузки и массовые характеристики, реакции в шарнирах и т.д.), во-вторых 

позволяет решать сопутствующие задачи проектирования, ну и в-третьих, 

предсказуемость математического аппарата и воплощение его в программном 

комплексе по расчёту кинематики и динамики механизмов (KDAM). 

4.1. Использование векторных моделей в учебном процессе 

Рассмотрим применение теории векторного моделирования в учебном 

процессе, как в рамках курсового проекта, так и при проведении лабораторных 

работ по теории механизмов и машин (ТММ). Если традиционный курс ТММ дает 

понимание об основных элементах механизмов [10], [11], [12], структуры 

механизмов, то как рассчитываются параметры кинематики, кинетостатики и 

динамики механизмов, то использование KDAM позволяет обучать студентов 

пониманию основ анализа и синтеза механизмов. Примеры использования КДАМ в 

курсовом проектировании приведены на рисунках 4.1-4.4. 

Кроме того, КДАМ используется в курсе «Кинематики и динамики ДВС и 

трансмиссии» [13] -  специализированный курс для двигателистов, позволяющий 

более существенно давать понимание проблем и задач, стоящих перед 

двигателестроением, и в тоже время дает студентам возможность самим при 

сравнении различных схем механизма исследовать находить положительные и 

отрицательные стороны  разных механизмов. 
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Рис. 4.1. Пример векторного моделирования механизма шасси в KDAM 

 

 
 

Рис. 4.2. Пример нахождения приведённых нагрузок механизма DVS в KDAM 
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Рис. 4.3. Пример моделирования планетарного редуктора в KDAM 

 

 

Рис. 4.4. Пример векторного моделирования профиля 

 кулачкого механизма с роликовым толкателем KDAM 

На рисунке 4.5 приведены конструктивная схема двигателя SKYACTIV 

фирмы Мазда, исследование которого проводится в рамках данного курса и на 

рисунке 4.6 приведён вид программы КДАМ с векторной моделью данного 

двигателя. 
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Рис. 4.5. Схема двигателя MAZDA SKYACTIV 

 

 
 

Рис. 4.6. Моделирование механизм двигателя MAZDA SKYACTIV в KDAM  

 

Для полноценного освоения KDAM используется цикл лабраторных работ, где 

студенты рассматривают различные приемы кинематического и динамического 

анализа и синтеза механизмов по темам: 

1. Лабораторная работа (Л.р. №1) «Обучение использованию КДАМ, создание 

одноконтурной векторной модели механизма, получение кинематических 

параметров»; 

2. Л.р.№2 «Создание двухконтурной модели механизма, анализ влияния изменения 

кинематических параметров на выбранную цель оптимизации»; 
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3. Л.р.№3 «Сложные кинематические схемы с различными связями между 

параметрами»; 

4. Л.р.№4 «Построение динамической векторной модели, индикаторной 

диаграммы и динамический анализ механизма». 

5. Л.р.№5 «Нахождение реакций в шарнирах» 

6. Л.р.№6 «Сопутствующие задачи при эскизном проектировании основного 

механизма» 

7. Л.р.№7 «Параметрический синтез с использованием кинематических и 

динамических критериев механизма» 

8. Л.р.№8 «Использование промежуточных аргументов в целях построения 

профиля зуба или профиля кулачка». 

Основные преимущества такого подхода к освоению теории механизмов и 

машин, заключается в том, что при использовании программного обеспечения 

KDAM, нет необходимости длительного обучения как самого метода векторного 

моделирования, так и программному продукту. Это объясняется тем, что все 

элементы однотипны и освоение программы сводится к одному занятию 

длительностью в академический час. Остальное время отдаётся как классическим 

методам расчета, так и использованию возможностей KDAM для полноценного 

кинематического и динамического анализа проектируемых механизмов, что 

приближает обучение к реальным задачам проектирования и даёт студентам более 

полное представление не только о механизмах, но и умению анализировать 

множество параметров механизмов, обучает приёмам кинематической и 

динамической оптимизации с минимальными трудозатратами и надёжностью 

получаемых результатов, что может пригодится им в повседневной работе 

инженера, как проектировщиков, так и при проведении технической экспертизы 

предлагаемых механизмов. 

4.2.  Кинематический анализ основного механизма  

орбитального двигателя на основе его векторной модели 

Орбитальный двигатель - двигатель с однонаправленным плоскопараллельным 

перемещением в корпусе орбитона (поршня). 
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Попытки создания орбитальных двигателей предпринимались давно, однако, 

результативность их была относительно мала и по этой причине информация в 

научно-технической литературе, а следовательно и привлечение интереса 

специалистов к решению проблемы его создания может быть признана 

ограниченной. 

Основную кинематическую идею создания орбитального двигателя можно 

сформулировать следующим образом:  

"Пусть рабочее тело при перемещении в корпусе контактирует с последним по 

плоскостям". 

В 1973 году на конкурсе изобретателей в Австралии первое место занял проект 

двигателя(рис.4.7) 33-х летнего Ральфа Сарича (R.Sarich). Правительство Австралии 

выделило многомиллионную сумму на доводку этого двигателя. Была организована 

фирма Orbital Engine Company.  

Рабочее звено своего двигателя, совершающее плоскопараллельное 

перемещение, автор назвал орбитоном, а сам двигатель - орбитальным. 

Многолетняя работа по созданию орбитального двигателя не принесла 

ожидаемых результатов. В 1986 году работы по доводке были прекращены, 

несмотря на обнадёживающие результаты испытаний на малых оборотах опытного 

образца. Можно предположить, что работоспособность этого двигателя на 

высокооборотном режиме ограничивало наличие высокого уровня динамических 

нагрузок пластин на орбитон. 

В настоящее время фирма, созданная Р. Саричем, широко внедряет во всём 

мире оригинальные системы впрыска топлива OCP (Orbital Combustion Process). 

Парадокс орбитального двигателя - автор не сумел получить от своего 

изобретения ожидаемых технических результатов на организованной для этого 

фирме Orbital Engine Company, однако "сильная" кинематическая идея - замена 

линейного контакта с корпусом ротора РПД на плоскостной контакт пластин 

орбитального двигателя - живёт независимо от наиболее известного её автора. 

Множество изобретателей во всём мире предлагают интересные варианты 

орбитальных двигателей. Только в России известно несколько конструкций, 

развивающих предложенную Р. Саричем схему орбитального двигателя. 
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Рис. 4.7. Конструктивная схема орбитального двигателя Р.Сарича 

 

Исследование истории создания орбитального двигателя и проведеный 

сравнительный анализ кинематики орбитального двигателя и кривошипно-

ползунного механизма «классического» двигателя внутреннего сгорания[14] дает 

основание говорить о некоторых кинематических преимуществах орбитального 

двигателя, таких как плоскопараллельное перемещение основного рабочего звена, в 

разы меньшие общие габариты механизма, при соразмерных ходах, скоростях и 

ускорения основного звена, то же время, можно отметить недостатки механизма 

орбитального двигателя - нагрузки на разделительные пластины, усложнение 

кинематики движения пластин, необходимость дополнительных кинематических 

развязок, неэффективное плечо при максимальной нагрузке в рабочей камере, 

контакт одной пластины с двумя плоскостями требующий компенсации зазоров. 

Кинематическая схема двигателя Р. Сарича (рис.4.8,а) обеспечивает 

циклическое изменение объёмов рабочих камер, образованных орбитоном 1, 

корпусом 2, пластинами 3 и торцевыми крышками, не показанными на схеме. 

Основная задача кинематического анализа этого двигателя - определение 

движения пластин 3 относительно сопряжённых поверхностей орбитона 1 и 

направляющих корпуса 2. Для решения этой задачи достаточно исследовать контур, 

образованный проекцией кривошипа О2О1 на линию перемещения одной из пластин 

3. 
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Контур звеньев О1ВО2 отображаем векторным контуром 1p - 2p - 3p  с 

функциями р1 и р2, соответствующим векторному модулю Пл2 с аргументом 3 

(рис.4.8,б).  

 

а) б) 

Рис. 4.8. Кинематическая схема двигателя Р. Сарича(а) 

 и её векторная модель(б) 

Параметрическая формула векторной модели, описывающей основной 

механизм орбитального двигателя приведена на рис.4.9. 

Следует также отметить, что приведённая на рис.4.8,а кинематическая схема 

является упрощённой, неполной. Оригинальный двигатель Р. Сарича имел сложную 

кинематическую связь пластины 3 с орбитоном 1 и дополнительные кривошипы, 

синхронизированные с центральным кривошипом О2О1 (рис.4.10), для компенсации 

перемещения пластин относительно орбитона и обеспечения его 

плоскопараллельного движения.  

До 1973 года подобные принципиальные схемы ДВС предлагались и другими 

авторами, но несомненная заслуга Р. Сарича состоит в создании удачного макета, 

принципиально работоспособного образца и широкая рекламная компания по 

пропаганде двигателей данного типа. 

а

) 

б

) 
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Рис. 4.9. Параметрическая формула 
 

Рис. 4.10. Сложная кинематическая 

связь механизма 

 

Для кинематического анализа в программе КДАМ рассчитаем значения 

перемещений, линейных и угловых скоростей и ускорений любых звеньев или 

отдельных точек механизма.  

На рис. 4.11 приведен общий вид программы КДАМ с построенной векторной 

моделью орбитального двигателя. 

 

 

Рис. 4.11. Общий вид программы КДАМ 

 

На рис. 4.12 увеличенный фрагмент с векторной моделью. 
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Рис. 4.12. Увеличенный фрагмент с векторной моделью в КДАМ 

 

На рис. 4.13 приведены графики перемещения (s), скоростей (V) и ускорений 

(W) векторов 1 и 2 описывающих движение орбитона 1 (см. Рис.4.8) 

 

Рис. 4.13. Графики кинематических параметров 

 

Анализируя данные графики по отдельности для вектора 1 (на рис. 4.14) и  

для вектора 2(на рис.4.15) видим, что, во-первых, полезное перемещение орбитона, 

описываемое вектором 1 приводит к соразмерным скоростям и ускорениям от 

перемещений «паразитных», описываемых вектора 2. 
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Рис. 4.14. Графики кинематических параметров вектора 1 

 

Сравним полученные данные с кинематическими параметрами кривошипно-

ползунного механизма типового «классического» ДВС, обеспечивающий такой же 

ход как поршня, как и перемещения орбитона в орбитальном двигателе. 

 

 

Рис. 4.15. Графики кинематических параметров вектора 2 

 

На рис. 4.16 приведены структурная схема(а) и векторная модель(б), 

описывающая кривошипно-ползунный механизм. На рис. 4.17 приведены графики 

перемещения (s), скоростей (V) и ускорений (W) изменения линейного параметра 
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(длины) вектора 3 описывающего движение поршня обычного «классического» 

кривошипно-шатунного ДВС. 

  
а) б) 

Рис. 4.16. . Структурная схема(а) и векторная модель(б), описывающая 

кривошипно-ползунный механизм 

 

Сравнивая полученные модели, видим, что орбитальный двигатель 

обеспечивает такой же ход, что кривошипно-ползунных механизм, при меньших в 

четыре раза габаритах. Скорости и ускорения получаемые в обоих механизмах при 

различии кривых, в абсолютных значениях соразмерны. 

 

Рис. 4.17. Графики кинематических параметров вектора 3 
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Проведенный кинематический анализ основного механизма орбитального 

двигателя по сравнению с  кривошипно-ползунного механизма типового 

«классического» ДВС показал, что он обеспечивает такое же перемещения 

орбитона, как и ход поршня в «классическом» ДВС. Кроме того, орбитальный 

двигатель обеспечивает такой же ход, что кривошипно-ползунный механизм, но 

при меньших в четыре раза габаритах. Скорости и ускорения, получаемые в обоих 

механизмах при различии кривых, в абсолютных значениях соразмерны. 

4.3. Динамический анализ основного механизма  

орбитального двигателя на основе его векторной модели 

Для проведения динамического анализа также использован метод 

математического моделирования векторных замкнутых контуров[15]. 

Кинематическая схема двигателя Р. Сарича ранее приведена на рис.4.8,а,  

а векторная модель на рис. 4.8,б.  

Векторная модель на рис.4.8,б достаточна для кинематического исследования 

орбитального двигателя, но для динамического анализа, необходимо применить 

расширенную векторную модель, представленную на рис.4.18,а. Параметрическая 

формула данной модели представлена на рис.4.18,б. 

   
а)  б) 

Рис. 4.18. Расширенная векторная модель (а) и  

параметрическая формула (б) орбитального двигателя 
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Динамический анализ также проведен с использованием программы КДАМ. 

Рассмотрим изменение уравновешивающего момента с ростом числа оборотов 

двигателя, для этого проведем расчет для числа оборотов от  60 об/мин до 10000 

об/мин. Совмещенный график полученных уравновешивающих моментов приведен 

на рис.4.19. 

 
Рис. 4.19. Совмещенный график уравновешивающего 

 момента за рабочий цикл 

 

Нагрузка на пластины 3 (рис.2,а) существенно ограничивает 

работоспособность и ресурс двигателя. 

Проведено сравнение уравновешивающих нагрузок орбитального и для 

кривошипно-ползунного «классического» ДВС (рис.4.16,а), также 

смоделированного в программной среде КДАМ (рис.4.16,б).  

Рассмотрим изменение уравновешивающего момента с ростом числа оборотов 

«классического» двигателя, для числа оборотов от  60 об/мин до 10000 об/мин при 

воздействии идентичных с орбитальным двигателем силах. Совмещенный график 

полученных уравновешивающих момента приведен на  рис.4.20. 

Сравнительный анализ динамических характеристик орбитального и 

«классического» ДВС показывает, что в обоих двигателях максимальное усилие на 

поршне совпадает с верхней мертвой точкой, что соответствует «нулевому» плечу, а 
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следовательно,  максимальная нагрузка дает в этот момент времени нулевую 

полезную нагрузку. 

 

Рис. 4.20. Совмещенный график уравновешивающего 

 момента за рабочий цикл «классического» ДВС 

Для обоих двигателей видно, что влияние массовых характеристик 

практически незаметно в диапазоне с 60 до 6000 об/мин, но, начиная с этого 

момента, и до 10000 об/мин их влияние приводит к уменьшению момента полезного 

сопротивления и возрастанию инерционного «биения», в тоже время орбитальный 

двигатель показывает более медленное возрастание влияния инерционных 

характеристик. 

Следует также отметить, что полезные нагрузки, полученные на орбитальном 

двигателе, при соизмеримости нагрузок на рабочее тело, на 30-40 % меньше чем в 

«классическом» ДВС.  
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Данное исследование дает основание говорить о том, что при наличии у 

орбитального двигателя определенных кинематических преимуществах, таких, как 

плоскопараллельное перемещение основного рабочего звена, в разы меньших 

габаритах механизма (при соразмерных ходах, скоростях и ускорения основного 

звена), динамика орбитального двигателя имеет те же недостатки, что и 

классический ДВС - неэффективное плечо при максимальной нагрузке в рабочей 

камере, подверженность на больших оборотах возрастанию инерционных факторов. 

Анализ показал, что у орбитального двигателя есть и дополнительные проблемы - 

меньшая динамическая отдача при соизмеримых нагрузках, дополнительные 

нагрузки на разделительные пластины, что существенно ограничивает 

работоспособность и ресурс двигателя. Кроме того, следует отметить еще одно 

"узкое" место машин объёмного вытеснения с плоскостным контактом пластин с 

корпусом. При контакте одной пластины с двумя плоскостями необходима 

компенсация зазоров, возникающих при трении в этих контактах.  

Вывод: Не только возрастание сложности конструкции, как принято считать, 

но и динамическое несовершенство орбитального двигателя, в совокупности с 

повышенным трением различных плоскостных контактирующих поверхностей, не 

позволяет рассматривать подобные структурные схемы, как основу новых более 

совершенных двигателей внутреннего сгорания. 

 

4.4. Векторная модель зубчатой шестерни с использованием 

«промежуточных аргументов» 

Данная задача решается построением математической модели, описывающей 

эвольвенту поверхности зуба (рис.4.21), например цепочкой векторных контуров 

вдоль профиля зуба, но подобная модель обладает жесткой структурой - 

количеством векторов, жестко заданными параметрами векторов, что создает 

достаточно большие неудобства в перенастройке данной векторной модели ввиду 

необходимости вводить(или изменять) большое количество векторов для 

обеспечения достаточной точности построения профиля эвольвенты.  
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Рис. 4.21. Описываемые поверхности зуба 

Поэтому для построения такого сложных варианта контурных систем, был 

применен новый подход моделирования векторных систем. 

Основной примененного данного подхода является использование понятий - 

«промежуточные аргументы» и «векторной контурной модели одной точки профиля 

(кривой)». 

Разбиваем задачу на следующие 2 подзадачи: 

1. Описание 1-й и 2-й поверхностей зуба. 

2. Описание высоты зуба   в конкретном сечении. 

Поверхность зуба строится в соответствии с правилом построения 

эвольвентной поверхности (рис 4.22).  

 

 
Рис. 4.22. Поверхность зуба 

 

Попробуем решить поставленные подзадачи с помощью метода моделирования 

векторных замкнутых моделей. 
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Заменяем радиус /
11АО  вектором 1r , касательную /

1
/

1 BА  вектором 2r . Для 

замыкания векторного контура используем вектора 3r  и 4r . Причем вектор 3r  

параллелен оси ординат, а вектор 4r  - оси абсцисс (рис. 4.23). 

В результате получили векторный контур, описывающий эвольвенту 

поверхности 1 зуба шестерни 1. 

Длина вектора 1 равна радиусу основной окружности 0r . 

Угол вектора 1 изменяется в определенных числовых пределах. 

Длина вектора 2 изменяется в определенных числовых пределах. 

 
Рис. 4.23. Векторная модель поверхности зуба  

 

Угол вектора 2 связан с углом вектора 1 зависимостью 2112   , где 

21  - шаг угла поворота. 

Длины векторов 3r  и 4r  неизвестны. 

Полученный векторный контур описывается с помощью модуля  432Пл r,r .  

Аналогично описывается поверхность 2 зуба шестерни 1 (рис. 4.24). 

 
Рис. 4.24. Векторная модель второй поверхности зуба 
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При анализе рисунков 4.3 и 4.4 видно, что подзадача 2 решается сложением 

длин векторов 3r  и 7r , таким образом, в конкретном случае мы получаем толщину 

зуба. Объединим полученные две модели в модель 3 (рис. 4.5). 

Отложим вектора 1r  и 2r  без изменений, как они были расположены в первом 

векторном контуре. Вектора 3r  и 7r  объединим и получим вектор 'r3 . Вектора 'r4  и 

'r5  отложим симметрично относительно горизонтальной оси зуба, векторам 1r  и 2r  

соответственно.  

 
Рис. 4.25. Объединенная векторная модель всей поверхности зуба 

 

В результате обе подзадачи решаем одной полученной моделью (векторным 

контуром 1-2-3/-4/-5/). 

Для определения координат точек /

1B  и //

1B  используем вспомогательные 

векторные модели, сходные с моделями 1 и 2. Изменение углов наклона векторов 1r  

и 'r5  и длин векторов 2r  и 'r4 позволяет получить траекторию поверхностей зуба 

(рис. 4.26) 

 
Рис. 4.26. Вспомогательные векторные модели 
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Построенная модель описывает поверхность отдельного зуба шестерни в один 

и тот же момент времени, параметры углы наклона векторов 1r  и 'r5  и длины 

векторов 2r  и 'r4 , являются промежуточными одномоментными по времени 

аргументами. Введение этих же параметров в основные аргументы модели 

позволяет получить поворот зуба и описать положение зуба в различные моменты 

времени. На рис. 4.7. приведена модель зуба, с каверной поверхности, некоторые 

векторы модели не отображены. 

 
Рис. 4.27. Векторная модель зуба, построенная в КДАМе 

 

Полученная модель зубчатого зацепления позволяет построить более сложные 

модели, необходимые, например, для расчета различных аспектов методов 

оперативного и адекватного учета кинематической подачи жидкости при 

измененной геометрии профиля зубьев шестеренного насоса[16]. 

Простота данной модели с одной стороны дает возможность увеличивать или 

уменьшать шаг изменения промежуточных и основных аргументов модели, а с 

другой, позволяют оперативно добиваться нужной точности вычислений при 

описании поверхности зуба шестерни и его движении. 

Подобный метод построения поверхности зуба и моделирования 

взаимодействия его другими поверхностями по сравнению с аналитическими 

вычислениями позволяет более оперативно вносить изменения, как параметров 

модели, так и в структуру модели, при решении конкретных задач. 
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотренные подходы к моделированию механизмов в виде векторных 

модулей позволяют получить важные прикладные результаты. 

В настоящее время существует много программных продуктов для решения 

задач кинематики и динамики механизмов. И количество и качество подобных 

программных продуктов непрерывно увеличивается. 

Но какой продукт использовать? 

В инженерной практике – тот который доступен, который можно быстро 

установить и на который, что немаловажено есть легальная лицензия и куплен 

организацией, а также, достаточно прост и понятен проектировщику и позволяет 

получать однозначные ответы на все интересующие вопросы. 

Отлично продуманные инженерные программы должны быть доступны не 

только узкоориентированным специалистам, но и разработчикам, которые только 

эпизодически решают данные задачи. 

В учебном процессе при изучении теории механизмов и машин, помимо 

приведённых критериев, используемое программное обеспечение должно помогать 

обучению общим методам исследования механизмов, излагаемых в лекционном 

курсе. 

Векторные модели инвариантны по своей абстрактной природе. Они 

применимы для решения задач геометрии, кинематики и динамики механизмов. 

Программное обеспечение векторных модулей в учебном процессе позволяет лучше 

усвоить курс теории механизмов и машин, а в инженерной практике – эффективно 

решать не только традиционные задачи анализа и синтеза, но и задачи композиции 

(придумывание, поиска) нестандартных механизмов. 
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