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Предлагаемое учебное пособие 
ко курсу строительной механики 
самолета посвящено расчету шпан
гоутов фюзеляжа ( с круговой 
осью и постоянным поперечным се
чением) на'действие симметричной 
и обратно-симметричной нагрузок, 
лежащих в плоскости осевой линии 
шпангоута, Кроме обычного, широ
ко известного способа расчета* 
шпангоутов с помощью каноничес - 
кнх уравнений метода сил, в посо
бии рассмотрен еще один способ , 
основанный на применении уравне
ний деформированной осевой линии 
шпангоута. Этот способ во многих 
случаях оказывается более эффек
тивным по сравнению с методом сил 

Пособие может быть использова
но при изучении соответствующих 
разделов курса строительной меха
ники самолета, а также для: выпол
нения курсовых и дипломных проек
тов .

Отв.редактор - Х.С.ХАЗАНОВ



О НАГРУЖЕНИИ И РАСЧЕТЕ 

НА ПРОЧНОСТЬ ШПАНГОУТОВ ФЮЗЕЛЯЖА

Шпангоуты являются основными силовыми элементами конструкции фюзеля

жа современного самолета и но своему назначению разделяются на нормаль

ные, усиленные и стыковые. Нормальные шпангоуты в основном служат для 

сохранения формы поперечного сечения фюзеляжа, усиленные (или силовые)- 

- для передачи на обшивку больших сосредоточенных сил и, наконец, сты

ковые шпангоуты - да соединения отсеков фюзеляжа.

Характер нагружения шпангоутов мохе? быть самым разнообразным. Так , 

нагрузки, действующие на нормальные шпангоуты (со стороны стрингеров и 

обшивки), обычно лежат в плоскости осевой линии шпангоута (осевая линия 

~ линия, проходящая через центры тяжести поперечных сечений шпангоута). 

Нагружение стыковых шпангоутов в основном происходит нормально к плос

кости стыка. Что касается нагрузок на силовые шпангоуты, то они могут 

действовать как в плоскости шпангоута, так и перпендикулярно к ней.

Шпангоуты фюзеляжа в большинстве случаев можно рассматривать как 

плоские рамы, нагрукенные плоской или пространственной системой сил, и 

применять для их расчета методы строительной механики стержневых систем.

В настоящем учебном пособии мы ограничимся рассмотрением случаев на

гружения шпангоута силами и моментами, действующими только в его плос

кости. При этом будем предполагать, что одна из главных центральных 

осей инерции поперечных сечений шпангоута лежит в плоскости осевой ли

нии. Тогда шпангоут может рассматриваться как плоская рама, и при плос

ком нагружении в его поперечных сечениях возникают изгибающий момент И, 

поперечная и продольная силы Ц. и N (фиг.1), действующие в плоскости 

шпангоута. Если шпангоут представляет собой замкнутую раму, то для вы

числения внутренних усилий в любом его сечении достаточно иметь значе

ния трех величин М= М , У-У, и N-N в некотором произвольном се-



Фиг. I.

Фиг. 2.

■юнгоута на симметричную 
проще расчета ка действие

, ченйи шпангоута, условно принятом за на

чальное (фиг.2). Величины М , Q. и N  не 

могут быть найдены из уравнений равновесия 

отдельных частей шпангоута. Следовательно, 

задача расчета шпангоута при произвольном 

нагружении плоской системой сил будет яв

ляться трижды статически неопределимой.Од

нако решение этой задачи для симметричных 

шпангоутов можно значительно упростить‘сле

дующим образом.

Произвольную нагрузку, приложенную к 

симметричному шпангоуту, всегда можно пред

ставить в виде суммы симметричной и обрат

но симметричной нагрузок (фиг.З). Поэтому, 

пользуясь принципом независимости действия 

сии, для исследования прочности шпангоута 

при произвольном нагружении достаточно про

вести расчет на соответствующие симметрич

ную и обратно симметричную нагрузки и затем 

алгебраически просуммировать результаты 

этих расчетов. Таким образом можно получить 

окончательные значения внутренних усилий в 

любом сечении шпангоута при действии слож

ной системы нагрузок. Очевидно, что расчет 

и обратно симметричную нагрузки значительно 

произвольной нагрузки.



При симметричном нагружении шпангоута (фигЛ) определение внутренних 

усилий при соответствующем выборе основной системы можно свести к реше

нию дважды статически неопределимой задачи,. В самом деде, при действии 

симметричной нагрузки на симметрич

ный шпангоут распределение внутрен

них усилий (изгибающего момента.,,по

перечной я продольной си) будет 

также симметричным. Поэтому в сече

ниях I и 2 шпангоута (по оси сим

метрии) поперечная сета Q  должна 

равняться нулю (в противном случае 

деформированное и напряженное со

стояние шпангоута было бы несиммет

ричным). Что касается изгибающего 

момента М и осевой ста N в этих 

сечениях, то они заранее неизвест

ны и являются статически неопределимыми величинами. Ввиду того, что к 

трех усилий в любом из рассматриваемых сечений одно равно нулю, для уп

рощения. расчета шпангоута целесообразно выбрать основную систему, про

ведя один разрез, например, через точку I (по оси симметрии шпангоута, 

фиг.5), Обозначим' соответственно 

через X, и Хг осевую силу и изги

бающий момент, действующие в выб

ранном сечении. Для их определения 

имеем два канонических уравнения 

I2,3,4,5]:

U .  + S(2X,, + & 1О = 0, (I)

М ,  * ^'2 + г̂о = 0, (2)

выражающих условия отсутствия Ф/. ‘. : -

взаимного линейного перемещения и поворота сечений I к I*.

Коэффициенты уравнений (!)-(£) определяются формулами, иге естлакл ". 

курса строительной механики {2,5,4,5]:



м л
(4)

: £ Г.
этих выражениях

М0 - изгибающий момент в основной системе от внешней нагрузки 

(фиг.б);

М, - изгибающий момент в основной системе от действии единич

ных сил X, = I (фиг.?);

Мг '

п  ■

Фиг. ?.

изгибающий момент в основной системе, вызванный действи

ем единичных моментов Х2 = I (фиг.8); 

жесткость сечения шпангоута на изгиб.

Таким образом, для раскрытия стати

ческой неопределимости шпангоута необ

ходимо прежде всего построить эпюры 

изгибающих моментов от внешней нагруз

ки, от единичных сил Уч  = I и единич
ных моментов Х,= Г. Далее по формулам 

(3)-(4) следует вычислить коэффициенты 

канонических уравнений », наконец, ре

шить систему (1)-(2) относительно лиш

них неизвестных X, и Х2 . Тогда вели

чину изгибающего момента в произволь

ном сечении шпангоута,на основании 

принципа независимости действия сил ,

мокко найти по формуле (фиг.9):

м = м. + х д  *Х2Ма (5)



По значениям усилий X, и Хгмояяо 

определить поперечную и продольную 

силы Q  и N  в любом сечении шпан

гоута. Для этого достаточно воспольг 

зоваться следующими общими зависи

мостями, аналогичными (5):

Q=Q„ + X,Q,'+ X zQ a. (ь)

(?)l\/= А/„ +-Х,N , + X2 N 2 . . .
Фиг. 9.

Здесь Q, и No - поперечная и продольная силы в основной системе,выз

ванные действием внешней нагрузки (фиг.10 и II);

Q, и N, -  поперечная и продольная силы в той же системе от 

единичных ей X, = I (фиг.12 и 13). Моменты Хг = I 

вызывают, как нетрудно в этом убедиться, усилия Q 2 я М2, равные нулю.

х м

\  / ■ ш ,



Ояедовагельно, формулы (б)-(7) для вычисления усилий Q и N примут 
более простой вид (фиг.14 и 15):

G = Q „+ Х Д  , 

N  = N. + ХД ■

( 8)

(9)

Фигс 14.

Вычислив по формулам (5), (8) и (9) значения М , Q в: N , легко

тв распределение нормальных и касательных напряжений в произвольном се

чении шгаягоута, воспользовавшись формулами сопротивления материалов:

М У + N
О F ’ ( ю )

J L  s
3 6  (II)

б = 

г

Здесь 3 - момент инерции поперечного сечения шпангоута;

F - площадь сечения шпангоута;

S  - статический момент отсеченной части сечения (фиг.16).

Размер 6 определяется так, как показа

но на. фиг.16.

Фиг. It



нагрузку

Если на симметричный шпангоут действует- обратно симметричная нагруз

ка, то распределение внутренних усилий будет также обратно .симметричным 

(фиг.17). Следовательно, в сечении I шпангоута по оси симметрии отлич

ной от нуля будет лишь неперечная сила Q  , которую мы обозначим через 

X, (фиг.18). Для определения X, воспользуемся каноническим уравнени

ем: *

М.ЧЬ.о'О, (12)
в котором *

ез
113;

I

Фиг. 17. Фиг. 18.

Уравнение (12) выражает .отсутствие взаимного сдвига сечений I и I1 

в вертикальном направлении. В формулах (13):.

М. - изгибающий момент в основной системе от действия обратно сим

метричной внешней нагрузки (фиг.19):

М, - изгибающий момент в этой же системе от единичных аил X, = I 

(фиг.20),

Найдя из -уравнения (12) величину сщы.Х, , легко определить внутрен

ние усилия в шпангоуте so формулам:

М-М.+ ХЛ, ' - (М)

3-2515
Q - Q .  + X . Q , , П • N. - X, N,

(15)



В выражениях (15) через Q a и N. обозначены поперечная и продольная 

силы в основной системе, вызванные внешней нагрузкой (фиг.21 и 22);

Q tи N |— поперечная и продольная силы от единичных усилий X, = I, при

ложенных в разрезе (фиг.23 и 24).

Фиг. 22



Общий вид эпюр м , Q' и N , 

построенных по формулам (14-)—(155, 

приведен на фиг. 25-2?.

§ 3. Дифференциальные уравнения 
равновесия кругового кольца

Если шпангоут представляет со

бой кольцо с круговой осью радиу

са г , то для вычисления попереч

ной и продольной сил удобно пользоваться дифференциальными зависимостя

ми между М , Q  и N [&). Эти зависимости легко получить, рассматривая 

условия равновесия элемента кольца ГПП , показанного на. фиг. 28. Здесь 

через и (| обозначены касательная и 

нормальная нагрузки, действующие на 

кольцо и отнесенные к единице длины 

круговой оси кольца. (На фиг.28 по

казаны положительные направления 

внутренних усилий М , Q. и N и на

грузок и <{п }.
Составим уравнение равновесия сил, 

действующих на элемент m n  , в проек

ция на касательную к оси элемента,по

лагая ввиду малости угла dip, 

я у _ d ■;
COS -

афт ип ' 2



Будем иметь:

d £ . _ m  + dn А- n + ( n + d n ) -  q  -  ( a  + d a ) - f  + y t i d y  =  o.

Отсюда, пренебрегая бесконечно малыми второго порядка, находим:

Ж  -  Q = - г о  (16)
d if •" t

Проекция воёх сил на ось симметрии элемента дает:

Q - ( Q + d Q) - А/ Ц - -  ( N + dN ) - - f  -  cj н г dip -  Q

ИЛИ

J ^  + N = T(i t,' (i?)

Третье условие равновесия получим, составляя уравнение моментов от

носительно центра кольца 0 :

- г  N +■ г  ( N +■ с ■ N) - N  + ( М + d М) <- г “ у d ip = 0

ИЛИ

d N d М г 
. г d f + - ^Г  = " г V

Имея в виду уравнение (16), из (18) получаем связЬ между поперечной 

силой Q и изгибающим моментом М :

i d МQ - - -  -J-- ■ (В)

§ 4. Кример расчета шпангоута на 

симметричную нагрузку

Рассмотрим пример расчета шпангоута с круговой осью и постоянным по

перечным сечением на действие симметричной нагрузки.

I. В качестве примера возьмем силовой шпангоут фюзеляжа, нагруженный 

двумя сосредоточенными силами Р так, как показано на фиг.29. Эта на- . 

грузка должна быть уравновешена касательными усилиями Т со сторонь: об

шивки. Обычно распределение этих усилий по контуру шпангоута принимает-



ся таким же, как и распределение касатель

ных усилий в' обшивке при изгибе фюзеляжа 

поперечной силой, лежащей в плоскости сим

метрии, т.е. [1 1:

Т Q S  1 = 3  ^  (20)

Здесь Q - перерезывающая сила, S - ста

тический момент отсеченной части обшивки 

приведенной толщины 8 , 3 - момент инер
ции всего сечения обшивки фюзеляжа.

В нашем случае будет:

Л = % 8 '  S *  8ггsinf.

Полагая а = 2Р , из (20) получаем:

2 р

Т ‘ j u  l in l f  12«
К этому же результату можно прийти, ис

ходя из предположения об абсолютной жест

кости шпангоута в своей плоскости. Если 

обозначить через и„ перемещение шпангоу

та как абсолютно жесткого тела под дейст

вием сил Р , то перемещение U точки а 

по касательной к наружному контуру шпангоу

та будет равно (фиг.30)

u = И. мг\у.
Этому перемещению соответствуют углы 

сдвига ^ в обшивке, связанной с шпангоутом 

равные ( X  - координата вдоль образующей 

оболочки фюзеляжа)

,, ди Зи„
Y = = — _1 рол ш.
‘ 3 х д х

Отсюда следует, что возникшие б обншвке 

касательные напряжения будут пропорциональ

ны и ш можем принять, что усилия 

взаимодействия Т между обшивкой и абсолютас 

ляются формулой.
Т - К МЛ ф,

где К - кг>::.; пропорционально-

ем условие рааковосяя шпангоута (фиг о; 
ViSfS

T i s u i f i f

Фит,

жестки» шпаягоуг-

лч. его определения



2 ?  = 2~,
Отсюда

IT t ir ifdi fz  2 к г  ^ui2if dip = кзгг. 

2 P
К = згг

и, следовательно,

Г =
2Р ■
жЗ1-. 1ЧЛШ .Ji г  т

2. Найдя распределение усилий во контуру шпангоуяа, выбираем основ

ную систему, проведя поперечный разрев шпангоуяа через верхнюю точку I. 

В этом сечении нам будут неизвестны продольная сила X, и изгибающий 

момент Хг (фиг,32), Их будем определять, воспользовавшись канонически

ми уравнениями (1)~(2).

Для вычисления коэффициентов уравнений 

найдем законы изменения изгибающих момен

тов от внешней нагрузки, от единичных оил 

X| = 1 и единичных моментов Х2 ~ I, при

ложенных в разрезе.

Из рассмотрения фиг,33 следует, что 
изгибающий момент М .в произвольной се

чении шпангоута от касательных усилий I 

будет равен (изгибающий момент считаем 

положительным, если он увеличивает кривиз

ну осевой линии шпангоута):

: \ - <М (if-ил5 d w  =

ОТ)п Д ’5 О р 7 \
-  — -  1 [  б ) ) | У Ш ( о с ! ( и  -  ‘- у  f -  —  tp « л  t f ) .

jt 0
В соответствии с характером нагружения основной системы икаем: 

для значений 0 * Ф =г ~г л (фиг.34)

мл - м. и ' .  А * 1 -  ОСИ I f  -  -  i f  i i n  ip  )  ;

(22)

(23)

для значений у- J T Ф «  Ji ч
п -

it) т

м .  = м м~

йоаеня от силы г (фиг.35)

М - - Ph.

h = ‘ - i i m



Отсюда. Р р t {2 _
- ~ r Z  \ £

и, следовательно (фиг.34):

Моменты М1 и М2 соответственно 

равны (фиг, 7 и 8);

М2 И. (25)

- Далее, исходя из выражений (23)- 

-(25), находим коэффициенты канони

ческих уравнений. Начнем с коэффи

циента А ю :

M A d s = f j L  | м ,М ?
ЕЗ Е З  J

А,0 = ] ■

Вычисляем интеграл: 
Л

Г (О Г ( 2')

M,M.dip=jri(M. Ц  * ] М.М. dip =
S*k

мдмт+мР) СЦ; -

t
1 M.pTdl* + } !'lMPdlf ;

(24)



S' г J

| м , м  d f  =  -  J  (1 -  r x «  I f ) f  1 -  c o i  ip  -  simp) dip = 1  р г ;
В J ' о ^

Г ж

I  =  - P x 2 | ( b C < H l f ) ( :!y  -  Sin I f  )  c j ( f  =
3S7. 1 iHh.

* » • !

= . p 7 2 ( ^ A .  + / L _ _ i  
r i  v 8 2 A

Отсюда

Коэффициент Д20 будет равен;-

м2м

EJ

Taut кая M ? = I< ■-

E J

LA I 17 - ij XV
Г ' J МД, • I

| n e M 0 clip = iM„dif = [m ! dif+j M „  cllf :

3JT/,,
7\ J

j M  Г dtp + j M Pd tp .

M 2 M  J i f .

Вычисляем интегралы 
s *

J M  d«p =
2Рг 

Ti I

klJL •
зГ

1(1- cos if -~ц> sm if)clif = Рг, 
0

J p f d i f  = - Р г  j  ( f '  ^ ) d < P  = - P'A { ^  + Y  - d  ) >
*4 3X4 ,,

2ргг f л / 2  J TV? N 

020 ' £ 5  ' 2. 8 >'

Следовательно,



•Далее находим:

ЪТ\ г 
ЕЗ

(26)

и  . \j 2згг2(1- C04f)d(f = ——:—  ,
ЕЗ

5 - i b  
22 ЕЗ

зг

dip =
2 JT-г 

ЕЗ

(27)

(28)

Внося значения коэффициентов в уравнения (1)-(2), получаем после 

упрощений:

ЗгХ1 + 2Хв- £ - (  5-Л-*р-),_ _ Рг г с F- fZ
'г" Ж

1 Г Х . * 2 Х , ~ Ь Ц - Я - Ф )■

Отсюда

Р
Х| Jf

у Рг (Д2 , f /2 ]

Теперь нетрудно записать окончательные выражения для изгибающего мо

мента. Будем иметь:

для O s i p s ^ - J  ()

М=М =М0 + Х Д  + XaMt =
= -£p-(cMip + ф^спф-

Зг .. r J  Y  2 8
для —  JTsipsjr

М=Г/Г = | С + Х Д +Х гМг =

(29)

Рг—— ("cosip + ф Лл»р- 2
{ г

8 )-Рг ( V2 - Bin <р). (30)

На фиг.36 показана эпвра моментов, построенная по (29) и (30). 

Контролем правильности раскрытия статической неопределимости могут 

служить следующие два равенства:

5-гыь



i f  Js-o, Jff lkd-o,
I  <■

выражающие условия отсутст

вия взаимного линейного пе

ремещения и поворота сечений 

I и i'(фиг.32). В нашем .слу

чае эти условия запишутся в

следующем виде: 
зг я

j M M r O ,  J m M V ' 0

или
ЗУД

J ММ, dip = Jm0)М, dcp+ dtp = о,
щ

ЗГ Г зяд ЗГ

I ММ2 dtp = М dtp = J N dtp ■*- J м dtp = О.
« 0 о 3%

Используя выражения (25) и (29)-(30), находим 
Щц

(31)

(32)

Г 2

32
м .Н т - - ^ ( У г -

]и  а - ^ - и
зщ

32

ЗДГ2/ ?

32 )■

Внося полученные результаты в равенства (31)-(32), убеждаемся, что 

они удовлетворяются. Это означает, что раскрытие статической неопреде

лимости рассматриваемого шпангоута сделано правильно.

3. Обратимся теперь к вычислению продольной и поперечной сил в се-



чениях шпангоута- Из рассмотрения ф и г .З ?  следует, что в основной сис
теме продольная и поперечная силы от касательных усилий будут равны:

N  = 1  j  Т  cos ( ф - СО ) d СО =

2 Р
J

]tos( if - со) sinw'dco = -р f  -bmp.

QT = - t  jl4in(lf-Ci))clcO =
If о

OD [ , I P
- -  —— \ un (Ц-СО)НПСОС100=: ~(ip cot ip - Sinip), 

J I  J  vjlо
Положительные направления IV и Q показаны на фиг, 38.

О

(33)

(34)

Л/

Ф И Г . 5 8 .

От силы Р  для правой половины ш пангоута будем иметь (ф и г .39):
р

N  =-Р-ЯП(ЗГ-1р) = - Р  ■5inip) ■ (35)

Р
Q. = Раи (5Г- if) = - р cosip.

3
Следовательно, для 0 ^  ф55 -j-ЛГ будет (фиг.40 и 41)

N 0 ~ N " , = N T = j - v * /" f '

10 т  Р
Q  . Q  = Q  - ~ г  ( Ц «>- Ф - ).

( 36)

(37)



Фиг. 39. Фиг. 40.

3
Если -̂-ЗГ s  ip *  Jf ,1 0  (фиг. 40 и 41)

N 0 = N0‘*'= N г+ N Р= - у  (г - ip) вш if ,

12) j р

Qc=Ch = 0, +Q = - у[(ЗГ-ф)а>вф + simp ].

Далее находим (фиг.7, 12 и 13):

N, Q, = -Binip.

Тогда в соответствии с формулами (8)-(9) будем иметь следующие

женин для N и 0. (фиг.42 и 43):

j - ( i f  l i n y - c o i i p ) ,
(О О

Q = —  ipcosip ,
jr

(2) р

5Г
[ ( J T -  ф ) B i n i p  + сов ip ] ,

(21 p
ft = -  — (гг-ф)ахф.

(39)

(40)

(41) 

выра-

(42)

(43)

(44)

(45)

Эти соотношения мы получили,исходя непосредственно из определений 

продольной и поперечной сил и схемы нагружения кольца. К точно таким же 

зависимостям можно прийти более простым путем, воспользовавшись уравне-



Фиг. 4-1.

нкями равновесия кольца (19) и (17) и выражениями (29) и (30) для изги

бающего момента М

В самом деле, дифференцируя (29) и (30), будем иметь в соответствии 
с уравнением (19): (1)

со -! J  jvj р
i f  с о *  I fQ г dtp jt 

(2)
n !2i_ i d M  

u  г dtp jr
■ (JT-tp) схЯф.

(46)

(47)

Чтобы найти продольную силу в произвольном сечении шпангоута, обра

щаемся к уравнению (17), в котором полагаем = 0 (радиальная нагруз

ка к кольцу не приложена). "

Тогда N s _ d Q
dtf (48)

Дифференцирование равенств (46)-(47) дает:

t n  j n 1"  р  
М = —  (ip itntp- costp; ;

N
(2!

dtf JT 

d Q a>

dtp JT
[  ( J f - l p  } S in tp  -S- COS t f  ] .

(49)

(50)

Сопоставлял выражения (46)-(47) и (49)-(50) соответственно с (43), 

( 45) и ( 42) , ( 44) ,  убеждаемся в их тождественности.



35
При if = -j- продольная и попе

речная силы, терпят разрыв (скачок). 

В самом деле, при tp=^- имеем:

м ( " - о И  
р/г

(О

(4 )

Фиг. 43.

N (
35
Т '

Аналогично

( f - 0 ) it I f )
= Q UI iif)

2 5

N ( f
РУТ

~ 2 5  
Отсюда

■ о ) -Л/ ( 

ЗтТ

, . 35  n
( | +  - j -)

0 )  = / v ( 2 , ( f )

н - т ) -

м
4

>5
8

Q ( f  +0 ) - Q ( f - 0 ) = f P
35 У2

На фиг.44 представлены графики распределения безразмерных величин

Л. , -S—  и Л~ в зависимости от угла ф .
Рг Р Р Т

4. В заключение отметим, что для вычисления коэффициентов каноничес

ких уравнений, а также для расчета изгибающих моментов, продольной и 

поперечной сил от нагрузок, распределенных по контуру кругового шпан

гоута, можно пользоваться таблицами I и 2. В таблице I приведены зна

чения некоторых интегралов, встречающихся при расчете круговых шпанго

утов. Таблица 2 содержит значения функций ifSinip и фсязф для O s|f>s iBO 
(с интервалом 5°).

5. Пример расчета шпангоута на обратно 

симметричную нагрузку

Рассмотрим шпангоут, нагруженный сосредоточенной силой Р , направ

ленной по касательной к контуру шпангоута (фиг.45). Касательные усилия 

со стороны обшивки, уравновешивающие эту нагрузку, найдем, предполагая



Q N 
P ’ P

0,8

О М

шпангоут абсолютно жест

ким. Обозначим через Т0 
касательные усилия,урав

новешивающие момент силы 

Р относительно точки О 
и через Т, - усилия, не

обходимые для уравнове

шивания самой силы Р 
Будем иметь:

17 0

Рг = j Т0 т 2 dtp; (5i)

7 °  -омР= j Т.гсовф dtp. (52)
О

Приняв гипотезу об аб- дп 
солютной жесткости шпан

гоута, записываем, что

Т0= corut, ] >  KCOS(f.

Тогда из (51)-(52), по* 

лучаем
Р

Т = -г—-> к=

л
Рг

0,08

0,0k

-0.0k

-О,OS

О 30 60

т
1 Ж г

90 120
Фиг, 44. 

С£И I f .

150 Ч>

2 т г  ' 5Гг
Суммарное касательное усилие Г , приложенное к контуру шпангоута.

будет равно (фиг.46)
Р

Т=Т, - То ( 2 c w » p H )2жг
Из фиг.46 видно, что нагружение 

шпангоута будет обратно симметрич

ным по отношению к вертикальной оси 

симметрии и, следовательно, в сече

ниях шпангоута по оси симметрии из 

тре: усилий ( М , N , Q  ) отличным 

от , vля будет тслько перерезывавшая 

сил.. Поэтому для упрощения расчета 

выбираем основную систем:; . проведя 

реерхз через точьп- : (фгт.31-7',
7-- : s

(53)



Таблица I

Значения интегралов, встречающихся при 

расчете круговых шпангоутов

Подинтегральное
выражение

Значение определенного интеграла 
в пределах от 0 доос

Suitpdtp -i-cosoC

cos if dip SinoC

mx\z if dtp о( — j- sin 2 d  
2 4

cos2 tp dtp -jro( + 7 --Sin 2о( г . н
simp cos 'if d tp

1 . у
j  W l V

ip sirup dip ■ &Ло£-о( tmo(

ipsintp cos ip d ip . i- sin 2d  - o< cm 2 <d5 .if

s in (d ~ if) dip , f - СЙ,о(

cos (cA.-ip) dip sin d  .

WnfoC-tf) sin ip dip t ind  - ~  d COSd

sin (d  - tp) cos tp d ip
i

, c< Sii1 c< .

си (<* - ip) senip dtp c< Sino<

осе (ot - tp) cosip dip
J J 
2 c< +  —  o( COS o<



Та
бл
иц
а 

2



Обозначая через X, перерезывающую силу в этой сечении, запишем 

каноническое уравнение для ее определения:

о,. X, + = о, . . (54)

означающее отсутствие взаимных вертикальных перемещений точек I и I1, 

Здесь

р [ М,г I,. , г м,м0 .
""j Е 3 10 а ЕЛ (55>

или, полагая Е J ~ CXmAt,

17II

- 10 ЕЛ

причем (фиг.48,49)

£ 3  J М‘ dlf? (56)

(57)

М, = г4йир,. (58)
f 1 4

М0 *МТ = j T h i d c o  = гг jT[i-eos(if-(o)J dco

f

^ 0 ' 2 cm co-i )[i-<m(ip-u)]clu-l^-(2$inip-(p-(pccsip ). (59)2 JT J " 2 s

M , M 0 dtf =

 ̂ r И Ъ
ЛГ (2 sin Ip-tp-tf cos ip) simp dip = — — —  
J  • 4 t  J

Отсюда 5
, _ 2г_

10 ЕЗ
Ji °

Рг 3 f . . . . .  , . Рг
J E



О о

р

2 г а

Тогда А,
А| ‘ &„ " ^  

и, следовательно, изгибающий момент М в произвольном сечении шпанго

ута будет равен ( - JT &  ^  J  ):

М=М0 + ХгМ1=.-“ ( у *mip-.ip- ipco^if)-.. (60)

Поперечную и продольную силы найдем, воспользовавшись уравнениями 

(19) и (48):

1 dM Р / I . \1 соар + <р ч т р  - 1 j }Z dtp 2 5

N  - -  4 —  =■ — —  ( 4  ***"? + ‘f « * ¥ )
d f  2 5  Т Y/

( 61)

(62)-

Контролем правильности вычислений является равенство 

Г ММ,

I
d s - 0 ,

(63)

выражающее отсутствие взаимных вертикальных перемещений точек I и I

ство можнВ нашем случае это равенство можно записать в форм
JT



Внося сюда выражения (60) и (58), получаем:
# *

j/IM.dip j sinip- if - if cos ip) simp dip= 0.
с 0

что означает правильность раскрытия статической неопределимости рассмат

риваемого шпангоута. На фиг.50, 51 и 52 показаны эпюры моментов, перере

зывающих и продольных сил. Графики распределения безразмерных величин 

М/Ръ, Q/P, N/P приведены на фиг. 53.

/ т е V  \\®
/  р\ 0

п
'Ч 2 ©

§ 6. Расчет шпангоута, нагруженного 

радиальными силами

Рассмотрим порядок расчета шпанго

ута, нагруженного одинаковыми радиаль

ными силами Р , точки приложения кото

рых делят осевую линию шпангоута на 

равные части (фиг.54). Через m  обоз

начим количество оил Р , приложенных 

к шпангоуту. Тогда угол 2|S между ли

ниями действия двух ближайших соседних 

сил будет равен:



рассматривая фиг.54, 

можно прийти к выводу, 

но для определения 

внутренних усилий дос

таточно рассмотреть 

часть шпангоута, заклю

ченную между двумя со

седними силами Р ( с 

центральным углом 2Ji ) 

и показанную на фиг.55. 

Здесь через X, обозна

чен неизвестный изгибаю

щий момент, значение ко

торого можно найти из 

уравнения

^ X .  + ZX, о«0, (65)

О N
Р  ’ Р

0,2

-ОМ

Л \ ,

\  P
М л

Рг \
If

\ p

\

М
Рг
0 0

- ОМ

О 30 60 90 120
Фиг. 53.

150 !f

и Lf-jS (ввиду симметрии, де-

выражающего равенство нулю 

взаимного угла поворота сечений ip = -jb 
формации) £

Здесь

" аЕЗ >" 'т ЕЗ
р р
Г М Л  J 2 г

А » - ]  ■
М, - изгибающий момент в произвольном сечении рассматриваемой час

ти кольца от единичных моментов X, = I, приложенных в сетеяи- 

ях tp-ji и ipji ;

П0 - изгибающий момент от сил /2 иМ .
Велич-ину"йродольной силы N  определим из условия равновесия:

Р coiji = 2 N * s i n j i .
Откуда • Р

Далее находим:

"Р * Рг

( d q j b - ^ L )  о '  d J son jb •



р

N

Так кая М. = I,
а 2 г 
" = Е Л M.dip*

ZJbz

2г 
'  ЕЛ

ЕЛ
Тогда

Х, = -

Отсюда будем иметь, что

и, далее,

а=

N ~

J_ d_M_ = ________
I dip 2 sin (6

d Q. P__
dip 2sin(i

S ti 'l IP

003 if

(67)

( 68)

69)

К эти-о жо результатам можно яеийти , рассматривая совокугдвхлтъ двух 
•'--жентоз X; , прихокмлшс в сечениях у = - р. и ip - (5 , как зеку -"•ун- 
ювую воиа>зовку10,



Вычисление интеграла

г
U

убеждает нас в правильности решения задачи.

а

В заключение вычислим радиальные перемещения Д точек приложения сил 

Р . Для этого можно воспользоваться, например, теоремой Кастилиано, 
согласно которой перемещение Деточки приложения силы Pj_ по направлению 

этой силы равно:

А Эи

(70)
где U  - потенциальная энергия деформации рассматриваемой упругой си

стемы. В нашем случае все силы Р̂ , приложенные к шпангоуту одинаковы 

и равны Р , одинаковыми будут также и радиальные перемещения точек 

приложения этих сил, вследствие чего формула (70) ддя вычисления иско

мого перемещения примет несколько иной вид. Обозначим через U  потен

циальную энергию деформации шпангоута, нагруженного |Т\ силами Р 
(фиг.54).

Очевидно, что n m

Так как

U = f  Рд. 

д= сР,
где С - коэффициент пропорциональности,

и ~ р г

то

Отсюда
du

dp
me Р = m д



и, следовательно,

д = ± _ 4 ^ -  <? 1 >m dP
Найдем потенциальную энергию деформации шпангоута, выражая ее "через 

работу внутренних сил. Будем иметь, пренебрегая энергией деформации 

растяжения и сдвига: р

Подставляя сюда выражение (67), получим: 
1  ̂ 2 

u m P  г 3 f / 1  '
iiECf  ̂ft s in ji 1

или, после интегрирования,

kED ' Z w f t  2 fi

Этот результат совместно с (71) дает:

<7 з >
у

Отсюда, в частности, при Jb=7T получаем известную формулу для уд

линения диаметра кольца, по концам которого приложены две противополож

но направленные силы Р [?1:

§ Расчет шпангоута, подкрепленного 

поперечной балкой

Рассмотрим шпангоут, подкрепленный поперечной балкой так, как показа

но на фиг. 59.

Пусть на него действует симметричная нагрузка в виде двух вертикальных 

сил Р , приложенных в точках А и В (такой случай нагружения будет, на

пример, иметь место, если к балке приложена произвольная симметричная на

грузка с равнодействующей, равной 2 р ), Наличие поперечной балки повышает 

степень статической неопределимости сис-тад т до трех.. Статически леопреде-



лимыми величинами будут продольная сила X , и изгибающий момент Х 2 в 
сечении 1р = 0 и , кроме т о г о , силы взаим одействия Х 3 между шпангоутом 
и стержнем А В  (ф и г .6 0 ) .

Для их определения необходимо составить 

три уравнения, выражающие условия совмест

ности деформаций отдельных частей рассмат

риваемой 'системы:

M i +̂ X 2 + &10 - о,
V  8гг Хг + 8tp%a + Дго - О,

4, X, +̂ згХ2 + $33 х3 + д30 = о
Здесь Г

*30

зг

(74)

(75)

(76)

«гг- Ц ] м ; ^  4 - f f S M.‘ dT
2г Гмг I 2£

EF0

M LM K difv(t-i2,3i к= 1.2,3)

В этих выражениях M j -  изгибающий 

момент в основной системе (фиг.61), 

вызываемый силами Х3 = I .  Второе сла
гаемое в формуле для 8ЗЭ учитывает 

удлинение стержня А В под действием • 
единичных сил Х3 = I (2 С - длина ■ 
стержня, F„ - площадь его поперечно
го сечения).

Вычислив коэффициенты уравнений 

(74)-(76) и решив последние относи

тельно неизвестных X,, Х2и Х3, можно 
определить изгибающий момент в любом 

сечении шпангоута:

м=м0+ х д + х гмг + х3м3.



Для вычисления поперечной и продольной 

сил следует воспользоваться дифференциаль

ными зависимостями между М , Q. и N .
Мы изложили общий путь решения задачи о 

расчете кругового кольца, усиленного попе

речной балкой А В и нагруженного в точках 
А и В двумя вертикальными сосредоточенны
ми силами Р (угол о( произволен). •

Рассмотрим теперь частный случай, когда 

о( = ~ц- . Для этого случая решение задачи 

можно упростить, воспользовавшись получен

ными ранее результатами (§ 4). Упрощение 

состоит в том, что мы рассмотрим шпангоут (без подкрепляющего стержня 
А В )  сначала под действием заданной вертикальной нагрузки, а затем - 
под действием двух, пока неизвестных, самоуравновешенных сил S , при

ложенных в точках А и В  по направлению оси стержня АВ (фиг.62). Зна
чения неизвестных сил S при этом способе 

решения будут определяться из условия, что 

горизонтальные перемещения /А точек А и В 
равны половине удлинения стержня А В под 
действием сил S :

ь - f r
Перемещение /А можно представить в виде 

суммы:

Фиг. 62.
/Ар - /А я = /АР - с S , (78)

гд е /А р  и / A s -  горизонтальны е перемещения точки А  (или В  ) от сил Р  и 
S  со о тв е тств е н н о ;

С - перемещение от силы S  = I.
Подставляя (78) в (77), получаем:

/Ар - с S :
S I
E F 0

откуда
/Ар

(79)

Е Р5
Так как действие сил Р на рассматриваемый шпангоут нами было уже 

изучено в § 4, то нам остается решить сравнит ;о простую задачу о 

вычислении усилий и моментов при действди самоуравновешенной системы 

сил S (фиг.62). Для этого выбираем основную -систему (фиг.63) и запи-



сываем канонические уравнения:

Л  У, Д г У 2 + А 1О = 0,  (80)

(81)

для определения неизвестны х У, и У2 .
Имеем:

M0 = - S z  ( у  + 004(f).
Далее вычисляем коэффициенты:

л .  S b ' f / z .  Я  i ^
5— т )>

&го ~
1/Т s -г2

Еа . 1 *

Фиг. 63.

р З5г3 2лУ

на

а 2 з г г  

г г ~  E J

и решаем уравнения (80)-(81):

y, = - ^ r ( i - - 0 ,
2JT

S *  /ЗГ  . Я У ?
^ 2 ~ 2зг ^ 2  +  А

-✓ 2-0'.

В соответствии с полученным решением находим изгибающие моменты от 

сил S  (фиг.бй):

(82)

д л я  у З Г  и

для — ЗГ Ф «  5Г. 
ч



Фиг. 65.

Для вычисления горизонтального перемещения точки приложения силы S  
воспользуемся формулой Мора,известной из курса строительной механики[2] 

Применительно к нашему случав эта формула будет иметь вид:

2  А  с =
Мs M

ЕЗ
(84)

Здесь Ms  - изгибающий момент, определяемый выражениями (82)-(83);

В - изгибающий момент от единичных сил S  = I, приложенных к 

рассматриваемому статически неопределимому шпангоуту или 

ж основной системе (фиг.65). Имея в виду, что в последнем случае вычис
ление интеграла (84) значительно упрощается, запишем:

при U = 0

М  = - г ( 2 £ + costpj (85)

при -f" *  йс «? ё 5Г.
А

Тогда 7 f (2,~
A s - ^ - J M  M d f

“ 3*4

Опада-

= _ £ .'L l(3s 2- e s - i a ) .  
ШЕЗг

с  = { 3j?Tz - £ # -  <:<



Теперь нагл остается вычислить перемещение Др . И здесь используем 

формулу Мера. Для перемещения Д'р по направлению силы S будем иметь:

( МрМ . 2г

г
(87)

гд е  Мр - изгибающий момент в шпангоуте, вызванный силами Р и опреде

ляемый выражениями (29)-(30); М - момент от единичных сил S = I,при

ложенных к основной системе (фиг.65).

Внося в (87) выражение (30), получаем: '(

, о„ *
2/

Г t ..
Щ

ИЛИ . Р < 7 3 ,

р "323ГЕ0 ^3T[Z ‘
Тогда

р „ з
“8' 3 2 S E 3

Теперь из формулы (79) по (86) и (88) находим (1= //2 ) :

S _  3JT2 - 8ДГ - ̂  р

Ь г

Ш  „ 0,1(7606 п 0
Рг К-(,5185 + 71,086 к ' Е0тФ

Окончательные выражения для изгибающего момента получим, суммируя (29) 

г(30) и (82)—С83): -

М = - ( c m  (f + 9 401 f - ------ ) -

23Г ч ,J (90)

для u

M = --y-(cOi(f + ip4inif>-y-- -у-  ) 

• Д 5 г Ггг’^ 33[/2_

Для JT «  Ф ̂  5Г



На фиг.66,67 и 68 приведены 
эпюры М , Q и N , построенные 

на основании (90)—(91) (правые 

половины рисунков) для значения

к o' 2 )0 .
Го X

При этом
S —  0,3106 Р.

Графики отношений М /Р г  , Q /P  
и N / P  представлены на ф и г .69.

Для сравнения на фиг. 66-68 

(левые половины рисунков) пока- 

Фиг. 66. заны эпюры М ,Q и N , построен
ные для шпангоута без подкрепля

ющей балки (ом.фиг,36, 42 и 43),

§ 8. Расчет шпангоутов о использованием 

уравнения Буосияеска

I. Для исследования' деформированного состояния, а таете для решения

вопросов устойчивости круговых шпангоутов используют уравнение Бусса- 

кеска, устанавливающее связь между изгибающим моментом М и радиальным 

перемещением W точек осевой линии (фиг,70):



W
dip'

+  W  =~ М г г

E.j
(92)

Это уравнение, полученное 
на основе гипотез плоских й  t Ji_ 
сечений и иерастякимости Р Р

12

0,8

Ом

осевой .линии, по существу 

является дифференциальным 

уравнением деформирован

ной оси кругового кольца[81 

Условие нерастянимости 

оси кольца можно записать 

в виде равенства нулю ее 

о т н о с и т ель н о г о у дл ин ен ия £

[8]: ,

£ ;= . i , / .^ :  + w ) = C). (93) Qг vdip
Здесь V  ~ касательное пе
ремещение точки соевой ли

нии кольца (фиг,70). Отою- "ОМ 
да легко получить связь 

между перемещениями тг и иг:

сЬ'Д ~0,&
(94)

2.. Исходя из уравнения 

Буссинеска (92} и 

уравнений равновесия (16),

(17) и (19), можно получить 

дифференциальное уравнение 

деформированной оси кольца , не содержащее 

изгибающего моментаМ. Для этого' из урав

нений (16) и (17) находим (штрих означает 

производную по ip ):

Q ' + Q = г  ( ан  + о и )
иди, на основании (19):

М"' + п ' - - г Ч я г + О -

Подставив сюда выражение

г
м

" Рг

А/

Р>
ч| N

РД--

а п
V u\'<р

ч
V /

\ — hQ
Р

■ г
Рг.

•

А
Рг

О Д

0,08

ОД

-ОД

-008

О 30 60 90
Фиг. 69,

120 150 f

’ О



полученное из. уравнения Буссинеска, приходим к искомому дифференциаль

ному уравнению для гг :
v ~  „ г 1 'I*w  + 2 w  + W  = ( Q + Q  . (96)

ЕЗ п  Рп
Общее решение этого  уравнения имеет вид :

г(Г= А 0 + A ,  sLnip + А г cjOS ф +

+■ А2 ip cosip + Apipsinif + " u y  (97)

гд е  tiT̂  -  ч астн ое решение, определяемое характером  распределенных на
гру зо к  А а , А , , А г , А 3 , Др -  произвольные постоянные.

Подставляя выражение (97) в (94) и интегрируя, получаем перемещение 

V : .

1Г =  A s -  j  Oirdif = -  А 0 if + А ,  С04(р -  А 2 -s in if-  

~  h 3 { a > $ i p  +  4 > u n i p ) ~ A ll ( w i f - i p c o 4 i p )  + A s  + V y  ( 98)

Здесь

-  j  w . j  d i p ,  (99)

A s -  постоянная интегрирования.
частном случае, когда правая часть уравнения (96) имеет вид

H i  + %'п Ь  а * + а > ^  V + ^  и *'?  +
г ц 

Ё J

+  ' 2 ( а т  м л г ш р  + ^ а н г т р ) ,  ( ю о )
^  т=2

его частным решением будет:
£ ’ ’ 

=  0 . е f  +  - у  f  Z  COS f  -  J -  ip  11 S O I  I f  -

O O  j

- 7  -     (Of c o s m f  - I  rn\ m I f ).
m (101)

■ Б'тому решению.соответствует функция ir̂  :

nr а* _ . г
f  “ ■ ; ■ у f  t O S f  + if  -Sinif ~ с ■ u i Ц f t



£
+ ~~  ( tf> м л  f  -  f " cos ip +  2 cm if } +

~  ■-I , p , (I02)

*  2 .  7 n T m T“ f ^  ° 3m V  +  bm ^  '
3. Выражения (97) и (98) совместно с уравнениями равновесия- (16), 

(17) к (19) позволяют решить любую статически неопределимую задачу о 

расчете шпангоута о круговой осью и постоянным поперечным сечением 

без использования канонических уравнений метода сил.

В качестве примера применения этого способа рассмотрим еще раз 

шпангоут, показанный на фиг. 54. Для расчета этого шпангоута, как бы

ло показано в § 6, можно ограничиться рассмотрением части кольца, за

ключенной между двумя соседними точками приложения сил Р (фиг.55).

Так как эта часть кольца симметрична относительно сечения Ф = 0, и 

несет симметричную нагрузку, то в выражении-(97) для Иг оставляем толь

ко четные функции (распределение прогибов иг будет симметричным и,сле
довательно, будет описываться четными относительно ф функциями), а в 

формуле (98) для V  - соответственно только нечетные функции. Хроме то- 

то полагаем: ‘ i

~ v° > .  ^  =
так как на кольцо не действуют никакие распределенные нагрузки СQ = О,

В результате будем иметь:

иг» А„ + Агст1р + { т )

V  = - А 0 ф - А , sir, f  - А ц (Sin if - 1f  COS Ф ). (104 )

Для определения постоянных Д0, Д и имеем следующие три условия:
'при ф=]5 О, 1Г=0„ - Q = - y '

Первое и второе условия непосредственно следуют аз симметрии дефор

мированного состояния кольца, в развернутом виде оня запишутся так;

- А 2 S in  Ji + А .. ( fb COSjb + &П p  ) = 0 , (105)

- A0 p  - A, sin ji - A, ( Sin ji - j i  M>SJ5) = 0- (IOg J

Для записи третьего условия заметим, что

Q = - М = ( ИГ + Ш ) с г07)



- 42 -
«•

или, на основании (103), * „ г ч
Q =  - -ГГ Ар 4ЧЛ1 

р
Отсюда, полагая и G-'-'Tf :

ш  л р

г1
Ар -w a p = у (Ю8)

Решая уравнения (105)-(106) и (108), находим:

А ~  — '  --- 7
4E3suijb

A _ P l l
г аел 

А ,-  Рг*
2 е: Р

Теперь нетрудно найти выражения для изгибающего момента М и пере

резывающей силы G

м _ Р г  Н  cosip ч
Р ' (Ь МЛ 1Ъ )

Q  - — ------ simp ,u  о . ; ~ « l i -  ( п о )

2 у  sin jb ) (109)

2 sinjb

Продольную силу N  находим из уравнения равновесия (48):

N = ~ a l ' l L p M l f ' ■ 1 Ш >

Подставляя значения постоянных Ас, Аги АрВ (103), будем иметь:

Р г3 ( ]ь-с*91ь +  ̂ 1 МШ ^  Л-Х- J 2J COS ip + -------IP ЯПф - —  ■
2 E 3  V 2 s o i p  T T f t

Полагая здесь if=ji , получаем радиальное перемещение Д точки при
ложения силы Р : .

д = Ш ( ] Н *  ^  (у А А+ г ^ Р + 2 J*' р ) =

Рг3 I Р  i + (

~ 2ЕЛ ' 2 4ш г[Ь + 2 ' р)' Р112)

Сопоставляя выражения (Ю9)-(П2) с (/-7)-(69) и (73), убеждаемся,



что они в точности совпадают между собой. Отсюда следует, что пренебре

жение энергией деформации растяжения и сдвига равносильно принятию ги

потезы плоских сечений и гипотезы о нерастяжимости осевой линии шпанго

ута.

4. Рассмотрим пример применения уравнения Буссинеска для вычисления 

перемещений точек осевой линии шпангоута. Ранее (§7), в процессе рас

чета шпангоута, подкрепленного поперечной балкой, нам потребовалось вы

числить горизонтальное перемещение точек А и В , вызванное вертикаль

ными силами Р . Эту величину мы определили, пользуясь формулой Мора 

(87). Покажем, что той же цели можно достигнуть и другим путем.

Запишем уравнение Буссинеска для верхней части шпангоута 

(- —  s ip s ~  ), используя выражение (29) для изгибающего момен

та м :

ш " +  + ( Ш )

Общим решением этого уравнения будет выражение ( А,,Аг- произволь

ные постоянные):

Ш= /Л, МЛ у +.A2 C03if + W *  (114)

где W  - ч.астное решение, которое можно искать в следующем виде:

иг*- А + В if м п у + С ipг cm ф . (115)

Подставляя предполагаемую форму частного решения W *  в (ИЗ), нахо-'

ЙИ\  Л Р г '  ц  +  ^  p - i P ^  С = - - ^ - -
А 2 ЗГЕ 5 к:> " .........  ЬзгЫ
Тогда, имея в виду симметричное относительно вертикальной оси рас

пределение перемещений ( т.е. полагая А, = 0),  можем записать:

w  = А г см if - 

_ J L a I  \ И  ч  +. ̂ ) - в- ip Ш1 w + -
J E 3  1 2

Этим перемещениям (радиальным) соответствуют касательные перемеще

ния IT :

( Ь ^ ) - | ф З Д ф  (пб)

(радиальным) соответствуй

V  = - j т  d ф = - А г Ш) if +

Р г 3

J E D
+ j v |L  ( ^  ^  3 ( ^  ф ^  здз f ;

•у- (2 ф ооз ф + у ‘'s i r i f - 2 и л  ф)]
Ч

(117)



Теперь, заая тг и Ш (с точностью до постоянной Аг,), можно опре

делить и горизонтальные перемещения L  точек оси шпангоута (фиг.70):

й, = W  sin № + IT cos Ф • (118)
2

Полагая в (116) и'(117) Ф = и подставляя результат в (118), 

получаем перемещение точки В (или точки А ) в Горизонтальном направ
лении; о~ S

й ЗМЁТ'3 1 * ~ <!'»

Знак минус указывает на то, что перемещение Д направлено к оси 

симметрии шпангоута (вовнутрь). Полученный результат полностью совпа

дает с формулой (88).

Заметим, что в формулу (118) для горизонтального перемещения 

постоянная А, не входит, так как она определяет вертикальное посту

пательное .пермещение всего шпангоута в целом как твердого тела. Отсю

да следует, что для определения этой постоянной необходимо задание 

вертикального перемещения какой-либо точки осевой линии шпангоута.

5. Продолжаем рассмотрение примеров применения формул (97)-(98) и 

уравнений равновесия кольца к расчету статически неопределимых шпанго

утов.
Пусть к некоторому круговому шпанго

уту в нижней его точке приложена верти

кальная сосредоточенная сила Р (фиг.71), 

Для решения задачи будем исходить из 

уравнения (%)>:
г_

ЕЗ

В нашем случае

■ Ш V* 2.VJ"Vu r - ~ ~  (Q + < i'j.

V - 0 ’ i t

р_
Яг ■sin ф,

Ф и г ,  71. так что

Р г ъ
it 1 а

i in  ф. ( 120)

Имея в виду симметрию нагружения, запишем общее решение этого ураз-

Н6НЯЯ2 h К h
А, ь Аг т у  + А  ̂if +■ иц.

Частное решение найдём, сопоотавкз правую часть уравнения (120) 

с выражением (100)■ Тогда, в соответствии а (101), будем иметь-'



Поэтому
р7 з

W= А0+Аг COSip+ A<,lj>-wn If-  g— if г DOS If. (121)

Этому распределению прогибов vx соответствуют касательные перемещения 
V : ' - ч

1Г= w d f = -A0ip-Az ^tnif - А^( w iif- if  « « i f ) +

( 2if>cjosip + |ргипу - 2 tihip).. ( I22)
83TEJ

Для определения постоянных А„ и J\̂  имеем два условия

при tf = 3T u j'= 0, гг =- 0.
УК

йспользуя'Г* получаем;

' А„--Г -РР--, А ' Р г *
4 '  г<зг Е 3 ' £ з г Е З

Тогда

• » * -г э т т *А*да* *  '

(Ш>
В этом выражении постоянная Аг(вертикальное перемещение шпангоута 

как твердого тела) осталась неопределенной.

На величину изгибающих моментов, поперечной и продольной сил значе

ние этой постоянной не будет оказывать никакого влияния, так как верти

кальное перемещение шпангоута как твердого тела не вызывает никаких 

внутренних усилий. В случае необходимости постоянную Аг можно найти, 
задав вертикальное перемещение какой-либо точки осевой линии шпангоута.

Подставляя выражение (123) в формулу (95), получаем (фиг.72):

, (124)

Далее находим Q  и N  (фиг.73 и 74):

■й =_ ± М'= ^ ( 1 . 4 Ш ф +1рс05ф),' (125)

N = -  = ЫИф.)-. (126)



На фиг. 75 приведены графики 

отношений М /Р г, 0,/р и N /P  .
6, Завершая рассмотрение при

меров расчета шпангоутов, обра

тимся к случаю, когда шпангоут 
нагружен касательными и нормаль
ными усилиями ф и ф , распреде- , 

ленными по закону

Cj = 0 sin ip (127)
П ri '

% - %  ч И
со

ч- > ■ О cos m  ш
*—.1 К I (128)

Нетрудно проверить, что под действием этой нагрузки колыо ъ целом 
будет находиться в равновесии.

Внося (12?) и (128) в (96), получим:
^ ОС- V

V r . Ill I w —

Ur + 2 U! + W  = - > m о i 'tnm if 
t J  m-l №

Общее решение этого уравнения имеет вид:

'uv= А, + A, Sir-f + Аг U>5 if - Aj if coiif t A ,  if woe t

(129)

 C-  « с » _____
Ё У

tM n ." f . (■DO)



Далее, по (130) и (98),  находим:

V  = ' А о  ф + А, cos Ф - А. 2 -кл if - 

- А3 (cos if > ф и п ip) - А,, (sin if - ф cosip) +A,
i, 00 q
-  У   — — - u rirrw  г-13;[)

E о 7". fr.( m  - ()
Формулу для вычисления изгибающего момента М получим, подставляя 

выражение (130) в (95). В результате будем ауреть:

г { К  - 2 А3 simp + 2 А ,, cosiip) +7.3
г

1  
т г -1

N = - -“ г  (А 3 sin if - А ц ми ф) ■

+ ̂ a 2 - ^ - c o « m i p .  (132)

* т=2

Отсюда, на основании (107), следует: • *

Ц = - ?'Щ - ( А3 гхН if + А„ Sin if ) +

n l  - ^ - S t n m i f .  (I33)

m=Z
Наконец, по Ш  ) и (133), получаем формулу для вычисления продоль

ной силы N  : 2 Е 3
г г

+ г(9го+ 9 t мшрьгХ 7 7 ^ 7  ^ т17 U34)
т-2

Произвольные постоянные Ак (К = 0,1, 2, 3, 4, 5), входящие в 

формулы (130) ~ (131), определим для частного случая, к огд а шпангоут ’ 
замкнут ("JF«ifssjr ), не имеет шарниров и может свободно перемещать

ся в вертикальном направлении. Тогда, ввиду симметрии нагружения, оп

ределяемого -.зависимостями (127) и (128) в равенствах (130) и (131) 
можно положить, что

а, = а ^ а 5 ,

так как распределение радиальных перемещений 1(7 будет описываться чет

ными по отношению к if функциями, а распределение касательных переме

щений 1г - нечетными функциями. Для вычисления остальных постоянных 

( Ао* А, и Aj.) имеем следующие два условия: •

при if - (7 I) гг-0, ?.) 1x7 * “ О

или, в развернутом виде,

JT Лэ + (г А,- О,

J  А ■--- U



Отсюда
А о ~ А1, - О

Следовательно, для рассматриваемого шпангоута будут иметь место та

кие соотношения: „к ° ° q1 ■V’ >fКГ= Аг C O SLp -V- “  1  -j—Г7У7 M>s n1 SC,

М=г4 ^

m=2

l L “
E 3 

m г- )

ir= - A, iin Ф - -r- X  — M rjT z  rn Ifг. т  г  ч  ^  tn (m  - f J
ГО--5

cos m ip;

°° m Q
Q  = x T

1rN = г (<j.e + ^  «««p} - г > - ^ 7 Г  « *  m if.

(135)

(136) 

(13?)

(138)

(139)

ПостояннаяА̂вертикально е 

перемещение кольца как твер

дого тела) осталась неопре

деленной, но ее значение, 

как видно из формул (137) - 

- (139), не влияет на напря

женное состояние кольца.

7. В заключение приведем 

общие формулы для вычисле

ния перемещений и внутренних 

усилий в шпангоуте (с шарни

рами или без шарниров), на

груженном произвольной, но 
плоской системой сил (рас

пределенных или сосредото

ченных) и моментов (сосредо

точенных) .

ПГг А,- А, «лф+А, cos f “

Фев. 7



+ А 5 if COS if + A If Sin if + ur^, 

v  = - A c if +■ A , cos if -  A  2 sin if -

- A3 (cosip + if simp)  ( sirnp - if tosip) + A5 + l.r£, _

(140)

(141)

M - ~  ~ ~ г  ( А 0 “ 2 А з  s in if  + 2 A ,  c o s i p )  + м ь (142)

Q ( А  з cos ip + A *  s irup ) + Q  ,|
(143)

/V = -  ( A 3 s i n  ip -  A i ,  cos i p ) + A / f .
( 344)

Здесь

(145)

V 4  A  " A 5 K I + W A>

N t s M , - e f

E 1 / ,V " N
= ,M n - - 4  + w , ),

(144)

(147)

тг^=- ur^dtp. (148)



- so -

- частное решение неоднородного уравнения (96),

Совокупность выражений С140) - (144) записывается отдельна для 

каждой части кольца, на которые оно разделяется шарнирами и точками 

приложения сосредоточенных сил и моментов, причем каждая такая сово

купность будет иметь свои произвольные постоянные (определяемые 

из геометрических и статических условий).
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