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Цель пособия - научить студентов вычислять пределы рациональ
ных и иррациональных функций, используя теоремы о пределах и свой
ства бесконечно малых и бесконечно больших величин. Для работы с 
пособием требуется знать определение предела функции, определения 
бесконечно малой и бесконечно большой величин, теоремы о пределах 
(о пределе алгебраической суммы, произведения, частного, сложной 
функции).

Пособие нельзя читать как обычную книгу. Изучив часть матери
ала, нужно решить задачу или ответить на вопрос и перейти на ту 
страницу, номер которой указан после одного из предлагаемых ответов.

В процессе работы учащиеся должны неуклонно выполнять все ука
зания. Это условие является необходимым для достижения намеченной 
цели.

Занятие I

Пределы рациональных и иррациональных функций при х а

§ I. Необходимые сведения из теории

Какая функция называется бесконечно малой величиной?
Что из себя представляет алгебраическая сумма конечного числа 

бесконечно малых?
Какой величиной является произведение ограниченной функции 

на бесконечно малую?
Какова связь между бесконечно малой и бесконечно большой вели

чинами?
Сформулируйте теорему о пределе алгебраической суммы функций.
Как формулируется теорема о пределе произведения?
Дайте формулировку теоремы о пределе частного двух функций. 
Попробуйте ответить на эти вопросы. В правильности своих от

ветов вы можете убедиться, прочитав внимательно стр. 4.

 
 
 

 

 

 

 

 

 



1. Функция Л  ( X  ) называется бесконечно малой величиной

при х  — * Й ( или при X  — оо  ) ,  если £1пШ ( X ) = 0 .
п

(и л и  ЦГП с( ( х  ) = о ) .
ЗС-*<ХО

2 . Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых есть 

величина бесконечно малая.

3 . Произведение ограниченной функции на бесконечно малую есть 

величина бесконечно малая.

х -~  а  (или при х — о о  ) 
не обращается в нуль, то

если f ( x )  -  бесконечно большая величина, то

-  бесконечно малая величина.

4 . Если при 
нечно малая и

<х(эс) -  беско- 
~ бесконечно боль-

шая величина;
/

- 5. Предел алгебраической суммы определенного числа функций,

каждая из которых имеет конечный предел, равен алгебраической сум

ме пределов этих функций.

6 . Предел произведения определенного числа функций, имеющих 
конечные пределы, равен произведению пределов этих функций.

7 . Предел частного двух функций равен частному пределов этих 

функций, если эти пределы конечны и предел знаменателя отличен от 

нудя.
Знание этих фактов необходимо для успешной работы. Вам нужно 

их хорошо запомнить.

Переходите на стр . 5а
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а) В дальнейшем мы напомним и другие теоретические положения, 
на которые будем опираться при вычислении пределов.

Сначала ответьте на такой вопрос.
I Будет ли ~Yô qoo~ бесконечно малой величиной?

Ответы: I .  Да . стр.бв
2. Нет.

Если вы считаете вепным первый ответ, 
если второй, то переходите на отр. 8 г .

ст р ,8 г
то смотрите стр .бв ;

б) Неправильно. Теорему о пределе частного для отыскания 
применить нельзя, т .н . предел знаменателя 

равен* нулю. В самом деле, ( л -~ 2 )  = ( п о  теореме о
пределе разности) = 2  & s n . 2  =  2 - 2 - 0 .

X .- ^ 2  Х - * 2

j  Чтобы решить задачу, рассмотрим обратную величину 
. т .е .  , и найдем . Здесь

применима теорема о пределе частного
J C - Z  < 

...........   S5?  .лем  - - 
ж  ~С

Х .-Ч -2
Отсюда следует,что при х - * 2  

величина. Но величина, обратная бесконечно малой, 
но большая j (  см .стр .4 ).
Значит , =  ^ г
л:-*- 2. В этом случае пишут

I Теперь попробуйте найти' Л - _

('■ X -2J _  Q  _  /->
' .....  • 2  '

Х .-2—  есть бесконечно
есть

уже

малая 
бесконеч-

бесконечно большая величина при 
с ю  .

/>. 2
*

Свое решение проверьте на стр. 12 б.

2-8488
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а ) Неверно.

Если вы представили разность в виде дроби, то начало ваше
го решения было правильным. Проверьте еще раз свои вычисления 
и вернитесь к ответам на стр. 17 в .

б) Неправильно.

Однако вы верно подметили,что предел знаменателя равен ну
лю. А чему равен предел числителя? Найдя его , вы почувствуете, 
что для решения задачи нужно произвести какое-то тождественное 
преобразование.

Вычислив предел, вернитесь на стр , 12 а .
. Если вам требуется помощь, то обратитесь к стр. 8 б . .

в ) Неверно,

Давайте вспомним определение бесконечно малой величины.
1! Функция с /  ( х . ) называется бесконечно малой при х  а  ( или 

при х —~ о о  ) ,  если х  ) = 0 (. X  ( х  ) = 0 ) .
Ii х.-*-оа

Отсюда следует,что если предел некоторой величины не равен нулю, 
то она не является бесконечно малой.

'' Кроме того, известно, что предел постоянной равен самой постоян
ной, т .е .  С.

— i -------  и >  сделав нужный вывод, перейдите

г ) Сначала найдите предел числителя и предел знаменателя. 
Затем для выделения в знаменателе множителя ( х  -  2 ) примените 
следствие из теоремы Безу ( см. Приложение I  на стр. 6 0 ) .Чтобы 
выделить множитель ( X  -  2) в числителе, воспользуйтесь форму-

( а  -  в ) ( а4  + а3 в + а2  в2 + ав3  + в4  ) = а 5  -  в 5 , положив

Вернитесь на стр.21 б.
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Хорошо. Проверьте свои решения.

Установив,что дробно- рациональная функция определена в точке 
je  = / з  , вычисляем предел непосредственной подстановкой в вы
ражение функции значения X  = 7 з .
Т .о„  здесь мы пользуемся правилом: если дробно-рациональная 
функция определена в точке jc  = а , то её предел при
X  — а  равен значению функции в точке а .

( доказательство приведено на с т р .13)
Z- _  ( Т з ) 2 ^-2/  ... ______ 7_____

9 - 3 - 1

Этот предел можно было найти, применяя теоремы 
алгебраической суммы, произведения и частного.

2) .x J - x

=  7
5-

о пределах

Т .к . функция не определена в точке х  = I ,  то приведенным выше 
правилом воспользоваться нельзя. Теорема о пределе частного так
же не применима, т .к .  предел знаменат,еля равен нулю.Поскольку и 

~ JC

( Почему можно сократить

числитель стремится к нулю, выделяем и в числителе и в знаменито< 
множитель Х - I  и сокращаем на него дробь 2

✓ . ( X  -  I )
--сгук . —  --------——  ------ - г — =

х ~ /  ( х  -  I)  • ( х  +1)-х
н а  X  -  I ? ) Х - 1  =

( х  + 1 )-х
I - I  
Т ~( На каком основании ?) =

3 ) Х —  x j +3.x 2 v-.2x
= 0.

( Здесь,как и в предыдущей 
0 >задаче,имеется неопределенность вада — ) 

= Z ^ ..
.  о  I  2  ) Г  -f X + . 2 j f X - 3 j  х  3  о

. ч £-Х Л~ /  . _  Z». ( 2 jC- / ) (■, Л. * +Л.Х *■/) _

<> • < < >  ( j

Приступайте к выполнению 2-й части домашнего задания, 
нал™ пределы: __  л

j ) 2 ^ - ^ -  2) ^ z  3)
x - s  -к-*о ¥х*+м - 4  х - » о  Vf-t-x- - у з - х

Решив эти задачи, переходите на страницу, номер которой 
равен сумме ваших ответов плюс з ’ф .
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Х -» 2 .

j c * 2
?

а) - __

предел знаменателя равен нулю ( X. -  2) = ( п о  теоре-
-

ме о пределе разности ) = & j n j e —/ ! i jn 2  -  2 - 2  = 0.
~ ’

Как же найти
Х-*2 х ~л

Давайте рассмотрим обратную 
и найдем Z'^zzz ^ Z ^ ~  • 

х - * 2  х

Зерно. Теорему о пределе частного применить нельзя, т .к ,

величину

Здесь можно применить теорему о пределе частного.
Найдите -X Z ^~ » а  затем, пользуясь одной из теорем,

приведенных на стр .4 , определите,какой величиной является 
функция = ^ _ 2 ~ при X  2 .

(  -а: /  _

Решение проверьте на с т р .12 в .

б) Разложите числитель на множители, сократите дробь и най
дите предел.

Затем сравните свой ответ с приведенными на стр. 12 а .

в) Не совсем так . Вы допустили ошибку в  первой задаче,ког
да производили вычитание дробей. Проверьте свои вычисления и 
вернитесь на стр. 21 б .

г) Правильно.

— J------------  не является бесконечно малой величиной , т .к .
I 000 000

/>:  I  = 1  & (\-----  — 1 ииииии г

ибо предел постоянной равен самой постоянной, т .е .  
& s n .  С = С ) .

Переходите к с т р .9.
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§ 2 . Вгаисление предела рациональной функция 
при je  а .

Определение, функция называется рациональной , если 
её значения можно получить, производя над независимой перемен
ной конечное число сложений, вычитаний,умножений и делений.

Например, у =  -------4 Ж .
d  S i  — Л

С помощью тождественных преобразований всякую рациональ
ную функцию R. ( х  ) можно представить в виде дроби

Q c*J ’
г д е / 7  ( х .  ) и { ? ( х  ) -  многочлены:

( х )  = = а с х '* * о г
г х , * ~ + ...+ а л  П̂ и Г П  _

Q  ( x j  & х ' г Ь б ,- х , **''+ целые не
отрицатель
ные числа )■ 

В частном случае,когда Q  ( х  ) = С = c o n s t  , функция/? Сж)
представляет собой многочлен.

Займемся выяснением вопроса как вычислить предел любой ра
циональной функции, когда х - + а  , где а  -  действительное чио- 
ло.

.Зачнем с такого примера. 2
| Найти ( 2 х  ~  )•

Здесь функция представляет собой разность двух функций. Прхме-

Докажем это,
^ и ч г 2 л :  =  ( по
= c t m .  2

x~i*3 х~»3

предел.

самой постоянной, 
а ) .

теореме о пределе произведения )
2 . 3  -  6 , т .к .  предал постоянной равен

а  X -  а  ( на это указывает запись
х - г а .  

Для вычисления
о пределе частного. Х - + 3

попробуем применить теорему

Переходите на стр . 10 а .

3-8489
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а) Для этого найдем предел числителя и предел знаменателя: 
^ / ) п Х г = ( по теореме о пределе произведения )
х ~*3  = *= 3 3 =  9  ,

•х+з х-^3 '
X. + I  ) = ( по теореме о пределе сушн) =-х~*3

= + & s n  I = 3 + 1 = 4 .
JC -*3 х. ~*-3

Т.н. числитель и знаменатель имеют конечные пределы и предел 
знаменателя не равен 0, то теорема о пределе частного применима,
значит, ------ 2 ^ 5 7 ^ 7  ~ 4 -  •

ЗС-*3
Итак, Z^>zz.( 2 х  -   -X- =

х -» з  х-»л * *

Теперь самостоятельно найдите Z^Z>7Z .
Х-*2

Можно ли здесь применить теорему о пределе частного ?

Ответы : I
~ 2

Можно 
Нельзя

стр. 5 6 . 
стр. 8 а .

б) Ви допустили ошибку при разложении числителя на мно
жители.
Проверьте свои вычисления и вернитесь к ответам на стр .15 а .

в) Неверно. Здесь нельзя применить теорему о пределе частно
г о ,! .к .  предел знаменателя равен нулю.
Поскольку и числитель стремится к нулю, ничего не дает и рас
смотрение обратной дроби. ..

Для решения задачи разложите числитель на множители и 
сократите дробь. .

Найдя предел,вернитесь к ответам на стр. 12 а .
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Неверно.
 Очевидно вы без особых затруднений выделили в знаменателе 

множитель х -  I .  А вот для выделения такого множителя в числи
теле нужно было умножить числитель и знаменатель дроби не на 
( У х  + I ) ,  а  н а $ Н  + V x  + 1  и затем воспользоваться извест
ной формулой ( а -  в ) ( а 2  + ав + в2 ) = а3  -  в 3 .

Найдите ещё раз ^ r t  f t * ~.1— и на стр . 21 а
выберите нужный ответ.

Не совсем так , 2 7 j e 3  + I
Вы верно определили,что при /г.=  2 гх 7 7 ------------------- тс = со »

 ( З х  + 'I )
Но разве только пря гъ = 2 функция является
бесконечно большой величиной при х —~ — д -  ?
Подумайте ещё. Получив более полный ответ, вернитесь на 
стр . 17 б,

в ) Правильно,

Сначала находим предел чиояитаая и предал знаменателя:
( j c 2 “  5 j c +  6 ) =  "  5 .  2 + 6 = 0,

1 2 л  + 20) = 22  -  12.2 + 20 = 0 . Эти пред

нашли, подставляя'в выражение функции вместо х  его предель
ное значение 2 . Значит, нам нужно раскрыть неопределенность ви
да  Разлагая числитель и знаменатель на множители ( для это
го потребуются корни числителя и знаменателя) и сокращая дробь 
на х  -  2, получим (Х -2 Л Х -3 )

г 

о пределах разности и частного иди правило, 
’ »> ■ 4 г й -  = +  •

•  2 , но( Т.к X
/

( применяем теоремы г  -  
указанное на стр. 12 а)

Переходите на стр. 15 а.
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а)
ция
при

если дробно- рациональная функ- 
точке X  = а , то её

функции в точке а .
L2 = Zi -Z - £ -

так

предел

6

Итак , мы установили, что
---- определена в

равен значению
Например,
как функция определена в точке х  = I .

Теперь найдите 'у 2 _  п
самостоятельно •

-* ч З  <2
Решив задачу, сравните свой ответ с приведенными ниже (сре
ди них один верный )

Ответы: I.
2
3

о о
6
О

стр. 6 б . 
стр .16 б.
стр .10 в .

б) Для вычисления находим предел числителя
и предел знаменателя:" ъ & р х :  2 ) = ( по теореме о пределе 

суммы) = =  1 + 2 = 3 ,

&srz-(<2:--./) ■= =  /  -  Z -  О  .
■x-rt X -»-i

Значит, теорема о пределе частного не приме 
дел обратной величины, т .е .
= -й — = 0.

НаЙдем пре-

(х+ 2) ~

X -  I
что &  +  2 -  бесконечно малая при Л:-*-1. 
ей величина ------бесконечно большая.

X -  I
= с о .

Отсюда следует,
Тогда обратная __
З н а ч и т , / ^  ------- -

jr-* /  2 :  -  I 
Переходите на стр. 13.

\  / .  Х - 2  , \  - t & i C x - Z )  , о . /
b ) ZZZ#—~— = ( п о  теореме о ) = - ------ --- 2  = °»jc-*2  пределе частного

Значит, при д :-* - 2 функция — есть бесконечно малая. 
Но величина, обратная бесконечно малой, есть бесконечно боль
шая. Поэтому j  = —  бесконечно большая величина

при -Ж -» 2. Это записывают так:

= С о  .
Х-*>2 2

Переходите на стр. 13 .

  

 

 
 

 

 

 

  
 

 
 

 

 
 



-  15 -

Пользуясь теоремами о пределах, можно обосновать правило 
нахождения предела многочлена ( целой рациональной функции ) 
при х - ~  а . _

Сначала найдем Л .' -  1  ) ,  где
а  -  любое действительное число.

( Х г - 3 л г  +  1 2  х  -  - /  ) = ( по теореме о пределе 
х - » а  алгебраической суммы )

= З -З .'т гЗ х 2 t & r z  j / z ' x  — & /7 Z  3  =
x - f  а  х - *  <а л -г< 1

= ( по теореме о пределе произведения и по её следствию :

= a r - 3 a 2 + j t 2 < ? - / .
Итак, ^ З л г г / х ^ - З х  г + -  = а  г ~ 3 < 3 г -+ - 1

х~»-<э
Можно заметить,что значение многочлена
при х  = а  также равно а ^ - З а 2 -  Z .

Подобное совпадение можно было усмотреть и раньше в 
процессе решения задач . Нельзя ли это обобщить на любой много
член ?
Проводя рассуждения, аналогичные приведенным при решении приме
р а , можно доказать,что е с л и /^  ( ^ )  ^<г„

toz& tzP ( X  ) = Р ( а  ) -

Таким образом, чтобы найти предел многочлена при X  а
( а -  действительное число ) ,  достаточно в выражение функции
( т .е .  многочлена) подставить вместо аргумента х  его предель
ное значение а .

Это правило отыскания предела можно распространить и на 
дробно-рациональную функцию , если только она определена
прията а, т .е . если б ?( a) 0.
В самом д ел е ,если <5? ( а) ¥= 0 . то по теореме о пределе частно
го имеем:

=  _ / W
.Ж-»-o’ Q f c }  £ Z r? ? Q c x ) '

Переходите к стр. 12 а .
4-8480
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Правильно. .-----  „

Данная иррациональная функция представляет дробь. Т .к .п ре- 
дел знаменателя равен нулю при i t - »  5 , то теорему о пределе 
частного применить нельзя.
Находим предел числителя:

( У х , -  I -  2 ) = ( По теореме о пределе разности)
=  У х - 1 - & г 7 ? 2  —f o - У -  2 - 0

х-^-б~ х-*б~  ( согласно формуле,приведенной на стр.

Поскольку знаменатель и числитель дроби стремятся к нулю,необхо
димы дополнительные преобразования
^ 2 ^ 2  = --------
х - * б  x - r j r  (х -У ) (У 5 Г 7  + 2 )  & -бУ Л бГ 7+ 2)

x - r & o  ) = £^гп.
пределах применяем ? )

х-^ бг (x -5 -) (V x Z 7  + 2 )

= ( сокращаем н а ж -  5 ,что допустимо, т .к .  при х  -*■ 5
= ( ка^ие теоремы о

" m  ~ т.
= / £ r z  + 4 )  

{ Почему мы не можем обойтись без этих преобразований ?  )

Х-*О Х-*О ■ У б
( какие теоремы-о пределах применяем ? ) = = 4 .

3) t^ x "— =  Зче с ь  выделения в знаме
нателе множителя, стремящегося к нулю,воспользуемся—формулой 
■( а  -  в) ( а2  + ав + в2 ) = а3  -  й 3 , положив а= fy t+ x ,а в = ^ х )
= 2 ? ^  '’' х Г + & fr+xjff~x) у  Д ^  -jrA Z ___________

х - ~ о
-  У У п  4 х  +  f e - x *  у  —

х - ^ о  б + х - 1 + х

=  & s r z .  2 У ^ $ ^ х ^  ■/■ б-Л. г  -/■ t / ^ - X j ^ J -
х-»- o '  __

Теперь вам осталось выполнить последнюю часть дсмашнего
задания.

Переходите на стр. 21 б.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



 
 

 
 

 

 
 

 
 

- 15 -

а)
Решение последних двух задач, когда мы раскрывали не -

определенность вида , приводит нас к следующему правилу,
I Чтобы найти предел дробно-рациональной функции,числитель и зна

менатель которой стремятся к нулю при ах -> а, надо и в числи-
\ теле и в знаменателе выделить множитель X. - а , сократить дробь
I на него и перейти к пределу.

Это правило основывается на следствии из теоремы Безу (до
казательство теоремы и следствие приведены на стр. 60 ),сог
ласно которому, если х - а есть корень многочлена Р (х) t
т.е, Р ( а ) = 0, то Р (х) делится без остатка нах - а.

Пример, Найти X- 3x3^3xz +х - 1 .
Х—-Л -Х*  ч-ж3 -+X 1

Т.к. числитель и знаменатель дроби стремятся к нулю при л:-»-1,
то имеем неопределенность вида . Замечая,что X = - I есть
корень обоих многочленов, выделяем и в числителе и в знаменате
ле множитель х + I . Для этого каждый многочлен разделим на

Зх3 +5xz+X—l
Эх3чЗхг

2XZ4-X--T
2.xz-tix

1 + 4
\Зх?-ч2х-1 Х^У-Х3________

x-ti
х3 + 1

- х-1
- х--1

0
О

Х-*-Л  Х *
Завершите решение примера и сравните свой ответ с приведен
ными ниже. Ответы: I. - 4/9 стр. 10 б

2. - 4/3 стр. 20 б

б) Не совсем так,
- Ваша ошибка состояла в том,что для получения разности ку

бов в числителе нужно было числитель и знаменатель умножить на
< + i/x~ ч- f ), а не на • ( ■+j ) .

Исправив ошибку, вернитесь к ответам на стр. 21 а.
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а') _ Неверно.
>7. /

Давайте разберемся . t-3xrz--------------------------

ж-»3
= Z2z-*s- ----==------

х-~о

л-' .TTTJ-r а з)
х.

- f+x2 -Л____

( Почему здесь можно сокращать
на х ?)

Можно ли здесь применить теорему о пре
деле частного?
задачи и вернитесь на стр. 18 а.Завершите- решение

6' Правильно. Прочитайте внимательно объяснение.
Т.к. функция у = -^---2.— не определена при х. = 3,
то её предел при jc -*•  3 нельзя найти при помощи указанного
ваше правила, т.е. путем подстановки значения х = 3 в вира -
жение функции . Теорему о пределе частного применить здесь
также нельзя, т.к. предел знаменателя равен 0.
Найдем предел числителя :
iSizza ( хУ- 9) = З2 - 9 = 0. Таким образом, при х--~ 3~
х-^З

мы имеем отношение двух бесконечно малых величин, о котором
без специального исследования ничего определенного сказать
нельзя.

Дробь, числитель и знаменатель которой стремятся к ну
лю-, называется неопределенностью вада -4у- . Нахождение пре
дела такой дроби ( или установление его отсутствия) называет
ся раскрытием этой неопределенности.

Для решения .задачи сделаем тождественное преобразова -
ние ; = д:+з.

Это преобразование справедливо при всех значениях ж з .
Но нас и интересует изменение функции, когда х стремится
к 3 , но х=& 3 ( согласно определению предела функции ).
Поэтому можно записать : , , ,

= /£re(x+ 3)= з + з=б.
Ж <-3 Х~ J Х-~3 ж~3 --3

Переходите к стр. 17 а.
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Решите задачу .

~ а --------
2. Число,отличное от П-Г. стр. 20 в

Если вам нужны указания к решению задачи, то смотрите стр.
25 б.

Задача.
При каких натуральных значениях тг

Ответы; 1. П = I
2. ZZ- = 2
3. /г.» 2

стр. 18 б.
стр. II б.
стр. 22.

Ви правы. Для нахождения
/—t— — ) теорему о пределе разности при

менить нельзя, т.к. слагаемые не имеют конечных пределов . В
самом деле, функция при 3 является бесконечно

большой величиной как обратная по отношению к бесконечно малой
величине .

у о ч
Таким образом, функция /-=“=• — ) при jc.-»■ 3

(Кг- j /
есть разность двух бесконечно больших величин ( причем одного
знака).-В таком случае говорят,что имеется неопределенность ви
да ос» -оо , т.к. ничего определенного о пределе функции
без специального исследования сказать нельзя.

Теперь, сделав .ояеввдные тождественные преобразования,
найдите

тветы: I.Ответы: 1.  0 стр.25 в.
2  °° стр.23 .

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

1 Н 4И?цнон>^5>>--^3. зОтвет, отличный
$от приведенных 
выше стр. 6 а.



 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

- 18

Решите задачу

Ответы:

Найта

2. Число, отличное от -j-.
стр.16 а

стр.21 в.

27х3 + I
' еь ошибаетесь. Еслилг.= I, то cisrt- -------------------

д’ Зх + I
= £йп (эх2 - Зх + I)

,, ( Зх+ 1)(9л?-Зх+1)
=2^г. 3.
х-»-/- 3 X + I

Таким образом, предел равен 3, а не схз
Значит, п. = I не подходит. А

Попробуйте найти
( Зх + I)

туральном значении п- . При этом вам следует
рему о связи между бесконечно малой и бесконечно
нами.

Проанализировав свое решение, вы сможете ответить на воп -
рос задачи, помещенной на стр. 17 б.

при другая на-

вспомнить тео-
болыпой величи-

в) Правило нахождения предела дробно- рациональной функции

а пре -

при х~» а.
При отыскании Zto W Р (х ) и Q ( х ) - много -

Q(.X.)
члены, а а- действительное число, могут быть три случая:
1)(2(а)# 0 ; 2) Q (а)=0, Р(а) 5*  О ; 3) <2 (а)= 0,Р(а) = 0.

В первом случае ( как было доказано на стр.13)

Во втором случае, когда предел знаменателя равен 0,
дел числителя отличен от нуля,

В третьем случае, когда имеем неопределенность вида
сократить дробь Р (х ) на множитель, стремящийся к нулю.
Получив дробь, которедуже не сокращается нах - а, мы прихо
дим Либо к первому случаю, либо ко второму.Это правило можно
применять для нахождения предела любой рациональной функции,
т.к. всякую рациональную функцию можно представить в виде от
ношения многочленов.

нужно

Переходите на стр.19.
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Вычисление предела иррациональной Функции при У — а.,§ з.
Определение. Если в формуле у =/(«) в правой части

производится конечное число операций сложения, вычитания,умно
жения, деления и возведения в степень с
ми показателями, то функция у от х
ной.

Например, = (Ж- I

В дальнейшем-для решения задач нам

рациональными нецелы-
называется иррациональ-

2х + 3
потребуется следующая

, если f/x)
я-*а/Х-^Х я-»-а-

существует и f ( я ) о при х -*■  а.
Если /г. - нечетное число, то формула верна и при /

(Доказательство этой формулы приведено на стр.61 )

Х-+7 Х-*7

Пример 2. Найти .£— я-*  7 я3—49

Т.к. предел знаменателя равен 0, то теорема о пределе частного
не применима. Найдем предел числителя:

=2-1/723 =О.
Х-*7  Я-*7

Значит, имеем неопределенность вида •
Для раскрытия неопределенности выделим и в числителе и в зна
менателе множитель х - 7, стремящийся к нулю,и сократим на
него дробь.
Чтобы выделить в числителе множитель я. - 7, умножаем числитель
и знаменатель на 2 + з".

Сх-7Хх+7)

Я- 7-я___________  я -1_____________

( применяем теоремы о пределах ( какие?) и приведенную выше
формулу) — -1 _ Z .

5~6

Переходите на стр.18 а.
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а)
Ва ошиблись. Запись на стр. 25 а означает применение

теоремы о пределе разности, а этого делать нельзя, т.к. сла
гаемые не имеют конечных пределов. В самом деле, -а
и = оо . ( Почему?). х

.Х-тЗ
Повторите формулировку теоремы о пределе алгебраической

суммы ( см.стр.4) и переходите на стр. I? в.

б)
Совершенно верно.

Вы правильно подметили, что опять имеется неопределенность
вида . Для раскрытия неопределенности снова выделяем в
числителе и в знаменателе множитель х + I и сокращаем на
него:

( здесь нет сокращения на нуль,
т.к. но х=£ - I )

( Т.к. полученная дробно -рациональная функция оцределена в
точке х = - I, то её предел можно найти непосредственной
подстановкой значения X = - I в аналитическое выражение
функции.

Возможен и другой способ: применение теорем о пределах)=
3-( - D-I .. 4= -----1-------- 1---- = — "|Д — •

I + I + I d
Переходите к стр. 17 б.

Неправильно.
Ей, наверно, обнаружили,что числитель и знаменатель дро

би стремятся к нулю при Х-— 2. Для раскрытия неопределенно
сти вида сделаем тождественное преобразование:

о пределе частного ?
Завершите вычисление предела и переходите на стр. Ив.
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Найти ----- ~~
x-*i Их - 1

Ответы: I. I стр. II а

2. 2 стр. 24 б
3. 2 стр. 15 б

б) Третья часть задания.

Найти пределы: r _ ___
Т) ^^(х*-Зх+2.  ~ ~х*~-Гх^)  г}^^~х^3х^

Решив эти задачи, найдите комбинацию правильных ответов 
среди указанных ниже:

1)
2)

стр. 25 г

стр, 8 всхз /
1)2 1
2) оо J

стр. 26

Если вам нужны указания к решению второй задачи, то смотрите 
стр. 6 г.

в) Вы правы, если оказалось, что -----—
х--~о

В самом деле, выяснив сначала.что при х—►О числитель и зяа~ 
менатель дроби стремятся к нулю, заключаем,что никакие теоремы 
о пределах сразу применить нельзя. Для раскрытия неопределенно
сти умножим числитель 
затем сократить дробь

JC-+O

= 0.

и знаменатель на 1/77 , чтобы'
на множитель,стремящийся к нулю.

X 0^x1+1.)
X*

—

.х->о -/ У
 .X.-V-O

( сокращаем на х , что допустимо , 
т.к. X- -» 0, но 0)

= ( теперь можно применить v вестные 
теоремы о пределах. Назовите их).

~ ___ __ .-----------------------------= _2_ = о.
IteOrrrfr+jC*)  -*■ И V/+O 2

Переходите на стр. 21 а.
6-8489
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Правильно, Проверьте свое реженае.
Функция 27а—+_1 , ( „ натуральное число,т.е.

( Зх + I)* т
/г =1,2,3,...) при х-* - §- представляет неопределенность 

вада -д- . Раскроем её :

Т.к. /г. принимает натуральные значения, то возможны лишь 2слу- 
чая: I) П - I = 0 , 2) П - I > 0.
Если п. — I- = 0, т.е. если ZZ. = I, то

Значит, П = I не подходит.

т.е. если

стремится

/г =2,3..., то знаменатель дроби

к нулю при X—*---- 3“ » а числи-

стремится к числу 3.Здесь нельзя при-

Если п. - I > 0,
Эх2 - Зх+ I
С Зх + 17*- 7..
тель, как и в первом случае
менять теорему о пределе частного. Но применяя эту теорему для 
нахождения предела обратной величины, получаем, что

  = — = 0 .Значит. -—т---------------  
^Х^-Зх^З------------ 3 9Ж*-Зх+  I

есть бесконечно малая величина прих-* ----- g—.
Тогда данная функция является бесконечно большой величиной,и

= оопоэтов

при п. = 2,3,..., т.е. при

Подведем итоги

В § 2 ( используя теоремы о пределах) мы установили,что 
если Р (х ) - многочлен, то/^тхДН? (а) , где а - действитель- 

ное число. Кроме того,мы ввдели.что при нахождении предела 
дробно- рациональной функции, т.е. E-LEz , могут быть

Q (X)
три случая.
Какие? Попробуйте сформулировать правило нахождения предела 
дробно-рациональной функции при х-> а.

Затем переходите на стр. 18 в .
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Правильно,
 ------1,------  - ——= ( Приводя дроби к общему

знаменателю, представляем их разность в виде частного ) =

= оо . т.к. обратная величина
х-гЗ Ух*-9

Ухл-9
У&Г-2
В самом деле, "—-——

. .x-*3  УхУз~2
= О

М&пЯ&З} -2 У о -2

Итак, в § 3 мн рассмотрели

является бесконечно малой при X-*-  3.

-2j

0.

вычисление пределов неко-
торах иррациональных функций, корца x-v а ( где а - дейст
вительное число). При этом можно было заметить,что если функ
ция определена в точке х = а, то её предел находится при
помощи теорем о пределах и формулы. .

Если же функция не определена при х = а, то для нахождения её
предела требуются дополнительные преобразования и приемы . В
частности, при раскрытии неопределенности вида~=^- в числи
теле и в знаменателе нужно ввделить множитель, стремящийся к
нулю, и сократить на него дробь. При этом может быть полезной
формула

п - натуральное число.
( В справедливости этой формулы можно убедиться, перемно
жив выражения в скобках).

Па этом занятие I заканчивается.
Прежде чем приступить к занятию 2, вам нужно выполнить домашнее
задание.

Домашнее задание * I

При„выполнении домашнего задания, которое состоит из
трех частей, вы продолжаете пользоваться данным пособием.

Переходите на стр. 24 а.
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а) Первая часть задания♦ Найти пределы:

Л

а.
Эти задачи не труднее тех, которые были решены раньше.

Поэтому вы должны с ними справиться. Вычисляя пределы, старай
тесь обосновывать каждый свой шаг. Это гарантирует глубокое и
прочное усвоение материала.

Чтобы узнать, правильно ли решены задачи, сложите получен
ные ответы и перейдите на страницу, номер которой равен сум
ме ответов. Там вы найдете не только правильные ответы, но и
решения этих задач. ( Если сумма ваших ответов не приведет
на нужную страницу, то еще раз проверьте свои решения).

На той же странице вам будет предложена вторая часть до
машнего задания.

Переходите на стр.25 а.

б) Правильно.
Установив,что числитель и знаменатель дроби стремятся к

нулю при х — I ( т.е. имеется неопределенность вида — ),
вы правильно поступили,умножив числитель и знаменатель на
( /х + I ) . ( Vх* 1 + У* + I). Благодаря этому удается ,
выделив в числителе и в знаменателе множитель х - I, сокра -
тить на него дробь

= Zz/tz ,—z— = ( Почему можно сокращать на(х- D-Ci^+I'x+I) X - I ? ) ^
= Zzzrz—----------- --- ( Учитывая,что г&'л'Дг"*/£>г7х=1

= 1Т= /. , применяем теоремы о пределах суммы, произве
дения и частного) = -----1_±_1------ = _2 .

1 + 1 + 1Эту задачу можно решить и другими способами.
Например,

x-t J x-rS (Ъ'х/*-/
-А
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а) В заключение самостоятельно попробуйте найти

Сначала установите, верна ли следующая запись:

? — ) = £tsn /Д—- 77=7=3
х-*3  (Vx~3 №-9 J х-~з 1^-3 х-^3 Vx^9

Ответы: I. Неверна стр. 17 в.
2. Верна стр. 20 а.

б) Найдите предел числителя и предел знаменателя. Затем для
раскрытия неопределенности разложите числитель и знаменатель
на множители и сократите дробь на множитель,стремящийся к нулю.

Решив задачу, вернитесь на стр. 17 а.

в) Неверно.
Если вы считали,что схэ-оо = 0, то совершили грубую

ошибку, т.к. символ оо не есть число, поэтому лишено смыс
ла говорить о каких -либо действиях над этим символом.

Если же вы представили данную функцию в виде дроби, то бы
ли на верном пути.

Проверьте свои вычисления и рассуждения, а затем вернитесь
к ответам на стр. 17в.

г) В первой задаче вы получили верный ответ, а при решении
второй задачи-ошиблись.

После выделения в числителе и в знаменателе множителя,
стремящегося к нулю, и сокращения на него должно полупиться

Проверьте свои вычисления. Затем, найдя предел знамена
теля, сделайте вывод, какой величиной является полученная
дробь.

После этого на стр. 21 б найдите комбинацию верных
ответов.
7-8489
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Bi получили верные ответа. Но порой к верному ответу
можно првдти путем ошибочных рассуждений. Посмотрите, правиль
но ли вы рассуждали, решая эти задачи.

” Й? ■) ■
Данная функция при х -*■  I представляет собой разность двух
бесконечно больших величин ( причем одного знака : если I,
то обе дроби положительны; если х> I , то они отрицательны).
Поэтому теорему о пределе алгебраической суммы применить нель
зя. Производя вычитание дробей, представим данную рациональную
функцию в ввде дроби:

- ж3~?ж* -Яс+6 _

делейность вида -n-)= ZvTt
( Теперь нужно раскрыть неопре-

бж-к/Сх-луСл:-
(равенство х3- 2х*_  5-х + 6 = (х - I) (х*-  х - 6) по
лучается на основании деления многочлена х3—.2x*—5jc+6

^а, х-Л )

ZZf (X-Wx-4) - 2 •

Установив,что числитель и знаменатель стремятся к нулю
при 2, заключаем,что необходимы дополнительные преобразо
вания. Чтобы выделить в числителе множитель х - 2, восполь -
зуемся формулой
( а - в) ( а4 + а^.» + а^ в^ + ав® + в4 ) = а® - в® , полагая

л—а. — уjc в — и <2 •
у. ЙТ-ЯГ ’ _Z _

__________________ -x - 2 _
= Сх-2^-Хг-л-2^- (fat ~ ^3 ~ 7 ~ Pfi)_______ ~
= ЯгТ^=о°-
В самом деле, знаменатель является бесконечно малой величиной
прих-*2  (его предел равен 0),поэтому полученная дробь является
бесконечно большой величиной.

Итак, с домашним заданием вы справились.Теперь можно пере
ходить к занятию 77 _______

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 



 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

Занятие 2

Пределы рапионяльных и иррациональных функцйй
при аг -»оо ,

На предыдущем занятии вы учились находить пределы рацио -
нальных и иррациональных функций, корца независимая переменная
стремится к числу а. Теперь займемся изучением поведения этих
функций при х —оо .

Запись а:-*оо  означает,что аргумент х принимает зна
чения , по абсолютной- величине превосходящие всякое заданное
положительное число.

Частными случаями записи X (х стремится к бес
конечности ) являются записи : х-^-юо и х-»-~с»ез.

Первая запись, X —«■t-co , означает,что аргумента: при
нимает значения, большие всякого заданного положительного числа.
При этом говорят, что X неограниченно возрастает.

Если X становится меньше всякого заданного отрицательно
го числа, то говорят, что X стремится к отрицательной бес
конечности, и записывают х-*■-<=«>  .

§ 4. Вычисление предела рациональней функции
при х —*■  оо .

Известно, что с помощью тождественных преобразований вся
кую рациональную функцию можно представить в ваде отношения 
двух многочленов. Поэтому основной задачей § 4 будет изучение
поведения дробно - рациональной функции

целые
Х^ч*  6fX • • • + dsfr-s -б

неотрицательные числа) при X —*■  оо .
Прежде чем приступать к решению этой задачи, вам нужно

ответить на вопросы § I ( стр. 3), а также вспомнить, опреде -
ленив и свойства бесконечно большой величины.

 Сформулируйте определение бесконечно большой величины
при х—*■  + оо .

Переходите на стр. 28

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 



 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

Определение» Функция f(x) называется бесконечно боль
шой величиной при х — +оо ( х—- — оо ), если для любого за
данного числа М > 0 существует такое число N , что для
всех X , удовлетворяющих неравенству х > N ( х < N ),
выполняется неравенство |f(x)|>M

Аналогично дается определение бесконечно большой вели
чины при х-~со и при jc-*  а. ( Ол. Приложение П на стр.60).
Тот факт,что функция f (л: ) есть бесконечно большая при

( или при х-*  а) условно записывают так:
оо , хотя функция -f (. х ) и не имеет предела

в обычной смысле.
Если, например при Л-»-/схэ , f (X ) есть бесконечно

большая величина и положительна ( отрицательна) для всех
значений х , превосходящих некоторое число, то f ( х ) назы
вается положительной ( отрицательной) бесконечно большой вели
чиной . Это записывают twa'.£i/nf{x ) = + (х)= -со)

Б тол случае, когда нас интересует не знак функции f (х ), а
только то, что неограниченно возрастает, будем писать

X ). = оо .
Пользуясь определением бесконечно большой величины

и определением предела функции, можно доказать следующие оче
видные свойства бесконечно больших величин.

Свойство I,

Свойство 2.

Сумма бесконечно больших величин одного зна
ка есть величина бесконечно большая.

Произведение бесконечно больших величин есть
величина бесконечно большая.

Свойство 3» Если функция / (.х ) - бесконечно большая,а
с - постоянная, причем С 0, то С-/- ( х )
есть величина бесконечно большая.

Переходите на стр. 29.
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Свойство 4. Сумма или разность бесконечно большой величины
и функции, имеющей конечный предел, есть величина
бесконечно большая.

Пример. Найти ( Xz- Зх).
JT-»- + oo

Теорема о пределе алгебраической суммы здесь не применима,т.к.
слагаемые не имеют конечных пределов. В самом деле, если
( т.е. X неограниченно возрастает ), то л: есть бесконечно боль
шая положительная величина; тогда х2 и Зх являются беско -
нечно большими величинами ? X2 как произведение бесконечно
больших х и jc , а Зх как произведение постоянной и бес
конечно большой.

Т.к. X2 и Зх являются положительными бесконечно боль
шими величинами, то функция Л"2- 3.x есть разность двух бес
конечно больших величин одного знака. Значит,имеется неопреде -
ленность вида со- со .

Чтобы выяснить поведение функции х2- Зх при ,
преобразуем её например так: х2— Зх = х (. X - 3 ).
Согласно свойству 4 разность х — 3 есть бесконечно большая
величина, и тогда на основании свойства 2 делаем вывод,что про
изведение х-( х - 3 ) является бесконечно большой величиной.
Поэтому i^zz?z( х2- Зх ) = Х{ х — з ) = оо.

Функция X2— Зх при X—*■-/- со является положительной
бесконечно большой величиной, т.к. х2~ Зх > 0. при Х> 3.
Поэтому можно записать X2- Зх ) = + со .

Найдите самостоятельно -Zzzrz( х2 — Зх )
X-т-скз

и определите,какие из следующих путей приводят к решению.
1. Применить свойство I бесконечно больших величин.
2. Сделать преобразование х2- - Зле = х-(х - 3 )
3. Сделать преобразование х2 - Зх = х2\ I - )

Если вы считаете,что каждый путь приводит к решению, то смот
рите стр, 32 б.

В противном случае смотрите стр. 31 б,
8-8489

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 



 
 

 
 

 
 

 

 

Ответы к задачам 2-й части
домашнего задания 2-

I. 0 4. 2
2. - 72 5. 0
3. оо 6. 1/2

Если вы получили такие же ответы и можете обосновать ре
шение каждой задачи, то вправе поставить себе положительную
оценку и приступить к выполнению третьей ( последней) части
домашнего задания, помещенной на стр, 57 б.

В противном случае учтите указания к решению задач и ре
шите ещё раз те задачи, где получились другие ответы.

Указания
I. Если первая задача вызвала какие-то затруднения, то

посмотрите решение подобной задачи, помещенной на стр.
37 а.

2,

3.

Для решения второй задачи члены дроби следует разде
лить на старшую степень х , т.е. нах5. Лучше всего
это сделать так:
^zLg^..I}3-i..3x-,.2

5-Х

См. стр.49 и решение задач, помещенных на стр.41 в
и 41 а.

4. СМ. решение аналогичной задачи на стр. 51 а.

5,6. СМ. решение аналогичной задачи на стр. 41 г.

Справившись со второй частью домашнего задания, присту -
пайте к выполнению третьей части, помещенной на стр, 57 б.
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а) Неверно.
Если вы начинали решать задачу тем же методом, что и предыду

щую, то были на верном пути. Найдите еще раз пределы числителя и
знаменателя и вспомните, как мы поступали раньше в подобных случаях.

Затем вернитесь на стр. 41а

б) Не совсем так.

Видимо, вы воспользовались вторым способом и получили:
Clm (х? - Зх) = Cimx (х - 3) = + со . Это верно. Но разве толь-

X —-оо ' X —- оо'
ко так можно решить задачу?

Что вы можете сказать о сумме бесконечно больших величин X2 и

(- Зх)?
Подумайте еще о других способах и переходите на стр. 32 б

в) Неверно.
Если при нахождении 6im 5,aii~ 2

X —оо х?+ I
вы сразу применили теорему

о пределе частного, то допустили грубую ошибку, показав тем самым
незнание условий этой теоремы. Теорема о пределе частного применима
лишь тогда, когда пределы числителя и знаменателя конечны и предел
знаменателя отличен от нуля. А в нашем случае Cim (5х - 2) = оо
'р 3

и Um (х + I) = оо , т.к. всякий многочлен при х —»• ооХ-ооо
является бесконечно большой величиной.

Еще следует помнить, что символ оо (а также символы + оо и

- оо ) не является числом. Он вводится только для сокращенного
выражения того факта, что функция является бесконечно большой вели
чиной. Поэтому никаких арифметических действий с символом оо про
изводить нельзя.

Если вы руководствовались указаниями, приведенными на стр. 38в,

то еще раз найдите предел числителя преобразованной дроби. Затем
вернитесь к ответам на стр, 37а.
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а) Неправильно.
Решение задачи следует начать с преобразования числителя

первой дроби по формуле суммы членов арифметической прогрессии:
%4/W-fZ

Полученную разность приведите к такому виду,чтобы можно было
применить известное правило.

Решив задачу, вернитесь на стр. 40 а.______  ____________ __
б) Правильной Для вычисления txsn- (.X2- Зя) можно приме

нить любой из указанных способов.
Первый способ.

функция х2 - Зх = х2 + ( - Зя) при х-*- «х>( т.е. когда
X принимает любые отрицательные значения, по абсолютной вели
чине превосходящие всякое заданное положительное число)пред
ставляет сумму двух положительных бесконечно больших величин.
В самом деле, по свойству 2 ( стр. 28 ) х*  есть бесконечно боль
шая величина, причем х2>0 , а ( - Зх) есть также бесконеч
но большая величина ( как произведение бесконечно большой х и
постоянной - 3 ), причем - 3-Х>0, т.к. X принимает отрица
тельные значения.

На основании свойства I делаем вывод, что сумма двух по
ложительных бесконечно больших величин X2 и ( - Зх) есть вели
чина бесконечно большая и притом положительная. Значит,

* ос?.

Второй способ, ( X2- Зх )= X-(X- 3 ) =

= ( применяем свойства 4 и 2 ) = + оо .
Третий способ, х2 - Зх = Х23 I - ) ...

При х-*-оо  х2есть бесконечно большая величина, а как
обратная к бесконечно большой есть бесконечно малая. Тогда

( I - ~-) = £ = 3 —3'0 =/X ' jc-r-o-э х
Значит^функция х2Л I - ) является произведением бес

конечно большой величины и функции, имеющей конечный предел, от
личный от нуля. Такое произведение представляет собой бесконечно
большую величину. Это основано на следующем свойстве бесконеч
но больших величин.

Переходите на стр.33.

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 
 

Свойство 5, Произведение бесконечно большой вели-
чинн и функции, имепцей конечный пре
дел, отличный от нуля, есть величина
бесконечно большая.

ЙЛи{

то

Доказательство .

у {х )-^( л:)

бесконечно малая

Записав произведение в виде дроби
-I..- ’ заивтаем.что есть

величина как обратная к бесконечно большой
I_______

J-CxJ-fCxJРассмотрим функцию

найдем её предел:
и

Ж/®#® ~ 0

( по теореме о пределе частного) ■ -g— = 0 .

Значит, функция 6011 бесконечно малая при
ЛГ-*  а ( или при jK-*o<o).  Тогда/ (x)-g(x ) является

бесконечно больной величиной.
Теперь повторите свойства 1-4 бесконечно больших ве

личин ( стр. 29-30) и найдите среди них то, которое можно
считать частным случаем свойства 5.

Затем перейдите на стр. 34 а.

б) Представьте многочлен в виде произведения двух сомно
жителей путем вынесения за скобку старшего члена Д"охп' .
Определив пределы сомножителей, воспользуйтесь свойством 5
бесконечно больших величин.

Решив задачу, переходите на стр. 36 б.
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Свойство 3 является частным случаем свойства 5,
т.к. постоянную С можно рассматривать как функцию, принимаю
щую одно и то же значение, причем С.

Решите задачу.
,» п->

Доказать, что любой многочлен аох. + а,ж + ...+ а„.р+ ап 
( где /г - натуральное число и ао =# 0 ), является беско
нечно большой величиной при х-*-оо,  т.е.

в,л"-'-t--.. + л. + д„) = оо .

Свое решение вы можете проверить на стр, 36 б.
Если вы не знаете, с чего начать решение, то обратитесь 

к стр.ЗЗб

б) Неверно.
Если ваше решение содержало преобразование

» т0 вы должны были заметить, 
что ( 5 л: - 2 ) есть бесконечно большая величина, а

Ваша ошибка состоит в тем,что вы делаете необоснованный вывод 
о пределе такого произведения.
Здесь нельзя применить теорему о пределе произведения, т.к. 
множитель ( 5 ж - 2 ) не имеет конечного предела прия:-»о<>. 
Свойство 5 бесконечно больших величин также не применимо, пото
му что имеется произведение бесконечно большой величины и 
бесконечно малой.

О таком произведении, как и о частной двух бесконечно 
больших величин, ничего определенного без специального иссле
дования сказать нельзя.

Таким образом,ваше преобразование к цели не приводит. 
Сделав другое преобразование ( деление числителя и знаменателя
на л3 ), вы получите

Найдите предел этой дроби и на стр. 37 а выберите нужный от
вет.
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л' Правильно
При Х-^+схэ функция Ух^Зх представляет разность

двух бесконечно больших величин одного знака. Поэтому нельзя
применить ни теорему о пределе разности, ни свойство I беско
нечно больших величин. ____
Преобразование -X — -jfjne приводит к це
ли, т.к. получается произведение бесконечно большой величины
X на бесконечно малую ( ~ А 0 'таком произ
ведении без дополнительного исследования ничего определенного
сказать нельзя.

Сделаем преобразование: умножим и разделим данную функцию
на сопряженное выражение.

-x)fa2+3x +х)_ Х^^Зх-х^
1/х2+Зл YX Х-г+о-Э У*ЗХ  + Х

( теперь разделим члены дроби на х )
3- Z 3 - 3 = 3

xZLV&T+J Vtt+J 2
Переходите на стр. 38 а

нечных пределов. Данная функция Л

Вы допустили две ошибки.
Во-первых, вы использовали теорему о пределе разности,

а она не применима, т.к. уменьшаемое и вычитаемое не имеют ко-
Х±___ X-2

Их2-*  ~ 2х+1

при х-—ск> представляет разность двух бесконечно больших ве
личине причем одного знака}, а о такой разности без дополнитель
ного исследования ничего определенного сказать нельзя. В подоб
ных случаях говорят, что имеется неопределенность вадаоэ-оо .

Во-вторых, вы считали,что<эо-оо = о, а это уже никуда
не годится. Запомните, что символ оо не является числом.
Он вводится только для сокращенного выражения того факта,что
функция является бесконечно большой величиной. Поэтому никаких
арифметических действий с символом оо производить нельзя .

Произведите вычитание дробей и найдите предел. Затем
вернитесь к ответам на стр. 41 в.
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а) Совершенно верно.
а = - 6 . В самом деле, &/-п ■^'* * * * * * * * * xi ^х-^- -

( делим числитель и знаменатель на Xz )

б) Проверьте свое решение.
При лг->оо многочлен Р ( «^) = а1х.'г~1+...+Оь+х+а/>

( где /г - натуральное число и (Зо^О ) представляет сум
му постоянной On. и бесконечно больших величин 00х“

а„.,х , которые могут иметь разные знаки. Поэтому,вообще
говоря, здесь нельзя применить свойство I бесконечно больших
величин.

Следующее преобразование позволяет в любом случае решить
вопрос о пределе многочлена:

Т.к. ж-»оо , т.е. X. неограниченно
возрастает по абсолютной величине,то г^-Х^есть бесконечно боль
шая величина, а > • ■ ■ > - бесконечно ма-
ЛЫе,Тоеда .

Значит, многочлен Р (х ), представляющий произведение беско
нечно большой величины ОъХ" и функции, предел которой ра -
вен I, согласно свойству 5 является бесконечно большой величи
ной. Итак, доказано, что

х *
Х-*<=ю Х—оо =ОО.

Учитывая то,что выражение в скобках принимает положительные
значения ( близкие к I) при достаточно больших значениях /х/,
делаем вывод: многочлен аох”-+&,х”~'-+■■■
есть бесконечно большая величина того же знака,что и его стар
ший член ОоХ"•

Пример, Зжг+ х2 - ix - I ) =
= Й^хГ* \ 1 + ~ ) = - ОО .

т.к. прж 4Г-»-оо старший член Зхг принимает отрицательные
значения. Переходите на стр. 37 а.

= =
' ' ■'

- = - 2 находим,что

х-*со  3 -£ -t-j*.

Далее из равенства -Я-

а.-/-О + О __а.
3-0+0 ~3'

а = - 6.

Переходите на стр, 37 в

Оо X")
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а) Теперь приступим к решении основной задачи § 4 -
вычислению X' ...

Если вы знаете, как решается эта задача в общем случае,
то можете сразу перейти на стр, 47 б.

В противная случае вам следует начать с задачи частного

стр. 34 б
стр. 40 б
стр. 31 в

Если вам нужны указания к решению задачи, то «потрите
стр. 38 в.

б) Вы считаете,что предел равен----- 1— .
Нет, такой ответ здесь никак не получится. Видимо, вы

совсем не думали над решением и выбрали ответ наугад.
Если вы устали, то отдохните минуты две. Представьте се

бе, что сейчас морозное солнечное утро. Вы хорошо выспались,
чувствуете бодрость, прилив сил и готовы справиться с любой
задачей.

Раз вы готовы, то возвращайтесь на стр.38 а и продол
жайте работу.
Кстати, вам осталось решить всего две задачи.

в) Проанализируйте решение трех последних задач и сформу
лируйте правило нахождения предела дробно - рациональной
функции при х-^оо .

Какую связь вы заметили между пределом этой функции и
степенями многочленов, стоящих в числителе и в знаменателе?

В справедливости своих выводов вы можете убедиться ,
прочитав стр. 45.
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а) Решите задачу .

Найти &ХП (}^Xz+3x
Х—г-<хз

Ответы: I. оо стр. 53 а
о 3 стр. 37 б

3. 3 стр. 51 в.

б) Неправильно.

Видимо, вы совсем не думали над решением задачи и 
выбрали ответ наутад. Такое несерьезное отношение к делу
приведет к тому,что вы ничему не научитесь и зря потеряе
те время.

Воспользуйтесь методом решения предыдущей задачи
( а не ответом) и вернитесь на стр. 41 а.

в) Разделите числитель и знаменатель на старшую степень
х ,т.е. на х3 , и воспользуйтесь известными теоремами
о пределах.

Найдя предел,сравните свой ответ с приведенными на
стр. 37 а.

г) Вы ошиблись в процессе преобразования функции. А поче
му здесь необходимы преобразования?

Вам следует учесть,что если х-*--оо , то X х. 0 .
Кроме того, следует рассматривать арифметическое значе
ние корня. В связи с этим, например

^Х2+Х+1 _ \1х2+Х+4
----- х-------  1~х^—при х< 0 •

Исправьте свою ошибку и вернитесь к стр. 52 б.
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Правильно. Посмотрите внимательно решение.
Сначала проанализируем числитель и знаменатель дроби.

Числитель ( Vx^+i + Их”) есть бесконечно большая величина
как сумма двух положительных бесконечно больших величин при
х-<-*схэ.  Определим старшую степень ас в числителе:

Vx3+t -+Vx + Х*=Х$(\ V1-+ £ +
Итак, мы представили числитель в виде произведения бесконечно
большой величины х% и функции, имеющей при х -*■  + оо конеч
ный предел, отличный от нуля. Поэтому старшая степень х в чи
слителе есть , Ав знаменателе старшая степень х есть

хг , т.к.

-хг =

.Отсюда следует, что и знаменатель данной дроби
при х-^-юо является бесконечно большой величиной. Таким
образом, данная дробь есть отношение двух бесконечно больших
величин.

Для раскрытия неопределенности разделим члены дроби на
X2 :

+ /хГ _ J>.,г~— » — Zzzzz. -
'Х*+Х  - X2 х^оо

Учитывая,что при х-*+схэ
- бесконечно малые, и применяя теоремы о пределе алгебраи -
ческой суммы, корня и

]/о+о + О
/д+о -1
Приведем другой

частного, получаем
О
— 4= 0.

- I
способ решения задачи

Х+*сх>¥Х*+Х  Х^+ьо Х^^^.-jj

- 1 ^£3 *х  _ Л /1+0 + О . , ,

Переходите на стр. 41 г.

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 

 
 



 

 

 

 
 

 
 

 

 

а)

Ответы: стр.48 а

стр.32 а
2

2. Ответ, отличный от
предыдущего .

Если эта задача вызывает большие затруднения, то
сначала попробуйте решить задачу на стр. 41 в.

б) Правильно.

Числитель и знаменатель дроби "^377 ’ при являют
ся бесконечно большими величинами. Т.к. они не имеют конечных
пределов, то теорему о пределе частного применить нельзя.

Об отношении бесконечно больших величин, так же как и
об отношении бесконечно малых, ничего определенного без спе -
циального исследования сказать нельзя. Поэтому отношение бес
конечно больших величин называют неопределенностью вида •

Для вычисления предела сначала разделим числитель и зна-
имеется в членах дро-менатель на старшую степень ж . которая

би.

что х. ■-# о , т.к. изучаем данную функцию
здесь мы предполагаем,
при достаточно боль

ших значениях / х / )
Теперь можно применить известные теоремы.Т.к. при х-*сх> вели
чины хг и X3 - бесконечно большие, то jy и ^-являют
ся бесконечно малыми. _

Торца = ( по теоремам о пределах
произведения и разности ) =t5"-Zzz/Z'?2' —2‘&п-73 =0.

( I + ) = I + 0 = I.
^скольку числитель и 'знаменатель имеют конечные пределы

и предел знаменателя отличен от нуля, можно применить теорему

Переходите на стр.41 а

о пределе частного
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а) Решите задачу.
' Найти ЗХ* 2- I

^-*00 X + 2

Ответы: 1. 3
2. 0
3. со

г) Задача.
Найти &S7Z (-X )

Х-- + со
Ответы: I. О

2. 3/2

стр. 31 а
стр 38 б
стр. 44 а.

б) Задача.

При каком значении а справедливо
равенство —^~3±?L+_5_ = _ 2 ?

JC-+CO Зх - X- + I
Ответы: I. а = - 6 стр. 36 а

2. а - 6 стр. 46 а.

в) Решите задачу.

-

Ответы: I. со
2. О
3. 1/4

)
2х+/,/ '

стр. 43 в
стр. 35 б
стр. 48 б.

стр. 52 г
стр. 35 а.

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 



 

 
 

 

 

 

- 42 -

а) Ответы к задачам третьей части
домашнего задания 2.

5
I. -со

I
4. Г

2. 2 5. 1
2

3. + оо 6. <3*

Указания к решению этих задач.

Лишь в том случае, когда ctsn]\ х ) = в

можно считать, что (-с )= в.
X '03

1. СМ. решение подобной задачи на стр. 38 а.
2. Найдите предел подкоренного выражения и воспользуйтесь

теоремой о пределе корня ( см. стр.61 и замечание на стр.
62).

3. СМ. решение аналогичной задачи на стр. 516.
4. СМ. решение подобной задачи на стр. 52 б.
5. Преобразуйте выражение в скобках по формуле суммы членов

арифметической прогрессии: a-j- + а2 + ...+ а^

6. Разделите числитель и знаменатель на старшую степень х ,
т.е. на — .

X 2
Выполнив третью часть задания, переходите на стр.58, где

можете проверить решение задач I, 3, 5, 6.

б) Неверно. При делении членов дроби - ----------— над:
----- 2x-f-f

( причем Х> 0) подкоренное вьгоажение нужно разделить на X.
В результате получим: 1__ _ /• VT+jtr___

Завершив решение задачи, вернитесь к ответам на стр. 51 а.

в) ЕИ считаете .что при ( вспомните, что означает
эта запись) предел существует.

А чему он равен?
Вы ошибаетесь.

=В,
Л -W&7

Переходите на стр. 51 б.
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а) Неверно,
Если вы считали,что старшая степень JC в числителе и

в знаменателе есть X3 , то в этой ваша первая ошибка.Другую
ошибку вы допустили в процессе деления членов дроби на х3 .

Вам следует заново решить задачу и вернуться к ответам
на стр. 516.

б) Неверно.
Разделив члены данной дроби на X. ,

ку в преобразовании числителя, считая,что
тили ошиб-

При Х<0 это равенство неверно, т.к. правая часть положитель
на, а левая отрицательна ( поскольку рассматривается арифмети
ческое значение корня ).

Исправьте свою ошибку и переходите на стр. 47 а.

в) Неправильно.
Производя вычитание дробей, вы должны были получить :

= х3 __

( Подумайте,почему здесь необходи
мы преобразования?)

Теперь можно перемножить многочлены в знаменателе и
применить известное правило или сразу разделить члены дроби
на х3 ( причем первый множитель в знаменателе, т.е. (2л1-1),
следует разделить на хг , а второй - на X ).

Исправьте свою ошибку и, доведя решение до конца, на
стр.41 в найдите нужный ответ.
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а) Правильно
Т.к. числитель и знаменатель дроби являются бесконечно

большими величинами, то для раскрытия неопределенности разде
лим числитель и знаменатель на старшую степень х. , т.е. на

х-*с*о  Х-+ 2. х-+оо х -+■

б) Установив,что числитель и знаменатель являются бес
конечно большими величинами, воспользуйтесь правилом, которое
применяли раньше при нахождении предела дробно- рациональной
функции ( когда л:-*ое>).

Подумайте,какова старшая степень х в числителе.

являются

Найдем пределы числителя и знаменателя:
( 3 - ) = 3 -

х-*о<э
т.к. при ж-*-оо  величины
конечно малыми.

+ ^ = ° + 0=0,

бес-

Таким образом, теорема о пределе частного здесь не при

Найдем предел

Я.-ГОО 3 ~ jrl

менима.
обратной величины:

( по теореме о пределе частного)

= -2- = 0. Но величина, обратная бесконечно малой,есть беско
нечно большая. Значит, =£tsn-^—— =оо.

Эту задачу можно было решить и другими способами. Например,

= х(/-*■  х = 00 ’лг-*оо  Х+2 лгоо X (j л/ -1 л
т.к. произведение бесконечно большрй величины Ж и функ
ции , предел которой равен 3, является бесконечно

большой величиной ( см. свойство 5 на стр. 33а)

Теперь решите задачу на стр. 41 б

Вернитесь на стр. 51 а,
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Правило нахождения предела
дробно-рациональной функции прилс-*оо

*™ения
нужно и числитель и знаменатель разделить на самую высокую
входящую в них степень ж. и применить теоремы о пределах.

Необходимость такого преобразования вызвана тем, что на
ходится предел отношения бесконечно больших величин.

Это правило мы будем использовать и при вычислении пре
делов некоторых иррациональных функций. Поэтому его следует
запомнить.

Анализ решения трех последних задач еще нам подсказывает,
какой предал имеет дробно- рациональная функция ( в общем
случае ) в зависимости от степеней п. и/и многочленов,стоя
щих в числителе и в знаменателе. Оказывается,что
и
у. Q!o3:'t+a,x',~'+- ■ ■ + £г^г.

при ао^0

Л7 >/П .

<0, если
Оо, если

Г37
^х>, если

В справедливости этого предложения можно убедиться,
воспользовавшись указанным выше правилом.

Таким образом решается задача вычисления предела дроб
но -рациональной функции при ж-^ехз в общем виде.

Если вы самостоятельно сформулировали указанное пред
ложение (т.е. установили зависимость прадеда от степеней п
и tn. многочленов), то докажите его и переходите на стр.
46 б .

Если же вам не удалось самим подметить эту законо
мерность, то примите к сведению это утверждение и перейди
те на стр, 41 в.
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а) Неверно. z
Найдите еце раз и прирав

няйте полученный результат числу (-2) . Из последнего
равенства можно легко найти значение а.

Решив задачу, переходите на стр, 36 а.

б) Докажем,что при ао*0  и 6о^0
... z>_ Lsx-

Г^есллп =т
|0 ,еслил<лг?
^оо.если п>/п.

Для этого наряду с указанным Правилом можно воспользоваться
видоизмененным приемом, который заключается в том,что сначала
выносим за скобку старшую степень х в числителе и в знаме
нателе, а затаи после сокращения применяем теоремы о пределах.

x-r<=x> (Do-^

-g— , Т.К.

малые при х -*  <хэ ,
Если п-сгп 9

бесконечно

а .

Х-гсо у™*

0.

( по теореме
а0

°*  В0

пределе произведения)о

Если п>/п ТО

= (по свойству 5,см.стр.33а) -со , т.к.
и при п>/п первый сомножитель
большая величина, а второй имеет предел

 нуля.

~ ••• + &

при X -*  <=х>
есть бесконечно
,отличный от

Теперь решите задачу на стр. 40 а.
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а) Правильно,

<
старшую степень х

х-*-оо  X (2-+ я)
( Т.к. мн рассматриваем арифметическое значение кдрня

/ х /. Учитывая, что х-*-оа,
и поэтому / X / = - X )

Ввделяем в числителе и в знаменателе

)

, то

заключаем,что х< О

- 1^0 _ _х
2 + 0 * 2

члены дроби на

-

Если в этой задаче сразу разделить члены дроби на
X , то следует иметь в виду, что у- = -
при х< О ( т.к. рассматривается арифметическое значение кор-

_ I
2

Какой можно сделать вывод
функции при х-*сю  ?

— , а раньше мы установи-

о существовании предела этой

Ответа: I. Предел существует.

2. Предел не существует.

стр. 42 в

стр. 51 б

б) Сформулируйте правило нахождения предела дробно -
рациональной функции при х-*-оо  .

Какая существует связь между пределом этой функции и
степенями многочленов, стоящих в числителе и в знаменателе ?

В правильности своих ответов вы можете убедиться,
прочитав стр. 45.

Если вы затрудняетесь ответить на эти вопросы, то вер
нитесь на стр. 37 а.
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а) Верно.
Преобразовав числитель первой дроби по формуле

суммы членов арифметической прогрессии, получаем

Т.к. имеем разность двух бесконечно больших величин- ( при
чем положительных), то сразу нельзя применить ни теорему о
пределе разности, ни свойство I бесконечно больших величин.
Для раскрытия неопределенности ( вида <=<з-) представим
данную рациональную функцию в виде дроби и воспользуемся пра
вилом нахоадения предела дробнограциональной функции ( или пред
ложением, доказанным на стр. 46 б).

( Производим вычитание дробей)

-ZZ. - £ixrz.
*с-::

-/
2+0

JL
2

Переходите на стр. 49.

б) Правильно.
Данная рациональная функция при я:-»схэ представляет

разность двух бесконечно больших' величин ( причем одного
знака : если -со , то обе дроби отрицательны, а при
х-»они положительны).

Поэтому теорему о пределе разности или какую-либо другую
теорему сразу применить нельзя.

Производя вычитание дробей, представим данную функцию
в виде дроби:

= Usn -—--------— = ( Теперь можно воспользо-+ 2xZ-2Х - 2
ваться правилом нахождения предела дробно-рациональной функ
ции или предложением, приведенным на стр.45).
_ ___/ ________ - ( на основании ___ 1

~ л _ каких теорэм ?) . *

Переходите на стр<49.

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 



 

 

 

 
 

 

Подведем итоги § 4

Мы установили, что всякий многочлен jp ( х )
= '■Л- ( где - натуральное число, а
<2о^О ) при л-*со  является бесконечно большой величи -
ной, причем того же знака, что и его старший член ЛЛЯ .

Кроме того, мы сформулировали следующее правило нахож
дения предела дробно- рациональной функции, при ur-*cx>  .

Для

нужно и

вычисления
/ ; ,, НоХ '-и '-и .

числитель и знаменатель разделить на самую высокую
входящую в них степень А’ и применить теоремы о пре
делах.

В § 4 была решена в общем виде задача вычисления
предела дробно-рациональной функции при .х-*схэ  .

Теперь мы знаем, как вычислить предел любой рациональ -
ной функции при х --<»• <х> , поскольку всякую рациональную
функцию можно представить с помощью тождественных преобразо
ваний ( если есть в этом необходимость ) в виде дробно - ра
циональной функции.

Переходите на стр. 50
к изучению § 5 .
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§ 5« Вычисление предела иррациональной
функции при Х~ сха ,

Прежде всего убедимся, что = у-СО .
jC-** oo

Доказательство

Воспользуемся определением бесконечно большой величины.
Пусть задано любое число /Ч>0 . Докажем, что для этого чис
ла /Ч>0 найдется такое число /V , что как только х>/V,
так выполняется неравенство j/CF”>Л/ .

Неравенство v'x>M будет выполнено, если х>Л1п .
Значит, за число /V можно принять .

Следовательно, при х-»+с*о  ”/х' есть положитель
ная бесконечно большая величина.

Отметим ещё,что если /г - нечетное число, то можно
рассматривать поведение функции '^х' и при х-*-сх>  .

Тогда = - сю .
UT-* —оо

В самом деле, при нечетном /г

Ил - = - /-jc , а //-.л при х-~-сю

по доказанному выше является положительной бесконечно большой
величиной. Значит, \/х" - - у'-х есть отрицательная беско
нечно большая величина.

Пример . Найти
Х-*-сх>

Сделаем замену переменной, положив х2 + I - U . Т.к. при
z->eo многочлен х2+ I есть положительная бесконечно боль
шей величина, то г/-*-  + сю .

Тодда на основании теоремы о замене переменной под
знаком предела ( см. стр.61) имеем :

Zz/zzXr^zZ = Zzz/z Z'Fz = ( по доказанному выше)
= + сю .

Переходите на стр. 51 а.
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а) Решите задачу. _

Найти '

Ответы: I. оо стр. 42 б.

2. —- стр. 53 б.
2

Если вам нужны указания к решению задачи, то смотрите
стр. 44 б.

б) Совершенно верно. Данная функция не имеет предела
при , т.е. когда х- , принимая как положительные ,
так и отрицательные значения,становится сколь угодно большим
по абсолютной величине.

Приступайте к решению
следующей задачи. _____ ___

Найти з&п .

Ответы: I. оо стр. 52 в
2. I стр. 43 а
3. О стр. 39

в) Неверно

Если вы воспользовались методом решения предыдущей за
дачи, то допустили ошибку в процессе преобразования функции.
Вы не учли того, что теперь функцию исследуем при л:<О, и 
поэтому __

—— = •
Исправьте свою ошибку и решите задачу до конца.
аце подумайте, нужны ли сделанные вами преобразования?

Нельзя ли сразу воспользоваться свойством I бесконечно боль
ших величин ( стр. 28 )?

Вернитесь на стр. 38 а,
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Задача

Найти Cim -
I—-лэ

Vx2+f
2х+1

Ответы: I. - I
2

стр. 47 а

2. 1
2

стр. 43 б

б)
Задача _______
Найти Cim ('/х2+эс +Г-i/x2-3jc') .

X — -ооч

Ответы: I. 2 стр. 38 г

2. -2 стр. 54

в) Неверно

Сначала убедитесь в том, что числитель и знаменатель дроби
являются бесконечно большими величинами. Затем, определив старшую
степень X в членах дроби, воспользуйтесь известным приемом.

Вернитесь к задаче на стр. 51 б

г) Неправильно

Разве здесь применима теорема о пределе разности? Нет, т.к.

уменьшаемое и вычитаемое не имеют конечных пределов.
Если же вы сделали преобразование Ух2+3х -X = х(}//+ J,

то на каком основании заключаете, что полученное произведение стремит

ся к нулю при X —► + оо ? Разве можно здесь воспользоваться
теоремой о пределе произведения или свойством 5 бесконечно больших
величин (стр. 33 а)?

Для решения задачи сначала умножьте и разделите данную функцию
на ( /х2 + 3х' + X ).

Вернитесь на стр. 41 г.

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 



 

 

 

 

 

- 53 -

а; Верно.
При я-»—ао данную функцию можно рассматривать как сумму

двух положительных бесконечно больших величин и
( -X ). Но сумма бесконечно больших величин Одного знака есть
величина бесконечно большая.

Значит, Ух-^Зх -г^х) есть бесконечно большая вели
чина, причем положительная. Поэтому &sn (Ухг-гЗх-х)=+со

Я+-ОО
Эту задачу можно решить и другими способами, представ

ляя данную функцию в ваде произведения или дроби.
В заключение решите задачу на стр. 52 б.

б) Правильно ■ _____
Данная функция - Щ® а:—представляет

отношение бесконечно больших величин. Поэтому теорему о пре
деле частного применить нельзя. Поступим так же, как при на
хождении предела дробно- рациональной функции, когда х— со 

Заметив,что '/хЛУ = =

х>о , разделим числитель и знаменатель

на наивысшую степень х , встречающуюся
т.е. на х :

= при
й£оби_
в членах дроби.

согласно теореме о пределе корня,приведенной

на стр. 61 - 62 )

Переходите на стр. 52 а,
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Совершенно верно.
При х~*-сю  функция представляет разность двух поло

жительных бесконечно больших величин. В самом деле, раньше
( стр. 36 б) мы установили,что всякий многочлен степени п» I
при л—оо есть бесконечно большая величина, причем того же
знака, что и его старший член. Кроме того, известно (стр.50),
что £tsn. 'i/'x~ = + СХЭ ,

Х-и-оО ------------ ,
Поэтому = ( Делаем замену, полагая ,

л2+ х. + I = и ) = &sn/77~ = + оо и

•о<э
Таким образом, для нахождения

Vx*+x+.t  - /ха-3х ) нельзя применить
ни теорему о пределе разности, ни свойство I бесконечно боль
ших величин.

Для раскрытия неопределенности ( вида оо- оо )
сделаем следующие преобразования:

№^'J(Vx*+x+J *) _
х-*-оа  (Кг2***/  ■+ Xx-i-Jjr )

= г^гп ^x+f. . Получив отношение двух бесконеч-

но больших величин, определим старшую степень х в знаменателе :
Наг-? аг*/ *• Ух^-Эх = /*/ (l/j+sc+x* + 77^77) .

Т.К. ЛГ-^-ОО, ТО Х<О, И поэтому /я/ =-х.
Итак’ -..-^z, ____= £sn________ г . -

jr-»-a0 Vx2+x+4 +l/x*-3x х*-оо +77- )
Чтобы раскрыть эту неопределенность ( вида -§§- ),■• разделим
члены дроби на х и воспользуемся теоремами о пределах
( какими ? )

-(ifrow+i/To) ~-2 -
Нетрудно заметить,что если , то данная функция
(v^^-x-t-f ~l/x2~3x)—>2.

На этом занятие 2 заканчивается.

Домашнее задание помещено на стр, 55.
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Прежде всего вам следует ответить на некоторые вопросы ,
которые приходилось решать на занятиях I и 2 в процессе ра
боты с пособием.

1. Можно ли сказать что - нибудь определенное о разно
сти двух бесконечно больших величин одного знака?

2. А что можно сказать о произведении f (х). $ (х),
где / (х ) - бесконечно большая, а $ (х ) - бесконечно ма
лая при х-»л. ( или при х-»-&о )?

3. Чану равен если

известно,что у (х )->оо при х-*х  ( или при £-»оо ).

4. Чему равен

— О , причем

tf^x} не обращается в нуль при ( или при ж—оо).

5. Как формулируется правило нахождения предела дроб
но - рациональной функции, когда х-*оо  ?

6. В каком случае это правило оказывается пригодным
для нахождения предела иррациональной функции ?

Правильные ответы на эти вопросы приведены на следую
щей странице.
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Ответы.

I, 2. Без специального исследования ничего определен
ного сказать нельзя ни о разности двух бесконечно
больших величин одного знака, ни о произведении бес
конечно большой величины на бесконечно малую. Упо-

 минутая разность ( или произведение ) может оказать
ся беяконечно большой величиной, функцией, имеющей
конечный предел, а также функцией , не имеющей ника
кого предела ( ни конечного, ни бесконечного).

3. 0. f ( х. ) = 0 = 0.
с«а>>

4. схз . Можно воспользоваться свойством 5 ( см.
стр. 33) или известным приемом, с помощью
которого доказывается это свойство.

5. Ои. стр. 49.

6. Правило оказывается пригодным для нахождения пре
дела иррациональной функции при х-— оо , когда
функцию можно представить в виде отношения беско
нечно больших величин.

Теперь приступайте к выполнению второй части зада
ния. Попробуйте её выполнить минут за 30-35
как контрольную работу. Старайтесь обосновать каж
дый свой шаг. Через 30-35 минут после начала ра
боты сверьте свои ответы с правильными, помещенны
ми на стр. 30.

Затем , оценив свою работу, вы получите на этой
странице дальнейшие указания.

Переходите на стр. 57 а.
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а) 
Вторая часть домашнего задания.

Найти пределы:

-2)2

Ответы находятся на стр. 30,

б) Третья часть домашнего задания.

Найти пределы:

I

2

-х )

Х+оО
з.

4

5

6.
'Зх
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Проверьте решение некоторых задач
третьей части задания.

I. v5?+ I - X ) = - оо .
Л'-г-ОО

В самом деле, при jc-^-oo выражение в скобках как сум
ма двух положительных бесконечно больших величин уjc2 + I и
( -х) есть положительная бесконечно большая величина. На осно
вании свойства 2 ( см. стр. 28) заключаем,что произведение
X- -х ) является бесконечно большой величиной,

причем отрицательной. ( Почему?)

_ _ ■

х*сх>

Установив,что числитель есть положительная бесконечно
большая величина, замечаем, что знаменатель есть также беско
нечно большая, если ( см, свойство I на стр.
28). Если же то знаменатель представляет разность
двух бесконечно больших величин одного знака ( неопределен -
ность вида со - Ьо).

Преобразуем знаменатель :

На основании свойства 5 ( см. стр. 33 а) заключаем,что
знаменатель есть бесконечно большая величина ( причем положи
тельная) как при x-^-t-oa , так и при , т.к.
получили произведение положительной бесконечно большой вели
чины ~на функцию, предел которой равен J при .

•и- 3
Итак, данная функция есть отношение положительных беско

нечно больших величин, причем старшая, степень х в знамена
теле ав числителе -

Переходите на стр. 59.
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Для раскрытия неопределенности разделим члены дроби
нах2 и воспользуемся известными теоремами.( Какими?)

.Ж-*ос>  {Zx**  J ~ pX-W Х-*.схэ

т.к. предел' обратной дроби равен 0.

5. • ( 1 + 2 + 3+ .#»»+ /2. )

Поскольку имеем произведение бесконечно малой величины
-г; на бесконечно большую ( или отношение бесконечно больших

1+2+3+ ...+ПиН% необходимо сделать преобразования:

~ + ^гтг ~ •
/f-roo Л ' «-+OJ *"

Т;к. числитель и знаменатель являются
личинами, теорему о пределе частного
лив члены дроби на , получим:

1 + —~х2---- -
( теперь можно применить

частного ) ___ _
=

бесконечно большими ве-
применить нельзя. Разде-

2Z/ZZ

теоремы о пределах корня,суммы и

/т =|/т.
Наша работа с пособием закончена.

Приобретенные знания и умения помогут вам успешно справ
ляться и с другими задачами на вычисление пределов.
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Приложение I»

Теорема Безу.
| При делении многочлена Р (х) на разность х- а получает-
' ся остаток, равный Р( а ).

Доказательство. При делении Р (х) нал- а частным
будет многочлен Р , (х ), степень которого на единицу ниже
степени Р (х), а остатком будет постоянное число R . Тогда
мы можем написать равенство : Р (х ) = (jt-a).P, (х) +R (I)
Это равенство справедливо при всех jr# а ( деление на х-ъ при
х = а не имеет смысла).

Переходя в равенстве ( I ) к пределу при jc—► а, полу
чим Р ( а) ■ 0.Р,(а)+ R , т.е. R = Р (а).

Следствие, Если число а есть корень многочлена Р (х),
т.е. Р(а)=0, то Р(х) делится без остатка на х- а.

Значит, в этом случае Р(х) представляется в ввде произве
дения

Р (х)= (х- а) Р,(х), где Р,(х) - многочлен.
Пример. Многочлен Р(х)= Зл? + 2л2 +JC + 2 прих = - I

обращается в нуль.т.е. Р ( - I) = 0, поэтому Р (х ) делится
без остатка на x+I : ЗХ+ 2х‘+х + 2 = (X+I). ( ЗлЛ-х + 2) .

Приложение П .
Определение, функция / (х) называется бесконечно боль

шой величиной при x-* cxj , если для любого заданного числа
М > 0 существует такое число Az ,что для всех х , удовлет

воряющих неравенству / х /> /V , выполняется неравенство
// (х) /> м.

Определение, Функция / (х) называется бесконечно боль
шой величиной при х —- а, если для любого заданного числа
М > 0 существует такое 0, что выполняется неравенство
// (х) /> м, как только /х- а /< и х#а .
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Приложение Ш .

Теорема о пределе сложной функции
( или теорема о замене переменной под знаком

предела).
Пусть ^=У(и), U = / (X ). Если/и^л) =UO ,

причем при а /(ж )#^М*  ,
а = Уо , то Чо ,

т.е. имеет место формула& ® ZUnC С? JL U J. U ф VЛ(л
— &STZ .

,х-^а
( здесь а, ио ,уо - числа или символы
со, -#• со,- && )

Замечания.
1. Условие / (ж )^ие при ж-*>  а следует изъять,

если А4 ~ один из символов оо , + со, - оо .

2. Это условие -^ (ж Uo при я—*-  а будет лишним
и в том случае, когда

( г/в - число).
( )

Теорема о пределе корня

Если ) существует

причем эта. формула
; верна и при f (х ) < 0, если -гг. - нечетное чис-
’ ло.

Доказательство основано на теореме о пределе сложной
функции и на следующем утверждении:

если а > 0 , причем формула вернаипри
а < О, если /г, - нечетное число

Равенство — у' ( где а- число )
можно доказать, пользуясь определением предела функции.

Здесь возможны три случая:
I) а>0, 2) а = 0 , 3 ) а < 0, причем третий случай
следует рассматривать, когда /г - нечетное число,т.к. при
четной /г функция не определена в окрестности точки а.

Переходите на стр. 62
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Пусть а > 0. В этом случае достаточно рассмотреть
значения X 0.

Выберем произвольно число £> 0 и докажем,что для него
найдется такое (Г > 0, что как только /ж - a и 
так выполняется неравенство /Аж - у^гГ/х: £

Раосотрш /<ЙГ

___________  /х-а./
Z'jt'* ’'-*  . -и- й««Л'-г

т.к. все слагаемые в знаменателе неотрицательные
Итак, не енство - '/х/-с£ будет выполнено,как тольк

<€

можно принять

Отсюда

, т.е. когда /х-а/-< .Значит
/= Е-Уа"-' ( или e-fya”-' )

следует, что

Во втором случае,когда а= 0, используя определение
предела функции, можно легко доказать равенство __

= =0.
В третьем случае, когда а < 0 и /г. - нечетное

число, доказательство аналогично приведенному выше ( для перво
го случая). -----

Итак, доказано,что Zzzzz Vх = у<2
х-*а

Доказательство теоремы. „
Рассмотрим сложную функцию у = l/Ё^ / —/Сх) •

пусть &уи./сх) существует и равен и, и выполнены
X-t’O.

стальные условия теоремы.
□гласно доказанному выше имеем: z'/vr .Тогда

на основании теоремы о пределе сложной функции ( с учетом
замечания 2) получаем

'fyfx} = £isn i/o ~ .
х-~а. а-*ех о х-*съ. '

х-ra х-^а

замечание . Теорема о пределе корня справедлива и в случае,
когда х -*•  с»о .
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