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В В Е Д Е Н И Е

Современные летательные аппараты представляют сложную транс
портную систему, работающую в широком диапазоне внешних воздейст
вий.

С целью обеспечения прочностной надежности конструкции ДА 
проводится комплекс теоретических и экспериментальных исследова
ний. Несмотря на совершенствование методов расчета, эксперименталь
ные исследования остаются одним из важнейших этапов создания ЛА. 
Существует развитая теория и техника проведения натурных и лабо
раторных исследований прочности, часто весьма сложных.

Одним из путей повышения эффективности экспериментальных 
исследований является применение математических методов (матема
тического моделирования). Математическое моделирование занимается 
анализом математических моделей. Под математической моделью под
разумевается математическое описание реального явления, процесса, 
помогающее анализировать его и делать разумные предсказания.

В реальной ситуации действует множество переменных (факторов). 
Некоторые из них оказывают существенное влияние на само явление 
или процесс, другие -  малое, несущественное. В результате выявле
ния существенных факторов и отбрасывания несущественных происхо
дит идеализация и схематизация реального физического явления.

После построения модели ее подвергают проверке, способности 
адекватно описывать исходную ситуацию. Считают, что модель адек
ватна, если результаты, полученные на основе этой модели, доста
точно хорошо для целей рассматриваемой задачи отражают реальную 
физическую ситуацию. Схема такого моделирования представлена на 
ри с.1 .

При математическом моделировании применяется принцип схема
тизации и идеализации. Процесс математического моделирования 
включает в себя:

1. Детальный анализ с целью построения математической модели.
2 . Математическую формулировку для заданной физической ситу

ации.
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3 . Синтез и описание результатов для достижения полного 
понимания процесса или для прогнозирования результатов в области, 
где отсутствуют экспериментальные данные.

Рис. I

Преимущества работы с моделью:
I» В модели можно устанавливать точные соотношения между 

величинами (вести активный эксперимент).
2 . Модель позволяет выделить нужные характеристики, отбросив 

многие несущественные.
3 . Модель можно использовать для прогнозирования изменений 

в области, где отсутствуют экспериментальные данные,
Одной из разновидностей математического моделирования явля

ется теория планирования эксперимента.
Логически продуманная постановка исследований включает в 

себя выбор модели и выбор плана эксперимента, оптимального в опре
деленном смысле для этой модели. Решение первой задачи (выбор 
модели) связано с глубоким знанием объекта исследования, а выбор 
плана эксперимента совершенно не зависит от объекта исследования. 
Выбор (построение) математической модели -  это искусство, плани
рование -  это главным образом уже техника.

В моделях происходит обмен между их всеобщностью, точностью 
и реалистичностью. Усиление одного свойства немедленно ведет к 
ослаблению других.

Планирование эксперимента само по себе не улучшает физичес
кий смысл модели, оно улучшает только ее статистические свойства. 
При выборе модели необходимо понять, что мы хотим от модели (цель),
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какие требования должны к ней предъявлять. Главное при выборе 
модели -  это предсказание результатов и направления дальнейших 
исследований с требуемой точностью.

При проведении эксперимента можно выделить хорошо и плохо 
организованные системы (диффузные). Исследования хорошо организо
ванных систем ведутся вот уже более 200 лет. Считается, что в 
результате проведения эксперимента над такими системами можно 
получить функциональные связи, хорошо согласующиеся с опытными 
данными. Этим связям приписывается роль абсолютных законов. При
меняется методология однофакторных экспериментов, т . е . ,  последо
вательно изменяя независимые существенные переменные, получают 
набор данных, по которым находят функциональные связи от одного 
фактора, остальные считая как параметры.

В плохо организованных системах нельзя четко выделить влия
ние отдельных факторов, нельзя четко разграничить влияние перемен
ных различной физической природы.

К таким системам возможны два подхода.
1. Применение идей многомерней математической статистики. Эта 

логически обоснованная формализация эмпирических методов (вариация 
одновременно возможно большого числа переменных) дает возможность 
получить многомерные зависимости. .

2. Кибернетический подход, связанный с чисто логическим ана
лизом управления диффузными системами.

Несмотря на то , что эти подходы различны, нередко одна и та 
же система изучается одновременно и независимо двумя методами.

К сожалению, механизм воздействия реальных условий эксплуата
ции (РУЭ) на прочность ЛА недостаточно известен. Во всяком случае, 
построить модели воздействия РУЭ только из теоретических сообра
жений для каждого конкретного случая не удается. Поэтому реальный 
путь -  это построение эмпирических моделей по результатам экспери
ментальных исследований.

Целью настоящего пособия является развитие навыков практичес
кого применения методов планирования эксперимента при неполном 
знании механизмов внешнего воздействия на прочность конструкцион
ных материалов, применяемых при создании летательных аппаратов.

2 -6 9 8 0
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I .  ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

1 Л . Планирование эксперимента -  это процедура выбора числа 
и .условий проведения отдельных опытов, необходимых и достаточных 
для решения поставленной задачи с требуемой точностью.

1 .2 .  Объект исследования представляется'в виде „черного ящика')
При рассмотрении такой модели различают входы -  факторы ( ЗС{ .

I .  з ск все способы воздействия на поведение объек
та исследования,и выходы -  численные характеристики целей исследо
вания i f ,  , у,, у m (параметры, критерии, целевые функции,
функции отклика).

Уравнение, связывающее входы -  факторы с выходами, является 
математической моделью эксперимента и в общем виде записывается 
как

U .  ip ( Х 1 , Х -г X ,  ) .  (1 .1 )

Факторы д. пределах эксперимента могут принимать только одно 
значение, которое называется уровнем. Каждый фактор имеет опреде
ленное число уровней. Фиксированный набор уровней Факторов опре
деляет условия проведения одного из возможных опытов. Количество 
всех возможных экспериментов будет равно числу всех уровней,- воз

веденному в степень числа факторов, т .е .  И = р к , где )V -  число 
всех опытов, р -  число уровней, К -  число факторов.

Объект исследования должен удовлетворять требования:,: воспро
изводимости результатов, т ,е .  при повторении эксперимента разброс 
результатов не должен превышать некоторую заранее заданную вели
чину. Объект должен быть управляемым, .т .е . допускать активное 
вмешательство в процесс выбора уровней факторов.

1 .3 . Функции отклика. Они могут быть физическими, технико- 
экономическими, физико-механическими и т .д . Функция отклика долж
на выражаться количественно одним числом, быть универсальной, 
статистически эффективной и однозначной, т .е ,  одной совокупности 
сочетаний факторов с точностью до погрешности эксперимента должно 
соответствовать одно значение функции отклика. Кроме того, она 
должна быть простой, легко вычисляемой и иметь физический смысл,

1 .4 . Фактор, Фактором называется переменная величина, прини
мающая в некоторый момент времени определенное значение (уровень) 
и характеризующая воздействие на объект исследования. Факторы 
могут быть внешние (нагрузки, условия эксплуатации и т .д . )  и внут
ренние (конструктивные, технологические и т .д . ) .  Различают коля-
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чествекяые и качественные факторы, простые и сложные. К факторам 
предъявляются следующие требования: управляемость, т .е .  выбор, 
установка и поддерживание нужного значения уровня фактора в тече
ние опыта; операционность, т .е .  определенная последовательность 
действий,с помощью которых устанавливается нужный уровень; макси
мально возможная точность измерений уровней фактора; однозначность 
(факторов.

Обычно на объект воздействует сразу множество (факторов (сово
купность). В этом случае (факторы должны быть совместимы и незави
симы. Это значит, что все их комбинации должны быть безопасно 
осуществимы и возможно установление фактора на любом уровне неза
висимо от уровней других факторов.

1 .5 . Математическая модель. Под моделью эксперимента понима
ют вид функции отклика ( I . I ) .  Выбрать модель -  значит выбрать вид 
этой функции, записать ее уравнение. Численные значения констант 
(коэффициентов) этого уравнения определяют после проведения экспе
римента .

Выбранная модель должна быть адекватной и простой.
Под адекватностью понимают способность модели предсказывать 

результаты эксперимента в некоторой области с требуемой точностью. 
Адекватность модели проверяется после реализации опытов.

2. ВЫБОР МОДЕЛИ

При подготовке эксперимента уместно задать вопрос: когда
возможно планирование эксперимента.

Планирование локального эксперимента, безусловно, возможно 
во всех тех случаях, когда еще перед началом исследования можно 
сформулировать предварительные знания в виде математической модели.

Модель -  это весьма многозначное понятие, т .е .  перевод нашего 
так называемого «реального мира" на язык математики, что позволяет 
нам получить более точное представление о его-наиболее существен
ных свойствах и, как мы надеемся, в некотором смысле предсказать 
будущие события.

Модель можно заставить отражать действительность, однако она 
не есть сама действительность.

Для описания одного и того же реального явления можно предло
жить несколько моделей.
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2 .1 . Некоторые подходы к созданию моделей

2 .1 .1 . Эскизная модель, заданная дифференциальными уравнения
ми для описания отдельных явлений, происходящих в сложной системе. 
Здесь путь построения модели таков: внэчале предлагают некоторые 
логически обоснованные постулаты. Исходя из них, записывают диф
ференциальные уравнения, которые затем интегрируют. Полученные 
таким образом функциональные зависимости сопоставляют с реальными 
явлениями, пользуясь обычными статистическими критериями.

Дифференциальные уравнения легчее поддаются осмыслению, чем 
записи в интегральной форме.

2 .1 .2 . Программная модель -  совокупность программ, написан
ная для ЭВУ1.

Эти две модели носят познавательный характер.

2 .1 .3 . Комбинированная модель, представленная дифференциаль
ными уравнениями.

Такие модели создаются, чтобы лучше понять структуру той или 
иной диффузной системы, для предсказания поведения этой системы 
в изменяющихся условиях или для того, чтобы в каком-то смысле 
управлять системой. Например, экология, эпидемии и т .д . из-за 
сложности могут не иметь никакого познавательного значения.

2 .1 .4 . Локально-интегральная модель (полиномиальная). В такую 
модели можно включить множество независимых переменных и систему 
представлять в виде «черного ящика". Исследователь ищет связь 
между выходным параметром и множеством входных параметров (неза
висимых переменных), почти ничего не зная о механизме явлений, 
протекающих в системе.

В практическом отношении эта модель может оказаться очень 
полезной в планировании эксперимента. С позиции статистики эта 
модель очень удобна, т .к . мы можем улучшать аппроксимацию, повы
шая порядок полинома, и при этом наша аппроксимирующая функция 
остается линейной по параметрам, что облегчает все последующие 
статистические процедуры.

При анализе явлений необходимо пользоваться статистическими 
методами. При использовании этих методов будем применять сле
дующую терминологию и классификацию .
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2 .2 . Терминология и классификация моделей

Д е т е р м и н и р о в а н н ы е  модели -  в них каждая 
переменная или параметр могут принимать определенное фиксирован
ное значение или ряд фиксированных значений в любых заданных усло
виях.

С т а т и с т и ч е с к и е  или в е р о я т н о с т н ы е -  
в них допускается неопределенность: переменные или параметры, 
используемые для описания связей между входом и выходом, а также 
структура элементов и ограничений точно не известны.

Три типа моделей:
- м о д е л и  я в л е н и й  п е р е н о с а ,  основанные на

физико-химических принципах;
- м о д е л и  б а л а н с а  п о п у л я ц и й ,  базирующиеся

на балансе популяций;
- э м п и р и ч е с к и е  м о д е л и ,  используемые для подгон

ки экспериментальных данных.
Примеры: I .  Модели переноса -  феноменологические уравнения непре

рывности, описывающие сохранение массы, импульса и 
энергии.

2. Распределение по времени пребывания, по возрасту -  
модели популяций.

Преимущества работы с моделью:
1. В модели можно устанавливать точные соотношения между 

величинами и преобразовывать их математически; в реальных процес
сах эти соотношения выполняются лишь приближенно.

2 . Модель позволяет выделить нужные характеристики процесса, 
отбросив многие запутанные и несущественные черты, не требующие 
строгого анализа.

3. Модель можно использовать для прогнозирования поведения 
в области, где отсутствуют экспериментальные данные.

Предполагая, что измеренные значения переменных содержат лишь 
случайную ошибку, а систематическая ошибка отсутствует, исследо
ватель на основе конечного числа измерений ставит перед собой цель 
определить:
-  тенденцию измерений группироваться относительно некоторого цент

рального значения данной переменной;
-  рассеяние измеренных значений относительно этого центра;
-  достоверность этих оценок.
3 -6 98 0
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2 .3 . Эмпирические модели

Многие явления и процессы нельзя описать (из-за их сложности) 
моделями первых двух типов. В этом случае применяются эмпирические 
модели. Типичный пример -  подгонка экспериментальных данных с 
помощью каких-то функций, чтобы можно было предсказать, как влия
ет изменение независимых переменных на ход явления или процесса..

Ведущим принципом, которым следует руководствоваться при сбо
ре данных и построении моделей, является статистика.

Модели могут быть линейными и нелинейными.
Линейные модели обычно берутся в виде алгебраических полино

мов вида:

ч- Л» * h  Ф ■ (2Л>
Нелинейные модели могут быть нелинейны как по независимым 

переменным (факторам), так и по параметрам модели (коэффициентам). 
Например:

t  = J5 ' *  1  ̂Р г  -1' J^12 X, X 2 Х 3 . (2 .2 )
Эта модель нелинейна по независимым переменным.
Модель ^  = f> 0 + J ^ J ^ X  , ♦ f i i  X г +■ J i2 Х 3 нелинейна по коэффици

ентам (параметрам модели);
модель = 6 +■ в ^ г * г нелинейна по независимым параметрам и
коэффициентам.

Выбор полинома для модели дает ряд преимуществ, так как мож
но любую функцию разложить в степенной ряд. Шчисление коэффициен
тов полинома проводится по результатам эксперимента. Эксперимент 
содержит конечное число опытов. Поэтому мы получаем не действитель
ные („истинные") значения коэффициентов, а их выборочные (статис
тические) оценки. Их точность и надежность зависят от свойств 
выборки. Величину выборочных оценок в статистике принято обозна
чать латинскими буквами (не Jb , а $ )• Тогда модель (2 .1 ) будет 
иметь вид:

1 л  к - , г - з >
Оценки коэффициентов можно найти по формуле

j = 0.1 К, (2.4)
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где N  -  число экспериментов, а ^  -  результат в 1-ом  экспери
менте.

Коэффициент при независимых переменных указывает на силу 
влияния фактора, Чем больше величина коэффициента, тем больше 
влияние фактора (эффект).

Часто встречается, что эффект одного фактора зависит от уров
ня, на котором находится другой фактор. В этом случае говорят, 
что имеет место эффект взаимодействия факторов. Полный факторный 
эксперимент позволяет количественно оценить эффект взаимодействия, 
В этом случае модель будет иметь вид:

a (2 - 5 ’

Полное число всех возможных эффектов, включая нулевой, линей
ные и т .д . ,  равно числу опытов полного факторного эксперимента.

Число взаимодействий порядка щ  определяется по формуле
с " '  KJ (2 . 6 )

к i n ! ( к - m ) i

3 . ПОЛНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ (ПФЭ) ТИПА 2К

Для планирования ПФЭ необходимо выбрать локальную область 
факторного пространства.

Выбор этой области связан с тщательным анализом априорной 
информации об исследуемом объекте.

Процедура выбора области включает в себя выбор основного 
уровня и интервалов варьирования факторов.

3 .1 . Выбор основного уровня

Основной уровень -  это точка многомерного факторного прост
ранства, задаваемая комбинацией уровней факторов и являющаяся 
центром области экспериментов. При установлении основного (куле
вого) уровня необходимо рассматривать различные ситуации, анали
зируя априорную информацию. При отсутствии априорной информации 
выбор основного уровня произволен.
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3 .2 . Выбор интервалов варьирования факторов 

При использовании модели вида

для сокращения числа опытов каждый фактор достаточно варьировать 
на двух уровнях -  верхнем и нижнем. Интервал варьирования -  это 
некоторое число (свое для каждого фактора), прибавление которого 
к основному уровню дает верхний, а вычитание -  нижний уровень 
фактора. Интервал варьирования может быть широким, узким и сред
ним, Минимальная величина интервала варьирования должна быть 
больше ошибок воспроизведения уровней факторов в опыте, иначе 
верхний и нижний уровни факторов будут неразличимы. При увеличе
нии интервалов варьирования увеличивается точность определения 
коэффициентов уравнения (2 .1 ) .  Однако необходимо иметь в виду, 
что при чрезмерном увеличении интервалов затрудняется возможность 
применения моделей типа (2 .1 ) и может измениться физическое содер
жание исследуемого объекта.

Для упрощения записи условий проведения эксперимента и обра
ботки полученных экспериментальных данных удобно масштаб измене
ния факторов выбирать так, чтобы верхний уровень соответствовал 
+1, нижний - I ,  а основной -  нулю. Это можно всегда сделать с 
помощью преобразования

х .= ~ x i-°  , (3 .2 )
* ьгде У,-у -  кодированное значение фактора; X j,  -  натуральное значе

ние фактора; Xj_0 -  натуральное значение основного уровня; Jj. -  
интервал варьирования; J. -  номер фактора.

3 .3 . ПФЭ типа 2К

При двух уровнях каждого фактора получается полный факторный 
эксперимент типа 2К. Для этого случая общее число опытов N , 
необходимых для реализации всех возможных сочетаний уровней фак
торов, равно 2К ( к -  число факторов). Условия эксперимента пред
ставляются в виде таблицы -  матрицы планирования. Для двух факто
ров такая матрица приведена в таблице 3 .1 .
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О
Матрица планирования ПФЭ 2

Таблица 3 .1

J§ о п ы т а х< х 2 У

I - I - I У<
2 +1 - I у 2
3 - I +1 Уз
4 +1 +1 У*

В этой таблице X , и Х г -  факторы, а У -  функция отклика. 
Каждая строка матрицы называется вектор-строкой, и значения Xj, 
в ней соответствуют величинам всех К -факторов при данном опыте. 
Соответственно, каждый столбец называется вектор-столбцом, а зна
чения Xj. в нем соответствуют величинам j. -г о  фактора в каждом 
из N  опытов. Для упрощения записи единицы в вектор-столбцах 
опускают и в матрице оставляют лишь знаки, соответствующие верх
нему или нижнему значения уровней.

Для построения матриц большей размерности можно использовать 
прием, основанный на правиле чередования знаков. В первом столбце 
знаки меняются поочередно, во втором столбце они чередуются через 
два, в третьем -  через четыре, в четвертом -  через восемь и т .д . 
по степеням двойки. Существуют и другие приемы.

Для удобства определения коэффициента J2>0 уравнения (3 .1 ) 
в матрицу планирования вводят вектор-столбец фиктивного фактора 

Х с , который во всех опытах принимает значение +1.

3 .3 .1 . Свойства ПФЭ типа 2К. Матрицы планирования таких
экспериментов обладают следующими свойствами: ы
-  симметричность относительно основного уровня ( 2 Х ^ =  0, где j. -  

номер фактора, a L -  ном^р строки);
-  свойство нормировки ( . ^  Xji = N  ) ;
-  свойство ортогональности ( 2 X ĵX^F 0 , где j. ± £  и j., I = О,

1 ,2  К ) ;  1=1
-  свойство рототабельности (дисперсия отклика, т .е .  точность моде

ли одинакова на равных расстояниях от основного уровня, не 
зависит от направления).

4 -6 08 0
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3 .4 . Определение коэффициентов уравнения 
функции отклика

Так как эксперимент содержит конечное число опытов, то можно 
получить только выборочные оценки для коэффициентов уравнения
(3 .1 ) .  Тогда модель эксперимента будет иметь-вид

y = E0- S i X j . + Z Ь-гХ:Хг- 2 &>гпЛх^ . . . (3-2)<г /г ^  < 1 Uj<e<m « m--
Оценки коэффициентов уравнения (3 .2 ) ,  используя метод наи

меньших квадратов, можно определять по формулам

g X j.i Ч . ,  ; L= 0 , 1 , 2 , . . . , К (3 .3 )
J' N *

для основных факторов и

(3 .4 )
i; I J . i . i  К; ^ # г  '

N \

О ?  X^i- Уи • р ■ } , о
V m -  ■■ - jy  ; J - * Z * r n  и

для эффектов взаимодействия первого порядка, второго порядка и 
т .д . ( т .е .  парного взаимодействия, тройного и т .д . ) .

4 . ДРОБНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ (ДФЭ)

При росте числа факторов количество опытов при полном фактор
ном эксперименте быстро растет. При использовании линейной модели 
для определения оценок коэффициентов Sj. необходим всего лишь 
К + I  эксперимент.

В ПФЭ типа 2К количество экспериментов значительно превосхо
дит число коэффициентов линейной модели. Следовательно, ПФЭ при 
линейных задачах обладает большой избыточностью экспериментов.

Существенно сократить объем экспериментов позволяет исполь
зование так называемых дробных реплик. Смысл их заключается в 
том, что при эксперименте используют лишь часть матрицы (ее реп
лику), т .е .  по изменению функции отклика в части факторного про
странства судят о ее поведении во всем обследуемом факторном про
странстве. Таким образом, можно использовать дробные реплики пол
ных факторных экспериментов. Использование реплик сокращает число 
опытов в 2 раз, где m  = 1 ,2 ,3 . . .  . Полуреплика обозначается
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e I — Л L* til
2 , четвертьреплика 2 и т .д . до 2 * . Такие экспери
менты называются дробными факторными экспериментами (ДФЭ). В ДФЭ 
по сравнению с ПФ0 часть информации теряется и уменьшается разре
шающая способность. Под разрешающей способностью понимается коли
чество коэффициентов, оценки которых можно получить с помощью 
данного плана. В модели ПФЭ используются полиномы неполных высших 
порядков, в которые кроме линейных членов входят различные эффек
ты взаимодействия. ПФЭ позволяет получить независимые оценки коэф
фициентов при всех членах полинома. При использовании ДФЭ оценка 
части коэффициентов получается совместной или смешанной. Так для 
ДФЭ типа 2 оценки $1 , В2 , смешаны с оценками коэффициен
тов при парном взаимодействии. Обычно при исследовании большинст
ва физических процессов можно пренебречь взаимодействием высших 
порядков.

Минимальное количество испытаний в матрице ДФЭ N опреде
ляется неравенством

к — т
Nyp = 2  >  к + -I. (4 .1 )

С увеличением числа факторов выигрыш от использования дроб
ных реплик быстро возрастает. ДФЭ сохраняет все свойства ПФЭ.

4 .1 . Определяющий контраст и генерирующие соотношения

Символическое обозначение произведения вектор-столбцов реп
лик, равное +1 или - I ,  называется определяющим контрастом. Конт
раст помогает определять смешанные эффекты. Для этого достаточно 
помножить обе части определяющего контраста на столбец, соответст
вующий данному эффекту. Так, если I = Х 1 Х г-Х3, то для X* имеем 
X* = Х , - Х г-Х3= Х 2-Х 3 . так как Х^ = I .  Для Х 2 и Х3 соот

ветственно Х г “  Х 1- X 3 И Х 3 = Х 1- Х 2 .
Это означает, что коэффициенты Sj, линейного уравнения будут 

оценками »
ft г 15’ f >3'hf >12'

Соотношение, показывающее, с каким из эффектов смешан данный 
эффект, называется генерирующим соотношением.

Определяющий контраст позволяет изучить всю систему смешива
ния, не рассматривая матрицу планирования ДФЭ. Эффективность дроб
ной реплики (с  точки зрения оптимальности системы смешивания) 
оценивается ее разрешающей способностью, определяемой количеством
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факторов в определяющем контрасте.
С ростом числа факторов усложняется система смешивания и 

возрастает дробность применяемых реплик.
Такие реплики характеризуются обобщающими определяющими конт

растами, получаемыми перемножением между собой исходных определяю
щих контрастов.

5. ПРОВЕДЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА

Необходимо тщательно подготовиться к проведению эксперимента. 
Знать, как реализовать матрицу планирования, как подсчитать ошиб
ки и классифицировать их. Но прежде всего необходимо формализо
вать сведения об объекте исследования. Для этого составляется 
анкета априорной информации.

5 .1 . Априорная информация.
Анкета для сбора априорной информации

Она начинается с постановки задачи и выбора функции отклика.
В анкету должно входить:

Т. Краткое описание объекта исследования.
2 . Формулировка цели исследования.
3. Выбор функции отклика.
Все возможные отклики включить в таблицу.
В качестве примера в таблице 5.1 приведены возможные функции 

отклика при прочностных экспериментах.

5 .1 .1. Выбор факторов.
1. Составить список всех „подозреваемых" факторов.
2 . Список факторов, включаемых в реальный эксперимент.
Список возможных факторов при прочностных испытаниях пред

ставлен в таблице 5 .2 .
Выясняют, существует ли возможность установления значения 

факторов на любом заданном уровне. Заданные значения уровней 
должны сохраняться в течение опыта.

5 .1 .2 . Число опытов. Количество всех опытов равняется числу 
всех уровней, возведенному в степень числа факторов, т .е .

^  = P K> (5 .1 )
где N  -  число всех опытов, р  -  число уровней, к -  число факторов.
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Таблица 5.1

Таблица функций отклика

Вид Размер
ность

Область Показат.
нагружения, Отклики опреде точности Примечание
разрушение ления измерен.

Однократное, б  -  £ МПа-1 Показатель
статическое, I - I точности и
вязкое мм область опре

Однократное, ( К с )
Л *

деления уста
навливаются

статическое fiic ( 6 с ) при проведе
или динами
ческое, КДж/м2

нии предвари
тельного

хрупкое 8С мм эксперимента 
с учетом точ

Длительное, & - г МПа ности имею
статическое

dl/d г- г
. _ -1 щейся регист

нагружение м /с рирующей аппа
ратуры

Циклическое в  - N МПа-1
нагружение д £ -  N

0  — Д £ 
dt/clN- ДК

Таблица 5 .2
Таблица факторов

Я
п/п Название фактора Размер

ность
Область

определен.
Показат.
точности
измерен.

Приме
чание

I . Технологический 
(сварка, предвари
тельная деформация, 
штамповка, термооб
работка)

2 . Эксплуатационный
а) условия эксплуа

тации (вакуум, 
температура, 
облучение)

б) нагрузка (стати
ческая, динами
ческая, случай
ная, программная)

3. Масштабный (размеры 
образца и т .д . )

5 -6 98 0
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Желаемое число опытов, ограничения на число опытов. Ограни
чения не число опытов связаны с условиями проведения, возможнос
тями оборудования и числом испытуемых образцов.

Затем следует установить желаемый срок проведения исследова
ния.

Для этого устанавливают примерную длительность одного опыта. 
Далее устанавливают возможную стоимость и затраты труда при про
ведении одного опыта.

5 .1 .3 . Выбирают число уровней для одного фактора. Для прове
дения исследований по данной методике принимают два уровня для 
каждого фактора: один -  верхний, другой -  нижний,

' Например, такой фактор, как вакуум, может иметь уровни, лежа
щие в интервале степени разряжения 760 -1 -10“ 9 мм р т .с т . и т .д .

5 .1 .4 . С целью упрощения записи условий проведения экспери
мента в матрице планирования и облегчения обработки результатов 
эксперимента факторы кодируют (см. 3.2),,

Затем выясняют возможность проведения параллельных (повтор
ных) опытов и измерений. Устанавливают необходимое число таких 
опытов. Минимальное число параллельных опытов равно'двум.

После этого намечают стратегию проведения опытов (например, 
по одному в день, непрерывное ведение эксперимента и т .д . ) .

5 .1 .5 . Учет априорной информации. Условия и результаты, 
достигнутые при проведении подобных исследований. Устанавливают 
возможное взаимодействие факторов. Например, по предварительным 
данным,возможно совместное влияние вакуума и температуры, вакуума 
и облучения (см ., например, „Космические исследования на 
Украине", вып. 6, 1975 г . ,  стр . 21 и д р .) и т .д .

5 .1 .6 . Составляют матрицу планирования. Для трех факторов 
матрица планирования 23 с учетом всех возможных взаимодействий 
приведена в таблице 5 .3 .

Для построения матриц большей размерности можно воспользо
ваться правилом чередования знаков (см. ( 3 .3 ) ) .

При ограничении числа опытов применяют дробный факторный 
эксперимент (ДФЭ).
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Матрица планирования 23
Таблица 5 .3

№
п/п О>< хг Х3 х,х2 Х1Х3 х2х3 х,х2х3 У

I + - - + + - - + у,
2 + ~ + + - - + - Уг
3 + + - + - + - - Уз
4 + + + + + + + + У*
5 + - - - + + + - у$

6 + - + - - - + + У&
7 + + - - — - + + у?
8 + + + - + - — — ' IJg

5 .2 . Реализация плана эксперимента

Необходимо тщательно подготовиться. Собрать и опробовать 
(протарировать) установку, проверить и также прокалибровать изме
рительную и контролирующую аппаратуру и приборы. Подготовить 
образцы, материалы. Составить специальный журнал. Курнал оформля
ют в соответствии с методикой и планом эксперимента. Должна быть 
ясной последовательность действий (проведения эксперимента). На 
его первой странице записать цели исследования, функции отклика 
с их размерностью. На второй странице описать факторы, их уровни 
и интервалы варьирования, единицы измерения (см .та бл .5 .4 ) .

Таблица 5 .4
Уровни и интервалы 
варьирования факторов

У р о в н и Интервал Размерность
- I 0 +1 варьирования,

3

X,

x z

х к
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Заносят матрицу планирования в журнал. В нее наряду с коди
рованными значениями факторов включают и натуральные. Заносится 
дата проведения и фамилия исполнителя. Отводятся страницы для рас
четов и анализа экспериментов.

В качестве примера в табл .5 .5  приведен фрагмент матрицы пла
нирования ПФЭ типа 2®. Также целесообразно оставить место для 
столбцов, в которых отмечаются даты проведения и фамилии экспери
ментаторов, проводивших отдельные опыты.

После реализации всего плана можно переходить к обработке 
полученных данных.

При обработке обычно проводят статистический анализ получен
ных данных.

5 ,3 - Проверка гипотез

При статистическом анализе нужна вероятностная модель, а для 
нее функция распределения. Практически это значит, что должна 
наблюдаться устойчивость частот. Это трудно установить. Поэтому 
выдвигаются гипотезы,и их статистически проверяют. Вводится поня
тие генеральной совокупности (совокупность всех мыслимых, но 
реально не существующих).

Как выдвигать гипотезы ?  Интуитивно. В повседневной жизни 
человеку все время приходится принимать решения при неполном зна
нии, основываясь на догадках.

Обычно при рассмотрении результатов математического моделиро
вания (эксперимента) выдвигают две конкурирующие гипотезы:

Н0 -  нуль-гипотеза, ц Hi -  конкурирующая.
Например, Н0 : б *  = б  г

Нi : 6 ^ 7  6  :> .

При этом возможны ошибки:
-  ошибка I рода о< -  нулевая гипотеза отклоняется, когда она верна;
-  ошибка П рода J3 -  нулевая гипотеза не отклоняется, когда она

ложна.
Последствия этих ошибок разные,
Вероятность Ы отвергнуть нулевую гипотезу -  г)0 , когда она 

верна, называется уровнем значимости критерия. Вероятность J?> при
нять нуль-гипотезу, когда она ложна, называется мощностью критерия.

Нельзя минимизировать обе ошибки. Приходится поддержать зна
чение вероятности ошибки первого рода о{ на заданном уровне и



М
ат

ри
ца

 
пл

ан
ир

ов
ан

ия
 

и 
ре

зу
ль

та
ты

 
эк

сп
ер

им
ен

та
 

M
A2

I

-  21 -

СО • -Э

ъ г ' о 6 1 2 *0 8 9 2 *0

--Ь
1!3\>

7
,7

5 £>

7
,6

9

« Г  2

о- со со со г- 
н о ю н с о
со ю г-с о  со

OOMD-CQM
ы ю с о о с г »  
со сою  со

со со ы  со со 
ф н о о ) ^
£>СО(Т>ЮО

•й е еш ш эЗ
я о й М о н

|}нщ}вьЛло
со*^ o jl o o
Ю НЮ  02
м  м

со^ю сосчг 
CN-tflO ю

СО О  СО СО 02 
СО^ЮЬН

в хнпо 

*d o j,a o n  j f
HOJCO^LO со о-со е л о  

ы
ЬЧГОСО^'Ю
Н Н Н Н Н

to
X на

ту
р.

зн
ач

.
К 2

9
3

2
9

3

2
9

3

•ДиКон + + +

•■з-
X на

ту
р.

зн
ач

.
Па

LO
О
ы

Ю
О
ы

ю
о
нн

•dffiTon + + +

СО
X на

ту
р.

зн
ач

.

0
,7

0
,7

о

•Пшгоя + + +

сО на
ту

р.
!з

на
ч.

мм О О ю
м

•dHffoH + + 1

X на
ту

р,
зн

ач
.

мм о
1 м 8

•йиЦоя + 1 +

ЭШ
8
d iB w  а
ЛНПО * м 02 со

6-6 98 0



-  22 -

обеспечить минимум ошибки П-го рода. Вся трудность в выборе задан
ного уровня (границы) ошибок первого рода.

5 .4 . Ошибки измерений.
Ошибки параллельных (повторных) опытов

Ошибка опыта является суммарной величиной, результатом многих 
ошибок: ошибок измерения факторов, измерения результатов и т .д .

Ошибки различают систематические и случайные. Систематические 
ошибки действуют регулярно в одном направлении. Их можно изучить 
и определить количественно.

Случайные ошибки появляются нерегулярно, причины их неизвест
ны, и их невозможно учесть заранее.

Систематические и случайные состоят из множества элементарных 
ошибок.

Параллельные опыты не дают полностью совпадающих результатов 
из-за существующей ошибки (ошибки воспроизводимости).

Отклонение от среднего значения результата р. свидетельству
ет об изменчивости повторных экспериментов. Для оценки такой измен
чивости обычно пользуются дисперсией S , которая вычисляется по 
формуле

S = П- 1 ^  4 % , '  <Р ’  (5 ' 2)_ j Ь
где П  -  число опытов, ^ ^ -  результат отдельного опыта, а ^ = ^ 2 ^ .

Корень квадратный из дисперсии называется средним квадрати
ческим отклонением (СКО), стандартом или квадратичной ошибкой.

Оценки среднего и дисперсии являются достаточными, если при
нять, что результаты а  опытов имеют нормальное распределение.

Наличие резко отклоняющихся результатов (грубых наблюдений) 
показывает на нарушение этого предположения. Такие результаты 
необходимо исключить.

Для исключения грубых результатов существуют правила (статис
тики), например, критерий Стьюдента: _

t  =  1  + <5- 3>ь экс g  ^  т ’

где - t T берется из таблиц (см .табл .5 .6 ) при заданном уровне зна
чимости оС (обычно оС = 0 ,0 5 ) .

При вычислении среднего ^  и стандарта S  результаты сомни
тельного I -г о  опыта не учитываются.
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Если то опыт I считается браком.
j /л с т

В случае невыполнения условия (5 .3 ) результат ь - г о  опыта 
включается в расчет, а среднее и дисперсия пересчитываются с 
учетом всех опытов.

Таблица 5 .6
Значение t  -критерия Стьюдента при о( = 0 05

Число
степеней
свободы

Значения 
t  -критерия

Число
степеней
свободы

Значения 
-t -крите

рия

Число
степеней
свободы

Значения 
t  -критерия

I 12,71 II 2,201 21 2,080
2 4,303 12 2,179 22 2,074
3 3,182 13 2,160 23 2,069
4 2,776 14 2,145 24 2,064
5 2,571 15 2,131 25 2,060
6 2,447 16 2,120 26 2,056
7 2,365 17 2,110 27 2,052
8 2,306 18 2,101 28 2,048
9 2,262 19 2,093 29 2,045

10 2,228 20 2,086 30 2,042

Возможно также применение критерия типа t  . В этом случае 
результаты п. -повторных опытов располагаются в порядке возраста
ния, т .е .  ^  , у L . Проверяется гипотеза Н0 : у, (и л и ^ )
принадлежит данной выборке, а его отличие от остальных членов 
выборки -  случайное.

Для проверки_ гипотезы Н0 служат следующие_ критерии:
ч. . - JL.Z-jLl  ■ ч ------<1л s£  . cr /р

mt"  ах
Здесь у, и S - среднее и стандарт соответственно, а ц  - 

число повторных опытов. Критическое значение ^  max  ̂ берут
из таблиц (см .табл .5 .7 ) при уровне значимости о( и числе степеней 
свободы £ - IX -  2 .

Если |XmLn ( ^ тох )|>ХТ(С<^ ,  то гипотеза Н0 отвергается, 
и следует отбросить данное экстремальное значение выборки.
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5 .5 . Дисперсия функции отклика 

2
Дисперсия функции отклика или дисперсия воспроизводимости 

может быть известна и до начала исследования по ранее проведенным 
опытам, но обычно ее оценивают в процессе эксперимента.

Таблица 5 .7
Значение Imaxi^min  ) для уровня 
значимости Ы. = 0 ,0 5

Число 
степеней 
свободы,J

Значение 
г-критерия

Число 
степеней 
свободы,J

Значение 
1 -критерия

Число 
степеней 
свободы J

Значение 
X, -критерия

I 1,412 9 2,343 17 2,600
2 1,689 10 2,387 18 2,623
3 1,869 II 2,426 19 2,644
4 1,996 12 2,461 20 2,644
5 2,093 13 2,493 21 2,683
6 2,172 14 2,523 22 2,701
7 2,237 15 2,551 23 2,717
8 2,294 16 2,557

Имея дисперсии S -L в каждой строке матрицы (см.формулу
( 5 .2 ) ) ,  дисперсию воспроизводимости определяют из выражения

Ч !  5 A S? (5 5)
s * "" ^ 7 Г  ’

где -  число степеней свободы-определяется как разность между 
числом опытов и числом констант (средних, коэффициентов и п р .) ,  
подсчитанных по результатам тех же опытов. Так как для определения

требуется подсчитать ^

S  У н - №

, то J t = n L -
N ni

(5 .6 )
Z (nL- i)
1=1

* t it •где t = 1 ,2 , . . . ,  N : cj, = 1,2,
В случае равномерного дублирования (повторения) опытов 

формула (5 .6 ) принимает вид
N П — 2

s j  =  .
* N ( n - j )

(5 .7 )
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Формулами (5 .5 ) ,  (5 .6 ) и (5 .7 ) можно пользоваться, если дис
персии однородны, т .е .  различные значения отклика определяются 
с одинаковой точностью.

Для проверки однородности дисперсий пользуются различными 
статистическими критериями.

При неравномерном дублировании однородность ряда дисперсий 
проверяют по критерию Бартлета. Для проверки однородности вычис
ляют величину

Значение величины В сопоставляют о критерием /Ст , величи
ну которого берут из таблиц (см ./ 8 /  табл .4) при уровне значимос
ти о( и количестве степеней свободы N-i.

2.
Если В £ ^  , то ряд дисперсий считается однородным.
Необходимо помнить, что этот критерий базируется на нормаль

ном распределении и требует тщательного анализа результатов (см .54).
В случае равномерного дублирования проверку однородности 

дисперсий проводят по критерию Кохрена, определяя величину

2. 1 
( Sma/~ наибольшая в ряду дисперсия), которую сравнивают со значе-
нием ВТ(о< ,f, n  ) ,  взятым из таблиц (см ./ 8 /  табл .8 ) .

Если ffp s  6 Т , то ряд дисперсий считается однородным.
В случае неоднородности дисперсий может оказаться полезным 

изменение масштаба для функции отклика. Для этого вводится неко
торая математическая операция от функции отклика (логарифмирова
ние, извлечение квадратного корня и п р .) .

При большом количестве факторов и дублированных (повторных) 
опытов статистическую обработку данных необходимо проводить с 
использованием ЭВМ.

На р и с .5 .1  приведен один из возможных вариантов блок-схемы 
программы MIT обработки данных на ЭВМ. _

В программе MIT определяются средние -  ^  и дисперсии -  
по строкам матрицы планирования находится максимальная диспер-

5 .6 . Проверка однородности дисперсий

(5 .8 )

где С = 0,4343 [ •( + ■)]. ■

7 -6 9 8 0
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Р и с.5 .1 . Блок-схема программы MIT
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2 2
сия -  S ^ qx , 2 3 ^ ,  экспериментальное (расчетное) значение кри
терия Кохрена -  g p , дисперсия функции отклика -  £ц .

Идентификаторы:
BY , DYS -  S-L -  дисперсия в строке I  ;
SUN -  ^  -  сумма дисперсий;
MAXD -  S ? ma x -  максимальная дисперсия;
SEX -  Gp -  экспериментальное (расчетное) значение критерия 

Кохрена;
ВОТ -  5  ̂ -  дисперсия функции отклика (дисперсия воспроизводи

мости).

6. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕНТА

После проведения эксперимента и сбора опытных данных желатель
но получить из них всю информацию и сделать соответствующие выводы. 
Это возможно сделать, применяя статистическую обработку результа
тов эксперимента.

Для вычисления коэффициентов (параметров) функции отклика 
наиболее широкое применение нашел метод наименьших квадратов (МНК).

6 .1 . Метод наименьших квадратов (МНК)

Рассмотрим МНК для ПФЭ типа 22 .
Линейная модель такого эксперимента

у - в в * 8 , Х , « Л Х г -  (6 .1 )
В I  -ом опыте полученное значение функции отклика ^  являет

ся случайной величиной, отличающейся от значения у. на величину 
некоторой ненаблюдаемой случайной ошибки Ц . Следовательно, для 
опыта I  можно записать

M < i , +  М г ь -  $  < 6 - 2 >

J k - e . - M u r - M a L - S -  ( 6 - 3 )

Иногда ненаблюдаемую ошибку £ называют невязкой.
Для получения оценок коэффициентов Ьс ; ё 1 ; £ г будем мини

мизировать функцию -  ф  = 2  S;2 или

ф - х Ь ^ Л - М л Л ^ Ч 1, < 6 ' 4 )
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т .е .  квадрат случайной ненаблюдаемой ошибки минимален.
Уравнение (6 .1 ) называют уравнением регрессии. Таким образом, 

мы минимизируем квадрат разности между экспериментальным и вычис
ленным по уравнению регрессии значениями у. в i -й  эксперименталь
ной точке. "

В разделе 2 мы ввели в матрицу-столбец фиктивный фактор Х 0 •
С учетом этого функция (6 .4 ) принимает вид

't'-fltip-M.i- M.i' МнИ’ . «.5)
Приравнивая нулю частные производные по всем неизвестным 

коэффициентам, получим так называемую систему нормальных уравне
нии МНК, т .е „

= о  ■ = 0 и -~тг~ = 0  (6 .6 )
д Ь 0 " 3 6 , 3 8 *

или после несложных преобюазований ы N

•' I . . S  * » .  £ ,  - К  7- 4 4  Ч ,i~i L - 1 ' L~ i 1
Ы „ w ,  - А/ /V ( g  7 )

ь ч  “ “ ч ч  *• <-ч 1=1 "  d °

-  | , ч ;
Решение системы дает оценки коэффициентов модели (6 .1 ) .  МНК 

обладает замечательным свойством делать определенной любую систе
му уравнений. Использование этого метода приводит к равенству 
числа уравнений числу неизвестных коэффициентов. Полученные по 
МНК оценки коэффициентов обладают в статистическом смысле опти
мальными свойствами: состоятельностью, несмещенностью, эффектив
ностью и достаточностью. Оценка состоятельна, если при увеличении 
объема выборки она приближается к истинному значению коэффициента; 
не смещена, если ее математическое ожидание равно оцениваемому 
значению коэффициента; эффективна, если оценка характеризуется 
минимальной дисперсией; достаточна, если включает максимум инфор
мации о коэффициенте.

Термин „нормальные уравнения" допускает геометрическое истол-. 
кование (р и с .6 .1 ) .  Наблюдение ^  можно рассматривать как компо
ненты вектора Y  с основанием в начале координат в пространстве 
наблюдений; требуется выбрать такие 8^ (из пространства парамет
р ов ), которые определяют значения ц,. , реализующие минимум ф  .

А О ^ _Л,По компонентам у. можно восстановить некоторый вектор у  в 
пространстве наблюдений; различный выбор параметров 8 К образует
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плоскость оценок J5K . Нужно найти такую оценку Y  , которая 
дает наикратчайшее расстояние от конца вектора Y  до поверхнос
ти оценок f i K . Нормальные уравнения -  это^уравнения, которые 
определяют так, что вектор Е = (Y~Y) проходит через конец 
вектора Y  и перпендикулярен (нормален) к поверхности, образо
ванной всеми возможными значениями оценок J3K . Эта нормаль и 
является вектором, который реализует минимум ф

Р и с.бЛ . Геометрическая интерпретация

На р и с .6 .1  показано: а -  пространство наблюдений (три наблю
дения); б — пространство параметров; в — вектор Е  в пространстве
наблюдений.

На ри с.6 .1г  изображен вектор ненаблюдаемых ошибок ^ , рав
ный разности между вектором истинных значений и вектором наблюде
ний. С некоторой заданной вероятностью конец вектора истинных зна
чений попадает внутрь сферы радиуса ^ , Аописанной вокруг конца 
вектора наблюдений. Компоненты вектора Y по осям и Хг равны 
соответственно и . Так как в МНК вектор Y  является нор~
8 -6 98 0

"~Т
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мальной проекцией вектора Y  • то проекции всевозможных векторов 
| на плоскость Х 1 , Хг  образуют наименьший возможный круг. Его 

проекции на оси X , и X г  дают соответственно доверительные преде
лы для и .

Для ПФЭ типа 2К некоторые члены уравнений системы (6 .7 ) будут 
равны нулю вследствие основных свойств ПФЭ. Так’ все суммы, в кото
рые входят произведения разных факторов, равны нулю из-за свойст
ва ортогональности ПФЭ, т . е .

2  X;  X: = о  при I ф- L .
1 0 « о ы г

Кроме того , благодаря свойству нормировки 2  = N .Тогда(, — 1 ’'t'
система (6 .7 ) с учетом вышесказанного распадается на независимые 
уравнения,и оценка каждого коэффициента определяется независимо 
от другого по формуле

& . = 1 2 Х - Ц .  > = 0 , 1 , . . . ,  К .  (6 .8 )
*  д/ ^  б

Оценки коэффициентов в случае использования модели типа

u=Sc. 2  2  Z кгтК К Ч 4 е-э)
учитывающей эффекты взаимодействия факторов (парного, тройного и 
т . д . ), определяются аналогично, например

Ml » И 1  и
0 4 "  .  . ( 6 Л 0 )

Таким образом, для подсчета любого В; столбцу и. следует 
приписать знак столбца Х> , сложить значения отклика с этими зна
ками и результат разделить на число опытов матрицы планирования.

Используя формулы (6 .8 ) и (6 .1 0 ), можно построить алгоритм и 
процедуру вычисления коэффициентов функции отклика (программу) 
для ЭВМ.

Блок-схема одного из возможных вариантов программы МНК (про
грамма ВШ) показана на р и с .6 .2 .

Программа BIM составлена для модели ПФЭ типа 25 и позволяет
вычислить значения 32 коэффициентов: А : &

- . в  ,г   ̂ 1Zi
ч *•• Ъ гъь5 I •

Вначале по программе организуется матрица планирования, а 
затем проводятся вычисления козффкщентов.

Программа легко изменяется, если число факторов будет больше 
или меньше 5.
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Идентификаторы:
Y  ~ у  -  функция отклика 
X -  X; -  факторы

В0 -  С  i
B I . -  %i
В2 -  -6,

B3I f2345

коэффициенты

6 .2 . Регрессионный анализ. Матричный подход

Метод построения и анализа функции отклика называется регрес
сионным анализом, а эмпирическая функция отклика -  уравнением 
регрессии или регрессией.

В регрессионном анализе проверяются гипотезы о пригодности 
модели (адекватности), значимости коэффициентов и др.

Регрессионный анализ, используя статистические методы, бази
руется на трех предположениях (постулатах):

I .  Параметр функции отклика ^  -  случайная величина с нор

не зависит от абсолютной величины * (дис-
мальннм распределением.

2 . Дисперсия S » 
персии однородны).

3 . Значения факторов -  неслучайные величины, т .е .  факторы Х-0 
измеряются с  пренебрежимо малой ошибкой по сравнению с  ошибкой
в определении отклика у. .

4 . Факторы не коррелированы (нет взаимосвязи между ними).

6 .2 .1 . Матричный подход. При планировании эксперимента и 
регрессионном анализе удобно использовать матричную форму записи. 
Система нормальных уравнений в матричном виде будет:

ХВ = Y  , (6 . I I )
где X  -  матрица условий эксперимента,

ос,

X  =
(Л/х К)

9 -6 98 0

о

Х о<

1 . » • К

Х Н —  • X ' K i

н о го X 1 Z  х г г  • Х Х2 9
( 6 . 1 2 )

. Х о *
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В -  матрица неизвестных коэффициентов:

в  . r v

[<К-Н)х4 ]
Y -  матрица результатов опытов:

Y  =

ь
[ L  

^  '

[2 Ы

(6 .13 )

(6 .14 )

Умножив обе части ( 6 . I I )  на , получим систему нормальных' 
уравнений МНК в матричной форме:

х тх  В “ X rY.
Матрица X  имеет вид:

хт =
- Oi ^  02. ' х ON

X  X  12 .. . IN

X кг. х кл^ 
Матрицу Х ТХ  обозначим А,  и она имеет вид

(6 .15 )

(6 .1 6 )

А=Х Х=
■ х 0< х ог . . . Х ом

Х 02 х 12 .. • Х к2 Х и х )2 . . . X 1N

Х 0Ы x ,/v •• X KW х к< Х хг • • • Х км_

" 2  х
2
oi ^ X Oi, х и . . .  2 х 01 х  к1

S x 11 х 0  ̂

2 х о1

. . .  2  х  • х к-/(/
2

••• 2 х к

(6 .17)

Матрица Д = X  X  называется информационной матрицей Фишера 
(иногда ее еще называют матрицей моментов плана).

Матрица М = У //(Х ТХ -  приведенной (к одному наблюдению) 
информационной матрицей.

Умножим обе части равенства (6 .17 ) слева на обратную матрицу 
( X TX )V  получим: . т

(ХТХ) - ( Х Х ) В  = (Х Х) X  Y . (6 .18 )
Но (ХГХ) *(ХТХ) = Е ”■ единичная матрица. Следовательно,

В = ( X T. X ) ~ ' - X TY .  (6 .19)
В общем случае обратная матрица Д 1 имеет следующую струк

туру:
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~1 Г s '1
А = (X X) «

Найдем матрицу ( X  Y  ) :

^оо С0| 

С to  ̂и ’ 1К

С КО ^К| • ■ • ^кк J

(6.20)

X ot Х ог. ••• Х оМ

IIк

x iz .. х  ,

X K2 *•• Х к*

Таким образом:

'S o оо
О

Cct ••

Si — Сю с н • •

L &К. Ско СК1 •

И*

' ж

кк

Z Х °1 Т - 

| , х , ^

N

(6 .2 1 )

(6 .22)

Откуда
(6 .23 )

При ортогональном планировании информационная матрица имеет 
следующий вид:

(6 .24 )

,2.
'кг,

г N г
Z  х ■. 0и 0 0

х тх  = L=t
0

/V 2.
0

(/=1
ы

0 0 2

Все статистические свойства коэффициентов, а следовательно и 
уравнения регрессии, определяет обратная матрица А  . умноженная 
на оценку дисперсии Sy, . Матрицу С = А -S ^  называют матрицей 
дисперсий -  ковариацией или ковариационной. Нормированная ковариа
ционная матрица -  это М 1• S и .

Матрица С =Л =(УСХУ1- Sy имеет вид:
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т 2
(XX)  -Sa=

с с 00  ° 0 1

с си 10 ° ц

••• Сок
■ ■ • 1̂К ■ s 2 -

с с. К о  К1
с• • • кк .

ч . . .

= c-ovS0^ si. . . .  COV«fgK

cov&K u>vSKSi ... Sg
BK

(6 .25)

Отсюда получаются соотношения для оценок дисперсий коэффици
ентов регрессии ( S g. ) ,  их ковариаций ( &OV Ь  ) и коэффициен
тов корреляции меаду ними ( T g .  g . ) :

2 ° г
s l b » c l L s ;

м>тг ^  ^  = C;,j,

'8 -8 :
'i-i- ■При ортогональном планировании матрица дисперсий-ковариаций 

имеет вид:

■ s i 0 ... 0
г г

(X X) -s, =
0 sl - * 0

0 0 ... s

н К  0
у  х

’ К J 

О

i=1

l/=f
(6 .26)

Следовательно, дисперсии оценок коэффициентов регрессии рас
считываются по формуле
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с 2 -  S *

u=i *

(6 .27)

или, с учетом условия нормировки, по формуле
. 2

Sg. = i/N Sy . (6.28)
Все же ковариации равны нулю, что еще раз подтверждает неза

висимость рассчитанных коэффициентов регрессии,
Формулы ( 6 .I I ) . . . (6 .2 8 )  справедливы при проведении опытов 

без повторений.
В случае дублирования опытов условия эксперимента следует 

задавать матрицей X  и квадратной диагональной матрицейР пвесов" 
измерений, под которыми понимают число дублей:

'и, о . . .  О

р  = о п.

о о N _

(6 .29 )

а результаты -  матрицей средних значений отклика для каждого 1 -г о
опыта:

Y - (6 .30)

Тогда для расчета коэффициентов регрессии можно пользоваться

Ф0„ л „ й; B - a W o c ' P Y ) ,  (6 . 3D
а ковариационная матрица примет вид:

Г S y п
г  г

(ХТРХ)_' у
Ч  0 - °
о  S ^ . , . 0  

о  о  . . . S g

n M iL=1

О

о

о о
п„  ^ х к. .

При одинаковом числе дублей,равном М , дисперсия оценок
коэффициентов вычисляется по формуле

(6 .32)

(6 .33 )
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или с учетом условия нормировки

с 2 _ Л а _  . (6 .34 )
2  с* n - N

Дисперсию S ,7 = — часто называют дисперсией среднего.
О ^

6 .2 .2 . Проверка значимости коэффициентов. Проверку статисти- 
ческой значимости коэффициентов проводят или по \  -критерию Стыо- 
дента, или сравнением абсолютной величины коэффициента с его дове
рительным интервалом, рассчитываемым по формуле

& h - b * ; t S 4 -  <6'35)
Здесь -  табличное значение (см .та бл .5 .6 ) критерия

Стьюдента в зависимости от выбранного уровня значимости at и числа 
степеней -f при определении дисперсии S| ; S g • = VSg -  C.K.O. 
в определении коэффициента Bj. . ^

Коэффициент считается значимым, когда его абсолютная величи
на больше или равна доверительному интервалу, т . е .

I&j. I => A&j,  (6 .36 )
или

I V  - S&>- (6 - 37)
При проверке значимости по "Ь -критерию вычисляют его расчет

ное значение по формуле .

t  .  * / ■- - • (6 .3 8 )
S t y

Коэффициент значим, если t p = Ь  Т (о ( . .
Статистическая незначимость коэффициента интерпретируется 

как отсутствие влияния соответствующего эффекта. В случае линейной 
модели можно считать, что данный фактор на отклик не влияет и 
статистически незначимые коэффициенты могут быть исключены.

6 .2 .3 . Проверка адекватности модели. Адекватность модели-это 
ее соответствие набору экспериментальных данных. Проверка адекват
ности-это проверка пригодности эмпирической модели.

Пригодность модели можно оценить по среднему разбросу относи
тельно линии регрессии. Для этого подходит остаточная сумма квад
ратов, отнесенная на число степеней свободы. Число степеней свобо
ды-это разность между числом опытов и числом независимых коэффици
ентов (констант), которые уже вычислены по результатам этих опы
тов. Для ПФЭ типа 2К число степеней свободы £ = N (. К + 1 ) •

Остаточная суш а квадратов, деленная на число степеней свебо-



да, называется д и с п е р с и е й  а д е к в а т н о с т и  -  S _„
ы г 5

S 2 -  . (6.В9)
аГ  f

Гипотезу об адекватности модели обычно проверяют по F -кри
терию (критерий Фишера). Для этого вычисляют его расчетное значе
ние по формуле g  2

F p = - ^  (6 .40 )
У

и сравнивают с табличным FT(o(if ) при уровне значимости Ы  и 
числе степеней свободы для знаменателя и = N -  к '  для чис
лителя ( К* -  число оставленных коэффициентов).

Если F p ^  FT , то гипотеза об адекватности модели не отвер
гается.

Таким образом, критерий F , представляющий собой отношение 
дисперсии адекватности и дисперсии отклика,отвечает на вопрос,во 
сколько раз модель предсказывает хуже по сравнению с опытом.

Дублирование опытов должно учитываться в регрессионном ана
лизе.

В случае равномерного дублирования дисперсия адекватности 
определяется по формуле Д Л \2

с;2 = П  &  ~ £ 1 . (6 .41 )
N -  к '

В матричном виде числитель (6 .41 ) имеет вид

м.Е = Y TPY-BTXTPY. (6 .42 )

Из формулы (6 .41) видно, что повторные опыты налагают более 
жесткие условия на адекватность модели, т . к .  F -критерий .увеличи
вается в IX раз.

В случае неравномерного дублирования дисперсия адекватности 
имеет вид н л „

^  ■

Учет различных вариантов дублирования удобно представить в 
таблице (см .табл .6 . I ) .

В таблице 6 .1  даются остаточные суммы квадратов, которые 
получены в результате шожения общей остаточной суммы квадратов:

V  п .  .
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Таблица 6.1
Варианты дублирования и суммы квадратов

Источник
рассеяния

Характер дубли
рования опытов Сумма квадратов ЧиЬло степеней 

свободы

Неравномерный

Рввномерный

Л/ «Ч , .

1н <LF1 ® ^ 4°
N  h, -  V 2

2  0 г г О
Ъ—4

Л / ( п . - 0
Ошибка

эксперимента
Дублирование 
в одной точке 

1 = 1
/-ц -  -(

Дублирование 
в отдельной 
серии из 
L опытов

L - i

Неравномерный
I a ' s k - i M *

N - к '

Равномерный
Л/ _ л э

N -к'

Неадекватность
модели

Дублирование 
в одной точке 

1 =  I N - к

Дублирование 
в отдельной 
серии из 

£ опытов >

N -  к '

Для этого представим (6 .44 ) в виде:
А/ J 4

ИЛИ N  П: ,  N  "i. А ,  N  л  "1 _

01™“

Т о г д а  «  ,  «  -  -  •

(6 .45)

(6 .46)

С величиной S S 0CT связано число степеней свободы-f = 2 п - к \  
где К -  число коэффициентов, входящих в уравнение регрессй’!*.

В формуле (6 .4 6 ) первое слагаемое характеризует ненаблюдаемую



-  41 -

ошибку, связанную с рассеянием опытных данных около линии регрес
сии, и представляет собой дисперсию воспроизводимости 3 ^  с чис
лом степеней свободы f  воспр = .2  (H-L - i) . Второе слагаемо| 
характеризует некорректность модели (неадекватность) или S «.а 
с числом степеней = N - К .

Таким образом; g  (у . _П. ) 2
Su = l^ V * —  (6 -4 ?)

4 Е ( П : - 0
К  а Г  (6 .48)

N- к'
что позволяет проверить гипотезу об адекватности модели с помощью 
критерия F .

6 . 2 . 4 .  Критерии оптимальности планов. Величина 6 0 + ■
р т .  + . . .  + - f e „ X„ -  , рассчитанная для I  -й  точки факторного1 It К n t

пространства, по закону сложения ошибок должна иметь дисперсию:

S * . =  2  ( | | - ) " S g .  + Z  . M3U g. 6^ . (6.49)
OsJ-iK ЭВ^ b 3& i,3bj, «

H° й S^ “',^ S5 ’ 8 fU>tr̂ ^ =  °-
Тогда можно записать: г
.1 к „ г  Su ,  . .  ̂ - *s|L -  2  xj.„ = ^  ( f ♦ .  * ‘4l *. . .♦ x ; L;

или г . , г г
s | t = v a / s ;  ( < * p l >,

р *  = х г + ас!: + ■ х,где г г г
•ft 2t кь

Таким образом, дисперсия предсказанного уравнением регрессии 
значения tyL зависит от экспериментальной ситуации ( S ц / N  ) и 
радиуса ( J°- ) сферы (гиперсферы) с центром в нулевом уровне. 
Следовательно, в любом направлении при равном f>i полученное 
уравнение предсказывает о одинаковой точностью ( S g L -  одинакова). 
Планы, для которых это условие выполняется, называются рототабель- 
ными.

В общем случае можно составлять различные планы эксперимента, 
имеющие нужные экспериментатору свойства.

Для оценки и сравнения планов используют математические кри
терии их оптимальности, которые связывают со отроением ковариа
ционной матрицы или с организацией и порядком проведения опытов.
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Выбор критерия и способ проведения эксперимента осуществляют, 
исходя из конкретного содержания решаемой задачи.

Например, сравнивая критерии между собой, можно отметить, 
что величина определителя ковариантной матрицы W-< (D  -оптималь
ность) связана с оценкой уравнения регрессии и ее необходимо 
использовать, когда решаются интерполяционные (описательные) зада
чи. В этом случае важно не изучение влияния каждого фактора в 
отдельности, а получение минимальной обобщенной дисперсии коэффи
циентов, что обеспечит достаточные предсказательные свойства моде
ли внутри области эксперимента.

Выбор наиболее подходящего критерия очень трудная задача и 
требует большого искусства.

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

После получения математической модели (функции отклика) про
водят анализ полученных результатов и принимают решения о даль
нейших исследованиях. Решения могут быть как формализованные, 
так и принятые на интуитивном уровне.

Для принятия решений необходимо раскрыть смысл внутренних 
связей и зависимостей на основе математической модели (интерпре
тировать результаты).

Другими словами, перевод модели с абстрактного математичес
кого языка на язык экспериментатора называется интерпретацией 
модели.

Это сложный неоднозначный и неформализованный процесс. Его 
обычно проводят в  несколько этапов.

Во-первых, математическую модель можно представить графи
чески в виде поверхности отклика. Графическое представление, 
обладая наглядностью, может облегчить анализ результатов и при
нятия решений о дальнейших исследованиях.

Во-вторых, на основе математической модели можно оценить 
степень влияния отдельных факторов и их взаимодействий на значе
ние функции отклика.

Степень влияния фактора определяется величиной и знаком 
соответствующего коэффициента функции отклика. Обычно чем больше 
коэффициент, тем существеннее влияние фактора.

Для моделей, содержащих эффекты взаимодействия, влияние
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какого-либо фактора можно оценить лишь на основе выборки из мате
матической модели тех коэффициентов, которые содержат индексы, 
относящиеся к оцениваемому фактору. Остальные коэффициенты (кроме 

§ 0 ) нужно отбросить.
Если необходимо уравнение регрессии для натуральных значений, 

то его можно получить, используя формулы кодирования факторов. При 
этом коэффициенты модели изменятся. Векторы-столбцы натуральных 
переменных в матрице планирования не будут ортогональными, и коэф
фициенты определяются зависимо друг от друга.

Такой прием допустим при постановке задачи получения интерпо
ляционной формулы для натуральных значений переменных.

7 .1 . Графическая интерпретация функции отклика

В ПФЭ типа 2 нередко используются модели вида

6.' : Х : Х ; . - £  ^ г Х1Х} ХГ
j -  J- j SKJ.

(7 .1 )

Возникновение нелинейных членов в (7 .1 ) объясняется свойства
ми многомерного пространства.

Графически математическую модель можно представить в виде 
поверхности отклика. При К = 2 поверхность отклика представляет 
собой гиперболический параболоид, имеющий форму седла (р и с .7 .1 а ) . 
Эта поверхность образуется множеством пересекающихся прямых, при
чем точки факторного пространства, соответствующие уровням варьи
рования факторов, лежат на попарно пересекающихся прямых.

При пересечении поверхности отклика плоскостям^, параллельны
ми осям. X ■ , X z j получим совокупность гипербол (линии равного

Рис.7 .1 . Поверхность отклика ПФЭ 2  ̂ ( 0 )
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Если эффекты взаимодействия отсутствуют ( 0 ) ,  то функция
отклика представляет плоскость (р и с .7 .2 а ), а линии равного отклика 
-прямые (р и с .7 .2 6 ) .

Рис,7 .2 . Геометрическая интерпретация ПФЭ 22 ( ^ У2= 0)

При к ^  3 геометрическая интерпретация затруднительна. В 
этом случае, если эффекты взаимодействия не равны нулю, то поверх
ность отклика называют гиперповерхностью, а в случае линейной 
модели -  гиперплоскостью.

7 .2 . Принятие решений после построения модели

Решения зависят от числа факторов, цели исследования (дости
жения оптимума, построения интерполяционной формулы) и т .д . Имеет
ся множество решений как следствие сочетания экспериментальных 
ситуаций с возможными действиями исследователя. Без использования 
ЭВМ весьма затруднительно выделить типичные решения. Практически 
невозможно рассмотреть все ситуации.

Поэтому рассмотрим лишь ситуации, различающиеся по адекватнос
ти и неадекватности модели, значимости и незначимости коэффициен
тов модели.

Для линейной адекватной модели (ЛАМ) в случае решения экстре
мальной задачи возможны ситуации: I )  все коэффициенты регрессии 
значимы; 2) часть коэффициентов значимая часть незначима; 3) все 
коэффициенты незначимы. В каждой ситуации область экстремума может 
'ы^ь далекой, близкой или положение ее неизвестно (неопределенная 
К /  гуация).



-  47 -

Если экстремум близок при значимых коэффициентах, то возмож
ны три решения: окончание исследования, переход к планам второго 
порядка и движение по градиенту.

При неопределенной ситуации или удаленном оптимуме решение 
одно -  движение по градиенту.

В случае, когда часть коэффициентов значима, а часть нет, 
выбираются решения, которые приводят к получению значимых коэффи
циентов. В этом случае важно выдвинуть гипотезы, объясняющие незна- 
чимость коэффициентов (неудачный выбор интервалов варьирования , 
большая ошибка опыта и .др .). При этом возможны решения: I )  расши
рение интервалов варьирования для незначимых факторов; 2) перенос 
центра плана; 3) уменьшение ошибки опыта (увеличение числа парал
лельных опытов в одной или нескольких точках плана).

Любые из этих решений требуют постановки новой серии опытов.
В случае, когда все коэффициенты незначимы (кроме $о ) ,  реше

ния должны быть направлены на увеличение точности эксперимента и 
расширение интервалов варьирования факторов.

Для линейной неадекватной модели (ЛНМ) решения должны быть 
направлены на получение адекватной модели.

Возможные решения: I )  изменение интервалов варьирования;
2) перенос центра плана; 3) преобразование переменных; 4) включе
ние эффектов взаимодействия; 5) построение плана второго порядка.
Все эти решения также требуют постановки новых серий опытов.

При решении интерполяционной задачи исследования заканчивают
ся получением адекватной модели. В случае неадекватной модели воз
можны следующие решения: I )  включение эффектов взаимодействия;
2) изменение интервалов варьирования; 3) преобразование перемен
ных; 4) построение плана второго порядка. Все указанные решения 
связаны с необходимостью проведения новых опытов.

8. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ПЛАНИРОВАНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА 
ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ ВЛИЯНИЯ РАЗЛИЧНЫХ ФАКТОРОВ 

НА ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРОЧНОСТИ И ТРЕЩИНОСТОЙКОСТИ 
КОНСТРУКЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

В Куйбышевском авиационном институте в течение ряда лет на 
образцах из различных материалов проводились исследования влияния 
условий эксплуатации, геометрии, технологии на характеристики проч- ,
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кости, пластичности и трещиностойкости.
В основном применялись образцы из алюминиевых и магниевых 

сплавов в виде пластин с трещиной.

8 .1 . Исследование влияния вакуума и температуры 
на характеристики прочности и пластичности 

конструкционных сплавов

8 .1 .1 . В данном примере объектом исследования являются меха
нические характеристики материалов ( б $  и & ог )-

Целью исследования является получение математической зависи
мости между характеристиками материалов и внешними факторами 
(вакуумом и температурой) на примере сплава В95АТ.

8 .1 .2 . Учет априорной информации. Предварительные исследова
ния влияния глубины вакуума на механические характеристики мате
риалов показали, что при уменьшении давления от нормального (760 
мм р т . с т . )  до 13,3  Па величина (оог возрастает, а затем стаби
лизируется. С увеличением температуры (оог также растет. Таким 
образом, за факторы (независимые переменные) принимаем давление
и температуру, а за функцию отклика ~ механические характеристики 
материала (£>g и <30г  ) .

8 .1 .3 . Факторы и область их определения приведены в таблице 811.

Таблица 8 .1
Список факторов

п/п Название Размер
ность

Область
определения

Показатель
точности

Примеча
ние

I Давление Па 1 ,0 1 -Ю5 + 
1 ,3 3 -ТО"3

х ,

2 Температура К 293 + 423 X ,

Область определения фактора Х 1 выбрана исходя из априорной 
информации, фактора 'Xz из возможности экспериментальной установ
ки и цели эксперимента (влияние повышенных температур). Так как 
эксперимент типа 2^, то число опытов равно четырем. Параллельные 
опыты решено проводить также четыре при каждом сочетании уровней 
факторов.
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В таблице 8 .2  дана кодировка факторов. В этой таблице за ниж
ний уровень принято нормальное давление 1,01*10® Па (760 мм р т .ст .) , 
а за верхний вакуум 1,33* 10~3 Па (Ы О -5  мм р т . с т . ) .  Для фактора 
температуры соответственно 293 К (20° 0) и 423 К (150° С).

Таблица 8 .2
Кодировка факторов

Фактор У р о в н и Примечание
нижний

- I
нулевой

0
верхний 

+ I

X , I .0 I - I 0 5 Па 
(760 мм р т . с т . )

- 1 ,3 3 -К Г 3 Па 
(1*10 мм рт.ст)

293 К 
(20° С)

- 423 К 
(150° С)

8 .1 .4 . Составляем матрицу планирования (таблица 8 . 3 ) .

Таблица 8 .3
Матрица планирования и результаты 
эксперимента (сплав В95АТ)

Номер 
опыта в 
матрице

г,........ Отклик

КХо код натур.
значение

Па
код натур.

значен.
К.

®о.г
повт

МПа
ср.рез.

I + - I .0 I . I 0 5 - 293 507
507
487
473

494 276,0

2 + + I .3 3 -I 0 "3 - 293 514
497
507
503

505 54,0

3 + - 1 ,01 -Ю 5 + 423 451
437
446
447

445 35,0

4 + + 1,33-Ю -3 + 423 502
486
494
494

494 43,0



-  50 -

8 .1 .5 . Обработка результатов. По результатам эксперимента 
вычисляют среднее значение У ̂  и оценку дисперсии S L по форму
лам раздела 5. п

-г  ZC y . - y ) 2- -  i и-
* где a  = 4 * a y L = к  ?  y i-

2. Однородность дисперсий проверяем по критерию Кохрена-.
_ 2

лу З щ о х  276.0 _ п сст

1 0
Q  = 0,684 при уровне значимости о( = 0 ,05 .

ТСГОЛ
Так как С раеч< &таЬг! то гипотезу об однородности дисперсий 

не отвергаем и вычисляем дисперсию воспроизводимости S t y } ' -

s* i i s z
S l » l -  « < „ - ( >  ’  «  ,  ‘  >

где i  = 1 ,2 ,3 ,4  и <^= 1 , 2 , 3 , 4 ;  N -  число опытов или число строк
матрицы планирования:

S , , —  (276,0 + 54,0 + 35,0 + 43 ,0 ) = 101,0 .
Ш  4

3. По формулам раздела 6 вычисляем оценки коэффициентов функ
ции отклика. Они равны:

1о= 484 ,5 ; S1 = 1 5 ,0 ; ^ = - 1 5 , 0 ;  ^ = 9 , 5 , .

и функция отклика имеет вид;

У = 484,5 + 15,0 X 1 -  15,0 Хг + 9 ,5  X , Хг . (8 .1 )

Знак „плюс" для X i показывает, что с увеличением степени 
вакуума У (<о0 2 ) растет, а с увеличением температуры (знак 
„минус" при Хг ) -  падает.

4. Проверяем адекватность модели по критерию Фишера;

^расч ~ * г*  " <  ^табл >. г  S p y }
где 3<xq -  остаточная дисперсия;

3 г  j n  _  л  г
s = — 2  ( У • -  У • )

д Здесь -  число степеней свободы, равное Л /-(к Ч ) = 4 -(2 * -О Н ;
-  значение функции отклика по уравнению (8 .1 ) в L-ом опыте.

S ^ Z a ^ - 3 6 1  И F p a c 4 = M l  =  3 , 5 7 ,
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Ft c , S a = 7 ’ 7  ПРИ Ы  = 0 ’ 0 5 - 

5. Проверяем значимость коэффициентов и S fz . Для этого 
вычисляем доверительный интервал

д £ - = ± t  ,

где Ь -  критерий Стыодента: а £><?. -  среднеквадратичное отклоне-

t  = 2,776 при о( = 0 ,05 .

Тогда & -Sj.= 2 ,7 76 .5 ,02  = 13 ,9 .
Так как Д&; >  то коэффициент незначим и им можно(Г >2.

пренебречь.
Тогда окончательная зависимость У ( 6 0 2 ) будет иметь вид:

У = 484,5 + 15,0 -  15,0 X*.

Следовательно, взаимное влияние вакуума и температуры незна
чимо.

8 .2 . Исследование влияния вакуума, температуры 
и скорости нагружения на прочность углепластика КМУ-4л

Целью данных исследований является определение изменений 
характеристик разрушения (предельного напряжения) при моделиро
вании воздействия вакуума и температуры в лабораторных условиях.

Исследования проводились с использованием метода планирова
ния эксперимента. За входные величины -  факторы были приняты: 
давление (вакуум), температура и скорость деформирования. В качест
ве отклика была принята величина предельного напряжения, определяе
мая по разрушающей силе.

После кодировки факторов (табл .8 .4 ) составлена матрица плани
рования ( табл.8 . 5 ) ,  в соответствии с которой и проводился экспери
мент.

Плоские образцы, форма и размеры которых были выбраны по 
ГОСТу, испытывались при растяжении на промышленной установке 
ШАШ-20-75.

Образцы тщательно осматривались и отбирались с ровной поверх
ностью, без вздутий, сколов, трещин и т .д . Отобранные образцы
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обмерялись с точностью до 0,01 мм. Затем определялась площадь 
сечения, и перед испытанием образцы маркировались.

Таблица 8 .4
Кодировка факторов

Факторы
У р о в н и

Размерность Примечаниенижний
- I

верхний
+1

X , 6 ,6 -Ю "4 1 ,0 1 -Ю 5 Па Давление

хг 293 393 К Температура

Х3 2 3 мм-с"* Скорость
деформации

Эксперименты проводились как при нормальном давлении 
(1 ,0 1 -Ю 5 Па), так и в вакууме (6 ,6 -Ю "4 ) .

Нагрев образцов осуществлялся радиационным методом со ско
ростью не более 10 К/мин"*', и при достижении заданной температуры 
давалась выдержка 10 мин, а затем образец нагружался до разрушения. 
Поддержание и контроль температуры поверхности образца проводился 
термопарой, которая тарировалась непосредственно перед эксперимен
том в диапазоне температур 293К . . .  473К (20° С ... 200° С ).

С помощью двухкоординатного самописца регистрировались значе
ния удлинения образца и величина приложенной нагрузки. Результаты 
эксперимента приведены в табл .8 .5 .

8 .2 .1 . Статистическая обработка результатов проводилась в 
соответствии с / I / .  В каждой строке матрицы планирования вычисля
лась дисперсия и среднее значение. Затем проверялась однородность 
дисперсий по критерию Кохрена:

£ р = ^iacax  = U ? 5’9 = о  3 9 ^  ; 
р E S ?  2 9 8 1 , 7 ?  ’

Ст = 0,5157 при уровне значимости о( = 0 ,05 .
Так как (?т > б р  , то гипотеза об однородности дисперсий не 

отвергается,и находим оценку дисперсии эксперимента (функции отк -

ЛИка): 2 98 1 ,77
Ч ~ N  ~ 8 = 3 7 2 , 7 .

Функция отклика (модель эксперимента) принималась в виде непол
ного полинома: з _

а
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После проведения вычислений получены следующие оценки коэффи
циентов Ь'ь :

$ 0  = 1 8 0 ,0  

=  - 0 , 6 9  

Ьг = -33 ,33  

L  =  - 5 , 1 3

£ 1г = 4,54

Ь 1Ъ = -2 ,1 8

= 5 ,2  

i i 2 i = -1 ,5 2 .

Оценка дисперсии коэффициентов

Доверительный интервал

i J r : i s V
Статистика t  = 2 ,12 и А ^ =  14,48. Так как коэффициенты ■hi , 

’ ^гз  и &123 меньше доверительного интервала Л &j. , 
то они незначимы. Таким образом, модель эксперимента будет

у. = 180 -  33,33 X z •
Для проверки адекватности модели по остаточной сумме квадра

тов (табл .8 .6 ) определяем дисперсию адекватности и, используя 
критерий Фишера, проверяем адекватность модели (ее непротиворечив
экспериментальным данным):

F d
S а-а _ 2^9

Табличное значение Г т = 3 ,84 . 

Расчет остаточной суммы квадратов

3 7 2
= 0 , 5 8 8

Таблица 8 .6

JW
п /п ё .ь

Л
А в  = & -  -  (5■U L 1/

Д S-

I 2 0 8 ,9 5 2 1 3 ,3 3 -  4 ,3 8 2 5 ,5 4

2 1 3 9 ,1 1 1 4 6 ,6 7 -  7 ,5 6 5 7 ,1 5

3 2 1 9 ,1 6 2 1 3 ,3 3 5 ,8 3 3 3 ,9 9
4 1 4 6 ,9 5 1 4 6 ,6 7 0 ,2 8 0 ,0 8 0
5 2 2 8 ,2 8 2 1 3 ,3 3 1 4 ,9 4 2 2 3 ,2
6 1 4 6 ,6 6 1 4 6 ,6 7 -  0 ,0 1 0 ,0 0 0 1

7 1 9 7 ,1 8 2 1 3 ,3 3 - 1 6 , 1 5 2 6 0 ,8 2

8 1 5 4 ,2 1 1 4 6 ,6 7 7 ,5 4 5 6 ,8 5

2  = 657,63
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Так как F р < FT , то гипотеза об адекватности модели принима
ется. Анализ полученных данных показывает, что из всех факторов 
воздействия температура оказывает наибольшее влияние на величину 
предельного напряжения. С увеличением температуры величина предель
ного напряжения уменьшается. Так при изменении температуры до 393 К 
предельное напряжение уменьшается до 30

Если сравнивать степень влияния факторов по величине коэффици
ента, то за температурой следует скорость нагружения ( $ 3 ),  а затем 
взаимодействие температуры и скорости нагружения ( $  ).

8 .3 . Оценка влияния вакуума и температуры 
на скорость роста усталостных трещин

В данном примере объектом исследования является скорость рос
та усталостной трещины'.

Целью исследования является получение математической зависи
мости между скоростью роста усталостной трещины и многочисленными 
факторами (внешними и внутренними), которые на нее влияют. Таким 
образом, в качестве функции отклика принимаем скорость роста уста
лостной трещины ( d I  / A N  ) .

8 ,3 .1 . Учет априорной информации. Внешними факторами, влияю
щими на скорость роста трещины, являются нагрузка и среда: вакуум, 
температура, радиация, т .е .  условия эксплуатации.

Внутренние факторы -  геометрические, технологические, метал
лургические.

Предварительные исследования показали, что в некоторых мате
риалах (АМгбБМ и д р .) направление проката не влияет на скорость 
роста трешкн. В других, например MAI8, при совпадении направления 
трещины и проката скорость роста трещины увеличивается. Поэтому 
все исследования следует проводить на образцах, в которых направ
ление проката и направление развития трещины совпадают. Толщина 
образца в диапазоне 3 ,5  + 7 мм незначительно влияет на скорость 
роста трещин, и все исследования можно проводить при ..средней" 
толщине 5 мм.

При анализе различных режимов нагружения было установлено, * 
что наиболее ..опасным" является отнулевой цикл. Поэтому все испы
тания необходимо проводить при этом режиме нагружения. Влияние 
частоты на скорость роста трещины в диапазоне 2 + 2 0  герц незначи-
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тельно. Поэтому частоту как фактор можно не учитывать и все испы
тания проводить при «средней" частоте -  ТО герц.

Предварительные исследования влияния глубины вакуума на ско
рость роста трещин показали, что уменьшение давления с атмосферно
го до 13,3  Па приводит к монотонному снижению скорости роста тре
щины, а при давлении ниже 10“ 2 Па скорость трещины стабилизируется. 
Поэтому изменение глубины вакуума до значения I0 "2 Па необходимо 
учитывать. Предварительные данные показывают, что температура влия
ет на скорость роста усталостных трещин. Таким образом, анализ 
априорной информации показывает, что из рассмотренных факторов 
необходимо учесть:

1 . Фактор нагружения (коэффициент интенсивности напряжения 
в цикле -  К тах ) ;

2. Давление среды (вакуум) р ;
3 . Температуру Т .
Список факторов, включаемых в эксперимент, приведен в табли

це 8 .7 .
Таблица 8 .7

Список факторов

Номер
фактора Название Размерность Область

определен. Точность Примечание

I Коэффициент
интенсивности
напряжения

Мн/м 3lz 9 + 26 i 5 %

2 Давление Па 10“ 2+Ю5 ± 30 %

3 Температура К 293+423

о+1

Модель эксперимента принята в виде
А* fiy  JJ,

/ £ = J V K  Р  Т 3 (8 .2 )

или в логарифмических координатах

^ = ^ +^ к+л ^ р \ М зт - ( 8 - з)
Тогда функция отклика ^ (оценка 1о у ) с учетом взаимодей

ствия будет иметь вид:

(в - 4)
8 .3 .2 . Кодировка факторов. Так как никаких ограничений на 

выбор основного (нулевого) уровня нет, то его можно задать для
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каждого фактора в виде: „ р
Ц  К0 =

к , ^ А м <  (8ла

1а т
з г

Здесь индексы „ о " ,  „в" и „н" относятся к основному, верхнему 
и нижнему уровням.

Кодированные значения факторов будут иметь вид :
X -  f r K - l g K o

1 ( г ^ к в - ^ к н) / 2

X =.
( Цр в - г$рн >/2 

X -  _ J a ! B a b —
Щ Т в - 1 $ Т н)/2

и представлены в таблице 8 .8 .

Кодировка факторов

(8.6)

Таблица 8 .8

Уровень
факторов

Нижний уровень 
фактора ( -1 )

Нулевой уровень 
фактора (0 )

Верхний уровень 
фактора (+1)

X , 0,954 1,184 1,415

Хг У  и -2 1 ,5 Ъ 5

Х 3 2,467 ^ Т о 2,547 2,626

8 .3 .3 . Составляем матрицу планирования (таблица 8 .9 ) .

8 .3 .4 . Обработка результатов. Вычисляем оценку дисперсии сред
него в каждой строке матрицы (таблица 8 .1 0 ).

Проверяем однородность дисперсий с помощью критерия Кохрена:

N  - 2 .
S S;1. V

Ь , кЫ - 10
Go = = 2’ 907 ' W-7r  = 0 М 9 9 .

Табличное значение критерия Кохрена (Jr  = 0,679 при уровне 
значимости о( = 0 ,05  , числа степеней свободы f  = п  -  I = I и 
J  = N = 8.

Так как &г > 6 р , то гипотеза об однородности дисперсий при
нимается, и находим общую дисперсию среднего'.

N
•= 8.076-Ю

-з
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Определяем оценки коэффициентов функции отклика 

g Ъ Г Л о .  = - 3 , 7  51 i В 1 = = 0 ,7 7 fcS ;
о д/

N
N

$z = = а^23Ь; В = = - 0 1,00105;
N з д/

Л1 _

g =  ? ^ Х<1.* 21 = - С Н Ш :  g = 0У27;ia д/ » 13 д/ '

g Zy-JziXsL _ _ 0  nsfiR; S ^ d l±b illib i = 0,0380. 
23 N ’ m  N

Проверяем значимость коэффициентов. Для этого вычисляем дис
персию коэффициентов ,

s|  = А г ° 1 к Л -  0 095 - Ю' 3
V- N 8

и доверительный интервал
д | :  = i t - S g .  = £  2 , 3 0 Ъ - 3 , т - Ю  = ± 0 , 0 7 3  2 7,

<t
где t  -  критерий Стьюдента при уровне значимости о< = 0 ,05  и 
числе степеней свободы = 8 ,  a S g . -  среднеквадратическое
отклонение. ^

Таблица 8.10
Значения дисперсий

а з : Я §С

I 2 ,907-Ю "2 5 3,4025-Ю -4

2 2 ,6 7 3 -Ю~2 6 2 ,1160-К Г 3

3 6 ,2 5 0 -Ю-6 7 1,5602-Ю "3
4 3 ,2 4 9 -Ю "3 8 1,6402* ЮГ3

Из сравнения значений коэффициентов и доверительного интервала 
видно, что коэффициенты В3 , 6 (а , Вгз и 6 <23 незначимы. После 
отбрасывания незначимых коэффициентов функция отклика имеет вид

у  = - 3,751 + 0.7765Х, + 0,1234Хг -  0,1423 X1X2L. (8 .7 )
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Вычисляем остаточную сумму квадратов (см .табл .8 . I I )  (квадрат 
разницы между экспериментальным значением ^  и предсказанным ^  
по функции отклика) и дисперсию адекватности.

Таблица 8 . I I
Остаточная сумма квадратов

Я !К
Л

I -  4,901 -  4,793 1,1621 -П Т 2

2 -  3,063 -  2,956 1,1535-10~2

3 -  4,377 -  4,262 1,3271-Ю~2

4 -  3,088 -  2,993 8 ,9 4 9 2 'Ю "3

5 -  4,708 -  4,793 7 ,2590 -ГО"3

6 -  2,972 -  2,956 2 ,6 8 9 6 'Ю "4
7 -  4,324 -  4,262 3,8688-К Г 3
8 -  3,005 -  2,993 1,3456-К Г 4

Дисперсия адекватности;
г  5 , 6 9 0 8 - W 2 - 2

V - с к н У  - N-(K H ) = 8 - ( 3 - f r  -  I’ 8969 W  • 
По критерию Фишера проверяем адекватность модели:

с ш = ^ 8 9 6 9 - f О ' 2 = ,

р S J 8 , 0 7 6 И ( Г 3 '
Табличное значение F s = 4 , 1  для ь(. = 0 ,05  и f  = 8 , а

= N - ( K H )  = 4. 1
Так как Fp < ^Га5л. то гипотеза об адекватности модели (8.7)

принимается.
Таким образом, мы получили математическую зависимость между 

скоростью роста усталостных трещин и выбранными факторами.

8 .4 . Исследование трещиностойкости 
конструкционных материалов

Целью исследования является получение зависимости трещиностой
кости материала от геометрии образца с трещиной и внешних факторов 
(вакуум и температура), т . е .  это задача интерполяции.
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8 .4 .1 . Априорная информация. В механике разрушения рассматри
ваются тела (конструкции) с дефектами, как правило, в виде трещин.

Для оценки трещиностойкости таких тел используются различные 
критерии (константы) -  силовые, деформационные, энергетические.
В случае хрупкого разрушения, т .е .  при малых пластических деформа
циях в устье трещины (в рамках линейной механики разрушения -  ДМР), 
в основном применяется силовой критерий -  коэффициент интенсивнос
ти напряжений К1С, когда начинается нестабильное разрушение за 
счет запаса упругой энергии. В условиях развитой пластической 
деформации при разрушении критерий Кгс неприменим и используются 
деформационный или энергетические критерии. В качестве энергетичес
кого критерия вязкости разрушения применяется джей-интеграл ( '  
Черепанова-Райса, экспериментальное определение величины которого 
наиболее разработано /1 0 / ,

При нестабильном разрушении (момент страгивания трещины), ког
да изменениями энтальпии тела АН и кинетической энергией ДК 
можно пренебречь, получим следующее энергетическое уравнение:

А А = д гг  +■ д у  5 (8.8)

где А  А -  приращение работы внешних сил; ДОГ -  изменение упругой 
энергии; А Т  -  энергия, расходуемая на нестабильное разрушение.

Расходоваться может только потенциальная энергия Э . Поэтому 
- д у  = ДЭ я V -  А = Э . Энергия, расходуемая на продвижение 
трещины, может быть представлена криволинейным интегралом по пути, 
окружающему вершину трещины (р и с .8 Л ), в линейно- и нелинейно- 
упругом теле в виде

(8 .9 )
Г V  * d X i,

где Г -  путь по контуру, окружающему трещину; пределы интегриро
вания лежат на берегах трещины.

Джей-интеграл характеризует скорость уменьшения потенциальной 
энергии с ростом длины трещины, т .е .  З - ^ J U L  в условиях плоской 
задачи.

Все величины, входящие в уравнение (8 .9 ) ,  отнесены к слою 
единичной толщины.

Доказано, что джей-интеграл не зависит от Г , а это значит, 
что он характеризует и состояние концевой зоны трещины.

Первый член подынтегрального выражения -  плотность внутренней 
энергии Ус. .  = /1<*Г 6  . d d Ke ; второй член- удельная работа внеш-

LJ, d t
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них сил; и LI' -  составляющие тензора напряжений и вектора 
смещений на поверхности теламг^ -  направляющие косинусы j d x ^ - d s ,  
где ds  -  элемент контура Г .

Рис.8 Л , К определению 3 -интеграла

В нелинейной механике разрушения (НЛМР) пользуются независи
мостью выбора контура Г , и в качестве критериального значения 3 , 
характеризующего разрушение, используют критическое значение, 
т .е .  З с .

Отмечено, что значение З с .зависит от внутренних и внешних 
факторов (геометрии тела и трещин, давления, температуры и т .д . ) .  
Критическое значение 3 , соответствующее началу разрушения, обоз
начается 3 1С .

С целью оптимизации применяются методы теории планирования 
эксперимента.

В связи с обработкой большого количества данных необходимо 
использовать ЭВМ.

8 .4 .2 . Экспериментальное определение величины Зс . Величина 
джей-интеграла 3 определяется с использованием диаграммы разру
шения (нагрузка-смещение) (р и с .8 .2а) специально подготовленных 
образцов по формуле;

3 = р . □ _ ( £ & . _  J . ) а 1 _ 1 - .  (ело) 
J L у/ к “ к k W в J к W -4



I p  p
Здесь о('ь = if ( ’г г ) Ф ( ^ " )  "  коэффициент, зависящий от функ

ции податливости tp ( i )  и ее производной ф1 ; W . В » -t -  шири
на, толщина образца и длина трещины соответственно; р к , <],« “  
конечные величины нагрузки и перемещения; А к -  плошадь под диаграм
мой разрушения.

Значения функции податливости и ее производной определяются 
заранее для данного материала и образце и должны быть известны.

Критическое значение равно величине джей-интеграла в 
момент старта трещины в процессе нагружения. Как правило, этот 
момент трудно определить, особенно для пластичных материалов. Поэ
тому согласно рекомендациям /1 0 /  предлагается для определения 
момента страгивания трещины (старта) использовать не менее четырех 
образцов с одинаковой .длиной трещины.

Образцы из этой серии поочередно нах’ружаются до различных 
уровней нагрузки (р и с.8 .2 6 ) , а затем разгружаются. В каждом образ
це фиксируется фронт трещины, после чего образец доламывается и на 
поверхности разрушения (излома) измеряется длина трещины t  и вели
чина ее подрастания A t  . Измерения проводятся на инструментальном 
микроскопе ЕМИ-1 с точностью до 0,005 мм (р и с .8 .2 в ).

С использованием кривых сопротивления разрушению ( 3 R -кривые) 
определяется критическое значение . Известно, что на начальном 
участке -кривая описывается зависимостью

Зк = 2 6 т - Д I ,  ( 8 . I I )
где б т  -  предел текучести материала. На участке подрастания тре
щины возможна аппроксимация 3 R -кривой уравнением

"JK = а0 + а , -  h i .  (8 . 12)
Коэффициенты этого уравнения находятся методом наименьших 

квадратов (МНК) по результатам эксперимента. Точка пересечения 
прямой (8 .12 ) с зависимостью ( 8 . I I )  определяет величину (рис.8 .2г).

По экспериментальным данным коэффициенты уравнения (8 .1 2 ) МНК 
находят по формулам



-  6 4 -

Смещение с|,к Смещение

а) б)

Определение величины З с с помощью -кривых

д I
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где А/ -  количество образцов, испытуемых для определения 3 -кри
вой (р и с .8 .2 6 ) ; и -  значения величины и подрастание 
трещины д t  для каждого образца.

Величина Зс , как точка пересечения, найдется по формуле:

L г(5т~а1 '
Используя формулы (8 .1 3 ), (8 .1 4 ) ,  (8 .1 5 )  и блок-схему вычис

ления (р и с.8 .3 ) ,  можно составить и реализовать программу 2JC 
Рекомендуемые идентификаторы программы УС :

X “

Y R  -  3 rL

s m -  6 т
А0 -  а 0 
А-I -  а ,

BSC- Ус ■
Для тестирования программы УС были взяты результаты экспе

риментального определения величины С/с. материала АМгб
Фрагмент матрицы планирования для этого  материала приведен 

в таблице 8 .12 . Для первого опыта ручной сч ет  дал величину 
Зс = 28,55 , а вычисленное значение по программе

С/С-Зе = 28,59 , т .е .  программа работоспособна.

8 .4 .2 .1 . Образцы для испытаний. При испытаниях на трбхтсчеч— 
ный изгиб применяются плоские образцы о боковой трещиной. Для 
этого в середине боковой стороны образца делается надрез с радиу
сом в вершине 0 ,4  мм, из которого выращивается усталостная трещи
на (р и с .8 .4 ) .

8 .4 .2 .2 . Экспериментальная установка. Испытания проводятся 
на про;шшленной установке ИМАШ-20-75 с помощью специального при
способления для нагружения при трехточечном изгибе (р и с.8 .5 ) .

Образец I устанавливается между опорами 2 и нагружающим роли
ком 3. Нагружающий ролик жестко закреплен на тяге 4, соединяющей 
сильфонные вводы 5 вакуумной камеры 6. Один из сильфонных вводов 
связан с нагружающей системой установки. Опоры 2 жестко прикреп
лены к днищу вакуумной камеры.



-  66 -



-  67 ~

XD

Ксо
о
р-

со кs  2а
tc Pi 
ф ф

CO &cj Pi со
а. Бч 

со СОРч е-<S  р
m со 
СО ф 
«  рк
О  S

Ы • о  
Ш ст. 

1—!

0 
s 0

2

1Г0° со
Р

CD
СО
со
счг

о
ГО р

Р
S
со
CV

s
ао
о*

сс ц1лг

.....
со

СО
COOPCN2

’ LO Р О О  
СО СО СО со

Р  02 СО СО О Н ф ^

COCVOCD 
СО СО 00 02

'• V
< ! П; ,о

р
CDCPPP  
СО СО СО 02
0 0 0 * 6

Ю Р  со СП) 
0~rX>CVP 
£ > Ю Р Р

0 * 0 0 * 0

e t is a d p o •̂м

-

СО О  СОР ю ю с о ю  
02020202

р о г ю с о
LOLDlOLD 
020202 02

S

■ « M s s  а
‘  dCII ‘ К 0 §

СО CD

а о й н к о  
- м о и  -:f: Р  М , со

Со
х

j п
VHOhBHS

'с -Х ь е я  1
СО
а> tc; 
о?

' К; ;•; о
1 J

'З-
><

• н э ь е н е  
* ил.пок а>

Ю 
О  сор  р

'К о н СО + +

>■0

• к э ь в н е
*<1./ь.[,ВН р

о

•Кон
со + +

csl
х

• н э ь е н е
• (К л а н

LO о  2  
^  2

•Кон + +

X

• н э ь е н е
• а л л е н

со О  2  р  2

•Кои
02 +• S

р
Й» \  

Р
Р 1—! 02



-  68 -

При нагружении образца на штатном двухкоординатном самописце 
установки автоматически строится график зависимости прогиба образ
ца от нагрузки (диаграмма разрушения). Датчики усилия и перемеще
ния (тензодатчики) наклеены соответственно на динамометре 7 и 
упругой пластине малой жесткости 8 . Перед испытанием датчики тари
руются. Измерение температуры осуществляется термопарой, приварен
ной к образцу вблизи трещины.

В

L

Рис.8 .4 . Образец

В установке имеется специальная система нагрева (до 423 К) 
и регистрации температуры.

На этой установке были испытаны образцы из АМгб; Д16АТ; В95АТ; 
MA2-I; MAI8; MA2I.

8 .4 .3 . Планирование эксперимента. Согласно методам планирова
ния эксперимента по определенному плану изменяются сразу все неза
висимые величины (факторы), определяющие условия эксперимента.

Модель эксперимента (функция отклика) была принята вида

6 12S« X , X 2 X3 X , X S , (8 Л 6 )

где -  факторы (переменные), влияние которых необходимо оценить,
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a , § j , j  , и т . д .  -  коэффициенты, определяющие степень
влияния не только отдельных факторов, но и их совместное воздей
ствие (двойное, тройное и т . д . ) .

Для оценки коэффициентов уравнения (8 .1 6 ) был проведен пол
ный факторный эксперимент (ПФЭ) типа 2К, где к -  число факторов.

8 .4 .3 .1 . Факторы. В эксперименте типа 2К каждый фактор прини
мает одно из двух значений, называемых верхним и нижним уровнями.
В таблице 8.13 представлены факторы и их характеристики.

Таблица 8 .13
Факторы

Л
п/п

Название
Размер
ность

Область
опреде
ления

Точность Приме
чание

i Толщина образца мм 4 .. .1 0 0,01 х<
2 Ширина образца II 1 5 . . .  40 0,01  ̂2.
3 Относительная длина 

трещины б .р . О со о -3 0 ,001 Хз
4 Логарифм давления Па —3*. .  +о I  % X*
5 Температура К 2 9 3 ...4 2 3 I Х.;Т

Для упрощения записи ус'ловий проведения эксперимента и прове
дения обработки результатов эксперимента используются кодированные 
значения факторов. В таблице 8 ,14 приведены кодированные значения 
факторов.

Таблица 8.14
Кодировка факторов

Факторы У р о в н и Интервал Размер
ность

-  I 0 + I

X, 4 7 10 3 нм
хг 15 27,5. 40 12,5 и

Хз 0 ,3 0 ,5 0 ,7 0 ,2 б .р .
X* -3 I 5 4 Па

293 358 423 65 К
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к
8 .4 .3 .2 .  Матрица планирования. Для ПФЭ 2 матрица планирова

ния строилась по следующему -правилу: в первом столбце ( Х<) знаки 
уровней чередовались через один, во втором ( Х 2) через два, в 
третьем ( Х3 ) через четыре, в четвертом ( X j,) через восемь, в 
пятом (Х 5 ) -  через шестнадцать, т . е .  по степеням цифры два (2° ,
2i , 2 2 и т . д . ) .  Матрица планирования приведена в распечатке про
граммы BIM. Количество экспериментов (без повторных опытов) N = р к, 
где р -  количество уровней. Для нашего случая N = 32, т . е .  мат
рица планирования содержит пять столбцов и 32 строки.

8 .4 .4 . Обработка результатов эксперимента. Обработка резуль
татов эксперимента проводилась на ЭВМ с исполнением программ MIT 
и ВТМ (см. разделы 5 и 6) .

После определения по программе MIT значений ^  и вычис
лялось расчетное значение критерия Кохрена Gp и проводилось его 
сравнение с табличным. Таким образом, проверялась однородность 
дисперсий.

Далее ЭВМ вычисляла 32 коэффициента уравнения (8 .1 6 ).
После определения значимости коэффициентов остаточная сумма 

квадратов вычислялась вручную.
После исключения незначимых коэффициентов и проверки адекват

ности модели уравнения регрессии получились в виде:
АМгбМ

З й = £7,628 + 1,3255 X l, - 0,4948 Х5 ; (8 .17)
Д16АТ

Эе = 24,558 + 1 ,3569Xч + 0 ,4022Х 5 ; (8 .18)
В95АТ

Зй = 17,29 + 0,6087X „ + 1 ,1 8 4 4 X 5- ; С8-19)
MA2-I

= 7,196 + 0,6712 Х^+ I , I 5 2 8 X S + 0 , I 4 7 8 X VX 5 ; (8 .20)
MAI8

3 t = 19,144 + 1,635Х*+ 3,09?х5 + ОДЗвХ^ Х5 ; (8 .21)
MA2I

З ь = 5,766 + 0 ,5172Х ^+ 0,8916X5-+ 0 , 2 8 3 4 Х ^ Х 5 . (8 .22)

8 .4 .5 . Анализ уравнений регрессии ( 8 . 1 7 ) . . . ( 8 . 2 2 )  показывает:
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1. Значение критерия - dc при данных интервалах варьирования 
факторов не зависит от геометрии образца и трещины, а следователь
но, может быть принято в качестве критического - П1с для материала.

2. На величину оказывают влияние не только вакуум и
температура, но и их взаимодействие (коэффициент £ ,,5 значим).

3. Получены интерполяционные зависимости.
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