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Введение

ОСНОВЫ ПОНЯТИЯ И ЗАДАЧИ
ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Управление - это такая организация того или иного процесса, кото
рая обеспечивает достижение определенных целей.

Любой процесс управления включает в себя следующие этапы:
- сбор и обработка информации в целях оценки сложившейся ситуации;
- принятие решения о наиболее целесообразных действиях; 
-исполнение принятого решения.
Все перечисленные этапы могут быть очень сложными и должны выпол

няться в кратчайшее время с высокой точностью. Решить такие задачи 
непосредственно человеку, в силу физиологических ограничений, невоз
можно, и на помощь ему приходят системы автоматического управления - 
САУ.

Автоматическое управление - это управление, осуществляемое без 
участия человека.

Развитие методов и систем автоматического управления происходит 
на базе общей теории управления - кибернетики. Часть кибернетики,свя
занная с изучением вопросов управления в технических устройствах, на
зывается технической кибернетикой. Предметом технической кибернетики 
является анализ информационных процессов управления техническими объ - 
ектами, синтез алгоритмов управления ими и создание систем управления, 
реализующих эти алгоритмы. Таким образом, кибернетика включает в се
бя как составную часть теорию систем автоматического управления и ре
гулирования. Отличие САУ от систем автоматического регулирования - САР 
заключается в том, что первые значительно сложнее как в отношении вы
полняемых задач, так и структуры. САР предназначены для реализации от
носительно простых функций управления отдельными величинами и процес - 
сами.
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Всякий процесс управления подразумевает наличие объекта управле
ния (регулирования), управляющей части (подсистемы) и информационно
измерительной подсистемы (оценивающее или наблюдающее устройство 
(рис. 1).

Р и с. I. Общая схема САУ

В системе управления можно выделить следующие группы переменных.
1. Переменные X,(t) , i = I, 2,...,п характеризуют состояние

объекта управления и носят название переменных состояния. Эти перемен
ные образуют вектор состояния .

2. Управляющие переменные Uji) , i = I, 2,..,m являются 
координатами вектора управления U(t) .

3. Измеримые (задающие) внешние входные воздействия (Jjt) ,
i = I, 2,...,i образуют вектор (T(f).

4. Возмущающие воздействия fjt) , i = I, 2,...,к , описыва
ют вектор возмущений F(t) .

5. Измеряемые (наблюдаемые) переменные yjt) , 1=1, 2,...,х,
представляющие собой те 1 из параметров состояния или их линейные 
комбинации, сведения об изменении которых поступают в управляющую под
систему. Эти переменные являются координатами вектора наблюдения y(t).

В современной теории управления термин объект управления следует 
понимать более широко, чем обычно: к объекту относят исполнительные 
органы и предшествующие им усилители, а также чувствительные элементы 
измерительных устройств, принимая их выходные сигналы в качестве сос
тавляющих вектора состояния.

Рассмотрим случай, когда задачей управления является выполнение 
условия
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Х(1)-(И±).

Основной причиной, нарушающей это соотношение, является вектор 
возмущения. Отсюда возникла следующая идея управления: измерить вектор 
Ё (+) и на основании этого сформировать такой вектор управления Ш 4 ) , 
который обеспечит достижение цели управления. Такой принцип, впервые 
предложенный французским ученым Понселе в XIX веке, носит название прин 
чипа управления по возмущению. При реализации этого принципа перемен - 
ные состояния не используются, т.е. цепь от объекта управления до уп
равляющей подсистемы разомкнута. Такие системы получили название 
разомкнутых систем. Для них характерна функциональная зависимость

и-и(& ,П  .
Разомкнутым системам характерны следующие недостатки:

- инвариантность (независимость) переменных состояния обеспечива - 
ется Только по отношению к тем компонентам вектора возмущения, которые 
могут быть измерены;

- инвариантность по отношению к контролируемым возмущениям
обеспечивается только при строгом соответствии параметров объекта и 
управляющей подсистемы их расчетным значениям.

Естественное желание избавиться от этих недостатков привело к 
широкому использованию САУ, работающих по отклонению.

В управляющей подсистеме вырабатывается вектор отклонения,и век
тор управления в этом случае является функцией вектора входа и состо
яния

ит-и(Е )=щ с,х) 

Задача САУ в данном случае состоит в обеспечении минимума отклонения

й т |Е (» |* Е у п .

Реализация принципа управления по отклонению возможна только при 
замыкании цепи отрицательной обратной связи, т.е. цепи от выхода объ
екта до управляющей подсистемы со знаком минус. Возникает замкнутый 
контур управления. Такие САУ получили название замкнутых. Замкнутые 
САУ по сравнению с разомкнутыми обладают следующими преимуществами: 

они инвариантны по отношению ко всем возмущениям, так как вектор 
отклонения Е несет информацию о влиянии всех компонент вектора воз
мущения на процесс управления;
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снижаются требования к стабильности характеристик объекта и уп
равляющей подсистемы, так как их изменение немедленно приводит к по
явлению отклонения и его компенсации за счет выработки управляющего 
воздействия.

Этим и объясняется то, что в настоящее время системой автоматичес
кого управления в широком смысле называется система, стремящаяся сохра
нить в допустимых пределах вектор отклонения за счет использования прин
ципа отрицательной обратной связи. Данное определение не исключает воз
можности использования и комбинированных САУ.

В свете рассмотренного кратко охарактеризуем основные задачи тео
рии автоматического управления (ТАУ).

1. Разработка методов синтеза САУ, удовлетворяющих заданным тре
бованиям.

2. Разработка методов анализа САУ.
3. Разработка принципов построения и методов коррекции динамичес

ких свойств САУ.
Описание некоторых методов решения указанных задач ТАУ является 

целью предлагаемого курса лекций.
Системы автоматического управления можно классифици

ровать по следующим признакам.
1. По наличию или отсутствию дополнительных источников энергии 

САУ подразделяются на системы прямого и непрямого регулирования.
Системы прямого регулирования - это системы, в которых для при

ведения в действие регулирующего органа не требуется дополнительных 
источников энергии, т.е. чувствительный элемент непосредственно пере
мещает регулирующий орган. Примером такой системы может служить регу
лятор заданного уровня воды в паровом котле, изобретенный русским 
механиком И.И.Ползуновым в 1765 г.

В противном случае САУ является системой непрямого действия. Эти 
САУ используются в подавляющем числе случаев, так как почти всегда 
сигнал ошибки Eft) недостаточен по мощности для управления регу
лирующим органом.

2. По характеру сигналов, циркулирующих в системе, САУ подразде
ляются на непрерывные, дискретные и дискретно-непрерывные (гибридные).

3. По виду уравнений, описывающих систему, САУ бывают линейными и 
нелинейными. Важнейшим свойством линейных систем является свойство 
(принцип) суперпозиции, который определяется выражением

A^x^-Zc^H).
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Иными словами, для линейной системы при любом операторе А ли
нейной комбинации входных сигналов соответствует та же линейная ком
бинация выходных сигналов.

4. По характеру изменения задающего (входного) воздействия САУ 
делятся на системы стабилизации, следящие системы и программные САУ.

Системы стабилизации - это САУ, которые обеспечивают поддержание 
требуемого значения регулируемой величины относительно неизменного за
данного значения д(4)-(}“соп.з1.

Следящие системы предназначены для изменения регулируемой величи
ны х(О по закону, который заранее неизвестен, так как величина 
переменна и, в общем случае, случайна. •

Программные САУ - это системы, в которых входное воздействие из
меняется по заранее заданной программе

д(П-дпрН).

Нетрудно заметить, что системы стабилизации и программные САУ 
являются частным случаем следящих систем.

5. По величине и характеру ошибки £(1) САУ бывают статически
ми и астатическими.

В системах, статических по отношению к какому-либо воздействию, 
ошибка, вызванная этим воздействием, после окончания процесса регули
рования становится равной некоторой постоянной величине £С1П , на
зываемой статической ошибкой.

В системах, астатических по отношению к какому-либо воздействию, 
после окончания процесса регулирования ошибка, вызванная этим воздей
ствием, равна нулю.

6. По числу замкнутых контуров регулирования САУ делятся на одно
контурные и многоконтурные.

7. С точки зрения возможностей изменения параметров управляющей
подсистемы, в зависимости от изменяющихся в процессе функционирования 
параметров объекта управления, САУ бывают обыкновенными и самонастра
ивающимися (адаптивными). .
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I. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ САУ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ

1.1. Математические модели САУ

Математическим аппаратом исследования САУ являются дифференциаль
ные уравнения. Дифференциальные уравнения описывают движение системы 
и, с этой точки зрения, являются уравнениями динамики. Из уравнений ди
намики можно получить уравнения статики, если положить в первых все 
производные равными нулю. Уравнения статики описывают поведение САУ в 
установившемся режиме.

Дифференциальные уравнения САУ, составленные в соответствии с фи
зическими законами функционирования ее элементов и факторами, от кото
рых зависят переменные уравнений, практически всегда являются нелиней
ными. Дифференциальные уравнения САУ, записанные в виде системы урав
нений либо в виде одного дифференциального уравнения высокого порядка, 
представляют собой математическую модель системы. Математическая мо
дель является основой для анализа свойств системы и степени их соот
ветствия поставленным требованиям. Возможности исследования математи
ческих моделей САУ во многом определили направления развития теории 
автоматического управления. Одно из них связано с отсутствием однознач
ных аналитических методов решения исходных нелинейных дифференциальных 
уравнений, что не позволяет создать эффективные методы анализа и синте
за САУ. Это положение послужило причиной развития идеи линеаризации, 
т.е. замены исходной нелинейной модели линейной, близкой по решению к 
исходной в определенном диапазоне изменения начальных условий и пара
метров. Линеаризацию исходной нелинейной модели наиболее часто проводят 
по методу малого отклонения, который основан на разложении нелинейной 
функции в ряд Тейлора.

Пусть САУ описывается системой дифференциальных уравнений первого 
порядка с постоянными коэффициентами

* 1 -М х ,с р  , 1-1,2.......п . ( Ы )

В этом уравнении нелинейная функция Их,9) непрерывно дифференци
руема по каждой из переменных. При нулевых или постоянных векторах Х о 
и дс уравнение равновесия будет таким:

0 = ̂ ( 1 О,9о). <Ь2)

Представим векторы переменных в виде
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х(Н“1,,<-дхН) 
<}(*) = + лд(+)
Х(1)“ Х 0 ТдХ((-) _

(1 .3 )

(1 .4 )

(1 .5 )

Подставим (1 .3 ) в (1 .1 ) ,  получим 

х ^ )  = /¡. (х „+  д х (1 ) , + д ^ 1 ) ) .

Разложим нелинейную функцию в ряд Тейлора: 
х 0 * д ± Н ) - ^ ( х в + ^  +  > ( х о ,9 о ) д х  +

В этом выражении представляет собой остаточный член,
включающий в себя составляющие со степенями д х  и дд выше пер
вой. Предположим, что величины отклонений ДХ(ф) и Д(}(ф) настолько
малы, что их степени выше первой и их произведения являются бесконеч
но малыми величинами высших порядков малости по сравнению с дх(Ф) 
и Д<}(Ф) и ими можно пренебречь. Тогда Рп + 1 =0. Уравнение 

¿о’ ^ о . У о )  (1 .6 ) 

является уравнением установившегося режима, в частном случае определя
ющимся выражением (1 .2 ) .  Вычитая (1 .6 ) из (1 .5 ) ,  получаем

д х ^ )~  (хо ,д 0) д х  + (х 0 , ^ 0)дс|>, (1 .7 )

Уравнение (1 .7 ) является линейным дифференциальным уравнением 
относительно отклонений от невозмущенного (установившегося) движения. 
Итак,невозмущенным движением называется теоретическая траектория,отве
чающая уравнению (1 .6 ) установившегося режима при заданных параметрах, 
начальных условиях и воздействиях. Уравнение в отклонениях (1 .7 ) опи-
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сывает возмущенное движение САУ, являющееся результатом действия ка
ких-либо возмущений, приводящих к появлению отклонений от невозмущен
ного движения.

Система линейных уравнений (1.7) может быть сведена к одному 
уравнению высокого порядка. Сложность аналитического решения диффе - 
ренциальных уравнений высокого порядка без применения вычислительной 
техники и невозможность в этом случае создать общие методы анализа и 
синтеза САУ привели к широкому использованию на первом этапе развития 
ТАУ методов, связанных с применением математического аппарата преоб
разований Лапласа и Фурье. Эти методы и составили сущность так назы
ваемой классической теории автоматического управления. Появление и ши
рокое распространение быстродействующих ЭВМ позволило разработать но
вые методы исследования САУ, определившие современную теорию управле
ния, связанную с понятием пространства состояний.

1.2. Передаточные функции САУ

Понятие передаточной функции системы или какой-либо ее части яв
ляется одним из основных в классической теории автоматического управ
ления.

Пусть система описывается линейным дифференциальным уравнением 
п-го порядка.

(]81

Перейдя в этом выражении к изображениям по Лапласу, при нулевых 
начальных условиях получим

(o0s,l+a<s'l’V...+an)x(s)’ (60sm+^sm’^...+ 6m)&(s) U-9)

или

A(s)X(s)-B(5)G(s). (I.IO)

В этих выражениях S • оператор Лапласа; X(s) - изображение 
выходной величины; G(s) - изображение входной величины;

A(s) = aosri + a1s,VH + ...+ a^s + ua ;

B(s)- 60sm + ..+ «m_,s + .
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Из (I.IO) можно получить

W(s) GU) AU)

Передаточной функцией линейной системы или звена называется отно- 
к изобра-

при нулевых начальных условиях.

(I.II)

P и c. I.I. Структурная схема САУ

шение изображения по Лапласу выходной величины 
жению по Лапласу входной величины

Рассмотрим САУ, в состав 
которой входят автоматический 
регулятор с передаточной функ
цией Wp(s) , объект управления 
с передаточной функцией Wc(b) 
и некоторое звено отрицательной 
обратной связи с передаточной 
функцией W0C(S). На схеме
(рис. I.I) обозначено: E(s) - изображение ошибки регулирования; R(s)- 
иэображение выходного сигнала автоматического регулятора;изоб
ражение выходного сигнала звена обратной связи; F(s)~ изображение 

действующего возмущения.
Если обозначить передаточные функции звеньев как Wjs)» ' ; » 
C(s)

,то система уравнений примет вид

A(s)X(s) = C(s)R(s) + M(s)F(s)

BU)R(s) - N(s)E(s) 

E(b)=G(s)-W0C(s)X(s)

Здесь М($) - оператор, характеризующий воздействие возмущения. 
Оставив в правых частях только входное воздействие и возмущение, по
лучим :

(I.I2)

A(s)X(s)-C(s)R(s)»M(s)F(s)

B(s)R(s)~ N(s)EU) =о

Hc<s)X(s) + EU) - G(s) . .

Характеристический определитель системы 
О

-N (s)2)(s) =
A (s) -C(s)

B(s) A(S)B(S) + C(s) N(s)Woc(s) .

(1.13)

0 11.14)

WOC(S) 10

определитель no X(s) и решив систему (I.I3),Найдя замещенный 
будем иметь

Х(а.«и Св1+мыйа_гм. (I.I5)

II



Передаточная функция Ф(а)° называется передаточной

функцией замкнутой САУ по задающему воздействию. Передаточная функция 
Ф4 (5)>-^ называется передаточной функцией замкнутой САУ по воз

мущению.
Разрешив систему (1 .1 3 ) относительно ошибки, получим

Е ( в ) Г ( 5 )  . ( 1.16)

Передаточная функция Ф£ (ь )-  называется передаточной

функцией замкнутой * САУ по ошибке от задающего воздействия.
Обозначим передаточную функцию прямой цепи регулирования как 

4 ( 5 ) :

“ Wp(s) W0 (s) =
N(s)C(s)
A(s)B(s)

и найдем зависимость Xo c (s) от сигнала ошибки
X /о  _ N (S) C(s) ( ,  . . р .

4  A(s) B(s) w o<As > b(s) .
Передаточная функция W(s) = - ^ - £ ^ W o c(s)= Wn (s)W0C(s) 

называется передаточной функцией разомкнутой САУ.
Разделив ( I . I 5 )  и ( I . I 6 )  на A(s)B(s) , получим

Ф(5)- VM(s)
1 + W(s)

q>(s)= 4
i  +• W(s)

Нетрудно видеть, что при единичной обратной связи 
(у /« (5 )~ -|) М(5) = 4 ( 5 )  И Ф£ (Ь ) - - ( -ф (5 )  .

(1 .17)

(1 .18)

(1 .19)

Если САУ используется при ненулевых начальных условиях, то, учиты
вая известное выражение [9 ]

(ГхЦ) 
di" - >  Sn X(5)-Sn - 4x ( 0 ) - . . . - x <nfoy

можно вынести начальные условия в правые части уравнений (1 .13 ) 
и считать их возмущающими воздействиями.
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1.3. Основные понятия современной теории управления

С математической точки зрения анализ систем в пространстве состо
яний означает применение методов матричного исчисления и векторного 
анализа к использованию решений систем дифференциальных уравнений пер
вого порядка.

Пусть САУ описывается системой
X = АХ + BG . (I.2O)

Здесь X - вектор состояния; G - вектор входа; А - матрица размера 
пхп ; В - матрица размера n«m .

Состоянием системы в момент t0 является информация, которая 
вместе с некоторой входной функцией, заданной для определя
ет единственную выходную функцию при любом Т>10.

Для полного описания САУ .к (I.20)необходимо добавить уравнения, 
устанавливающие связь между вектором состояния и выходным вектором 
y(t) информационной подсистемы

У = СХ , (I.2I)
где С - матрица размера кхц , называемая матрицей выхода или мат
рицей наблюдения.

Основными понятиями современной теории управления являются поня
тия управляемости и наблюдаемости.

Система (1.20) называется полностью управляемой, если существует 
ограниченное управление G(t) , позволяющее перевести систему за конеч
ное время O-cT^t1 из произвольного начального состояния Х(0) в 
произвольное конечное состояние Х(Т) .

Система является полностью управляемой тогда и только тогда,ког
да матрица управляемости имеет ранг и :

чапд Rs = iaru}[B, АВ ,(Аг)В,... ,(А)" <в]=п. (1.22)

Система называется наблюдаемой, если по измерениям векторов У(В 
и G(t) на конечном интервале времени можно однозначно оп
ределить начальное состояние X(t0) . Систему называют полностью на
блюдаемой, если наблюдаемы все ее состояния в любые моменты времени. 
Система полностью наблюдаема, если ранг матрицы наблюдаемости Rn ра
вен п :

чапд₽п = чап(ДсТ, aV/a^cY..,^)'' <Ст]=п. (1.23)

Понятие наблюдаемости позволяет определить минимальный состав 
измерительных устройств, необходимый для решения задачи управляемости.
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2.ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ САУ

2.1. Временные характеристики САУ

Временные характеристики представляют собой зависимость выходного 
сигнала системы от времени при подаче на ее вход некоторого типового 
воздействия. В ТАУ используются понятия переходной характеристики и 
импульсной переходной характеристики.

Переходной характеристикой называется зависимость выходно-

го сигнала системы от времени при подаче на вход 
единичного ступенчатого воздействия 4(t)(рис.2.1). 
Данное входное воздействие определяется выражени
ем

О при

Р и с. 2.1.Еди
ничное ступен - 
чатое воздейст- 

тие

KtW
I при

t*0

t >0 .
(2.1)

Изображение 
ствия по Лапласу

единичного ступенчатого воздей- 
будет -l(t) <ls . Обозначив как

H(s) изображение переходной характеристики, получим

H(s)-W(s)L(Kt))»W(s)-y ’ 
(2.2)

где \7(э) - передаточная функция системы.
Переходная характеристика может быть найдена либо непосредственным 

решением дифференциального уравнения системы, либо путем обратного 
преобразования Лапласа, в том числе и с помощью таблиц.

При неединичном ступенчатом воздействии j(t) = N4(t) , где
N = const , в соответствии с принципом суперпозиции выходная реакция 
системы будет

x(t)=NMtk (2.3)

Импульсной переходной функцией ^(t) называется зависимость вы

ходного сигнала системы от времени при подаче на ее вход единичного 
импульса ( <S -функции) d(t) .

Единичный импульс (рис. 2.2) определяется выражением

,t<T 
, t=T (2.4)

О ,t>T ,

где может быть и Т = 0.
Для J-функции справедливо соотношение
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= 4 , (2.5)

т.е. площадь этой функции равна I. Легко показать, 
что -функция и единичное ступенчатое воздейст - 
вие связаны соотношением

Рис. 2.2. Единич
ный импульс

(2.6)

L(d(tj) = L

В соответствии с этим

Поэтому импульсная переходная характеристика определяется выраже
нием

K(s) = W(s), (2.8)

таким образом, передаточная функция САУ является изображением ее функ
ции веса.

Из уравнений (2.8) и (2.2) следует

• (2.9)

Пример. Найти переходную характеристику и функцию веса системы 
с передаточной функций №(ь) - •

где X = •

По таблицам преобразования ЛАПЛАСА находим

h.(t)=е ) = £(•<-еtylr) >

' K(s)= Ts+-( = ’s+z" и’ воспользовавшись таблицами, получаем "¿(f) ~
= A. g-t/r .
Т Такое'же выражение для -k(t) получим, продифференцировав функцию lift).

Импульсную переходную характеристику удобно использовать для опре
деления реакции системы на воздействие f(t) произвольного вида: 

x(t) = J f(T)*(t-r)dT . <2.10)

0 ГТПоследнее выражение носит название интеграла Дюамеля [7, 5J.
Естественно, что сигнал на выходе физически реализуемой САУ не 

может появиться рзньше входного сигнала, т.е. -ft(t) =0 при t^O. С 

точки зрения преобразования Лапласа это соответствует условию
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lim V/(s)-o.
$-*>00

Если

Wls,--ra
р m £ m-4 о
DpS + 04S Dm
aosn + a,sn'1+...+an

(2.II)

(2.12)

выполняется только при m<n . Это и есть выражението условие (2.II) 
принципа физической реализуемости системы

2.2. Частотные характеристики САУ

Пусть входное воздействие <j(t) представляет собой гармоническую 
функцию вида

(}(t)-Gmcosu)t . (2.13

Используя формулу Эйлера, получим
jut -iwt

. е + еcos wt =---------- - ------------- •

Тогда

(2.14)

ся в
Дифференциальное уравнение САУ в изображениях по Лапласу запишет- 
виде

A(s)X(s) = B(s)&(s) (2.15)9

где A(s) - полином порядка - полином порядка пт

ся в
При
форме

X<(t)

частное решение уравнения (2.15) ищет-

W(jw)e (2.16)

W(jcj) - некоторая функция частоты
Подставив ^(t) и в (2.15)

получим

где U) •

, сократив на и

Отсюда
=• +64(101) +...+ &пя _ B(jco)

a0(jcj)"+a/jw)'x^+ ... + an A(jw) (2.1?)

п ; B(s)

>

»
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Сравнивая (2.1?) и (2.12), можно заключить, что функция 
получается из передаточной функции \л/(в) простой заменой .

Функция называется частотной передаточной функцией системы.
Комплексную Функцию \л/(^<о) представим в виде

\л/(|ю)= А(ш)е ’̂ . (2.18)

Тогда ,

Если в выражение (2.15) подставить функцию а(и =*(?
С ( 1 / )) " **

по аналогии получим Хг(Ф)=——А(ш)е.

Согласно принципу суперпозиции
¡(уф * *(«•») -¡(иФ-ьч'М] 

х(+) -х<(Ф) +■ Хг(ф)« - (

= Б^А^) с(Д> (шФ + Ч>(о>)) .

, то

(2.19)

Последнее выражение показывает, что вынужденные колебания, вызы - 
ваемые в устойчивой линейной динамической системе гармоническим вход - 
ным воздействием, представляет собой гармоническую функцию времени,име
ющую ту же угловую частоту, что и входное воздействие, но отличающуюся 
от последнего по амплитуде и по фазе.

Зависимость отношения А(ы) амплитуды выходного сигнала к ампли
туде входного сигнала от частоты называется амплитудной частотной ха
рактеристикой (АЧХ) системы.

Зависимость фазового сдвига Ч(Ю) между входным и выходным сигна
лами от частоты называется фазовой частотной характеристикой (ФЧХ)бис- 
темы.

С этой точки зрения частотную передаточную функцию называют
еще амплитудно-фазовой частотной характеристикой (АФЧХ). Вычисление 
частотных характеристик удобно вести по известной передаточной функции 
системы \л/(в) , сделав в ней замену 5=^10 :

. <г-20'

Здесь и (со) - вещественная частотная характеристика, - мнимая
частотная характеристика. Отсюда следует:

А(<л)) = II (ю) + ,
4>((л))=ц'1сф||-^^ • (2.21)

I?



/
Пример. Определим частотные характеристики звена с передаточной 

£
функцией М(б) - +"- •

После подстановки 5=}<о будем иметь

1 + Тго>г ’

им- \ г ;
1 + Та)г * ч +т V ’

АМ-....1^;
4{са) = - ачск^Тю .

Этим выражениям соответствуют графики характеристик, показанные на

Р и с. 2.3. Частотные характеристики звена 
с передаточной функцией

2.3. Логарифмические частотные характеристики

Частотные характеристики широко распространены в практике анализа 
и синтеза САУ и являются основой аппарата классической теории автома - 
тического управления. Недостатком их является сложность построения,так 
как, особенно для систем высокого порядка, они представляют собой 
сложные функции частоты и графически отображаются в виде кривых самой 
различной формы. В целях исключения этого недостатка используются ло
гарифмические частотные характеристики (ЛЧХ).

Логарифмической амплитудной частотной характеристикой (ЛАХ) назы
вается кривая, соответствующая выражению

Ки>)=20^А(о>) (2.22)

и построенная в логарифмическом масштабе частот.
Логарифмической фазовой частотной характеристикой (ЛФХ) называют 
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фазовую частотную характеристику Ч(ш) , построенную в логарифмическом 
масштабе частот.

Величина 1(со) измеряется в дицибелах, Ч’(ы) - в градусах. Еди
ницей измерения логарифмической оси частот являются октавы и декады.

Октавой называется частотный интервал, соответствующий изменению 
частоты в два раза и равный . Декадой называется частотный интер
вал, соответствующий изменению частоты в 10 раз и равный .
Легко подсчитать, что в одной декаде содержится 3,32 октавы. Точка, 
соответствующая ш = О, лежит слева в бесконечности, так как 
Поэтому ось ординат проводят через любую точку на оси частот так, чтобы 
справа располагалась та часть ЛЧХ, которую нужно исследовать. Ось час
тот разбивается в логарифмическом масштабе, но для удобства инженерной 
практики под точками этой оси пишут значения собственно частот и> 
(рис. 2.4).

-90

делада декада декада

_____ I—I-
•Л о, л I

-х. 
г.

-1-1_______I ■
в 10 ¿0 чо

Окта&ы

&
_1 ч

Р и с. 2.4. Оси логарифмической системы координат

Если необходимая частота о>х не совпадает ни с октавой, ни с де
кадой, то найти ее положение на оси частот при избранном масштабе гп 
[мм/дек] можно по выражению

о Ы*
<Л?’ = ГП'Ч Т57 ’ (2.23)

где соо - частота, соответствующая началу координат.
Обратная задача решается использованием формулы

со, 7т
Ш, = сэо-40 . (2.24)

Важнейшим свойством ЛЧХ является то, что ЛАХ на графиках могут 
изображаться отрезками прямых линий, наклон которых к оси частот из
вестен.
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Во многих случаях передаточную функцию системы можно представить 
в виде произведения передаточных функций элементарных звеньев

М М ’ П Ц М . 
1'1 п  .

Тогда Д м ^ и ) “ ,ПД(ш)е*'₽1(ш).

Очевидно, что ЛЧХ системы будут

1(ы )-ЕЦ (о) ,1*4
Ч«э) = £ч |-(ы).

(ч

(2.25)

х 
Пример. Определим ЛЧХ для САУ с передаточной функцией -

Используя результаты предыдущего примера, получим

ЬМ & - го ^ /т V + / .

Ы 0=-р" • Первая прямая параллельна оси частот, вторая имеет наклон 
-20 дцб/дек.

При
4

величина и

При Ц) > величина и Ь(сэ) = -2о-^Тси).

ЛАХ системы состоит из двух прямых, которые сопрягаются в точке

Р и с .  2.5. ЛЧХ системы 
с передаточной функцией

Частота ср0 называется частотой 
сопряжения. Исходя из удобства определе
ния показателей устойчивости САУ, ось ор
динат в отношении ЛФХ разбивают так, что 
с началом координат совпадает точка -180? 
а положительное направление направлено 
вниз. ЛЧХ для рассматриваемого примера 
показаны на рис. 2.5. ЛАХ, построенная в 
виде отрезков прямых,называется асимпто
тической.

В заключение отметим, что так как 
для физически реализуемых систем п > т ,  
то

¿ ь т  Wij.ce) = О .
( * ) - * •  <хэ (2.26)

Это означает, что реальные САУ являются фильтрами низких частот.
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3. ТИПОВЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗВЕНЬЯ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ

Пусть некоторая САУ описана

где B(s) - полином порядка m ; 
пг< гг.

Найдя корни полиномов Bis)

3.1. Динамические звенья автоматических систем

При изучении САУ составляющие их элементы можно классифицировать 
по функциональному назначению и принципу действия. Но такая классифи - 
нация не дает ответа на основные вопросы ТАУ - какими динамическими 
свойствами обладает система и какие действия нужно предпринять, чтобы 
улучшить эти свойства. С этой точки зрения в ТАУ принято представлять 
САУ в виде соединения динамических звеньев.

Динамическое звено - это математическая модель элемента или части 
САУ, записанная в виде одного линейного дифференциального уравнения 
либо в виде системы дифференциальных уравнений в форме Коши. Такое 
представление САУ позволяет абстрагироваться от физической их сущности 
и проводить исследования любых систем, используя единый математический 
аппарат.

передаточной функцией

(3.1)

A(s) - полином порядка п , причем

и A(s) , каждый из них можно пред
ставить в виде произведения элементарных полиномов, каждый из которых 
имеет порядок не выше второго. Вещественному корню соответствует по
лином первого порядка, паре комплексно-сопряженных корней - полином 
второго порядка. Тогда передаточную функцию САУ можно представить в 
виде

V/(s)W^(s)...Wn(b), 2)

где каждая элементарная передаточная функция W¡(S) имеет порядок не 
выше второго и описывает элементарное динамическое звено. Исходя из 
(3.1) и (3.2), можно сказать, что элементарное динамическое звено 
это искусственно выделяемая часть САУ, соответствующая какому-либо 
элементарному алгоритму.

В ТАУ принято динамические звенья не выше второго порядка назы
вать типовыми звеньями. Существует восемь типов звеньев:

1. Усилительное или безынерционное звено

W(s) = £.

2. Идеальное дифференцирующее звено
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М(ь)-Ъ.

3. Идеальное интегрирующее звено
Ч (ь) ж к/э.

4. Апериодическое звено первого порядка

5. Звено второго порядка

М(5) = к

а) колебательное звено: ;
б) консервативное звено: с, = О;
в) апериодическое звено второго порядка: 1.
6. Форсирующее звено первого порядка

И(в)-к(Т5 + <).

7. Форсирующее звено второго порядка 

М(5) = Л(т|г+2Т?5+4) .

8. Звено чистого запаздывания

Схема САУ, представленная в виде соединения динамических звеньев, 
называется структурной схемой.

Динамические звенья обладают направленностью действия - от входа 
к выходу, что на схемах обозначается стрелками.

3.2. Соединения динамических звеньев

Имеются три основных вида соединения динамических звеньев:
- последовательное;
- параллельное;
-встречно-параллельное или соединение в виде обратной связи.
Последовательным называется соединение, когда выходная переменная 

каждого предыдущего звена является входной переменной для каждого 
последующего звена (рис. 3.1).

Из рис. 3.1 следует, что
Х(ь) = Ма(5)Хц_({$) - Мп(ь)\л/П.1(5) ХЛ.г(В) = .. Ма(5)&(5).
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Р и с. 3.1. Последовательное соединение звеньев

Таким образом, передаточная функция последовательного соединения 
динамических звеньев равна произведению передаточных функций составля
ющих звеньев:

W(S)»nWJs). (3.3)

Параллельным называется такое соединение звеньев, при котором 
нходная переменная для всех звеньев одна и та ве, а выходная - равна 
алгебраической сумме выходных переменных всех звеньев.

Очевидно (рис. 3.2), что
X(s)-4(S)G(S) + W/s)G(s) + ...+ Wn,(s)G(s)={w.(s) + WJs) + ...+Wn(s)]G(s) = 

= Zwi(s)G(s).
i-i

Передаточная функция параллельного соединения звеньев равна сум
ме их передаточных функций:

W(s)-£wí(S). <3.4)

Рис. 3.3. Встречно-парал
лельное соединение звеньев

Р и с. 3.2. Параллельное 
соединение звеньев

Встречно-параллельным называется соединение динамических звеньев, 
когда сигнал с выхода звена прямой цепи подается на его вход через 
звено обратной связи.

Из рис. 3.3 следует:
ХМ = VI, (ь) ЕМ
Е(5)-(И5)±Х0с(5) •

ХосМ = ЦсМХ(Ь). .
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Разрешив эту систему уравнений относительно Х(&) , получим

(3.5)

где Ф(5) - ■■ <у- передаточная функция - передаточная функция замкнутой сис
4 + №4$) №«;($)

темы , причем знак соответствует положительной обратной связи,а 
знак *+" - отрицательной.

Сраннинля с материалами п. 1.2, можно сделать вывод, что переда
точная функция И(ь)*№,(5)МосЙ) является передаточной функцией разомкну
той системы. Разрешив систему уравнений относительно изображения ошиб
ки, получим

(3.6)

Полученные выражения позволяют определять передаточные функции 
сложных многоконтурных САУ по их структурной схеме.

Пример. САУ задана своей структурной схемой (рис. 3.4). Найти пе
редаточные функции САУ.

С®

С
Р и с. 3.4. Структурная схема САУ

В соответствии с рассмотренными типами соединений звеньев получим:

М„(5)«Нг(5) + Ч3(ь) ; Ц,г(ь)»У7ч(в)• ^(ь).

Передаточная функция прямой цепи будет

Передаточные функции замкнутой системы

гр(з)- ______У>д(&)
&(5) 4 + )л/п(в) Ык(ь) ’
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_ E(s) 4ф ís\ = ±r.i_L- -------- 2------------ .
£ G(s) -i + VJn(s)Wot(s)

Сворачивание структурных схем по рассмотренным правилам возможно 
при отсутствии в структурной схеме перекрестных связей. При наличии 
перекрестных связей от них освобождаются по правилам эквивалентных ст
руктурных преобразований. Эти правила приведены в приложении.

3.3. Характеристики типовых динамических звеньев

I. Усилительное звено VJ(s)=ft. 
Очевидно: h.(t) « fc-l(l) ;

A(w)=*;
Ца>)-20-ЦЛ; Ч(ю) = 0.

2. Идеальное дифференцирующее звено И(ь)=к5.
Изображение переходной функции Н(а) = ^(ь)-£ = &; поэтому

Частотная передаточная функция , следовательно,иМ-0,
Поэтому А(ы)=ко> ; Ч(ш) =+90°; Ц<э)=20-^А(й))=20£<|£+20^сэ.

Таким образом,
+20 дцб/дек.

ЛАХ (рис. 
в точке ис , 
той среза. Так 
го1ук +го^а)с 
емого звена

ЛАХ звена представляет собой

3.5) пересекает ось частот 
которая называется часто- 
как в этой точке
= 0 , то для рассматрива-

(3.7)

прямую линию с наклоном

3. Идеальное интегрирующее звено 
Для этого звена Н(ь)»-|-у •

Тогда 1!1(()=С^Н(5)) = -к1 ;

При этом А(о>) = ^- ;

это уравнение прямой с наклоном - 20 дцб/дек (рис. З.б).
Для этого звена из уравнения 2.о1ук-2о{цысч) следует, что 

шс=£.

Р и с. 3.5. ЛЧХ идального 
дифференцирующего звена

‘-jü’ т.е. UM=0,V(w)’-¿--

; ЧМ = -90°. L(w) = 20fyA(cj) = 20Üj-fc-ZOlijU

(3.8)

4. Апериодическое звено 1-го порядка (характеристики звена рас
смотрены в разд. 2.1-2.3).
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5. Звено 2-го порядка

Рис. 3.6.Характеристики идеального интегрирующего 
звена

Дифференциальное уравнение этого звена мовно записать в виде

(3.9)

Здесь Т -постоянная времени звена, характеризующая его инерционность. 
Характеристическое уравнение звена имеет корни

т ~ т •
Если корни комплексно-сопряженные, что соответствует случаю (;<-(, 

то при &(а)= 0 решение уравнения звена имеет вид

"тгх(г) = е (с,+ С4С03^ ) , (3.10)

где •

Процесс имеет колебательный характер. Поэтому при звено
носит название колебательного звена. Параметр г; , характеризующий за
тухание колебаний, называется показателем затухания.

Колебательное звено

Переходная функция, полученная решением уравнения (3.9), имеет
вид

(3.11)

Тогда

(3.12)

Сделав замену , после преобразований получим
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А(со) = Е_____
/О-тгшг)г^тг^г

Ч'«О) = •
“*т:

-480°+- ачс4а > 4г
I • I и -4 Г

Тогда

1(ы) =2О<0 -20{(|У(|-То')г+ ^Тг51Ыг .

При 

со<у Ъ}Тг«4 , ЧТ*1;гы«1 и Ци>) = 20^к.

При и>у- со'т’»-! и (сэгТ’)г»^Т2г;аа)г . На этом участке Цсц)=20(д.к=40^Тм, 

т.е. представляет собой прямую с наклоном -40 дцб/дек (рис. 3.7).

Рис. 3.7. Характеристики колебательного эвена

Частота сопряжения В окрестности этой точки точная ЛАХ
может сильно отличаться от асимптотической, представляемой отрезками 
прямых. Для уточнения ЛАХ на этом участке разработаны специальные гра
фики, определяющие величину поправки в зависимости от величины £

Резонансная частота определяется выражением 
ираЧ^'2!/- (3.13)

В этой точке

(3.14)

Апериодическое звено 2-го порядка

Если корни уравнения (3.9) вещественные, что бывает при £ >4 ,
передаточная функция эвена приобретает вид

^(5) (т^+ОСг^-О , тг>ь • (ЗЛ5)
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Для этой передаточной функции по таблицам преобразования Лапласа 
можно получить

Частотные характеристики определяются как для последовательного 
соединения двух апериодических звеньев 1-го порядка.

Характеристики всех типовых звеньев приведены в приложении.
Пример. Передаточная функция летательного аппарата (ЛА) по углу 

тангажа может быть записана в виде

5(т*8*+гТгз+4 “_$'(т<5+0 тЧ’+гтсэ + 1 'М,(5)Ы2(5)ЧЭ(5). 

Построим ЛЧХ ЛА ПРИ 1=0,9; Т,- 1,8; Т = 0,12; £=0,1.
Из предыдущего следует, что

Ч’(ю) = - 90°+ ачс ЦТ,
при <а> у •

8,3.

Е(сз) - Ьч(сэ) + Ц(сэ) + Ь,(и) ;

-а'1С^7?г& ПРИ

Частоты сопряжения а01=у- = 0,36; а)04=
Построение ЛЧХ показано на рис. 3.8.
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Построение Цел) ведется суммированием наклонов Ц(ы),к2(и),к,(ш) 
в точках сопряжения. Ввиду малости величины С , ЛАХ колебательного 
звена уточняется по специальным графикам, приведенным в приложении.

4. ИССЛЕДОВАНИЕ САУ
НА АНАЛОГОВЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МАШИНАХ

4.1. Аналоговые вычислительные машины (АВМ)

Из предыдущего материала видно, что исследование САУ связано с ре
шением дифференциальных уравнений и определения на этой основе их рабо
тоспособности и качества. Непосредственное решение дифференциальных 
уравнений, даже с применением ЦВМ, не всегда оправдано с точки зрения 
обозримости и наглядности численных результатов и возможностей дискре
тизации процессов для исследования реальных непрерывных систем.

С этой точки зрения для исследования непрерывных САУ широкое при
менение нашел метод математического моделирования с использованием АВМ.
При математическом моделировании на АВМ реальная система заменяется 
моделью другой физической природы, причем дифференциальные уравнения, 
описывающие САУ и ее модель, одинаковы.

Основным элементом АВМ является операцион
ный усилитель (ОУ), который представляет собой 
усилитель постоянного тока, охваченный глубокой 
отрицательной обратной связью. На рис. 4.1 обо
значено: Z(jx - комплексное сопротивление
входной цепи; - комплексное сопротивле -
ние обратной связи.

Комплексный коэффициент передачи ОУ опреде

Р и с. 4.1. Опера
ционный усилитель

ляется соотношением

К—(4.1)

Рассмотрим основные типы решающих усилителей.
I. Масштабный усилитель показан на рис. 4.2. В этом случае

Roc

Рис. 4.2. Масштаб
ный ОУ

Roc
Z8x=R8x > zoc”Roc " .

Если Roc=RSx . т0 и8ых“_Ц.
усилитель называют инвертором.

(4.2)

и масштабный
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Рис. 4.3. Ин
тегрирующий ОУ

2. Интегрирующий ОУ представлен 
В этом случае , 2«=^

зать, что для этого ОУ

и««х =

на рис.4.3
Можно пока -

(4.3)

В частности, если 
то Т = 1 с.

показан на3. Суммирующий усилитель
рис. 4.4. Для этого усилителя

п __у Iol.

Если ?oe“R<>c.z«,i = R»,i(l
то получим простое суммирование с весами

Roc/R«,: • Если

то получим интегрирование с суммированием

4s»u т~ > Ъ - R>xi Сос.
1 1 о

1 мОм

(4.5)

другие математичесКомбинируя и Zoc , можно реализовать и 
кие операции.

На базе рассмотренных ОУ можно создавать схемы, моделирующие дви
жение достаточно сложных динамических систем. В состав АВМ входят обыч 
но также блоки моделирования нелинейных функций, блоки умножения и де
ления.

Исследованию САУ предшествует подготовительная работа, которая 
называется программированием АВМ. В процессе программирования выполня
ют следующие операции:

I) приводят дифференциальные уравнения к виду, удобному для мо
делирования;

2) выбирают масштабные коэффициенты и составляют машинные урав - 
нения;

3) составляют структурную схему модели и набирают ее на АВМ.

4.2, Масштабирование переменных

В АВМ все зависимые переменные дифференциального уравнения отобра 
жаются машинными переменными в виде электрических напряжений. Поэтому 
необходимо ввести масштабные коэффициенты, устанавливающие взаимно-од
нозначное соответствие между исходными уравнениями и их машинным ана-
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литом, при котором обеспечивается изменение машинных переменных в до
пустимом диапазоне в течение всего процесса решения. Соответствие меж
ду величиной Х(<.) и ее аналоговой моделью их(1) устанавливается со- 
1тношением

Kt)

цх(1)-тххИ), (4.6)
Г г 

где гпх - масштабный коэффициент, имевший размерность —----
I 

При выборе масштабных коэффициентов следует учитывать, что чем больше 
масштаб, тем меньше влияние погрешностей, обусловленных дрейфом нуля
ОУ, шумами и т.д. Но при этом должно выполняться условие

тх<
Umax
| | (4.7)

Для ламповых ABM типа МН-7 UITlax= 100 В.
Для АВМ на транзисторах Unxax' 50! В-
Задачи на АВМ могут решаться в реальном, ускоренном или замедлен

ном масштабе времени:

(4.8)

где t - реальное время; г - машинное время; гтц - масштаб времени.

Если ггц» 1, то говорят, что АВМ работает в реальном времени.Фи
зически это означает, что скорость реального процесса равна скорости 
вычислительного процесса, его моделирующего. Если время моделирования 
меньше времени реального физического процесса, то говорят, что АВМ ра
ботает в ускоренном времени. При этом гтц<1. При АВМ работает
в замедленном времени. Решение задач в ускоренном времени целесообраз
но при исследовании медленных процессов, а в замедленном времени 
быстропротекающих процессов.

Изменение масштаба времени иногда целесообразно использовать с 
целью изменения значений коэффициентов машинных уравнений, чтобы пе
ременные (или коэффициенты) не выходили за допустимые пределы.

4.3. Машинные уравнения и структурные схемы модели

4.3.1. Общий метод программирования

Данный метод удобен, если в правой части исходного дифференциаль
ного уравнения нет производных. Рассмотрим этот метод на примере диф
ференциального уравнения 4-го порядка

а0р1'х(1) + а<р\(1) + а2р2х(1) + а3рхи) .

31



Здесь Р=^ " оператор дифференцирования.

Разрешим уравнение относительно старшей производной:

Р‘хШ= а,Ч(П" Й Р’ХМ_ ЙР’х(1)" ЙР1(0 “ЙХ(1) •
(4.10)

Введем масштабы ггц.т*, гл* . При введении масштаба времени необходимо 
иметь в виду, что х(т) = х(гп*1), и поэтому = = 'Нг’

т.е. рх(1)«т*рх(т).

В общем случае

р1х(У-т{р1х(т). (4#п)

Р*

С учетом масштабов из (4.10) получим

Окончательно для старшей производной получим

р'ЦхЮ-^и^г) -■к,р’их(т)- £гр1иж(т) - ^}риж(Г) - ^и^т);

о . 1- Да . в, Д-з , е. __ СЦ
к<_ аоггц ’ я*= а„пг» ’ аот| > \ аот* (4.12)

Структурная схема модели строится по уравнению (4.12) в предполо. 
жении, что старшая производная известна. Далее она последовательно ин 
тегрируется, и полученные низшие производные подаются на вход с целью 
формирования старшей производной (рис. 4.5).

Р и с. 4.5. Схема модели при общем методе 
программирования
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Для удобства усилители на схеме обычно нумеруют, причем на набор
ном поле АВМ они также имеют порядковые номера. Часто входы усилителей 
на наборном поле тоже нумеруются (например, МН-7), что облегчает набор 
схемы.После набора схемы на АВМ и установки коэффициентов модель гото- 
на к исследованию.

4.3.2. Метод вспомогательной переменной

Данный метод применяется для программирования дифференциальных 
уравнений, содержащих в правой - нети производные от входного воздей - 
ствия, т.е. уравнений вида:

Еа/'хКЬУб/ (р). (4.13)
1’0 1-0

Введем вспомогательную переменную Z(t) , которая связана с иско
мой функцией соотношением 

m 
x(t)-i

L-0

Подставив (4.14) в (4.13) и сок
ратив на 2 ^рт 1 , получим:

п £ж?
¿сцр"'1г(О>д(П. (4.15)

Программирование уравнения (4.15) 
можно производить общим методом, а для 
получения искомой функции Х(1) следует 
использовать схему, изображенную на 
рис. 4.6.

Р и с. 4.6. Схема участка 
модели для получения x(t)

4.3.3. Метод канонической формы

Название метода определяется тем, что математическим описанием
САУ является система дифференциальных уравнений в форме Коши 

4^ +■ |4-11

гле

Введя масштабы ГН;, , ггц получим,

^»-Д • о.г

где ¿=4,2,...,н ; у = 4,2,...,п.
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Рис. 4.7. Схема моде
ли при методе каноничес

кой формы

Тогда структурная схема модели состо
иг из п, одинаковых каналов,входы которых 
формируются алгебраическим суммированием 
выходных переменных каналов с соответст' 
вующими коэффициентами (рис. 4.7).

Если описание САУ задано в виде пере
даточной функции,то необходимо перейти к 
ее описанию в виде системы дифференциальны
уравнений в форме Коши. 

Пусть передаточная функция системы

Ф(5)- В(5) Х(5)
A(S) " &<5) ’

Будем вначале считать, что тап . Разделив коэффициенты 
на а0 , дифференциальное уравнение запишем в виде 

(зп+а.1ь'1Н+...+ ап)х = (в05п+^5п'ч+...+ 8П)<}.

(4.18)

Это уравнение приводится к системе уравнений первого порядка:

где

^.-а(1Л-а1хпч-„.-апх< + Ц 

Х-Х« + Ко(}.

Коэффициенты определяются рекуррентными формулами: 

ft« = 6« ~

(4.20)

(4.21)

а«-т*т

m=o J

Если , соответствующие коэффициенты полагаются
равными нулю.

4.3.4. Структурное программирование

Сущность структурного программирования заключается в независимой 
аналоговой реализации модели каадого динамического звена системы с по
следующим соединением полученных моделей в соответствии со структурной 
схемой. Процесс структурного программирования АВМ состоит из следующих 
этапов:

I) структурная схема САУ представляется в виде соединения типовых 
динамических звеньев;
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2) каждое динамическое звено представляется в виде аналоговой мо
дели;

3) полученные элементарные модели соединяются в общую схему в со
ответствии с заданной структурной схемой.

Для моделей типовых динамических звеньев разработаны подробные 
таблицы, которые приводятся в приложении. Комбинируя соединения актив
ных и реактивных элементов, можно получить и более сложные аналоговые 
модели динамических звеньев.

В АВМ в качестве реактивных элементов используются емкорти. При 
разработке аналоговых моделей динамических звеньев следует помнить,что 
последовательное соединение активного и емкостного сопротивления дает 
комплексное сопротивление

ZXjw)‘R + = ' ^¿cRC ’ <4.22)

При параллельном соединении

Z/jw) = R +^С

а следовательно,

»

Z^u)= -l+%RC

Переходя к изображению по Лапласу (jco = s) получим соответственно 
Zd(s)=^L 

Z’(s,= TsR+1

(4.23)

Пример. Построить аналоговую модель 
апериодического звена 1-го порядка,

Очевидно, что
но быть

и Z6x(S) = PSx .

_ к__ (
Ts + (

- T-RC

Рис Аналоговая
модель апериодического 

звена Ьго порядка

для данного звена долж-

Ts + 1

’ T “ Roc С ос •

Схема аналоговой модели представлена на рис. 4.8

где -к =
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5. УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

5.1. Основные понятия теории устойчивости

В процессе функционирования система подвергается различного рода 
возмущающим воздействиям, которые вызывают отклонения ее от положения 
равновесия или заданного движения.

Система автоматического управления называется устойчивой, если 
после прекращения действия возмущений, вызвавших ее отклонение от по- ; 
ложения равновесия, она возвращается в положение равновесия или задан
ного движения. Следовательно, только устойчивая САУ является работоспо
собной.

Пусть САУ описывается системой дифференциальных уравнений

к-4,2,...,п,

(5.1)

где - переменные состояния; Ук - известные функции, определен
ные в некоторой фиксированной области & пространства состояний при 
любом 1» .

Обозначим начальные значения переменных как . Каждой системе 
начальных значений соответствует единственное решение

1|к( - 4-ц (£, |^<0, 1^го, (5.2)

К=4,2,...,И .

Допустим, что среди всех возможных движений нас интересует некото
рое заданное ^к = %* В частном случае, когда функции явно
не зависят от времени, решения описывают установившееся движение.
Им отвечают так называемые очевидные решения, которые находятся из 
уравнений

(У< > , К-4,2,...,П .

Введем отклонения

, к = 4,2,...,П. (5.4)

Подставив значения отклонений в исходную систему, получим

(5.5)
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где Хк(х,,х11...,Х1гД) Ук(^-л+ 1-^г+1^г > ’•'1 4'п- Л) .

Уравнения (5.5) описывают возмущенное движение системы. Выражение 
(5.4) определяет преобразование переноса начала координат в точку у* , 
и поэтому, если решение системы (5.1) сходится к значениям у.* , то
решение системы (5.5) сходится к нулю:

1к=0,
(5.6) 

КХ,2,...,П.

По терминологии Ляпунова уравнения (5.6) называют уравнениями не
возмущенного движения. При переменные Хк принимают свои на
чальные значения, которые называют возмущениями. Каждой заданной сис
теме таких возмущений отвечает однозначное и непрерывное решение сис
темы (5.5);

»• ••>■ (5.7)

Это решение представляет собой возмущенное
Изучим разности (5.4) в каждый момент

которое является уравнением сферы. Не
равенство Хх/Й представляет об- 

кв4
ласть, расположенную внутри сферы. Воз
мущенное движение при 1>10 может про
текать следующим образом:

1) изображающая точка М (конец 
вектора X ) все больше удаляется от 
начала координат, а величина Я неог
раниченно возрастает (кривая I на
рис. 5.1);

2) изображающая точка М остается 
кнутри некоторой окрестности координат,

движение системы.
. Рассмотрим уравне-

Р и с. 5.1. Виды движения 
изображающей точки

так что величина Р все время имеет ограниченное значение, не превос
ходящее наперед заданное малое положительное число £ , т.е. )?<£ 
(кривая 2 на рис. 5.1);

3) изображающая точка М с течением времени возвращается в начало 
координат, т.е. . Равновесное состояние системы можно считать
устойчивым, если система, получив начальное возмущение, в дальнейшем 
продолжает оставаться в ближайшей окрестности равновесного состояния 
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или же снова возвращается в это состояние. Для придания конкретного 
смысла понятию "оставаться в ближайшей окрестности" А.М.Ляпунов предл 
жил следующее определение устойчивости.

Невозмущенное движение называется устойчивым по отношению к вел 
чинам Х к , если при всяком произвольно заданном положительном числ 
Е.как бы мало оно не было, найдется другое такое положительное чис, 
|(£) , при котором для возмущений Х Ко , удовлетворяющих условиям 

1а кв1*1 > (5.9)

K-1,2,...,tl,
возмущенное движение будет удовлетворять неравенствам

I^kCWHe, (5.10
K=4,2,...,n

при любом t>t 0 . Неравенства (5.9) ограничивают область допустимых
начальных отклонений.

Если при любом сколь угодно малом £> 0 невозможно найти *[(£), 
при котором удовлетворяются неравенства (5.10), то система неустойчив:

Если система устойчива и движение ее таково, что tim R = О,то г< 
ворят, что система асимптотически устойчива.

Возвращаясь к геометрическому смыслу понятия устойчивости, можн< 
сказать, что невозмущенное движение устойчиво, если при любом произэо 
льно заданном R *  0, как бы мало оно не было, возможно выбрать тако' 
число A(R) , что для всех возмущений х к , удовлетворяющих условию

(5 ,П ] 

возмущенное движение будет удовлетворять неравенству

ZxJ(t)<R a (5.I2J
к-1

при всяком t>t a . Если выполнение неравенств (5.II) и (5.12) требует 
ограничения возмущений Х Ко их достаточно малыми значениями, то гово 
рят об устойчивости в малом. Если при любых R можно выбрать такое X, 
что указанные неравенства выполняются, то рассматривают устойчивость i 
большом.

Методы исследования устойчивости, разработанные А.М.Ляпуновым, 
позволяют нам говорить о свойствах возмущенных движений, не прибегая к 
интегрированию уравнений (5.5), и поэтому указывают путь к рациональ ■ 
ному построению автоматических регуляторов.
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Э.2.Исследование устойчивости
по уравнениям первого приближения

Уравнениями первого приближения являются уравнения, полученные в 
результате линеаризации исходной нелинейной системы

ci Ik
d.t + FK (ax.,, дхг,, (5.13)

где FK - функции, которые не содержат отклонений ниже 2-го порядка 
малости. Выше уже говорилось, что, принебрегая значениями FK , полу
чим линейное дифференциальное уравнение, которое и является уравнением 
первого приближения. Составив характеристический полином системы(5.13) 
и приравняв его к нулю, получим характеристическое уравнение. Если САУ 
задана передаточной функцией, то характеристическим полиномом является 
знаменатель этой функции.

А.М.Ляпунов доказал теоремы, которые позволяют судить об устойчи
вости исходной нелинейной системы по ее линеаризованным уравнениям. Все 
случаи исследования следует разделить на две категории: критические и 
некритические. К категории некритических случаев относится положение, 
когда все корни характеристического уравнения имеют вид: ipK t
причем / 0. Для этой категории А.М.Ляпунов доказал две теоремы.

Т_е_о р е м а___ 1^_ Если вещественные части всех корней харак
теристического уравнения первого приближения отрицательны, то невозму
щенное движение асимптотически устойчиво независимо от членов разложе
ния выше Х-го порядка малости, т.е. функций FK .

Переходная составляющая решения линейного дифференциального урав
нения может быть записана в виде

К = Х,2,...,П ,
где Ск; - произвольные постоянные. Очевидно, если все 0, то
Слт хк(Х)=о, и отсюда следует вывод об асимптотической устойчивости.

Т_е_о_р_е_м а _ 2_. Если среди корней Ак характеристического 
уравнения первого приближения найдется по меньшей мере один с положи
тельней вещественной частью, то невозмущенное движение неустойчиво не
зависимо от членов разложения выше 1-го порядка малости.

В этом случае -йт ХК(Х) = ~=>.
Критические случаи имеют место, когда среди корней характеристи

ческого уравнения имеется группа корней, вещественная часть которых 
равна нулю, а остальные корни имеют отрицательные вещественные части.
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II птих случаях судить об устойчивости невозмущенного движения по ург 
маниям первого приближения невозможно. Нужно исследовать исходные не; 
нойные уравнения.

Таким образом, условием устойчивости является расположение кор! 
характеристического уравнения линеаризованной системы слева от мним?

оси на комплексной плоскости. С этой точки зрею 
мнимая ось называется границей устойчивости(рис.(

Если вещественная часть корня равна нулю, т
система находится на границе устойчивости. Интер< 
ны случаи, когда система имеет один корень в нач)
ле координат ( нулевой корень) или когда имеется

Рис 52 Комп- пара чисто мнимых корней. Нулевой корень имеется 
лексная плоскость если свободный член характеристического уравнен!

О-п. равен нулю. Если остальные корни имеют отрь 
цательные вещественные части, то система устойчи

ва не относительно выходного сигнала, а относительно его производной; 
Выходной сигнал в установившемся режиме имеет произвольное значение.'

Такие системы называют нейтрально-устойчивыми. Случай пары мнимь 
корней соответствует незатухающим колебаниям, тогда говорят, что СА 
находится на колебательной границе устойчивости. С практической точ! 
зрения нахождение САУ на границе устойчивости недопустимо.

5.3. Алгебраические критерии устойчивости

Суждение об устойчивости линейной САУ высокого порядка путем н( 
посредственного определения корней характеристического уравнения св1 
зано со значительными вычислительными трудностями и не дает возможно! 
ти определения путей стабилизации системы. Поэтому были разработаны ’ 
различные критерии, позволяющие судить о расположении корней характе 
ристического уравнения на комплексной плоскости без непосредственного 
их вычисления.

Прежде всего рассмотрим необходимое условие устойчивости.
После определения корней характеристического уравнения его можн, 

представить в виде

(5.15

Если система устойчива, т.е. все вещественные части корней мень
ше нуля, то после раскрытия скобок в (5.15) получим

а05п+а<5,г Ч... +ап_ч&+аа=о 
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где все ас>0 ,1-0,1,...,п.
Следовательно, для устойчивости системы необходимо, но недостаточ

но, чтобы все коэффициенты сц характеристического уравнения были боль
ше нуля (или одного знака).

Если хотя бы один коэффициент а£ меньше нуля, система неустойчи- 
пп.

5.3.1. Критерий Гурвица

Для оценки устойчивости по этому критерию необходимо из коэффици
ентов характеристического уравнения составить определитель Гурвица по 
следующему правилу:

1) по главной диагонали выписываются все коэффициенты характерис
тического уравнения от сц до ап в порядке возрастания индексов;

2) столбцы определителя заполняются коэффициентами от главной ди
агонали вниз по убывающим, вверх - по возрастающим индексам;

3) места коэффициентов, индексы которых больше п. или меньве нуля, 
заполняются нулями:

а, а5 а7 ... о

а’ а" (5.17)

а, а, а5 . . . о
а0 аг а,,... о

о о о . . . ап

Гурвица формулируется следующим образом.
чтобы все корни характеристического уравнения имели от

рицательные вещественные части, необходимо и достаточно, чтобы все ко
эффициенты и все диагональные определители определителя Гурвица 
были строго положительными:

Дк>0 , к = 1,2,...,п. (5.18)

а0 
о 

о4=

О
Критерий 
Для того

Так как ап>0 и Лп=апд,1-1 , то определение знаков диагональных 
определителей можно вести до Дц-< определителя. Уже говорилось, что 
если а„= 0, то САУ нейтрально устойчива. Если = 0, то система
находится на колебательной границе устойчивости, т.е. имеет пару чисто 
мнимых корней. Из условия Дц-1* 0 можно определить параметры, при 
которых САУ попадает на границу устойчивости, например, вычислить кри
тический коэффициент усиления к,,0 . Отношение

(5.19) 
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называют запасом устойчивости по усилению.
Для нормального функционирования САУ требуется, чтобы 2.
Пример. Передаточная функция САУ в разомкнутом состоянии

М(9) = И(Тг 5 -н )
5(Т«5+*ХТ»5 + 1)

Характеристическое уравнение замкнутой САУ будет
а ^ 3 + сцэ2 + а 4э + а 3 -  о , 

где а,»Т <Т э  ; а , - т , + т ,  ; а ,* 4  + 1сТа ; а ,=  £ .
Составим определитель Гурвица:

а»
а г
а<

а .
о

Для устойчивости

Л з!
о
о
а 3 ’

системы необходимо и достаточно, чтобы
а< а ,  '
а 0 а г

■"* а {0-2.а о а э  о .Аг =

Приравняв к
усиления:

нулю д п _4 = д г , вычислим критический коэффициент

*  _ т< + т аКр Т а ( 7 ; _ Т г ) т ^

Система устойчива, если к

5 .3 .2 . Критерий Рауса

Критерий Рауса требует несколько меньшего объема вычислений и бо
лее удобен для использования на ЭВМ, чем критерий Гурвица. Критерий 
Рауса формируется следующим образом.

Для того чтобы корни характеристического уравнения имели отрица
тельные вещественные части, необходимо и достаточно, чтобы все элемен
ты первого столбца таблицы Рауса были строго положительны.

Количество строк в таблице Рауса должно быть равно н.+ч , где 
П - степень характеристического уравнения (рис. 5 .3 ) .

Для I > 2 элементы каждой строки вычисляются по формуле
Г -  Сш—<>£<**-<><¿-2)- С ^ - г1 С(к-и>и-о ол»-----■ -  □-------------------- «-----  . (5.20)
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Р и с. 5.3. Таблица Рауса

•
£

Л С/¿столбца.)

/ 2 3 ч 5 6 7 в ...

/ О. 01 0« 09 о» о* О„ • • • ...

2. V, 01 <21 °7 О9 0« • • • • ••

5 Сз Сгз ¿И ...

Ч Су с» Си • •«

5 с№ с& Си • ••

6 Св Си Си • • •

7 с, Си ...

в Се •» »

•
• • *

5.4. Частотные критерии устойчивости

5.4.1. Принцип аргумента

Частотные критерии в большинстве случаев используются в графоана
литическом виде и поэтому отличаются наглядностью при проведении расче
тов. В основе частотных критериев лежит принцип аргумента.

Рассмотрим характеристическое уравнение

2)(в)=аоъп + ...+ а„=0. (5.21)

Если Х(. ,1-4,2,...,П - корни этого уравнения, то 

2)(5)=а0(5-Х,)(5-ХгУ. (з-Хп.').

На комплексной плоскости каждому корню соответствует определенная 
точка, и геометрически каждый корень можно изобразить в виде вектора с 
модулем |Х^! , проведенного из начала координат. Сделаем замену
и перейдем к частотным представлениям:

^(^)-а0Ом-Х<)()(Ц-ХД..в<Л-Лг). (5.22)
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цип аргумента

ла

Рис. 5.4.Прин-

Концы элементарных векторов (}Ю -будут 
находиться на мнимой оси. Аргумент вектора 2)(|ы) 
равен сумме аргументов элементарных векторов:

- п
(5.23)

Направление вращения вектора (¿со-Л;) при 
изменении частоты против часовой стрелки считается 
положительным, по часовой стрелке - отрицательным. 
Предположим, что уравнение (5.21) имеет т корней 
в правой полуплоскости и п.-ш корней - в левой.

Ори изменении частоты со от -■»=• до+—= каждый вектор, начало ко
торого лежит в левой полуплоскости, повернется на угол + ЗГ , а каждый 
вектор правой полуплоскости - на угол -X . Изменение аргумента век
тора 2)0<д) при этом будет (рис. 5.4)

лач^ 2)^и)=(п-т)т-тХ = (п-2т)7Г. (5 24)

Это выражение и определяет принцип аргумента.
Изменение аргумента вектора 2)(|О>) при изменении со от до

+ <х» равно разности между числом (п-т) корней уравнения Д)(ь)= 0, ле
жащих в левой полуплоскости, и числом т корней, лежащих в правой 
полуплоскости, умноженной на +7Г .

5.4.2. Критерий устойчивости Михайлова

Из (5.24) следует, что если все корни характеристического уравне
ния лежат в левой полуплоскости, т.е. m = О, то

дач|}3(|ы) = гиг. (5>25)

Отсюда следует первая формулировка критерия Михайлова.
Система автоматического управления устойчива, если при возраста

нии частоты от -«х» до изменение аргумента вектора í)Qw) будет рав
но пХ , где и - степень характеристического уравнения.

При изменении частоты w от -<« до +<х> конец вектора 
опишет кривую, которую называют кривой (или годографом) Михайлова.Век
тор í)(jcj) представим в виде

BQco)-U(gj) +)V(<o).

Действительная часть U(w) является четной функцией, мнимая часть 
V(cJ) - нечетной функцией частоты, т.е. U(-u>)=U(w); V(-co)“-V(co) и 
i)(^OJ)^U(to)-jV(Gj)ßTCiofla следует, что кривая Михайлова симметрична от-
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посительно Действительной оси и при ее построении можно ограничиться 
диапазоном частот от 0 до . Изменение аргумента уменьшится вдвое, 

Формулировка критерия Михайлова будет следующей.
Система устойчива, если при возрастании частоты от 0 до + —= век- 

юр (¡ы) повернется на угол п-р или, что то же самое, если кривая 
Михайлова при том «о _  _ __ юм же изменениии частоты, начиная с положительной деи- 
ствительной полуоси, обходит последовательно в положительном направле
нии п квадрантов (рис. 5.5,а).

и с. 5.о.Кривые Михайлова

быЕсли хотя
устойчива.

Наблюдая за поведением кривой Михайлова для устойчивой САУ, можно 

квадрантов корни уравнений

один квадрант пропущен (рис. 5.5,6), то система не-

заметить, что при ее прохождении через п 
J(u>)_ 0 и V(w) - Q чередуются между со

бой, т.е. между двумя соседними корнями 
уравнения V(w) = о лежит один корень 
уравнения Що» = о (рис. 5.6). Из этого 
следует еще одна формулировка критерия 
Михайлова.

Система устойчива, если корни урав
нений (о>)= о и V(u>)= о перемежаются 

и являются вещественными. Сумма корней 
равна и. . САУ может находиться на границе 
ветствует два случая:

1) характеристическое уравнение имеет 
жет быть при 
ла координат;

2) характеристическое уравнение имеет пару чисто мнимых
Тогда U(w.) +|У(и>;>о,что может быть только в том

если одновременно U(o\) - о и V(o>i) « 0; это означает, что 
Михайлова проходит через начало координат.

устойчивости и этому COOT

один нулевой корень,что мо-
а« * 0; кривая Михайлова в этом случае выходит из нача-

корней 
случае, 
кривая
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Используя критерий Михайлова, можно определить критические пара
метры САУ, при которых она оказывается на границе устойчивости (напри 
мер, критический коэффициент усиления). Это определяется решением сис 
темы уравнений

и(а>Лкр=0,1
У(ц),^кр)=0. ] (5.26)

Пример. Для характеристического уравнения замкнутой САУ, приведе! 
ного в предыдущем примере, после замены можно получить

и(ш) = ЧТ<+Т3)ыг + *, 
У(о»= (4 + £Тг)ш .

Приравняв оба выражения к нулю, из первого можно найти со ; под
ставив его во второе уравнение, найдем

1 , .Тут,
т,(т<-тг)-тл

что аналогично результату, полученному при использовании критерия Гур
вица.

Для Т, = 0,3, Т = 0,05, Т5 = 0,1 получим = 40.
Построим кривую Михайлова для -к - 20.

Построенные кривые (рис.5.7) свидетельствуют об устойчивости сис
темы.

5.4.3.Критерий устойчивости Найквиста

Критерий Найквиста позволяет судить об устойчивости замкнутой 
системы по виду АФЧХ разомкнутой системы.
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Если передаточная функция разомкнутой САУ М(ь)г В(5)/д(ь), 
то для замкнутой системы Ф(5')ш\л/(5)/(4+>/($)). Обозначим:

N(s) = í + W(s)“
A(s)+B(s)

A(s)
Ms)
А(ь) (5.27)

гдо ¿)(s) -  характеристический полином замкнутой системы.
Перейдя к частотным представлениям, получим

| 5 -2 8 >

Вектор Ñ(ja>) называется вектором Найквиста. Очевидно, что чис
литель и знаменатель этого вектора имеют одинаковую степень. При ис
пользовании критерия Найквиста следует различать два случая.

А. Разомкнутая система устойчива и уравнение A(s) = о имеет все 
корни в левой полуплоскости. Тогда при изменении частоты от 0 до ««

. (5.29)
oscos«’" _

Изменение аргумента вектора 2)Qu) в общем случае равно

Atrt(j5(jw)=(n.-2m)-y- > (5.30)

где т - ч и с л о  корней уравнения 2(s) = 0 в правой полуплоскости.
Изменение аргумента вектора Найквиста

M r« jN Q w )-(ti-2 m )y  - п ?  • „ т .
O i O J S o o  ( 0 . 3 1 )

Если замкнутая САУ устойчива, то т =  0 и
дето} NQw)=o.
Osu) « ОО

Так как при WQw)=o , то i im  IMQcj) -4  .
’ ClI—oo

Вектор Найквиста опишет угол, равный нулю, только в том случае, 
если его годограф не охватывает начало координат Лрис. 5 .8 ,а ) .  Пере
несем начало координат в точку с координатами (4,j-0) (рис. 5 .8 ,б ).Тог
да дети} NQa»)=O, если годограф W(jo>) не охватывает критическую 
точку с координатами (-4 ,| 0 ) . Критерий Найквиста для рассматриваемого 
случая формулируется следующим образом.

Система автоматического управления, устойчивая в разомкнутом сос
тоянии, будет устойчивой и в замкнутом состоянии, если АФЧХ WQw) 
разомкнутой системы при изменении частоты от 0 до не охватывает 
точку с координатами (-4, |0 ).

Некоторые особенности возникают, если разомкнутая САУ нейтрально
устойчива, т .е .
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Рис. 5.8.

4|,.у_ Ь<5>

где полином А1(а) имеет
АФЧХ , т.е
частоты от -°о до

все корни в левой полуплоскости. При О) = О 
происходит бесконечный разрыв. При изменении 

наблюдается движение корней вдоль мнимой оси
снизу вверх. При этом движении обойдем нулевой корень по полуокружнос
ти бесконечно малого радиуса р так, чтобы корень остался слева,т.е. 
искусственно отнесем его к левой полуплоскости. При движении по этой 
полуплоскости в положительном направлении независимая переменная иэме-
няется по закону 

5=Ре^(ш) ,

ЧЧсо) изменяется от до . Передаточная функция может
записана в виде:

при р->- 0, а аргумент Ч(со) изменяется от + -у- до - у- .
Следовательно, в окрестности нулевого корня годограф представ

(о.32)

где 
быть

где

Р и с. 5.9. Годограф Найк
виста для нейтрально-устой

чивой САУ

ляет собой полуокружность бесконечно 
большого радиуса, движение по которой 
происходит в отрицательном направле - 
нии. Сформулируем критерий Найквиста 
для данного случая (рис. 5.9).

При исследовании устойчивости 
систем нейтрально-устойчивых в разомк
нутом состоянии, необходимо годограф 

дополнить дугой бесконечно боль
шого радиуса (см.рис. 5.9),начиная от 
меньших частот, в отрицательном на
правлении и воспользоваться общим оп-

48



ределением критерия Найквиста. Аналогично исследуется устойчивость ними 
нутой САУ, если характеристическое уравнение разомкнутой системы имеет 
пару чисто мнимых корней ± , т.е. когда ¿¿т У/(/со) • . ц этих
случаях можно использовать диапазон частот в пределах от 0 до ~ .

Б. Разомкнутая система неустойчива.В этом случае Ауы)-(п-2р\^ 

где р - число корней уравнения А(з)= 0, лежащих в правой полуплоскос
ти. Если замкнутая САУ устойчива, т.е. т = 0, то и, сле
довательно,

= -(гг-2р)Х = 2Л-^. , зз)

О*СР< •»

т.е. ЛФЧХ охватывает критическую точку (-ч,|0) в положительном направле
нии Р/2 раз. Дадим определение.

Система, неустойчивая в разомкнутом состоянии, будет устойчивой в 
замкнутом состоянии, если АФЧХ №(}а>) разомкнутой системы при измене
нии частоты от 0 до °-=> охватывает критическую точку в по
ложительном направлении ровно Р/г раз, где р - число корней характе - 
ристического уравнения разомкнутой САУ, лежащих в правой полуплоскости.

Определение числа охватов критической точки - непростая задача, 
поэтому на практике нашла применение другая формулировка данного кри
терия .

Переход годографа через отрезок I), т.е. левее кри
тической точки, при увеличении частоты сверху вниз считается положи - 
тельным, а снизу вверх - отрицательным. Определение устойчивости при
мет следующий вид. САУ в замкнутом состоянии устойчива, если разность 
между числом положительным и отрицательных переходов АФЧХ разомкнутой 
системы равно Р/2 :

Р+-р" = Р/2, (5.34)

где р+ - число положительных переходов; р~ - число отрицательных 

переходов.

5.4.4. Запасы устойчивости

Устойчивость замкнутой САУ зависит от расположения годографа 
относительно критической точки. Чем ближе эта кривая проходит 

от критической точки, тем ближе САУ к границе устойчивости. Для ус
тойчивых систем удаление годографа УЛ/ы) от критической точки харак
теризуется запасами устойчивости по фазе и по модулю.

Угол , образуемый радиусом,проходящим через точку пересечения 
УЛ^гц) с окружностью единичного радиуса,что соответствует частоте сре
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за сос , и отрицательной вещественной полуосью называется запасом 
устойчивости системы по фазе (рис. 5.10)

Рис. 5.10. Запасы ус
тойчивости

У = 480о-|ч|(ше)|. (5.35)

Запасом устойчивости по модулю назы
вается величина

К=0В = ’ (5-36)

где А(ыг) - значение АФЧХ при частоте 
со=сох , при которой АФЧХ пересекает ве
щественную ось. Очевидно, что Ч’(Шх)“-48О° 

На практике требуется, чтобы выпол - 
нялись условия у >24°, К» 2.

Пример. По условиям предыдущего примера получим'

где

и(|ы)*Шы) + ¿У(о>) ,
ИМ—20

0,4-0,05(4-0,030?)
0,16шг з- (4 - О,ОЗ<Л)1)

УМ*=~20
0,02а/-Н(4 - 0,080?)
0,46Шэ+О>(4-0,03Юг)4

По этим данным строим кривую Найквиста и замыкаем ее дугой беско
нечно большого радиуса (рис. 5.11).

Частота среза, определяемая по соотноше
нию А(а>с)= I, приблизительно равна ыс=8 1/с. 
Кривая Найквиста не охватывает критическую 
точку, и замкнутая САУ устойчива. Запас ус
тойчивости по фазе у* 8,0°. Частота 
определяется из выражения У(шх)= О и равна 

= 10 1/с.Значение АФЧХ на этой частоте 
А(Шц>=0,5, а запас по модулю к«2,0. Значе - 
ние критического коэффициента усиления можно 
найти из выражения -I. Получим кКр=40.‘

Р и с. 5.11. Кривая
Найквиста

5.4.5. Оценка устойчивости по ЛЧХ

АФЧХ разомкнутой САУ в зависимости от пересечения с вещественной 
осью относительно критической точки можно разделить на два типа:

1. АФЧХ 1-го рода, все точки пересечения которых с вещественной 
осью расположены справа от критической точки (кривая I, рис. 5.12);

2. АФЧХ 2-го рода, точки пересечения которых с вещественной осью 
расположены как справа, так и слева от критической точки (кривая 2, 
рис. 5.12).
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В системах 1-го рода увеличение коэффициента усиления ведет к 
снижению запасов устойчивости и при САУ становится неустой
чивой. Уменьшение коэффициента усиления стабилизирует систему. В сис
темах 2-го типа потеря устойчивости может'наблюдаться как при его уве
личении, так и при уменьшении. Из критерия Найквиста следует,что сис
тема с АФЧХ 1-го типа является устойчивой, если всем точкам АФЧХ, 
вплоть до пересечения с окружностью единичного радиуса (ю-сос) .соот
ветствуют значения фазы у(ш'), большие, чем -Л, т.е. должно бытьшс<^я. 
Этому определению легко дать иллюстрацию на языке ЛЧХ (рис. 5.13).

Р и с. 5.13. ЛЧХ системы 2-го 
типа

Для того чтобы система, устойчивая в разомкнутом состоянии, была 
устойчивой и в замкнутом состоянии, необходимо и достаточно,чтобы при 
всех частотах, при которых ЛАХ поло
жительна, значения фазы Ч‘(о>) были
больше, чем -7Г , т.е. юс« .
По ЛЧХ легко определяются запасы ус
тойчивости К и Н=20ЦЬ.. Чтобы САУ, 
неустойчивая в разомкнутом состоянии 
и имеющая АФЧ 2-го типа, была устой
чивой в замкнутом состоянии, необхо
димо и достаточно, чтобы разность 
между числом положительных и отрица
тельных переходов фазовой характерис
тикой через линию -ЗГ была равна Р/2 
ристического уравнения разомкнутой САУ, 

Р и с. 5.14. ЛЧХ системы
2-го типа

где р - число корней характе- 
находящихся в правой полуплос

кости, при значениях частоты, при которых Ь(ц>)>0 (рис. 5.14).
Пример. Определим характеристики устойчивости САУ, имеющей в ра

зомкнутом состоянии передаточную функцию

М(&) =
20 (0,05Л +1)

5(0,35 + 1)(0,-|
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Строим ЛЧХ (рис. 5.15).

Очевидно, что и САУ в замкнутом состоянии устойчива.За
пасы устойчивости: у = 8°, Н = -6 дцб (К = 2). Значение критическо
го коэффициента усиления Лкр можно получить, если перенести ЛАХ па
раллельно самой себе, так, чтобы ис=соя (показано пунктирной линией). 
Первая асимптота ЛАХ соответствует интегрирующему звену 1-го порядка, и 
точка ее пересечения с осью частот соответствует значению коэффициента 
усиления. Получим ^«40.

5.5. Выделение областей устойчивости

Среди физических параметров, характеризующих САУ, обычно бывает 
несколько, легко поддающихся изменению. При конструировании весьма 
важно знать диапазоны значений изменяемых параметров, допустимые с 
точки зрения сохранения устойчивости САУ. Об этих диапазонах можно 
судить, если в пространстве изменяемых параметров построить область 
устойчивости, т.е. выделить все значения изменяемых параметров, при 
которых сохраняется устойчивость.

Область устойчивости принято называть й-областью, а представ
ление области параметров в виде областей устойчивости и неустойчивос
ти называют £) -разбиением.
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5.5.1. Построение области устойчивости 
по алгебраическим критериям'

Пусть коэффициенты характеристического уравнения
aos"+ a4sn*4 + ... + an=o

зависят от двух изменяемых параметров ju. и Л . В соответствии с необ
ходимым условием устойчивости прежде всего необходимо в плоскости пара
метров и Л выделить область положительности коэффициентов харак
теристического уравнения. Это можно сделать, решив уравнение

(5.37)
i = 0,1,2,... ,п.

Для построения границы положительности коэффициентов СЦ необхо
димо из решений уравнений (5.37) выбрать те, которые обеспечивают по
ложительность всех коэффициентов. Из всех границ положительности толь
ко две могут одновременно быть границами устойчивости. Такими являются 
границы, уравнения которых имеют вид

ао(м.»=О 1

Mju.äwJ. <5’38)
Доказано, что если а0 и ап приблизятся к нулю, то характеристи

ческое уравнение будет иметь два действительных корня:

(5.39)

При дальнейшем уменьшении коэффициенты а0 и ап перейдут через 
ноль, станут отрицательными, а корни (5.39) окажутся положительными. 
Так как действительные корни определяют апериодические члены решения 
дифференциального уравнения, то границы устойчивости (5.38) называют 
апериодическими. На самих границах устойчивости корни (5.39) равны со
ответственно + •» и 0. Стороны кривых , примыкающих к об
ласти положительности соответствующих коэффициентов, штрихуются в сто
рону положительности.

Колебательной границей устойчивости называется кривая в плоскос
ти изменяемых параметров, при переходе через которую пара комплексно
сопряженных корней изменяет знак своей вещественной части на обратный. 
Доказано, что уравнением колебательной границы устойчивости является 
выражение

^(/1’^ = 0- (5.40)
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Колебательная граница устойчивости штрихуется в сторону положитель
ности .

Пример. Характеристическое уравнение системы имеет вид

0,4Т|5Э+(Т(<-0,1)5’ + (1+ О,О5к)ь + к=о.

построить область устойчивости в плоскости параметров Т< и 
к . Очевидно, что границами положитель
ности всех коэффициентов будут Ц - О 

к= 0.
Штрихуем эти границы в сторону по

ложительности. Составив определитель 
Гурвица, получим уравнение вида(5.4О)

Требуется

Рис. 5.16. Границы 
устойчивости

Дп-и = (0.4 +Т<) 0 +0,05*) - О.4ТД “О-

Отсюда получим границу устойчивости 
ж _/П + 0,4

0,05Т<-0,005-
20 и по уравнению (5.41).строим

0,1

(5.41)

Определив асимптоты =
колебательную границу устойчивости. Облабть, в которую штриховка обра - 
щена внутрь, и является областью устойчивостью (рис. 5.16).

5.5.2. оО-разбиение в плоскости одного параметра

Пусть нас интересует влияние какого-либо одного параметра р на 
устойчивость САУ и этот параметр входит в характеристическое уравнение 
линейно, так что его можно записать в виде

0(5)+/ь1?(&)-0. (5.42)

Сделав замену Б—, получим

(5.43)

Задавая Ш значения от до +• <*•=> , можно построить кривую
/Цц>),отображающую мнимую ось плоскости корней на плоскость /1 . Эта
граница 5)-разбиения симметрична относительно вещественной оси, и по
этому вычисления можно вести в диапазоне частот от 0 до «« , а затем 
дополнять кривую зеркальным отображением на диапазон от 0 до-««. При 
движении по мнимой оси от -сио до + <=-=« на плоскости корней область 
устойчивости остается слева. Поэтому при движении по кривой 5) -разбие
ния от ц>=-«=«э до со = + =х> ее штрихуют слева. Область, внутрь которой 
обращены штрихи, является предполагаемой областью устойчивости. Для 
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окончательного решения необходимо взять какое-либо вещественное значе
ние /1 в исследуемой области и воспользоваться любым критерием устой
чивости. Если при выбранном р  система устойчива, то рассматриваемая 
область является областью устойчивости.

Пример. Построить область устойчивости в плоскости параметра к 
для САУ, характеристическое уравнение которой имеет вид:

0,03 б’ +0,4 5*+ (<+0,05 к )  5 + £ ~ 0 .

Сделав преобразования (5.42) и (5 .4 3 ), 
получим:

0Ло>г -  О.ОУсД 1 -  О,ОЗсиг) _
4-*-2,5-10‘ 1и>г

■ о.огса*+ь>(1-о,озыг )
* 1 + 2,5Ч0'>О)г ’

По этому выражению строим кривую 
¿)-разбиения (рис. 5 .1 7 ). Выбрав к =10, 
по критерию Гурвица убеждаемся, что САУ' 
устойчива. Значит, полученная область 
является областью устойчивости.

Нетрудно видеть, что Л к р  = 40.

Р и с .  5 .17. Д-разбиение в 
плоскости одного параметра

5 .5 .3 . ¡0 -разбиение в плоскости двух параметров

Пусть коэффициенты характеристического уравнения линейно зависят 
от двух параметров р  и А , так что его можно записать в виде

/1Р(5)+лО(5) + 3(ь)'=0. (5.44)

Сделав замену , получим
/хР,(ы) + ХОЛш)--Я,(о)

МВМ + ЛО/шЬ-З/сЛ. •

Очевидно, что

Р(|о>)-РД<*>) + }Рг(ы),
0(]и>)“ ОД<«>) + |Оа((Ц),

3(}<л>)‘ ЗДо>)+)Зг (Ц)).
Разрешив систему (5.45) относительно р и А , получим:
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где

1(и) - Р< (сЛ(}гМ - Г’МЦДы);

&л(ы)« -54ы)0г(ы) + ^МОды);

Лх(ы)~ " Эг(ь>) Р4 М +5ды)Рг((и).

Задавая значения со от до + ■=■■=> , получим совокупность то
чек на плоскости Д1-Л , образующих кривую 0 -разбиения. Можно заме
тить, что функции Д1(со) и Л(со) являются четными, и поэтому при из
менении частоты от - “о до +■ ■=■=> кривая 2)-разбиения пробегается дваж
ды. При построении кривой Я-разбиения в плоскости двух параметров не
обходимо руководствоваться следущими правилами:

1) если в системе (5.45) первое уравнение получено из веществен - 
ных частей, а второе -из мнимых частей функций Р(;сэ), (1(}со) и 3(|«)
и если параметр /и. по написанию стоит первым, а Л - вторым,то систе
ма координат должна быть правой, т.е. ось /1 является осью абсцисс с 
отсчетом положительных значений вправо, а ооь - ось ординат с от
счетом положительных значений вверх;

2) двигаясь по кривой 0 -разбиения при изменении частоты в сторо
ну увеличения, ее штрихуют слева, если > О, и справа .если ДСО ■= 0. 
В результате кривая штрихуется дважды с одной стороны, так как на 
концах кривой при со = О и ю-<х» знак главного определителя ь(а>) изме
няется.

Может быть случай, когда при ы=со**0,°° дЛ(сэ)=о .
Тогда система (5.45) становится линейно-зависимой и ее уравнения отли
чаются друг от друга только на постоянный множитель. Тогда эта систе
ма сводится к одному уравнению, определяющему на плоскости /л-Х пря
мую, которая называется особой. Если особая прямая пересекает кривую 
0-разбиения в точке ы=со* , в которой определитель д(ю) меняет 
знак, то она тоже является границей устойчивости и в указанной точке 
и* изменяется направление штриховки кривой и особой прямой. Если при 
ы*ы*изменения знака д(ш) не происходит, то штриховка на особую пря
мую не наносится. Если то это соответствует существованию
особой прямой для со = 0 и ее уравнение будет

ап(5х,Х)“0. (5.46)

Уравнение особой прямой для определяется выражением

СЦ,(/Л,Х)-О. (5.47)
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Прямые (5.46) и (5.47) называют концевыми. Они штрихуются одинарной 
штриховкой, согласованной в точках со = 0 и со-=«х> с направлением штри
ховки основной линии. Область предполагаемой устойчивости находится вну
три заштрихованного участка плоскости параметров и проверяется на устой
чивость аналогично предыдущему. Переход через кривую Д-раэбиения, зашт
рихованную дважды, соответствует переходу через границу устойчивости 
двух корней, а переход через особую концевую с одинарной штриховкой 
переходу одного корня. Если концевые прямые не имеют общих точек с ос
новной кривой, то штриховка на них наносится в сторону положительности 
параметров.

Пример. Построим кривую Д-разбиения (рис. 
5.18) в плоскости параметров Т, и 1 для САУ, 
характеристическое уравнение которой имеет вид

0,4 ^S3 + (l + 0,05 *)s + Ьо,

ИЛИ

Tl(0,4S3+ S2) + t (0.05S + i) + 0,45* + S *0.

Рис. 5.18. Кривая 
Д-разбиения в плос
кости параметров

Т, и к

Сделав подстановку s=}co , получим: 

д(ш)=0,05сэ5; дТ,(ы)=0,005ш3+ы; д-Ц(ш)=са’+о,О4(«Л

Очевидно, что при сй=са"=о все определители равны нулю.
Следовательно, уравнения особых прямых, которые совпадают с конце

выми, будут Т,= 0и к = 0. Получим:

т- 0,005wJ+ W 0
<= 0,05ш5 ’

w3+ 0,04(JS

0,05(0*

Тогда
¿1гпТ1 = "-=; <лт£=20; ¿СтТ^-ОД ; {¿171^ = “=° .
СО-*-О СО-*“о С0-*<*о СО-* о*»

После проверки на устойчивость какой-либо точки из заштрихованной 
области можно сделать вывод, что рассматриваемая область является об
ластью устойчивости.
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6. АНАЛИЗ КАЧЕСТВА ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ САУ

6.1. Показатели качества САУ

Количественные оценки качества, так называемые показатели качест
ва, определяются по кривой переходного процесса устойчивой САУ(рис.6.1) 

Обычно используют следующие по
казатели качества:

I) величина перерегулирования

(6.1)h.(*x»)

которая характеризует максимальное 
динамическое отклонение регулируе
мой величины от ее установившегося 
значения, которое, в свою очередь, 
может быть определено в соответст
вии с теоремой о конечном значении 

b(oo) = tim sH(s).
S— о

2) время переходного процесса
меньшее значение времени, после которого имеет место неравенство

|x(t)~ д,

оригинала

или время регулирования tp - наи-

(6.2)

где Д - заданная величина, обычно Д«» 0,05;
3) статическая ошибка - величина отклонения установившего значе

ния )!(■><») от требуемого значения N :

£CT=N-h(<>°) (6.3)

или

£tT  = €imsE(s) ,
$ -0

где E(s) - изображение ошибки;
4) число колебаний регулируемой величины за время регулирования 

tp и частота колебаний;
5) время установления - промежуток времени, по истечении ко

торого регулируемая величина первый раз достигает установившегося зна
чения.

Оценки качества, полученные непосредственно по кривой переходно
го процесса, называются прямыми оценками качества. Существуют также 
косвенные оценки качества, не связанные с построением переходной функ
ции и позволяющие лишь установить, находится ли переходный процесс 
внутри области допустимых значений или выходит из нее.
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6.2. Методы построения кривой переходной функции

Изображение переходной функции имеет вид

Оригинал переходной функции может быть получен в соответствии с 
формулой разложения Гэ]

(6.5)

где 51 - корни уравнения =0, - кратность корней.
В частном случае, когда Н(ь) определяется выражением (6.4),все кор

ни характеристического уравнения 2)(ь)= 0 простые и среди них есть т 
вещественных корней и пар комплексно-сопряженных,переходную функцию
можно рассчитать по формуле

(6.6)

В этом выражении 2(ь) = -^-2(5) , и - вещественная и мнимая 

части корня Амплитуда Ак и фазовый сдвиг определяются
следующим образом:

—^11)— = п +¡7 •
5КЭ’($К)
Л I Т7г 1/2 к Ук (6.7)

При определении угла чу необходимо учитывать квадрант, в котором 
находится вектор Аке|1₽|1.

Рассмотренный метод связан с большим объемом вычислений, которые 
затрудняются необходимостью вычисления корней характеристического урав
нения и оперирования с комплексными числами. С целью упрощения процес
са построения функции h(t) разработано много приближенных методов.Рас- 
мотрим один из них, состоящий из следующих операций:

1) получаем изображение переходной функции Н(ь) ;
2) в изображении His) делаем подстановку

’ <6-8> 

где г = е - дискретный оператор Лапласа; Т - период дискретности,т.е. 
Т=(Т ,где 1=0,4,2,...,“= , а Т=соп51;

3) полученное выражение делим на Т ; подставив конкретное значе-
ние периода дискретности, можем записать 

llfj'i- 8о21г-*-6<2Г> .
1 1 »(?)“ cLoin+ti<?n"4... + d.n ’ (6.9)
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4) путем деления числителя на знаменатель разлагаем Н(г) 
Лорана

Н(1)-С1,*С4г'<+Сгг'г + ...-ЕС12Ч,

4. Если Р(ю) имеет интервал положительности а>п , то время регу
лирования при б = 0,05 будет в общем случае больше, чем 5Г/ип . Для 
монотонных процессов Ьр>^Л'/а)п.

1'0

В ряд

(6.10)

в котором численные значения коэффициентов С; равны значениям переход 
ной функции МО в моменты времени 1 = ГГ

Значения коэффициентов С; могут быть определены и без деления

с;=" Т. НкСьк , (>п.

Недостатком метода является то, что степени числителя и знаменате» 
ля в (6.9) равны, и поэтому в момент 1=0, к(0) * 0, так как Со 4 0. 
Это ошибка метода, но в дальнейшем процесс быстро сходится к МО с 
точностью не хуже 5%. Точность метода тем выше, чем меньше величина 
периода дискретности Т .

6.3. Частотные показатели качества

Частотные показатели относятся к косвенным показателям и являются
фактически параметрами частотных характеристик, зная которые,можно дат! 
оценку прямым показателям качества. Пусть передаточная функция замкну-:

Перейдя к частотным представлениям, можно записать

Ф(]Ш)“Р(ыН ¿В(ю). (6.11)

Вид вещественной частотой характеристики Р(и>) позволяет дать оцен 
ку некоторым прямым показателям качества.

1. Для того, чтобы перерегулирование не превышало 18%,достаточно 
иметь положительную невозрастающую функцию РМ (кривая I, рис. 6.2).

2. Для обеспечения монотонности переходного процесса достаточно,
чтобы ' ~ <0 (кривая 2, см. рис. 6.2).

3. Если Р(ю) имеет максимум (кривая 3,см. рис. 6.2), то

^р™и(<л-р(°) . (6Л2)
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Р и с. 6.3. ЛЧХ замкнутой 
САУ

Амплитудная частотная характеристика замкнутой САУ (рис. 6.3)поз- 
воляет определить такие показатели, как полоса пропускания ю П() .ре
зонансная частота сср , интервал существенных частот(о,и>с,) такой.что 
при <«»<*>„ |Ф(|ы)|-с (О,4...О̂ )Ф(6).АЧХ обычно нормируется, т.е. приводится к 
виду Особое значение имеет показатель колебательности М  ,
равный максимуму нормированной АЧХ замкнутой САУ. Для некоторых типовых 
передаточных функций САУ в разомкнутом состоянии определена жесткая 
связь показателя колебательности с параметрами этих передаточных функ
ций. Передаточные функции разомкнутых САУ принято делить по виду ЛАХ 
па симметричные и несимметричные. Симметричным ЛАХ соответствуют пере
даточные функции

т , *(Т,5-н)_________  . о ,, ЦТ»5-Н) .
1 • М(5) '(Гв5+1УТч5+4ПСП5*<) ’ 2 * М( ) 5СгДП(Т;ИП >

1*3 1*2

’ п₽ичем т.>т< »т,>... .

Параметры этих передаточных функций таковы, что ось частот пере
секает асимптота с наклоном -20 дцб/дек, а слева и справа находятся 
участки с наклоном -40 дцб/дек. Для симметричных ЛАХ показатель коле
бательности связан с запасом по фазе соотношением

М » 1 Д ‘«Г. (6.13)

Несимметричным ЛАХ соответствуют передаточные функции

, -Ц |> |-(т.,н)Дт18. <) ; = 'в д
к

ьАСг -̂н) ’
причем Т,>Т1 >Тг>... .

В этих случаях ось частот пересекает асимптота с наклоном
-40 дцб/дек. Для всех типов ЛАХ, продлив асимптоту, предшествующую
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асимптоте,пересекающей ось частот, получим значение базовой частоты 1 
со0 . В приложении 6 даны формулы, связывающие параметры передаточ-1 
ных функций с показателем колебательности и базовой частотой. Для ти-1 
повых передаточных функций для различных значений М разработаны 
графики нормированных переходных процессов в функции безразмерного вре4 
мени . Эти графики также приводятся в приложении. Вычислив 1й0
и М , можно пересчитать нормированную кривую на реальное время и полу 
чить переходную функцию системы, которая дает возможность определить 
прямые показатели качества.

6.4. Интегральные критерии качества

Интегральные оценки качества являются обобщенными, так как оцени
вают в совокупности запасы устойчивости, быстродействие и точность 
системы. Интегральные оценки основаны на условных интегральных показа
телях, характеризующих отклонение ¿(4) регулируемой величины от тре, 
буемого значения. Простейшей является линейная интегральная оценка

(6.14) 
о

Из рисунка 6.4,а видно, что чем меньше оценка , тем быстрее 
переходный процесс сходится к установившемуся значению, и поэтому нуж
но стремиться к минимуму I, . Если переходная функция носит колебате-: 
льный характер (рис. 6.4,6), то оценка 1< не может характеризовать 
качество системы, так как при увеличении колебательности данная оцен
ка может даже уменьшиться за счет алгебраического суммирования площа
дей, находящихся по обе стороны от установившегося значения. Этот не-1 
достаток оценки I, ограничивает ее применение монотонными процессами.

Р и с. 6.4. Графики монотонного и колебательного 
переходных процессов

График £(t) , если перенести начало координат в точку хаст, .явля
ется функцией веса, т.е. Е(ь)=Ч^(ь) , где ‘Pjs) - передаточная функ
ция замкнутой САУ по ошибке. Так как
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E (s)-T £ ( t)e 's td t ,
О .

то

l 4 = s^oo i ( t ) e  =  S ^  Е(М -Ф £(о) .  (6.15)

Для оценки качества переходных процессов, в том числе и колебатель
ных, более пригодна квадратичная интегральная оценка

I , - Vf(t))2d t . (6.16)
о

Очевидно, что при увеличении колебательности оценка 1г будет воз
растать, а при уменьшении - падать. Если изображение ошибки Е($) яв
ляется дробно-рациональной функцией

р/а_ 8-<Ьт  4-*-...+ 8щ B(s)
1 a.sn +a<$n ’4+ ...+ a n  “  3(s) ’

то при интеграл 12 можно определить следующим образом:
-г М Г  Ли

2ч. (6.17)

В этом выражении - определитель Гурвица для полинома 0(5) , 
а &ц -  определитель, полученный из заменой первой строки на ст
року и 0 ,u« , . . . , u n _. , образованную коэффициентами полинома

B(s)B(-s)-u0si n ' 1:+ u <si n ’ + ... + u n . J s*+u№_4 . (6.18)

Вычислив оценку 12 и обеспечив ее минимум, в общем случае нельзя 
высказать суждение о характере переходного процесса, и выбор парамет - 
ров системы по минимуму I f  может дать колебательный процесс. В связи 
с этим была предложена улучшенная квадратичная интегральная оценка 
(оценка Красовского) 13 :

+ ]d t .  (6.19)

Стремление к минимуму оценки Is приводит к монотонному переходно
му процессу с постоянной времени Г< .

Недостатком интегральных оценок является то, что они не дают воз
можности определить прямые показатели качества. Важным достоинством 
интегральных оценок является то, что они являются функциями параметров 
САУ; минимизируя эти оценки по изменяемым параметрам системы, можно 
выбрать оптимальное сочетание параметров.
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6.5. Коэффициенты ошибок

В случае медленно 
вившемся ренине удобно 
ращение ошибки САУ имеет вид 

Е(Б)-45(5)0(5).

изменяющихся воздействий точность САУ в устано 
определять с помощью коэффициентов ошибок. Изо<

(6.20)

Передаточную функцию системы по ошибке 
степеням 5 , сходящихся при малых з (при 

Ф£(ь)- Св+ С«5 * уг С2$г + -|г + •• • -

можно разложить в
-0.:

ряд по

или

Учитывая (6.20) и переходя к оригиналам, получаем

Ш) - Сод(П+Сгд(й + ... (6.22Х

ЯП-К0^)+ Ц(П+ К^(П + ... .

Коэффициенты ошибок К( определяются по формулам:

К,-Св-<^(о) ; Кч-С<

(6.23)

...К; »tim -i (6.24)

Коэффициенты ошибок получили следующие 
Ко - коэффициент ошибки по положению; 

по скорости; Кг - по ускорению и т.д.
Пусть передаточная функция разомкнутой 

. В(Я
=¥ам~

названия:
К 4 - коэффициент

системы имеет вид

ошибки

(6.25):

Величина -5 называется порядком астатизма. 
нутой САУ по ошибке будет

ф/е ■< , ? A(S)
‘ 1 +W(s) s^A(s) * В(5) ’

Передаточная функция замк-

(6.26)1

Тогда из (6.24) следует, что при 9 = 0 (статическая система) существу» 
ют все коэффициенты ошибок:

•<1*0 ,1-0,4,2,...,<»о .

Если -5=1 (система с астатизмом 1-го порядка), то Ко = 0 и от
сутствует ошибка по положению. Вели = 2, т.е. системе придан эсте
тизм 2-го порядка, то Ко= 0 и К4= 0. Это означает, что система с 
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астатизмом 2-го порядка не имеет установившейся ошибки ни по положению, 
ни по скорости. Рассуждения можно продолжить, но на практике астатизм 
выше 2-го порядка обычно не вводится.

Коэффициенты ошибок выражаются через параметры САУ и это дает воз
можность спроектировать систему так, чтобы обеспечить максимальную точ
ность.

7. СИНТЕЗ ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ САУ

7.1. Задача синтеза и способы коррекции

Задача синтеза и проектирования САУ заключается в таком выборе ее 
структурной схемы, параметров, характеристик и способа их технической 
реализации, при котором требуемые динамические и эксплуатационные свой
ства системы обеспечиваются простыми и надежными техническими средства
ми.

Широкое распространение нашли графоаналитические методы синтеза, 
основанные на использовании аппарата передаточных функций и частотных 
характеристик и аналитические, в основу которых положены понятия про
странства состояний, и методы оптимизации САУ по какому-либо критерию, 
например по минимуму квадратичной интегральной оценки.

В любом случае конечная цель синтеза заключается в определении па
раметров специальных корректирующих устройств, которые, будучи добавле
ны к неизменяемой части системы, придадут ей необходимые свойства.

Существуют три основных способа коррекции динамических свойств 
САУ:

1)
2)
3)
Если обозначить передаточную функцию неизменяемой части как Мв(ь), 

скорректированной системы можно записать как

последовательная коррекция; 
параллельная коррекция; 
коррекция в виде обратных связей.

то передаточные функции

^"Ншр^ + ЧС») (7.1)

Мф---------------
4 + Ч<5)Кс(5)

функция последовательного корректирующегогде - передаточная
устройства (КУ); \^па₽(ь) - передаточная функция параллельного КУ; 
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У/^) - передаточная функция КУ в виде эвена обратной связи.
Графоаналитические методы синтеза САУ разработаны в основном для 

последовательной коррекции, но, приравнивая выражения в системе(7.I), 
можно легко получить передаточные функции и для параллельного КУ и КУ 
в виде звена обратной связи.

Корректирующие устройства вводят в закон управления производные, 
интегралы и их комбинации от сигнала ошибки или промежуточных вели
чин. Следует помнить, что введение производной сдвигает фазовую харак
теристику в сторону положительных значений фазового угла, форсирует 
систему и приводит к повышению запасов устойчивости, т.е. стабилизиру
ет систему. Введение интеграла увеличивает коэффициент усиления на низ
ких частотах и тем самым повышает точность системы.

Среди графоаналитических методов синтеза наиболее известен метод 
ЛЧХ, который с достаточной точностью и наглядностью позволяет опреде
лить параметры корректирующих устройств и возможные области их измене
ния.

7.2. Синтез САУ методом ЛЧХ

Считаем, что корректирующее устройство включено последовательно. 
Методика синтеза состоит из следующих действий:

1) построение ЛАХ неизменяемой части системы Ь0(ш) , так называе
мой располагаемой ЛАХ;

2) построение желаемой ЛАХ на основании требований к проектируе
мой системе;

3) определение вида и параметров корректирущего устройства.
При последовательной коррекции желаемая ЛАХ определяется выра

жением

(7.2)

Отсюда

Таким образом, ЛАХ последовательного КУ определяется простым вы
читанием ординат располагаемой ЛАХ из ординат желаемой. По ЛАХ коррек
тирующего устройства определяются ее принципиальная схема и параметры 
в соответствии с приведенными в литературе таблицами [4, 5].

При построении желаемой ЛАХ ее делят на три участка: низкочастот
ный, среднечастотный и высокочастотный. Среднечастотный участок опре
деляется частью ЛАХ, пересекающей ось частот, протяженностью влево и 
вправо до первых сопрягающих частот. Слева располагается низкочастот
ный, а справа - высокочастотный участок.
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Низкочастотная часть желаемой ЛАХ выбирается в основном из условий 
требуемой точности. Для статических систем коэффициент усиления,обеспэ- 
чивающий требуемую точность, выбирается по условию

. ■ (7.4)

где (j0-const - задающее воздействие, £С(П - статическая ошибка.
Если необходимо получить stm - 0, то вводится астатизм 1-го по

рядка, а значение коэффициента усиления выбирается по условиям устой - 
чивости. Достаточно просто низкочастотная часть строится по точности 
воспроизведения эквивалентного гармонического воздействия

(j(t)= CmsinwKt . (7.5)

Амплитуда ошибки при этом будет

где А(<ок) - значение АЧХ при ы = шк.
Для выполнения условия £тах«Ет , где Ет - допустимое 

амплитуды ошибки, необходимо, чтобы низкочастотная часть ЛАХ 
не ниже контрольной точки Ак , построенной по выражению

значение 
проходила

и» «у (7.6)

Часто при проектировании следящих систем оговариваются максималь
ная скорость слежения и максимальное ускорение Хт . По этим дан
ным можно подобрать эквивалентное гармоническое воздействие с парамет
рами

4т = ^т = &тык 5 9« ~ •

Отсюда

По этим координатам строится контрольная точка Ак и запретная 
зона, состоящая из двух отрезков с наклонами -20 дцб/дек и -40дцб/дек. 
Низкочастотная часть не должна заходить в запретную зону (рис. 7.1).

Наклон и протяженность среднечастотного участка определяются не
обходимыми запасами устойчивости. С этой точки зрения желательно,чтобы 
ось частот пересекал участок ЛАХ с наклоном -20 дцб/дек протяженностью 
не менее одной декады. Хорошие результаты получаются, если частота 
среза ц. и первая частота сопряжения со., правее ее находятся в от-
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Цы) ношении ш,/ыс»2 . При выполнении 
этих требований обычно получают

М<и^-1Л ; б« 207о ;

Шц

Р и с. 7.1. Запретная эона

Высокочастотный участок «ела-' 
емой ЛАХ располагается ниже оси 
частот и не оказывает существенно--

го влияния на процесс регулирования. Это означает, что, по возможности, 
данный участок желаемой ЛАХ должен совпадать с соответствующим участком 
располагаемой ЛАХ. Такой выбор существенно упрощает схему КУ. Если вы
сокочастотный участок располагаемой ЛАХ соответствует колебательному 
звену с малым показателем затухания, то необходимо, чтобы этот же уча

сток желаемой ЛАХ на резонансной частоте не пересекал ось частот.
Для этого необходимо выполнение условия

(7.8)

№
Ц « 2ЭГ/ч.

Для построения желаемой ЛАХ в некоторых случаях можно воспользо - 
ваться типовыми передаточными функциями (приложение 6) и соответствую-! 
щими им нормированными кривыми переходных процессов.

Пример. САУ без коррекции задана передаточной функцией в разомк -I 
нутом состоянии

_5(Тл5Ч)(Тг5 + П ’

где Т,= 0,125 с; Тг = 0,01 с, а коэффициент усиления к выбран по ус-] 

ловиям точности и равен 330.
Оценивая устойчивость системы без коррекции, видим, что она неус

тойчива. Для стабилизации САУ введем последовательное корректирующее I 

устройство, не снижая уже выбранного коэффициента усиления. С учетом 
вышесказанных условий построим среднечастотный участок желаемой ЛАХ 1 
так, чтобы он пересекал ось частот под наклоном -20 дцб/дек. Низкочас-1 
тотный и высокочастотный участки выберем так, чтобы они в итоге сов-] 
падали с располагаемой ЛАХ. Вычитая из желаемой располагаемую ЛАХ, по-] 

лучим ЛАХ корректирующего устройства ЬК0))(ы) и по ней запишем его переи 
даточную функцию

где г<= 0,7 с; Тг = 0,125 с; Т5 = 0,1 с; г* = 0,61 с.
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Построив ЛФХ скорректированной системы, можно убедиться, что она 
устойчива и обладает удовлетворительными запасами устойчивости: у=» 38°;

Н = -12 дцб.
Необходимо в заключение отметить, что метод ЛАХ имеет ограничен

ные возможности. В полной мере он справедлив при синтезе минимально-фа
зовых САУ, т.е. систем не имеющих нулей и полюсов в правой полуплоскос
ти. Метод реализуется достаточно просто только для синтеза последователь
ных корректирующих устройств и не дает возможности получить оптимальное 
сочетание параметров.

7.3. Коррекция САУ обратными связями

Во многих случаях коррекцию САУ целесообразно осуществлять с по
мощью динамических звеньев, включаемых в цепи местных обратных свя
зей. Благодаря этому удается изменять частотные характеристики системы 
в желаемом направлении. В зависимости от звена, включаемого в местную 
обратную связь, различают жесткие и гибкие обратные связи. Жесткой об
ратной связью называется связь, подающая на вход охваченного ею звена 
величину, пропорциональную выходной величине этого звена. Гибкая об
ратная связь подает на вход охваченного ею звена величину, пропорцио
нальную первой производной от выходной величины этого звена.

Рассмотрим виды коррекции, характерные для систем управления ле
тательными аппаратами. Передаточная функция самолета по отношению к 
угловой скорости, например выражается формулой
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и/ _______ 6Щ
"* ТсЧ’+гТ^э +1 ’

где - отклонение руля высоты. Для многих ЛА величина показателя 
затухания очень мала и имеет значение порядка 0,2-0,3. Возникает за4 
ча демпфирования системы. Эта задача решается охватом звена 
отрицательной обратной связью с коэффициентом кШг (рис. 7.3).

Передаточная функция скорректированной САУ
и/мл =_______-кс(Т,5 + -0______________

Тсг $г + (2ТС <- + 0 + КМ

(7.9)

или

>/(5) =—Л(1±1±11— (7.10)

В этом выражении
I- Ис . Тс1 . г ¿ТсСе+ИеТ.и,

’ < + *с*Ым’ ^ = гт£ /4+ ■

Задавшись требуемым значением показателя затухания , из по< 
следней формулы можно вычислить значение кЫг , обеспечивающее решв' 

ние задачи.
Передаточная функция исполнительного устройства САУ ЛА, т.е. РУ' 

левой машины, имеет вид

Чн(5)“ 5 (ТриТн ) = ' (?1 I

Так как выходной сигнал (отклонение рулевого органа) в данном I 
случае пропорционален интегралу от сигнала ошибки, то использовать 1 
непосредственно рулевую машину для целей управления нельзя - это вы-' 
зовет слабозатухающие колебания ЛА.

Р и с. 7.3. Демпфирование Р и с. 7.4. Компенсация интег-:
САУ обратной связью рирующих свойств рулевой маши<

ны

С целью компенсации интегрирующих свойств рулевой машины ее ох
ватывают жесткой обратной связью с коэффициентом передачи квс

(рис. 7.4).
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Передаточная функция скорректированной системы

. (7.12)Трм$ + 3 + ^рн ос

Нетрудно заметить, что после окончания переходного процесса откло
нение рулевого органа 6 будет пропорционально сигналу ошибки и.и .

С помощью корректирующей обратной связи можно стабилизировать сис
тему. Пусть передаточная функция нескорректированной системы имеет вид

(7.13)

где В(з) - полином степени т ; А(з) - полином степени п , причем пг<ц. 
Допустим, что система неустойчива, т.е. уравнение А(в) = 0 имеет корни 
в правой полуплоскости, или устойчива, но не обладает достаточными запа
сами устойчивости. Введем стабилизирующую обратную связь с передаточной 
функцией

ЧС(3)=Е 1 . (7.14)
1-0

Тогда передаточная функция скорректированной системы будет

В(5)
Ч(5) ’а^7вГяГс>1-1 '

„ 1=0Очевидно, что должно выполняться условие

Выбрав показатель , можно за счет коэффициентов (\ оказать вли
яние на все или некоторые коэффициенты характеристического уравнения и 
таким образом стабилизировать систему. Оптимизация значений С; в ка
ком-либо смысле возможна применением понятий коэффициентов ошибок, ин
тегральных оценок качества и др.

В более общих случаях корректирующие обратные связи могут быть 
синтезированы с помощью ДЧХ [3, 5, 7, 8].

8. ДИСКРЕТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ САУ

8.1. Определение дискретной САУ

Система автоматического управления называется дискретной,если вы
ходная величина какого-либо ее элемента имеет дискретный характер.

Большое внимание к дискретным САУ объясняется широким внедрением 
в практику автоматического управления ЦВМ. Введение в замкнутый контур 
управления ЦВМ обеспечивает системе значительно большие вычислительные 
возможности, высокую стабильность, простоту перестройки ее структуры и 
параметров.
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Р и с. 8.1. Квантование 
аналогового сигнала

'Гак как информация о состоянии 
объекта управления является непрерывно! 
(аналоговой), то перед подачей на вход 
ЦВМ ее необходимо преобразовать в диск! 

ретную форму с определенным шагом пС 
времени и по амплитуде. Эту задачу вьн 
полняет импульсный элемент (ИЭ) - npeoi 
разователь аналог-код. Дискретизация 
осуществляется путем квантования сигна
ла по времени и по уровню (рис. 8.1). I 

Аналоговый сигнал в ИЭ через про
межутки времени Т  заменяется дискрет
ными по уровню значениями,ближайшими к 
значениям непрерывного сигнала. В ре
зультате квантования по времени и уров.

ню непрерывная величина преобразуется в цифровую. Ошибки из-за кванто-' 
вания по уровню определяются только точностью представления чисел в 1!В1 
и крайне малы. Их, при необходимости, можно рассматривать как случайны^ 
шум квантования с определенными вероятностными характеристиками. Это | 
дает возможность рассматривать ИЭ только как квантователь по времени,он.' 
на схемах изображается в виде ключа. Время Т  называется периодом диск] 
ретности. Сигнал на выходе ИЭ представляет собой серию импульсов беско< 
нечно малой длительности и называется решетчатой функцией. После произ! 
водства вычислений на выходе ЦВМ появляется информация также в виде pel 
шетчатой функции. Перед подачей этой информации на непрерывную часть! I 
системы (исполнительные органы), ее необходимо преобразовать в аналогов 
вую форму. Для этой цели используются так называемые экстраполяторы,ко! 
торые экстраполируют значение амплитуды сигнала на интервал Т  вперед.! 
Наиболее часто используют экстраполятор нулевого порядка, который реа
лизует операцию

x ( iT  + T) = x ( iT ) . (8.1)

Вышесказанное дает возможность изобразить схему дискретной САУ в. 
виде, показанном на рис. 8.2.

На схеме под подразумевается непрерывная часть системы.Ключ! 
после ЦВМ просто является указателем дискретности ее информации. Так 1 
как в состав рассматриваемой САУ входят и дискретные и аналоговые эле
менты, то такие системы часто называют дискретно-непрерывными или гиб

ридными .
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Р и с . 8 .2 . Схема дискретной САУ

8 .2 . Основы 1  -преобразования

Для анализа и синтеза дискретных САУ широко используется дискрет
ное преобразование Лапласа, которое получило название 1  -преобразования. 

Решетчатая функция х ( и ) ,  полученная из непрерывной функции 1 ( ^  
(рис. 8 .3 ) ,  может быть записана в виде

х*((Т)-£х(1Т)<Я1Т),
1-0

где ¿(1Т) дельта-функция.

Найдем преобразование Лапласа для обеих 
частей выражения (8 .2 ) :

Ц х Ъ Т )]- Е  х(1Т)ь{^(Т))- ( 8  3 )

0 0  - ‘¿Гб= 2х((Т )е 5 .
1-0

Р и с .  8 .3 . Решетчатая 
функцияТ5

Обозначим г = е Тогда

Ь{х*((Т)}-а(?)-2х(1Т)г ' 1 .
1 1=0 (8.4)

Это и есть 2 -преобразование функции х*((Т ). 

Пример. Найдем 2 -преобразование функции х(Ф)=е
-< -дТ -г -24Т г е е +

Этот ряд представляет собой геометрическую прогрессию с покаэате- 
-¿т „  _

лем ( | - г  е . Сумма геометрической прогрессии

'де сц -  первый член прогрессии. Получим

х(г)------ нт •4 -  г е г -  е
Рассмотрим некоторые основные теоремы 2 -преобразования.
1. Изображение суммы функций равно сумме изображений.
2 . Теорема о начальном значении оригинала

1(«)=<т 1(г). (8.5)2 -*<х>
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3. Теорема о конечном значении оригинала

{im .
г-i z

4. Теорема запаздывания

z{x(iT-nT))-X(2}z"

(8.6)

(8.7)

При анализе дискретных систем с помощью аппарата Т -преобразования 
необходимо определить это преобразование от передаточной функции непре - 
рывной части системы

Изображение какой-либо функции по Лапласу и ее £ -изображение 
связаны соотношением

X (S)jsi ,
(8.8)

где St - полюса функции X(s).
Пример. Найдем 2 -изображение функции, имеющей изображение Лапла

са
В(ь)ХИ Т<$ + { ’ ACS) ’

у 1_ г_____ Bls,) -к ?
1 - е*^. Als,) = Т, z-d

В этом выражении d=e - полюс функции X(s).
ч

8.3. Передаточные функции дискретных САУ

Рассмотрим структурную схему САУ, в которой непрерывная часть пред
ставлена произведением передаточных функций элементарных звеньев (рис. 8.4)1

Р и о. 8.4 Структурная схема дискретной САУ
к

В этой системе WH4(s)-n Wt(s).
Определив Z -преобразование входа и выхода ЦВМ как Е(г) и У(г), 

по аналогии с непрерывными системами найдем передаточную функцию вычис
лительной машины как отношение изображений входного и выходного сигнала

(8.9)
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Будем считать, что в системе используется экстраполятор нулевого 
порядка, в котором каждый мгновенный импульс преобразуется в прямоуго
льный импульс длительностью Т , амплитуда которого 
мгновенного импульса.

Если в момент 1=0 мгновенный импульс имеет 
прямоугольный импульс Ут(1) можно записать в виде 
(рис. 8.5)

(8.10)yT(t)-y06(t)--i(t-T)).

Передаточная функция преобразования

VI (5),() Цу0№)}
С учетом того, что е 5 = г , получим

4(5)=-^ 4-.

Отнесем */$ к непрерывной части системы

Чч<5>=■$■!] м£(5).

При определении 1л/нч(2) следует учесть, что
2 П Ч(ь)} * г{|) 2 {№,($)}... 2{Ч(ь)} •

Поэтому передаточную функцию Ммч<£) следует

равна амплитуде

(8.12)
P и.с. 8.5.Преоб
разование сигнала 
в экстраполяторе

(8.13)

(8.14)

искать в соответствии 
с формулой (8.8), которая в данном случае имеет вид

WH4(B)>ÍRes

_ г В (о)
1

2-1

В этом выражении 

ные Z -преобразования
Пример. Определим 

ствии с (8.15) получим

si

dA(s)

(8.15)

Наиболее распространен-

приведены в приложении.
Z -преобразование для =7—7. В соответ-

1 fc

--_________ fcz(i-d) . _т/т

Передаточная функция разомкнутой системы будет 

W(2) = Wft(2)W9(z)44(2) = Wb(z)WH4(z).

ti

(8.16)
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Для дискретных систем после получения 2 -преобраования для непре-1 
рывной части справедливы правила о последовательном, параллельном и вст
речно-параллельном соединении звеньев, выведенные для непрерывных сис
тем. В соответствии с этим передаточная функция замкнутой системы Ч-Чг) 1
равна

(8 .17)

Передаточная функция замкнутой САУ по ошибке

(8 .18 )

(8 .19 ) 1

Изображение импульсной переходной функции равно передаточной функции 
системы.

8.4. Исследование устойчивости дискретных САУ

По аналогии с предыдущим назовем уравнение

3 (2 ) = < + )№ )-О (8 .20)

характеристическим уравнением дискретной САУ. При исследовании непрерыа 
ных систем уже говорилось, что для их устойчивости каждый корень харак
теристического уравнения ¡п>- должен иметь отрицательную вещеЛ

• * эТ
ственную часть, т.е. 0. Учитывая, что 2 = е , для каждого корня 
уравнения (8.20) получим

(8 .21)

Это выражение есть уравнение окружности радиуса . Нетрудно]
видеть, что если <£; = 0, то |2;|= I. При увеличении модуля |А;| и
¿(<0 значение радиуса |2;| уменьшается и при|<| —  °<’ ,12^ —  0. Такими 
образом, дискретная САУ будет устойчива, если все корни ее характерно-,I 
тическбго уравнения по модулю меньше единицы, или, по-другому, лежат 
внутри круга единичного радиуса.

Алгебраический критерий устойчивости Шур-Кона для дискретных сис
тем, аналогичный критерию Гурвица для непрерывных систем, крайне ело- т 
жен в практическом применении. Поэтому широкое применение нашли методы 
оценки устойчивости дискретных САУ,основанные на билинейном преобразо
вании

т-иг (8 .22)
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Это преобразование отображает единичный круг в плоскости ? в левую по
луплоскость плоскости -иг .

Для полученного характеристического уравнения 5)(ы) = О условием 
устойчивости является расположение всех корней в левой полуплоскости. 
После использования преобразования (8.22) для оценки устойчивости исход
ной САУ можно использовать все критерии, справедливые для непрерывных 
систем.

Пример. Передаточная функция замкнутой дискретной САУ задана в виде 
+°-Ц ______

гг- о,ч51 +о,б

Модуль пары комплексно-сопряженных корней |г|= 0,775 < I, что оз
начает устойчивость САУ. Применив преобразование (8.22) к характерис
тическому уравнению, получим

2,05иг + 1,2510- + 1,15 = 0 . .

Определитель Гурвица
1,25

А*
2,05

т.е. система устойчива.
Для оценки устойчивости можно использовать частотные характеристи

ки, которые получаются из передаточной функции путем замены 2=е^и Т .

w  -передаточной функции
преобразования-(8.22). Из (8.22) следует, что

Полученные частотные характеристики описываются трансцендентными выра
жениями и их определение связано со сложными расчетами. Поэтому на пра
ктике от 2 -передаточной функции переходят к 
путем использования

(8.23)

Введем понятие псевдочастоты , связанной с оператором иг со
отношением

W  = P -  (8.24)

Тогда из (8.23) получим

w  = — atctq-¡>. (8,25)

Из приведенных выражений видно, что частотные характеристики диск
ретных САУ относительно круговой частоты со являются периодическими тг
функциями с периодом ± . Нетрудно убедиться, что при изменении кру-

ЭГ 7Гговой частоты в пределах у  псевдочастота принимает значения
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о т -=-=. до + ~о . Частотные характеристики дискретных САУ строятся от
носительно псевдочастоты в соответствии с формулой

(8.26)и ( |4 ) -М ( г )1  , „  ч
|г «(■<+• о )(1 -  со)

при

По частотным характеристикам разомкнутой САУ, построенным относи - 
тельно псевдочастоты, можно в соответствии с критерием Найквиста оце
нить устойчивость замкнутой системы и определить запасы устойчивости.

8.5. Анализ качества дискретных САУ

Показатели качества дискретной 
ются по кривой переходного процесса, 
воздействием 

системы наиболее просто определи - 
вызванного единичным ступенчатым

ЯП-? г_
г - ч (8.27)

Изображение переходной функции будет

М(2) =  ■ (8.28)

Дискретные значения переходного процесса могут быть найдены путем 
разложения изображения Н(г) в ряд Лорана, которое просто реализуется 
делением числителя выражения (8.28) на его знаменатель. Если Н(?)= 
=В(г)/А(я), то после деления получим:

Н (г) = Со+ + Сг г 'г  * . . .  -  Е С . 2- \
1-0

С другой стороны, в соответствии с определением 2 -преобразова
ния

(8.29)

Н(г)=Ты1Т)2 ': .
1-0 (8.30)

Сравнивая (8.30) с (8.29), можно заключить, что коэффициенты 
равны дискретным значениям ЫсТ) переходной функции. Коэффициенты С{ 
можно определить по формулам:

С,= 8»/а0 ;
Сч= 4 - [в. -  £ а_С> ;

21 а.к С1_к  , 1>п.
“ О

формулах 8; - коэффициенты числителя функции Н(г) ; а; - коэффи 
знаменателя этой функции, т.е.

В этих 
циенты

(8.31)

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

  



Ь(г)-вогп + + ...+ 8n  ,
А(2)=ао г"+  а ,? п '  + . . . + а п .

Если степень числителя Ь(г) равна m  и т < п  , то соответствующие 
коэффициенты от 60 до приравниваются к нулю.

Пример. Изображение переходной функции имеет вид

Н ( 2 ч= _г__  0345г + о,24 о,145гг +о,24г
г - i  г г -о ,4 5 г-1-0,6 ~ г э -^ ч у г ’ +<о5г-о,б ’

Разделив числитель на знаменатель, получим
Н(г)’ 0,3'/5г"'+ 0,74 2'* + 0,74 2~J  + 0,46 z'* + 0,365 z ' S + 0,47 г ' 6  + 

+0,5732'’ + 0,556 г '** 0,^9 Z*’ + 0,47 ? '*  + 0,5025 z"* + 
-tt -1J -Иг -15

+0,52262 + 0,52 г +0,5032 + 0,52 + . . .  .

Аналогичный результат получим, применив формулы (8 .31 ) 
Ло графику (рис. 8 .6 )  легко

определить перерегулирование,вре-
мя установления, время регулиро
вания: б  = 48%г 1в = 0 ,12  с ; I 
1 ,4 с (при Т = 0 ,1 ) .
По аналогии с непрерывными
темами точность дискретных
можно оценивать с помощью
циентов ошибок ( \ :

C - i ! <Pe ( e
s T ) |

s=o •

коэффи-

(8 .32)
t i l  

5 Г  Ю Т 1ST
Р и с . 8 .6 .  График переходной

функции

(8 .33)

Выражение (8 .3 2 ) неудобно для рас
четов, поэтому реально использующие
ся коэффициенты СО ,СЧ ,С г  рассчитываются по формулам 

с . - в д к ч  

с . - г т £ - е д |  

с >“ 2 1т  аГ

Введением в передаточную функцию разомкнутой системы звена 
дискретной системе можно придать астатизм . Передаточная функция разомк
нутой системы в этом случае имеет вид

* В(г)
А (и) (8 .34)
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Передаточная функции по ошибке будет 
’ ф,т ) _ (г-н?А(г)_________

£ (г-4')>А(г) + 2^В(г) (8.35)

Здесь - порядок астатизма.
Очевидно, что при } = I коэффициент ошибки по положению Со = 0. 

При астатизме 2-го порядка ( -0 ч 2) получим С< = 0 и т.д.

8.6. Операционные методы цифрового моделирования 
дискретно-непрерывных систем

Дискретно-непрерывная (гибридная) САУ содержит в себе элементы, 
описываемые разностными уравнениями, и элементы, описываемые дифферен
циальными уравнениями. Если имеется передаточная функция <Р(г) всей 
системы, то по ней легко получить разностное уравнение этой системы 

ф. .п = Ко/1* 6,г™Л.
А(г) аогг ,+-а1г'г",+-...+ а.п (8.36)

т -л - 1

Разделив числитель и знаменатель на г п и а 0 , получим
л1 ГП-П Р 1 ГЛ-П—< »1 -пбо г +б<г +...+бт г (8.37)

ш-п-1 +

(8.38)

Так как передаточная функция есть отношение изображений выхода и входа, 
то из (8.37) будем иметь

х(г) = в; г + ...+ 6 ^ 2- п ) с ( г ) -

-  (а'< г'+  а ,г 'г +...+ а ^ г '^ К г ) .

Отсюда, в соответствии с теоремой запаздывания, получим

-  а’, -  а'г х((1-2)Т) - . . . -  а ‘п  х (((-пУГ).
Разностное уравнение (8.38) представляет собой рекуррентное соот

ношение, которое позволяет вычислить дискретные значения выходного 
сигнала по дискретным значениям входного сигнала С((Т) и предыдущим 
значениям выходного сигнала. Выражение (8.38) является программой ра
боты ЦВМ при моделировании дискретной САУ. Неудобством является то,что 
получение передаточной функции ФСг) связано с необходимостью определе
ния 2 -преобразования от передаточной функции № нч(ь) непрерывной час- ' 
ти, которое вызывает определенные вычислительные трудности. Поэтому на 
практике нашли применение операционные методы перехода от М н ч(5) к
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Мнч(г) , связанные с заменой оператора 5 на некоторую функцию от 2 ,
т.е. методы подстановки. При определении функции должны выполнять
ся следующие требования:

1) если непрерывная передаточная функция \л/(ь) соответствует ус
тойчивой системе, то и дискретная передаточная функция №(?) должна оп
ределять устойчивую систему;

2) способ должен допускать возможность раздельного применения к 
отдельным звеньям непрерывной части, т.е. если

^(5)-и1и)...У/Дь), то и М(2)=М1(2)Мг(г)..Мк(г);

3) для постоянных сигналов коэффициент усиления дискретной цепи 
должен соответствовать тем же значениям коэффициента усиления непрерыв
ной цепи.

Перечисленным требованиям наиболее полно удовлетворяет подстановка 
Тастина

, 2 2-1
* Т- Т+1 ’ (8.39)

После замены оператора в в соответствии с (8.39), полученную пе
редаточную функцию звена делят на Т . Таким образом, получают 2 -пере
даточные функции всех звеньев непрерывной цепи и по ним определяют их 
разностные уравнения. Добавив к ним разностные уравнения дискретной це
пи, получим систему разностных уравнений, которая является программой 
ЦВМ при моделировании САУ.

В последнее время получил распространение метод подбора корня,опи
санный в [2]. На оснований применения этого метода получены разностные 
уравнения для типовых непрерывных звеньев САУ, применяемые при модели
ровании гибридных систем на ЦВМ, которые приведены в приложении.

8.7. Синтез дискретных САУ

Синтез дискретных САУ состоит в разработке такой программы обра - 
ботки информации в ЦВМ, при которой синтезированная система удовлетво
ряет поставленным требованиям.

При синтезе дискретных САУ необходимо особое внимание уделять ус
ловию грубости системы, которое говорит о том, что при малых изменени
ях параметров неизменяемой части системы изменения выходных координат 
должны быть малыми. Для обеспечения грубости системы необходимо и дос
таточно, чтобы в процессе синтеза не производилось сокращение нулей и 
полюсов ее элементов, расположенных вне круга единичного радиуса, т.е. 
неустойчивых нулей и полюсов. Это, в свою очередь, означает невозмож - 
ность управления системой по произвольному закону.

81



Синтез дискретной САУ может быть произведен с помощью ЛЧХ, постро
енных относительно псевдочастоты, так же, как и непрерывных САУ.

Полученная передаточная функция корректирующего устройства 
с помощью преобразования (8.22) переводится в , которая и опреде
ляет фрагмент программы ЦВМ.

Рассмотрим методику синтеза дискретной САУ по критерию быстродей - 
ствия, когда основным требованием является требование, чтобы выходной 
процесс имел конечную и минимально возможную длительность.Зададимся ви
дом характеристического полинома замкнутой САУ

А(г)-?е, (8.40)

где е - целое положительное число.
Представим передаточную функцию непрерывной части в виде 

и (г) .
нч 0(2) (Пг)о-(г)

В этом выражении полиномы Р+(г), 0+(г) содержат все корни

ри круга единичного радиуса, а полиномы
Пусть желаемая передаточная функция

Д(2)У/ич(г) .

( + 3(1)\</нЧ(2)

(8.41)

(8.42)

, лежащие внут- 1
Р~(г) и 0 (2) - вне этого круга. | 

имеет вид

Отсюда

Ф(?)
1-Ф(г)

В этом выражении 5)(?) - программа ЦВМ. В 
0*(г) Ф(?) а?2)

(8.43)

соответствии с (8.41) получим:

Э(г)”Р+(г) Р’(2) 4-Ф(г) (8.44)

Исходя из условия грубости, можно считать, что минимальная степень 
полинома А(г) определится из условия

^тт-||0’(в)Н +11Р'(2)М. (8.45)

Полиномы числителя и знаменателя желаемой и передаточной функции 
определяются из полиномиального уравнения

Р(г)М(г) -г О(г)Ы(г)=А(г). (8.46)

Полиномиальное уравнение решается путем развертывания 
му алгебраических уравнений и приравниванием коэффициентов 
вых степенях г . При этом должны выполняться условия

его в систе- 
при одинако-

(8.47)
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(8.48)

Минимальные степени искомых полиномов определяются при знаке ра
венства. Передаточная функция 2(г) определяется по выражению

Р (г) N(2)

Если по результатам синтеза получим систему с малым запасом устойчивости, 
то необходимо выбрать 1>1т1п.

Пример. Найти программу управления объектом, который имеет переда
точную функцию

V ьу. О,6(2-О.6^(?»4Л) 
ич' ' (2-2Л)(гг-4,282 +Ц45)

Нетрудно видеть, что Р*(г)«г -о,64 ; Р'(г)»(г + 4,ъ)0,6 ; 0+(г)-гг-4ДЛг + 0.4£; 
<Г(г)“ г -¿,4.

Из (8.46) и (8.45) следует, что , т.е. минимальная длитель
ность процесса равна 2Т .(¡остановим полиномиальное уравнение

0,6 (г-1,5) ГПО+(г- 2Л)(п,2 + П<) - ?*.

гг0«= I; гц= 0,88.

по аналоговому прототипу.

(8.49)

Решив это уравнение, получим т,= 3,04;
Тогда М(г)»3,04 ; N(1)«? + о,««.
Окончательно получим

ХМ '1.232+0,4 У W .
w 2-0,64 2 + 0,8«

Дискретная САУ может быть синтезирована
т.е. по выполнению условия

«т-цп|,.Л ■
Передаточная функция неизменяемой части

V/ '-лWh"( Q(s)

Выбрав желаемую импульсную переходную характеристику ■fc(t) методами, 
разработанными для непрерывных систем, затем можно определить желаемую 
передаточную функцию дискретной системы:

известна:

(8.50)

Далее определяется передаточная функция разомкнутой САУ: 

У/-.Х- У(?)
5 Н-Ф(2)

С другой стороны,
Мнм(Ь)} •

(8.51)

(8.52)
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Выражения (8.51) и (8.52) дают возможность определить программу ЦВМ ®(г).

9. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

9.1. Определение и особенности нелинейных систем

Нелинейной называется такая САУ, у которой зависимость между вход
ными и выходными переменного одного или нескольких элементов описывает
ся нелинейными уравнениями.

Все реальные элементы, строго говоря, нелинейны, и к понятию ли
нейной системы приходят путем их линеаризации. На практике встречаются 
такие нелинейные элементы, к которым операция линеаризации по малому 
отклонению неприменима ( так называемые существенные нелинейности). К 
существенным нелинейным характеристикам относятся, например, релейная, 
типа насыщения, модуля и др. Основные типовые нелинейности и их харак
теристики приведены в приложении.

Нелинейные системы по сравнению с линеаризованными обладают целым 
рядом особенностей.

Дифференциальные уравнения линеаризованных систем получаются при
менением операции линеаризации по методу малого отклонения, и поэтому 
если линеаризованная САУ устойчива, то можно говорить об устойчивости 
исходной нелинейной системы только при малых отклонениях, т.е. об ус
тойчивости в "малом". В нелинейных системах при увеличении начальных 
отклонений характер процессов может резко изменяться, система, устой
чивая в малом, может оказаться неустойчивой при больших отклонениях.

Система называется устойчивой в "большом", если она устойчива при 
больших конечных по величине начальных отклонениях. Система называется 
устойчивой в "целом", если она устойчива при любых, не ограниченных по 
величине, начальных отклонениях. Если система асимптотически устойчива 
в целом, то ее называют абсолютно устройчивой. В теории автоматическо
го управления важное место занимают вопросы исследования собственных и 
вынужденных колебаний нелинейных систем. В нелинейных САУ могут возни
кать устойчивые периодические режимы, к которым сходятся переходные 
процессы как снизу (от малых начальных отклонений), так и сверху (от 
больших начальных отклонений). Этот устойчивый периодический режим со
бственных колебаний -называется автоколебаниями. Амплитуда и частота ав
токолебаний определяются только параметрами самой системы и не зави - 
сят от начальных условий.

К нелинейным системам неприменимы принципы суперпозиции и комму
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тативности, для их исследования нельзя использовать аппарат преобразо
ваний Лапласа и Фурье.

Рассмотрим некоторые методы исследования нелинейных систем.

9.2. Метод фазовых портретов

Дифференциальное уравнение замкнутой САУ может быть преобразовано 
к системе п дифференциальных уравнений 1-го порядка

= <}(«)’ 1=^2,..., И (9.1)

с начальными условиями х;(0). Величины можно рассматривать как коор
динаты некоторой точки М в п-мерном фазовом пространстве. Изобража
ющая точка М при изменении координат описывает в этом пространстве не
которую траекторию, которая называется фазовой. Совокупность фазовых 
траекторий при различных начальных условиях называется фазовым портре
том системы. Наглядное представление фазовых траекторий возможно толь
ко при гг«3, и рассматриваемый метод нашел широкое применение для ис
следования нелинейных САУ, которые могут быть сведены к системам 2-го 
порядка ( п= 2). Исследование поведения нелинейных систем на фазовой 
плоскости возможно только для автономных стационарных систем.

Уравнение автономной системы 2-го порядка может быть записано в 
виде

1=^Х,х). (0.2)

(9.3)

Полагая х=х1 , х,«=хг, получим
х. = хг 1 
хг*Ях,,хг) ].

Фазовыми координатами системы являются ее выходная переменная х, 
и скорость ее изменения х2 . Разделив второе уравнение системы (9.3) 
на первое, получим дифференциальное уравнение фазовых траекторий 

¿Хг _ /(Х1,Х3) 
хг

Уравнение (9.4) однозначно определяет
тории во всех точках, кроме тех, в которых 
венства

(9.4)

касательную к фазовой траек- 
одновременно выполняются ра-

^хоХ2>0 , Хг=0 . (9.5)

В этих точках, которые называются особыми, не существует определенного 
направления касательной к траектории. В особых точках производные фа
зовых координат равны нулю, следовательно, особые точки являются точка
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ми равновесия системы.Для отыскания особых точек необходимо совместно 
решить уравнения (9.5) .

Выясним характер возможных особых точек и оценим устойчивость по
ложения равновесия системы в окрестности этих точек. Пусть х 1/о),Хг = О 
есть координаты особой точки. Линеаризуем систему (9.3) в окрестности 
этой точки, полагая,что х < » х 4(о)+‘(,12=г;,где и ? - малые величины. 
Тогда

Р(х,,х2)-Р  (х,(о),о)+ + { / ^ , 0 ,

где а ‘  > *~1яг (ъ<о),о) •

(9.6)

Подставив (9.6) в (9.3), отбросив малые высшего порядка малости 
также принимая во внимание, что координаты особой точки удов

летворяют уравнениям (9.5), получим систему линейных дифференциальных 
уравнений первого приближения

(9.7)

Решая эти уравнения, можно определить движение линеаризованной 
системы и ее фазовые траектории вблизи особой точки и оценить устойчи
вость положения равновесия. На основании теорем Ляпунова полученные 
результаты будут справедливы и для исходной нелинейной системы.

Системе (9.7) соответствует характеристическое уравнение

>2 -  8>-а=о . (9.8)

Движение системы определяется типом корней уравнения (9.8):
I. Корни комплексно-сопряженные: . Решение системы (9.7)

имеет вид

(9.9)

Здесь т  и Ч - постоянные интегрирования, определяемые начальными 
условиями. Изображающая точка стремится к началу координат при Р-*"», 
если Ь.-= О, и удаляется от него при Н >  О. Фазовый портрет системы 
для этих случаев показан на рис. 9.1,а и 9.1,6. Особая точка тако
го рода называется фокусом. При О имеет место устойчивый фокус 
(рис. 9.1,а), при Ь.> 0 - неустойчивый фокус (рис. 9.1,6).

2. Корни действительные одного знака. Решение имеет вид

(9.10)
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Движение системы является апериодическим. Изображающая точка асимп
тотически приближается к особой точке, если Х< и Хг отрицательны, и 
удаляется от нее, если X., и Хг положительны. В частных случаях,когда 
т а = 0, из (9.10) получим

х-М  , (9.11)

а когда т<  = О ,

с-М- (9.12)

Уравнения (9.11) и (9.12) определяют прямые, по которым движется 
изображающая точка в указанных случаях. Из уравнений (9.10) можно по
лучить

. . .  .2 1
(9.13)

__ 1 т<(Х<~Ха)г Де  ~ г ~  ’ — О» ’С (Л з “  Л 4 )

Определив из (9.13) производную в особой точке, можно убе-
диться, что все фазовые траектории касаются в особой точке той из пря
мых (9.11) или (9 .1 2 ), которая соответствует меньшему по абсолютной ве
личине корню. .

Особая точка такого типа называется узлом. Если корни отрицатель
ны, то имеем устойчивый узел (рис. 9 .1 ,в ) , если положительны -  неустой
чивый узел (рис. 9 .1 ,г ) :

3. Корни чисто мнимые X-±¿со. Решение имеет вид

(9.14)

Из (9.14) легко получить уравнение семейства фазовых траекторий

(9.15)

Это уравнение определяет семейство эллипсов с полуосями т  и т о  
(рис. 9.1-,д). Такая особая точка называется центром. Линеаризованная 
система в данном случае находится на границе устойчивости. Для сужде
ния об устойчивости исходной нелинейной системы необходимы дополните
льные исследования, которые должны показать, является ли рассматрива
емая особая точка фактически центром или нет. Траектория (9.15) опре
деляют так называемый предельный цикл. Если при изменении начальных 
условий в любую сторону траектории сходятся к предельному циклу,то он 
устойчив, если расходятся от него - то предельный цикл неустойчив.Ус- 
тойчивый предельный цикл определяет собой автоколебания. Если траек -
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тории с одной стороны приближаются к предельному циклу, а с другой - 
удаляются от него, то он называется полуустойчивым.

Устойчивый предельный цикл(автоколебания) и неустойчивый предель
ный цикл имеют фазовые траектории, показанные на рис. 9.2.

Рис. 9.2. Устойчивый и неустойчивый предельные
циклы

Если система имеет несколько предельных циклов, соответствующих 
одной и той же особой точке, то неустойчивые и устойчивые предельные 
циклы всегда чередуются.

4. Корни действительные, различных знаков (Х^О,Хг>о).Прямые 

(9.11) и (9.12) являются в данном случае асимптотами для фазовых тра
екторий. Так как Хг>0, то где бы не находилась изображающая точка в 
начальный момент, в конечном итоге она всегда будет- удаляться от по
ложения равновесия. Только в случае движения по асимптоте изображаю

щая точка может попасть в точку положения равновесия.При малейшем откло
нении от асимптоты изображающая точка будет отклоняться от положения 
равновесия. Такая особая точка называется седлом,она всегда соответст - 
вует положению неустойчивого равновесия.

Таким образом, сутью рассмотренного метода является построение 
фазовых траекторий, выделение особых точек и определение их устойчи
вости. Построение фазовых траекторий может быть осуществлено на осно
ве решения дифференциальных уравнений системы по участкам,которые оп
ределяются характером нелинейной характеристики. Эта задача даже в 
случае системы 2-го порядка может вызвать значительные вычислительные 
трудности, сложность которых возрастает вблизи линий переключения.Ис
пользование ЭВМ в значительной мере упрощает решение задачи.

Пример. Система стабилизации.КЛА имеет вид, показанный на рис.9.3.
Уравнения данной системы можно записать в виде

с1Ф ’
м 

сИ У

(9.16)

Съспии при 1 и*| 5» 6 ,
1 0 при |иа|<6,
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Решение системы (9.16) в случае | u^| i В имеет вид 

(j(t)-Cû(O) + -y-t

Vit) - V(0) + W(O)t + y f2

При | u* H 6 фазовая траектория описывается уравнениями 
w-co(o) 1

v(t)-v(o)+ <4o)t J.

(9.17)

(9.18)

Уравнение линии переключения будет

кг(со)| = 8. (9.19)

При построении фазовой траектории необходимо помнить, что каждый
раз при прохождении линии переключения конечные значения переменных пре 
дыдущего участка становятся начальными условиями для последующего участ
ка.

В соответствии с выражениями (9.17)-(9.19) рассчитана и построена 
фазовая траектория для следующих численных значений параметров:

С= 40 нм; 3=1,05 кГ-м2; 6= +2,0 В; 0,5 В/град;

£г= 0,5 В/град/с; ю(о)= 0; 1Г(о)= -6 град.
фазовая траектория для указанных условий показана на рис. 9.4,а.

Анализ полученной фазовой траектории показывает, что она близка к типу 
устойчивого фокуса, но система не приходит в точку начала координат,так 
как угловая скорость становится равной нулю на линии переключения и дви 
жение по координате 1/(Ф) завершается при значении 1Г= 6/-к1 = ±4’ В пре

делах зоны нечувствительности при о> = О система нейтральна по отноше - 
нию к координате V .

Фазовая траектория, построенная при ^2= 0, свидетельствует, что 
в системе возникают автоколебания с амплитудой, равной 1/(о) , и часто - 
той Ш— 2,4 1/с (рис. 9.4,6). Частота автоколебаний определяется по 

времени полного оборота изображающей точки.
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Р и с. 9.4. Фазовые траектории системы

9.3. Метод гармонической линеаризации

Метод гармонической линеаризации позволяет с достаточной точностью 
исследовать устойчивость и точность нелинейных систем, используя мето
ды, разработанные для линейных систем, в том числе и частотные методы. 
Метод дает возможность определить наличие автоколебаний, а также их 
частоту и амплитуду.

Система автоматического управления представляется в виде соедине
ния линейной и нелинейной части (рис. 9.5).

] I

---- »
Линеинар Нелинейная

Часть часть

Р и с.9.5. Схема нелинейной САУ

Выходной сигнал нелинейной части в общем случае определяется вы
ражением

4=Е(х,х). (9.20)

Если й(5)/(}(5) - передаточная функция линейной части, то
систему уравнений можно записать в виде 

0(ь)х + 1?(5)у-о

4«Г(Х,5Х)
(9.21)
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Найдем такое решение системы (9.21), при котором выходной 
сигнал линейной части хШ представляет собой гармоническую функцию

Х(й- АЯпыТ. (9.22)

Тогда у.((г) будет представлять собой также периодическую функцию, но 
отличную от синусоиды. Эту функцию можно разложить в ряд Фурье

(9.23)

Для симметричных нелинейностей Ро = 0.
Основным условием, которое накладывает метод на линейную часть 

системы, является условие фильтра нижних частот. Линейная часть пропус
кает только первую гармонику колебаний. С энергетической точки зрения 
это означает допущение, что вся энергия как бы сосредоточена в первой 
гармонике колебаний, т.е. между сигналами линейной и нелинейной части 
существует гармонический баланс. Данное допущение позволяет считать 
высшие гармоники разложения (9.32) малыми и ограничиться рассмотрением 
только первой гармоники сигнала

\)(1} - а(А,о>)ыпшФ + 6(А,сэ)сов(Л. (9.24)

(¿Т
Учитывая, что = Лысовой,можно записать

В этом случае первое уравнение системы (9.21) примет вид

В этом выражении 2]Г

(9.25)

I Г(Аь‘пУЛшс05у)з1пУ(£у

о =
Результат замены нелинейности Р(х,ьх) выражением

(9.26)

называется гармонической линеаризацией. Величины ц. и называются 
коэффициентами гармонической линеаризации. Обычно для однозначных нели
нейностей 0. Выражения для и для типовых нелинейностей
приведены в приложении.

Принципиальное отличие гармонической линеаризации от обычной сос
тоит в том, что при обычной линеаризации нелинейную характеристику за
меняют прямой линией с определенной постоянной крутизной, а при гармо
нической линеаризации - прямой линией, крутизна которой зависит от ам
плитуды входного сигнала.
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Наиболее удобный способ определения наличия, амплитуды и частоты 
автоколебаний состоит в использовании характеристического уравнения 
(9.25), которое после подстановки приобретает вид

+ Р(^со)((|(А1сэ) + |Ц1(А1ш)) = О. 0.27)

Выделив вещественную и мнимую части, получим:
и((|,<1ч,ы)жо1

Совместное решение этих уравнений позволяет определить амплитуду 
и частоту автоколебаний. Автоколебания существуют, если получающиеся 
значения частоты и амплитуды вещественны и положительны. Наличие авто
колебаний связано с устойчивостью найденного периодического режима.

Общим признаком устойчивости периодического решения, т.е. сущест
вования автоколебаний, является равенство нулю предпоследнего определи
теля Гурвица при полученных значениях А и ы .На основании кри
терия устойчивости Михайлова получено другое условие устойчивости пери
одического решения [3]:

(ъи У ( эи
\3А )\Ъы) Ъи у

Индекс •*” означает, что производные вычисляются при полученных 
значениях А и ы .

Пример. Применим метод гармонической линеаризации к исследованию 
системы стабилизации КЛА, структурная схема и параметры которой при
ведены в предыдущем примере.

Для рассматриваемой нелинейной характеристики коэффициенты гармо
нической линеаризации имеют вид

Заменив нелинейную характеристику коэффициентом гармонической ли
неаризации <|(А') , получим передаточную функцию замкнутой системы

После замены 8“|со получим •

-Ц)г + 11С} = 0 

Мо=0 -•

Из второго уравнения полученной системы следует, что со ■= 0. Это 
означает, что периодический процесс отсутствует. Тогда из первого урав
нения следует, что (|(А) = 0, а это возможно только при А=6 или 
1Л(о)--6/^= 4 град. Это означает, что система после окончания переходно
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го процесса устанавливается в положение М(4,0). Этот результат пол
ностью соответствует полученному построением фазовой траектории.

*,=При О получим

s’+M
Данная передаточная функция соответствует консервативному звену, кото
рое определяет незатухающие гармонические колебания. После замены 
получим

-со1-£4=0.

Отсюда частота автоколебаний

Амплитуду автоколебаний можно определить непосредственным решени
ем дифференциального уравнения

+ МКП-0
при Х(0)“1Г(0).

В результате получим, что амплитуда автоколебаний А»и(о)=6 град. 
Вычислив теперь ц. , а затем частоту со , получим: со = 2,5 ^/с.

Полученные результаты хорошо согласуются с результатами, получен
ными при построении фазовой траектории.

9.4. Применение метода гармонической линеаризации 
к исследованию вибрационной помехоустойчивости 
систем управления ЛА

Допустим, что на входе нелинейной САУ действует не только внешнее 
управляющее воздействие f,(t) , но и внешнее высокочастотное воздейст
вие fit)= BsinA2^t. связанное, например, с изгибными колебаниями корпуса 
ЛА. Тогда уравнение системы запишется в виде

QCs)x(s) + R(s)F(x,$x)=S(s)f(t) + 5t(s)fi(t). (9.30)

Будем полагать, что спектр частот сигнала f,(t) много ниже часто
ты Jig периодического воздействия f(t) . Решение уравнения (9.30)бу
дем искать в виде

I=x’(t)+ X*(t) 1

x*=Agsin(.Qgt<-v) J. (9‘31)

Переменная i°(t) предполагается медленной составляющей по сравне
нию с периодической x*(t).

Подставив (9.31) в (9.30), получим
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0(5)1 + Р(Ь)Г(х°,А, (9.32)

Считая, что линейная часть системы является фильтром нижних час
тот, будем учитывать только первую гармонику разложения нелинейной- 
функции в ряд Фурье

Г(х°,А6,Лв)=Р(х’ Ав,А1ь’) + аь1п¥ + 6соьУ , у=Х1вФ .

В этом выражении
2%

Р°(х°,А{ |г(х0+АвБ(пУ)А8Лвсо5^)йУ.

о
Так же, как и ранее, обозначим:

]Г(х^-А1Ь1ггЧ'1А8Л.6соьУ)$1пУс1У 

‘ °2Л
^(х°,Ав,Л8)--^^] Г(х0+А6Ь1пУ,АвЛ8соБУ)со4Гс(у] .

Исходное уравнение разделится на два:

О(5)Х°+1?(Ь)РМ<6Я<(1>

0(5)Х*+Р(Ь)[с|+^5]Х*-3(5))Я)

(9.33)

(9.34)

(9.35)

Первое уравнение определяет медленную (полезную) составляющую,где 
основной неизвестной является смещение Х°(Ф) . Второе уравнение опре - 
деляет колебательную (вибрационную) составляющую. Функцию смещения 
линеаризуем в окрестности точки Х°= 0:40 (9.36)х’=о

Коэффициент называется нелинейным коэффициентом усиления по 
медленной составляющей. Данный коэффициент зависит от амплитуды и час
тоты вынужденных колебаний. Это очень важное обстоятельство говорит о 
том, что внешняя вибрационная помеха может существенно повлиять на все 
стороны процесса управления. При определенных значениях Ав и нели
нейная САУ может не только ухудшить свое качество, но даже и потерять 
устойчивость. Особенно важно учитывать воздействие высокочастотной виб
рации при исследовании условно-устойчивых систем, которые включают в 
себя неустойчивые динамические звенья и имеют критический коэффициент 
усиления как по максимуму, так и по минимуму.

Во втором уравнении системы (9.35) выразим переменную Я1) через 
Х*(Ф):

ЯI) = В[ь1 п(Я+ у) ~чО = ВСО5У + Ч1) - В 51ПЧ> С05(Лв1 + ф).
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Принимая во внимание (9.31) и учитывая, что 

sx*“AgIltCos(Jlit + 4’),

окончательно получим:

s)x*. 0.37)

Подставив f(t) во второе уравнение системы (9.35), получим
[q«-S(s)-£- (аяЧ - -g* s)]x* +

L ч ‘ (9.38)

+R(*)(V

Данное уравнение после подстановки S= дает возможность опреде
лить амплитуду и фазу вынужденных колебаний на входе нелинейной части 
системы. По этим данным вычисляется значение и по характеристичес
кому уравнению

Q(s) + kHR(sW (9.39)

судят об устойчивости САУ при заданных параметрах вибрационной помехи.
Выражения для коэффициентов гармонической линеаризации при высоко

частотной помехе приведены в приложении.
Пример. Ракета-носитель "Авангард" на 75-й секунде полета имеет 

передаточную функцию

( (Тгь*1)(ТзЬ-П(Т,5-1)

где *,= 4,48; Т, = 19,12; Тг= 0,66; Т3= 25,25; V 0,69.
Структурная схема системы стабилизации преставлена на рис. 9.6.

Р и с. 9.6. Структурная схема системы стабилизации

ляет

На этой схеме Ч,„(5)=-=г--- . Нелинейная функция Р(х) представ-
р ь(Тр5-Н)

собой характеристику типа насыщения (рис. 9.7).
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Рис. 9.?. Нелиней
ная характеристика

для данной нелинейной

Для Тр= 0,1; £„ = 1,6; 0,6; £к= I
получено характеристическое уравнение, коэффи
циенты которого зависят от величины К . Из 
этого уравнения определено минимальное значе
ние &т!п= 4,35, при котором система выходит на 
границу устойчивости. Амплитуда вынужденных ко
лебаний на входе нелинейного элемента может 
быть определена по уравнению

Значение нелинейного коэффициента усиления 
функции имеет вид -

.2* .6-Кн»-у-олеат•

Из этого выражения для 4,35 и =
лучим значение для ;

Теперь можно определить амплитуду вибрационной помехи, при которой 
происходит потеря устойчивости для частоты второго тона изгибных коле
баний корпуса Л8= 62,5 ^/с:

Вгпах =-7==========; =Ш7-40’“УуГЛ.МИН. .

Крайне малая амплитуда изгибных колебаний приводит к потере устойчи - 
вости системы. Это вызывает необходимость принятия специальных мер по 
обеспечению ее вибрационной помехоустойчивости.

10 при Ъ = 0,035 по-
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ПРИЛОЖЕНИЯ
Приложение I

ТАБЛИЦА ИЗОБРАЖЕНИЙ ОСНОВНЫХ ФУНКЦИЙ
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Приложение 2

Временные характеристики типовых динамических

звеньев

№ 
п/г Типы звена /1 а) ¿С*}

I Безынерционное 
звено

л/Гз; = *

к
£ (9 * г

2 Идеальное диффе
ренцирующее 
звено

И/зЛлЗ 0

3 Идеальное итери
рующее звено

Щ*) = £ 1
к‘

ь0

4 Апериодическое
звено 1-го~порядка

к
г ‘ *

к 
т

о ж

5 Апериодическое 
звено 2-го порядка

я1

л

1_ _

р

6 Колебательное 
звено * к

0 Ь-----------------------

0

7 Консервативное 
звено <

0 1—-------------------

0

8 Форсирующее 
звено 1-го порядка 

Л'бСЬ К(Т4+1)

К

0 —*0
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Приложение 3

Частотные характеристики типовых динамических звеньев



Приложение 4
Логарифмические частотные характеристики типовых

динамических звеньев
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Приложение 5

Отклонение асимптотической ЛАХ колебательного звена

от точной

Приложение б 

Таблипа П 6.I
Передаточные функпии, соответствующие типовш 

симметрична ЛАХ

»
л/д

Передаточная 
функция разомкнутой 
системы

Вид ЛАХ
Базовая 
частота

Связь с 
базовой 
частотой

.1 К (т л Ъ Ч )
__ л

ГХх
1

1
Гл 4)

А <Уо ’ и - !ш * ' 1

2
К(тг 5<-') л

Л Ш
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1 2.
т, Ъ 1 }/м(ГН)

~сй° Н+!

Х (Ъ 5 * /) X * /
1

9 Л к
3

/=3 '

1 «о»
К X

ЮЗ

 

 

 
 

  
 

 



Таблипа П .6 .2

Передаточные функпии, соответствуппие типовых 
несимметричным ЛАХ

В табл. 6.1 и 6.2

М - показатель колебательности;
1 ,2 , . . ,  - цифра, стоящая над участком ЛАХ, означает наклон 

этого участка (I - -20 дб/дек; 2 - -40 дб/дек и т .д .)
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Приложение 7

Нормированные кривые переходных процессов для

Р и с . П .7 .1 . Переходные функции, соответствующие

симметричным ЛАХ

Р ис. П .7 .2 . Переходные функции, соответствующие

несимметричным ЛАХ
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Приложение 8

Правила преобразований структурных схем

4.

------------------(---------------

Наименование Исходная схема 
преобразования Преобразованная 

схема

Перемена мест 
узлов линий связи

Перемена мест 
сравнивавших 
устройств

Перенос узла 
через сравниваю
щее устройство 
против хода сиг
нала

Перенос узла 
через сравниваю
щее устройство 
по ходу сигнала

5 Перенос узла 
через звено 
по ходу сигнала

6
Перенос узла 
через звено про
тив хода сигнала

7
Перенос сравни
вающего устрой
ства через звено 
по ходу сигнала

Перенос сравниваю
щего устройства 
через звено против 
хода сигнала

106



Приложение 9

Аналоговые модели типовых динамических звеньев

№ 
п/п

Название
звена

I  Безынерционное > 
звено

Передаточная 
функция звена

о Апериодическое 
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т$*7
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3 Звено второго 
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К ь 'ат рч

т,-\Г  
’  /г<
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звено
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Л/?«
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К '~  ЯС

Идеальное 
интегрирующее 
звено

Инерционное
5 дифференцирую
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Сл С1

и4£) =1 7  Г5+/
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