
Ф ЕДЕРАЛЬН ОЕ А ГЕН ТС ТВО  ПО ОБРАЗОВАНИЮ 

ГО СУД А РСТВЕН Н О Е О БРА ЗО ВА ТЕЛЬН О Е УЧ РЕЖ Д ЕН И Е 

ВЫ С Ш ЕГО  ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ 

"САМАРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫ Й УН И ВЕРСИ ТЕТ" 

Ф ИЗИЧЕСКИЙ Ф А КУЛЬТЕТ 
К а ф е д р а  общ ей  и теор ети ческой  ф изики

А .В . Гор охов 

А .Ф . К р у то в 

А .П . М арты н ен ко

МЕТОДЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Самара

Издательство "Универс групп"



П ечат ает ся п о реш ению  Редакционно-издат ельского совет а  

С ам арского государст венного университ ет а

Б К К  22.311 

У Д К 517.33+517.44 

Г  70

Рец ен зен ты :

Доктор физико-математических наук, профессор, заведующий кафедрой 

физики Самарского аэрокосмического университета И .П . Заверш инский 

Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры математиче­

ской физики Самарского государственного университета А .А . А ндреев

Гор охов, А .В .

Г  70 Методы математической физики : учеб. пособие/ А.В. Горохов, А.Ф. 
Крутов, А.П. Мартыненко. - Самара :

Изд-во "Универс групп", 2008. 94 с.

ISBN 978-5-467-00177-7

Учебное пособие содержит сборник задач по основам теории функций 
комплексного переменного и их приложениям к  ряду физических задач. Ос­

новное внимание уделено разбору методов решения задач по курсу.

Пособие предназначено студентам физических факультетов университе­

тов, изучающим курс методов математической физики, но может быть также 

полезно преподавателям и студентам вузов технических специальностей.

БК К  22.311 
УДК 517.33+517.44

ISBN  978-5-467-00177-7 ©  Горохов А.В., Крутов А.Ф.,

Мартыненко А.П. 2008

©  Самарский государственный университет 

2008



С о д е р ж а н и е

В в е д е н и е  б

1 К о н ф о р м н ы е о то б р аж ен и я 8

1.1 Общие свойства конформных отображений . . . .  8
1.1.1 Примеры задач с решениями . . .  8
1.1.2 Аудиторные зад ач и . .   12

1.1.3 Задачи для самостоятельного решения . , 13
1.2 Физические приложения . . . .  .   16

1.2.1 Примеры задач с реш ен и ям и ..................  16

1.2.2 Аудиторные задачи ..................................................................................21

1.2.3 Задачи для самостоятельного решения . . . .  22

2 В ы ч и сл е н и е  о п р ед ел ен н ы х и н тегр ал ов с  п ом ощ ью  вы ч е то в  25
2.1 Вычеты и нахождение определенных интегралов . . .  25

2.1.1 Примеры задач с реш ен и ям и........................................................... 25

2.1.2 Аудиторные задачи . . .  28

2.1.3 Задачи для самостоятельного решения.........................................28

2.2 Вычисление определенных интегралов . . . 30
2.2.1 Примеры задач с- решениями . .   30
2.2.2 Аудиторные задачи . . . .  . . . 34
2.2.3 Задачи для самостоятельного решения.............................  35

2.3 Вычисление определенных интегралов (продолжение) . . 37

2.3.1..... Примеры задач с реш ен иям и ........................................................... 37

2.3.2 Аудиторные задачи . . .    39

2.3.3 Задачи для самостоятельного решения 39

3  Л и н ей н ы е д и ф ф ер ен ц иал ьн ы е у р авн ен и я с  перем енны м и ко­

эф ф иц и ентам и  41
3.1 Решение дифференциальных уравнений второго порядка, в окрест­

ности обыкновенной точки, регулярной особой точки дифферен­

циального уравнения . . .  . .   41

3.1.1.....Примеры задач с реш ени ям и .............................. 41
3.1.2 Аудиторные задачи .  45
3.1.3 Задачи для самостоятельного решения. . .  . 46

3



4  М ер о м о р ф н ы е ф ункции  48

4.1 Разложение мероморфных функций в ряды простейших дробей
и в бесконечные п р ои зведен и я.....................................................................48

4.1.1 Примеры задач с решениями .................................................. 48
4.1.2 Аудиторные задачи ............................................................................51

4.1.3 Задачи для самостоятельного решения.................................. 51

5 А си м п то ти ч ески е оц ен ки  и н тегр ал ов 53

5.1 Метод интегрирования по частям. Метод Лапласа . . . 53
5.1.1 Примеры задач с решениями . .  53
5.1.2 Аудиторные задачи .............................................................................. 55
5.1.3 Задачи для самостоятельного решения............................ 56

5.2 Асимптотические оценки интегралов. Метод стационарной фа­

зы. Метод перевала ........................................................................................... 58

5.2.1 Примеры задач с решениями .....................  58

5.2.2 Аудиторные задачи ...............................................................................63
5.2.3 Задачи для самостоятельного решения . . . .  64

6 О перац ионное и счи сл ен и е 66

6.1 Свойства преобразования Лапласа . ...................... 66

6.1.1 Примеры задач с реш ен иям и ......................................................... 66

6.1.2 Аудиторные задачи ........................................................................  69
6.1.3 Задачи для самостоятельного решения....................................... 70

6.2 Операционное исчисление. Приложения...................................................72
6.2.1 Примеры задач с  решениями ......................................................72

6.2.2 Аудиторные задачи ..........................  75
6.2.3 Задачи для самостоятельного решения.........................................76

7  К л а сси ч еск и е  ор то гон альн ы е поли ном ы  79

7.1 Полиномы Лежандра, Чебышева-Эрмита, Чебышева-Лагерра . 79

7.1.1 Примеры задач с  реш ени ям и....................  . . .  79
7.1.2 Аудиторные задачи ................................................................................. 61
7.1.3 Задачи для самостоятельного решения.........................................81

7.2 Полиномы Лежандра, Чебышева-Эрмита, Чебышева-Лагерра.

Интегральные представления..............................................................  83

7.2.1 Примеры задач с р е ш е н и я м и .............................................  83

4



7.2.2 Аудиторные задачи . . .........................................

7.2.3 Задачи для самостоятельного решения......................

8  Ц и л и н др и чески е ф ун кци и

8.1 Функции Бесселя, Ханкеля, Макдональда и их свойства

8.1.1 Примеры задач с решениями
8.1.2 Аудиторные задачи
8.1.3 Задачи для самостоятельного решения . . . . . .

С п и со к  и сп ол ьзован н о й  л и те р ату р ы



В в е д е н и е

Комплексный анализ имеет самые широкие приложения в  современной фи­

зике -  от теории электрических цепей переменного тока до дисперсионных 

соотношений в физике высоких энергий и квантовой теории поля. Современ­
ный физик обязан владеть такими понятиями, как вычет, аналитическое про­
должение, интегральное представление, асимптотическое поведение (и т.п.) 
также свободно, как и понятиями логарифм, производная и интеграл.

Учебное пособие является переработанным вариантом учебно - методиче­

ского пособия тех же авторов, опубликованного в СамГУ в 1995 г. Оно написа­

но с  целью организации практических занятий по первой половине курса ме­

тодов математической физики, который, наряду с основами теории функций 

комплексного переменного, включает также интегральные преобразования, 
элементы операционного исчисления, решения обыкновенных дифференци­
альных уравнений, методы асимптотических оценок интегралов и элементы 

теории специальных функций. В  их числе разобраны свойства полиномов Ле­

жандра, Чебышева-Эрмита, Чебышева-Лагерра и цилиндрических функций 

Бесселя, Ханкеля, Макдональда и их связь с гипергеометрической функцией. 

Именно эти специальные функции особенно важны для приложений в кван­

товой механике и в других разделах современной теоретической физики.
Пособие состоит из 8 разделов, при этом материал каждого подраздела 

соответствует теме одного практического (семинарского) занятия. Каждый 

подраздел содержит задачи с подробными решениями, аудиторные задачи и 

задачи, которые выделяются для самостоятельного решения. Решенные за­

дачи подобраны так, что они иллюстрируют и дополняют лекционный курс 

и содержат сведения, которые могут в некоторой степени служить теорети­

ческим минимумом по теме занятий.



Особое внимание в учебном пособии уделено физическим приложениям. 
В  их числе моделирование с использованием аналитических функций элек­

трических и магнитных полей, имеющих осевую симметрию; использование 

комплексного анализа при нахождении решений дифференциальных уравне­

ний, описывающих так называемые R L C —цепи и другие радиотехнические 

устройства.
Авторы надеются, что разбор таких задач позволит студентам вырабо­

тать необходимые навыки и искусство расчетов, которые далее пригодятся 
им при подготовке курсовых и дипломных работ и в последующей професси­

ональной деятельности.

Учебное пособие предназначено студентам физических факультетов уни­

верситетов, изучающим курс методов математической физики, но может быть 

также полезно преподавателям и студентам технических вузов.
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1 Конформные отображения

1 .1  О бщ ие сво й ства  кон ф орм ны х отображ ени й

Литература по теме:

1. М.А.Лаврентьев, Б.В.Ш абат, Методы теории функций комплексного 
переменного. М.: Наука, 1987, Гл.2,

2. Б.В.Ш абат, Введение в комплексный анализ. - М.: Наука, 1976. 
Ч.1,§§2-4, §13,

3. М.А.Евграфов, Аналитические функции. -  М.: Наука. 1991, Гл.5,

4. А.И.Маркушевич, Теория аналитических функций. -  М.: Наука, Т.2, 

Гл.5, §1.

1.1 .1  Примеры задач с  решениями

1. Найти образ прямой у  =  х  +  2  при отображении

Решение:

Используемое в задаче отображение является частным случаем дробно­
линейной функции w  =  (a z  +  b ) /(c z  +  d) с коэффициеннтами а =  Ь =  с =  

1 , d  =  - 1 .  Поскольку a d  -  be =  - 2  ф- 0, осуществляется однолистное отобра­

жение z  -плоскости на рассширенную и> -плоскость. Дробно-линейное отобра­

жение обладает круговым, свойст вом , т.е. преобразует любую окружность 

расширенной z  -  плоскости в окружность w  -плоскости.

В  частности, если прямая (являющаяся окружностью в  смысле С  - плос­
кости ) н е  проходит  через точку 20 =  —d /c ,  которая переводится в бесконечно 
удаленную точку, то ей соответствует окружность, расположенная в конеч­
ной части w  -  плоскости и задаваемая уравнением |и> — «>о| =  R-

Центр окружности гоа и ее радиус R  найдем, записав уравнение прямой 

в  виде: й е(А г) =  а ,  где А =  - 1  — г, а  =  2.
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Д ля случая общего дробно-линейного отображения 

_  2а с а  +  d a a  +  X cb  

W°  2а|с|2 +  R e(X d c )  ’

la| I (g  d — Ь с) А I 
|с| \2a\c\2 +  2R e{adc)\  '

В  нашем случае wq =  R  =

2. Найти функцию w  =  f ( z )  конформно отображающую полосу D  : 

—тг/4 <  R e z  <  7г/4 на круг |«»| <  1 с соответствием трех граничных то­

чек /(±7г/4) =  ± 1 ,  /(гос) =  г, (Здесь io c  обозначает верхнюю бесконечно 
удаленную точку полосы).

Решение

Из общей теории конформных отображений известно, что на круг еди­

ничного радиуса всегда можно отобразить полуплоскость, ограниченную пря­

мой, проходящей через начало координат, с использованием дробно-линейной 

функции. С  другой стороны, правую полуплоскость можно получить из по­

лосы шириной тг симметричной относительно вещественной ооси с помощью 

отображения, задаваемого экспонентой.
В  результате искомое отображение получается композицией следующих 

трех отображений:

1) Поворота натг/2 и растяжения вдвое:

u  =  2 i z ,  (1)

2) Экспоненциального отображения:

1/ =  е* , (2)

3) Дробно-линейного отображения, переводящего указанные в условии 

задачи три граничные точки v  -  плоскости в точки w  =  ± 1 ,  г, которое имеет 

вид:
w  — 1

(3).
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(Легко видеть, что мнимая ось v  плоскости переходит в окружность единич­
ного радиуса.)

Подставляя (2) и (1) в (3), окончательно получаем:

1 e2is- l  1 e i z - e ~ iz
“  =  Г Й  =  Г Р Т Г ? 5  =  * * -  (4>

Обратная функция

1 ,  1 +11V
z  =  arctgw =  — 1п^— — ■ (5)

отображает круг на полосу D  .

3. Найти конформное отображение на верхнюю полуплоскость z  с двумя 

разрезами — оо <  о; <  —1 и 1 <  ж <  ос.

Решение

Заметим, прежде всего, что отображаемая область односвязна, посколь­

ку на сфере Римана образы разрезов соединяются в полюсе, отвечающем 

бесконечно удаленной точке.

Введем дробно-линейное отображение

Точка z  =  — 1 переводится в точку v =  0, a  z  — 1 в v  =  оо, при этом, 
двум разрезам соответствует луч, соединяющий в v- плоскости 0 с оо. Так 
как (1) имеет вещественные коэффициенты, то для вещественных z  получа­

ются вещественные г и луч представляет собой либо отрицательную, либо 

положительную вещественную полуось. Из (1) следует, что точка z  =  оо пе­

реходит в v  =  1, следовательно луч совпадает с положительной полуосью.

Вспомнив, что функция г'г отображает верхнюю полуплоскость в ком­

плексную плокость с разрезом по положительной вещественной полуоси, при­
ходим к выводу, что для получения искомого отображения необходимо из­

влечь квадратняй корень, то есть, функция w  =  л/ v  отобразит плоскость с 

упомянутым разрезом в верхнюю полуплоскость.

Таким образом, исходная плоскость с двумя разрезами отображается на 

верхнюю полуплоскость помощью функции

Ю



4. Из верхней полуплоскости исключены полукруг \z\ <  1 ,/ m z >  0 и 

луч R e z  =  0 , I m z  >  2. Найта конформное отображение этой области на 
верхнюю полуплоскость.

Решение:

Применяя отображение

Ч И ) '
которое взаимно однозначно в изучаемой области ( проверьте !), переведем 
полуокружность в отрезок — 1 <  R e  и  <  1, не искажая формы других частей 

границы. Луч из условия задачи отображается в луч R e u  =  0 , 1 т и  >  3/4. 
Функция

v  =  и 2 (2)

преобразует эту область в плоскость с двумя выброшенными лучами: R e v  <  
-9 / 4 , R e v  >  0.

Дробно-линейное отображение

(  =  ^  =  1 +  ^ 1 -  (3)V 1&У
приводит к плоскости с разрезом но положительной полуоси. Остается при­

менить функцию w  =  у/С, , чтобы получить верхнюю полуплоскость.
В  результате суперпозиции отображений (1) , (2) и (3) получаем функ­

цию
ч/4г4 4- 17 с 2 +  4 

W ~  2 (z2 +  1)
с искомыми свойствами.

5. Найти конформное отображение внешности буквы "Т " , образованной 

двумя разрезами —1 <  R e z  <  1; —2 <  l m z  <  0 на верхнюю полуплоскость. 

Решение:

Задача решается с использованием принципа симметрии.

Сначала проведем вспомогательные разрезы вдоль всей мнимой оси ( lm  z  >  

0 ,/ m z  <  —2) и отобразим на правую полуплоскость с выброшенным отрез­

ком (0, 1) вещественной оси. Эта вспомогательная задача решается следую­

щей последовательностью отображений:

с =  Д  Ш =  v / c ^ T  =  (1)

И



К  этой функции применим принцип суперпозиции, согласно которому 

аналитическое продолжение ш =  y/z1 — 1 через отрезок Е А В .{ Е  =  О, А =  
оо, В  =  —2 г) осуществляет отображение левой полуплоскости с выброшен­

ным отрезком ( -1 ,0 ) вещественной оси на левую полуплоскость и  , при 

этом внешность буквы "Т "  отображается на внешность отрезка В 'Е ’ плос­

кости и> (точки В 1 =  —у/Ь i ,  Е ' =  i  являются образами точек В  и Е  исходной 

плоскости).
Внешность В 'Е '  осталось отобразить на верхнюю полуплоскость.

Функция

<2 >
отображает внешность отрезка В 'Е ' на внешность разреза плоскости v, со­

единяющего точки В ' =  0 и Е "  =  оо; так как точка ю — 0 переходит в точку 

v — —л/5, то разрез проходит по отрицательной вещественной полуоси. Функ­

ция
W =  у /Ц )  (3)

отображает внешность отрицательной полуоси плоскости v  на верхнюю по­

луплоскость w  и, следовательно, функция

l a ;4- \ /b i  |\/22 — i - й

осуществляет требуемое отображение внешности буквы "Т "  на верхнюю п 
луплоскость.

1 .1 .2  Аудиторные задачи

1. Найти образ кольца 1 <  \z\ <  2 при отображении функцией w  =  тщ-.
О твет : Кольцо переводится в двусвязную область , граница которой со­

стоит из прямой R e w  =  1/2 и окружности |-ш — 4/3| =  2/3.

2. Найти конформное отображение полукруга \z\ <  1, I m  z >  0 на верх­

нюю полуплоскость.

О твет : w  =  (fr j-)” ■
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3. Найти отображение w  =  f ( z )  полуполосы —7г/2 <  R e z  <  тг/2,l m z >  

О на верхнюю полуплоскость такое, что /( ±7г/2 ) =  ± 1 , / ( 0 )  =  0.
О т вет : w  =  sin z.

4. Конформно отобразить полосу 0  <  l m  z <  1 с вырезом R e z  =  а ,  0  <  
l m  z  <  h  <  1 на полосу 0 <  l m  w  <  1. Отдельно рассмотреть случай h  С  1.

Если /i <С 1, то из разложения функций cos, у  и tg в ряд по h  получаем:

5. Отобразить на верхнюю полуплоскость полосу 0  <  R e z  <  1 с  разрезом 

вдоль отрезка 0  <  R e  z  <  h , l m  2 =  0. {h  <  1).

1 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

1. Во что преобразуется квадрант R e z  >  0, l m  г  >  0 при отображении w  =  

О твет :
В  полукруг [ш| <  1, l m  w  <  1
2. Во что преобразуется полоса 0  <  R e z  <  1 при отображении w  =  |^у? 

О твет :

В  область, ограниченную касающимися друг друга окружностями

3. Отобразить верхнюю полуплоскость l m  z  >  0 на единичный круг 

[щ| <  1 так, чтобы « '(*) =  0, a rg w '(i)  =  — |.

О твет:

О т вет :

| и |к> — ||

О т вет :
z  — г
z  +  i'
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4. Отобразить на верхнюю полуплоскость внешность единичного верх­

него полукруга.

Ответ :

5. Каков прообраз верхней полуплоскости при отображении w  =  ( l  +  ? 

Каков предельный прообраз верхней полуплоскости при тгВоо?

Ответ :
Угол 0  <  a rg  (z  +  n ) <
Полоса 0 <  l m  z  <  тг.
6. Выяснить, во что преобразуются при отображении го =  cth z  :

а) полоса 0 <  I m z  <  тг;
б) полуполоса 0  <  / т  г  <  гг, Де z >  0.

Ответ :
а) Во всю w  - плоскость с разрезами по вещественной оси вдоль лучей 

( —о о ,—1] и [l.o o ).
б) В  правую полуплоскость с разрезом вдоль вещественной оси вдоль 

луча [1,оо).
7. Найти функцию w  =  f { z ) ,  отображающую полуплоскость I m z  <  1 с 

выкинутым кругом |z| <  1 на круг |го| <  1 с условиями:

/ (—Зг) =  0, arg/'(—Зг) =

Ответ: , l  +  i V 3 iL7ri(z +  3i)

---
8. Отобразить на внешность единичного крута всю плоскость с разрезами 

по отрезкам [—1,1] и [—г, г] ( внешность креста ).

Ответ:

w =  i/z2  +  V z ‘ - l  =  i  (V z 2 +  1 +  V 22 -  l )  .

9. Найти отображение на верхнюю полуплоскость области, ограниченной 

окружностями \z—1| =  1, |z+l| =  1, с разрезом по лучу 2 <  R e z  <  00 , I m z  =



10. Отобразить верхнюю полуплоскость с  разрезами по отрезкам 0 <  у  <
а . х  =  | +  птг, (п0, ± 1  ±  2 , .. .)  на верхнюю полуплоскость.

О т вет  :
, sin z  

w  =  arcsin—— .
ch a

( У казани е: Функция sin z  отображает полуполосу у.0. —f  <  х  <  f  на 

верхнюю полуплоскость,; при этом точки ± |  + a i  переходят в точки ±ch a.

Функция w =  arcsm ^j^ отбражает указанную полуполосу на себя , так 

что лучам х  =  ± § ,  а  < у < о о  соответствуют лучи R e  w  =  ± | ,0  <  Irriw , <  
оо).
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1 .2  Ф и зи ч ески е при л ож ен и я

Литература по теме:

1. М.А.Лаврентьев, Б.В.Ш абат, Методы теории функций комплексного 

переменного. М.: Наука, 1987, Гл.3,§2,

2. Л.Д.Ландау, Е.М.Лифшиц, Теоретическая физика, Т .V III, 
Электродинамика сплошных сред. -  М.: Наука. 1982, Гл.1,§3.

1 .2 .1  Примеры задач  с решениями

1. Показать, что плоское электростатическое поле можно описать аналитиче­

ской функцией w  =  w (z)  и выяснить физический смысл R e w  , I m  w , а также 

особых точек функции w (z).

Решение:

Электростатическое поле в вакууме в области, где отсутствуют источни­

ки, удовлетворяет двум уравнениям

rot- Ё  =  0, div Ё  =  0.

Согласно первому уравнению вектор напряженности Е  можно представить в 
виде градиента потенциала поля: Ё  =  —g ra d  ф. Второе уравнение позволяет 

ввести также и "векторный потенциал": Е  =  ro t  А. В  плоском случае вектор 

Е  можно выбрать лежащим в плоскости ху  и зависящим только от этих 

координат. Соответственно, вектор А  имеет отличную от нуля проекцию А 

только на ось, перпендикулярную плоскости ху. Тогда легко проверить, что 

компоненты Ё  выражаются в виде производных от ф и А  :

—  f  - - A t  -  m
* д х  д у '  у д у  д х '

Если теперь ввести функцию w  =  ф — i  А, то соотношения (1) совпадают 

для нее с условиями Коши-Римана, что означает, что функция го является 

аналитической функцией комплексной переменной z  =  х  +  i  у.

Функция w  называется ком п лексн ы м  потенциалом.

Линии ф — con st  являются эквипотенциальными, а  линии постоянных 

значений мнимой части го представляют собой силовые линии поля. В  самом
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деле, силовые линии, для которых вектор Ё  является касательным, опреде­
лены уравнениями

d x  d y

Ж  =  Д /
Выражая Е х и Е у через производные от А  , получаем 

, д А  д А
d x —  =  d y —— =  d A  =  О,

о х  д у

откуда А (х ,  у )  =  const.

Поток вектора напряженности электрического поля через какой либо 
отрезок эквипотенциальной линии определен интегралом

/ I  ? A d i ,
' 1 a n

где d  I элемент эквипотенциальной линии, та - направление нормали к ней.
Согласно формулам (1) причем знак выбран так, что если смо­
треть в направлении та, то положительное направление I - влево.

Поэтому

/  £„d Z  =  /  ^ Л1 =  А2 - Л и  

где А-2 и А\ - значения функции А  па обоих концах отрезка. В  частности , по­
ток электрического поля через замкнутый контур равен 4тге, где е - полный 
заряд , охватываемый этим контуром (отнесенный к единице длины провод­
ника вдоль оси симметрии Z ). Поэтому

e=h AA
Простейшим примером плоского электростатического поля является по­

ле равномерно заряженной бесконечной нити, вытянутой вдоль оси Z. На­
пряженность этого поля дается формулами

Е ,  =  — . Е в =  О,
Г

где г. 9  полярные координаты в плоскости X  Y ,  а е  - заряд единицы длины 

нити.

Соответствующий комплексный потенциал равен 

w  =  — 2 е In z  =  — 2 е In г  — 2 i  е  в.

17



Если заряженная нить проходит не через начало координат, а через точ­
ку «о =  {хо,У о), то комплексный потенциал

w  =  —2 е  In ( z  — Zq )■

В общем случае, если zq -  полюс производной w  и функция w { z ) имеет 

разложение

w ( z ) =  -----  -I----- Л-------—------ 1- 2 q  I n ----------- f- со +  Ci (z  — zo) +  ■ ■ •, (3)
\Z Zqj Z Zq Z Zq

to  q  - заряд единицы длины (плоский точечный заряд); слагаемое -  опре­

деляет в точке го электрический дипольный момент величины р  , помещен­
ный в точке zq, аргумент р  задаст направление диполя; остальные слагаемые

соответствуют мультиполям порядка 2п  в точке zq.

Соответственно, для разложения на бесконечности

w =  CnZn -\ 1-рг +  2д/тег +  со +    (4 )

слагаемое 2 q z  определяет на. оо плоский точечный заряд, а слагаемое p z  -  
диполь с моментом р.

Приведем в заключение четыре типа электростатических задач, для ре­

шения которых особенно полезно применение метода конформных отображе­
ний.

Вот эти задачи:
I. Определение элект рост ат ического поля в криволинейной полосе D  

м е ж д у  проводникам и  Г i и  Гг, кот орые им ею т  общ ими лиш ь свои концы, 

р асп ол ож ен н ы е в  т очке z  — оо. Р азност ь пот енциалов м е ж д у  проводника­

м и счит ает ся заданной.

II. Определение поля в криволинейном кольц е D  м е ж д у  двум я зам кну­
т ым и непересекаю щ им ися проводникам и  Г i и Г-2, р азност ь потенциалов 

м е ж д у  кот орым и задана.
III. О пределение п оля  в  област и D , ограниченной проводником. Г , про­

ходящ им  через бесконечно у даленную  точку. Счит ает ся заданной  величина 

вект ора нап ряж енн ост и  поля в бесконечност и (  в  предполож ении , чт о по­

следняя н е  являет ся  угловой т очкой конт ура  Г ).

IV. О пределение п оля  во внеш ност и D  зам кнут ого проводника Г , со­

ст оящ его из т очек  конечной част и ком плексной плоскост и. Вект ор на­

п ряж ен ност и  поля в бесконечно удаленной т очке счит ает ся заданны м  по 

величине и п о направлению .



2. Найти поле двух разноименно заряженных круговых цилиндров, рас­
положенных вне друг друга.

Решение

Заметим, прежде всего, что данная задача относится к типу II. Ее ре­

шение можно легко найти, если известно взаимно однозначное и конформное 

отображение ui =  / ( г )  области D  на круговое кольцо г, | ш \ <  R. Для круго­
вого кольца комплексным потенциалом, очевидно, будет служить многознач­
ная функция

w  =  k i L n u ,  (1)

где к — вещественная константа ( мнимая часть l m w  =  к1п\ш\ на окруж­

ностях |о;| =  г  и |о>| =  R  принимает постоянные значения). Подбирая кон­

станту к, мы можем добиться любой заданной разности потенциала Vo между 

границами кольца. Подставляя, далее, / ( г )  в  формулу (1) вместо и .  мы и 
получим комплексный потенциал в области D. дающий решение задачи.

ы  =  k i L n f ( z ) .

В  исследуемом случае нужно найти поле во внешности двух окружностей 

С\ и Со. Пусть а\ и а-> - центры этих окружностей. Построим на общей к ним 

касательной bi b% как на диаметре, полуокружность С*\ точки ее пересечения 
Z\ и 22 с  линией центров щ  a i  симметричны одновременно относительно обеих 

окружностей С\ и Со.
Дробно - линейное отображение

и  =  Z ~ Zl
Z — Z2

преобразует точки z\ и zo в  точки 0  и оо, а окружности С\ и Со в концентри­

ческие окружности с  общим центром в точке ш — 0.
Комплексным потенциалом вспомогательного поля является согласно (1) 

w  =  к  г Ь п ш ,  а  для первоначального поля - функция

w  =  к г Ь п - — —
Z — 22

Распоряжаясь константой к , мы можем добиться заданной разности по­

тенциала между С\ и Со- Эквипотенциальными линиями служат окружности 

Аппологшя, а силовым линиям соответствует пучок окружностей, проходя­

щих через точки Z\ и z\.
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3. Показать, что плоское магнитное поле линейных токов Ik описывается 
аналитической функцией Ф ( z ) и выяснить ее физический смысл.

Решение

К ак известно из курса общей физики (теорема Стокса), вектор напря-

стоянии г  от тока равен . лежит в  плоскости перпендикулярной току, и на­
правлен по нормали к кратчайшему расстоянию, соединяющему точку поля 
с линией тока в соответствии с правилом правого буравчика. Следовательно, 

в  соответствующем плоском случае этот вектор можно представить в виде

По аналогии с  электростатикой под комплексным (псевдо)потенциалом тако­
го поля можно понимать функцию Ф ( г )

где U -  силовая функция поля, V  (псевдо)потенциал и с  -  произвольная 

постоянная.

Д ля системы токов Ik  {к  =  1 , • ■ • ,п ) , пересекающих плоскость в  точках 

Zk, магнитное поле и комплексный потенциал получаются согласно принципу 
суперпозиции сложением выражений вида (1) и (2) и соответственно равны

Из сравнения формул для комплексных потенциалов электростатическо­
го поля (предыдущая задача) и магнитного поля можно заключить, что сетка 
из силовых линий и линий равного потенциала электрического поля линей­

ных зарядов, пересекающих плоскость X Y  в точках Zk <  полностью сов­

падает с такой ж е сеткой магнитного поля линейных токов, пересекающих 

плоскость в тех ж е точках. При этом лишь меняются местами силовые линии 
и линии равного потенциала.

женности магнитного поля Н , создаваемого прямолинейным током /, на рас-

Ф ( z )  =  U  +  i V  — 2 1 In  z  =  с, (2)

ф ( 2 ) =  H 2 I l n ( z - Z k ) + c . (3)
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Так. для системы равных по величине и одинаково направленных линей­

ных токов, пересекающих плоскость X  Y  в  точках ± а ,  комплексный потен­
циал Ф( z ) равен

Ф (х )  =  I l n { z r  — а.2 ), (4)

силовые линии определяются соотношением

\ г  — а  11 г  Ч- а  | =  с =  const,

то есть, представляют собой так называемые л ем н и скаты .

(Лемнискатой называется геометрическое множество точек, произведе­
ние расстояний которых до д вух точек, фокусов, постоянно.)

При с  =  0  лемниската вырождается в пару точек ± а ;  при 0 <  с <  | а  |2 

распадается па две кривые овальной формы; при с  =  \ а  ( представляет 

собой обычную лемнискату Бернулли; а при с  >  | а  | состоит из одной кривой.

1 .2 .2  Аудиторные задачи

1.Показать, что комплексный потенциал электростатического поля, образо­
ванного плоским точечным зарядом, находящимся в точке а  в произвольной 
односвязной области D , определяется формулой

w  =  2 е  In  ^  +  с,

где / ( z , а )  функция, конформно отображающая область D  на единичный 

круг так, что / ( а , а ) =  0, и с  -  вещественная константа.

2. Найти эквипотенциальные линии, силовые линии и вектор напряжен­
ности поля, если комплексный потенциал ц- =  р .

Ответ :

3. На окружности [ г  -  2г\ =  1 плотность заряда <7 =  1. Какая будет- 

плотность заряда после заземления вещественной оси?

О т вет :
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После заземления
z - y j b i  

w  — i n  L n  =r- ;
г  +  v 3 «

в точке окружности г  =  2 i  +  e** плотность заряда

y s
2 +  sin ф '

4. Найти электростатическое поле в полукруге | z| <  1. / т  z  >  0, если 

на дугах окружности 0  <  а г д  z  <  £  и | <  ап? z  <  п  потенциал равен ±Vo 

соответственно, а  на диаметре он равен 0 (точки i  и ± 1  изолирующие). 

Ответ :

2 И  г (  z - l  , VqIn 2
w  =  —— L n  — —TTo v  zz +  1 + ----------.

2тг \ ( z  +  l ) 2 у 7Г

1 .2 .3  Задачи для самостоятельного решения

1. Найти комплексные потенциалы электростатических полей, образованных 

плоскими точечными зарядами в следующих областях:
а) в  верхней полуплоскости Im  z  >  0 , зарядом q  в  точке zo\

б) в круге | z  | <  R ,  зарядом q  в точке zo;

в) во внешности круга | z  | >  R . зарядом q в  точке гь;

г) во внешности отрезка | х  \ <  R , у  =  0 , зарядом <?, расположенным 

на оо.

О твет :

а )w  =  2 q  In  §5^ +  с;

б) и в): w  =  2 q ln  +  о
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г)«т =  2 q  In  +  с ,  где / ( 2 ) =

2. Найти электростатическое поле

а) в круге | z  j <  R . образованное диполем р  в  точке а;

б) во внешности отрезка | х  [ <  R , у  =  О, диполем р  =  р е" ', располо­
женном на бесконечности.

Ответ :
а)

3. В  односвязной области D  построить электростатическое поле, образо­
ванное точечными зарядами ф , расположенными в точках а ь ,{ к  =  1 , 2 ,п  

и точечным диполем р, в  точке а.

где / ( z ,  йк ) и / ( z , а ) конформно отображают D  на единичный круг с нор­
мировкой / ( ак, й к ) =  f  { а .  а ) =  0 ,/ ' ( а , о ) >  0  и с  - вещественное число.

4. Определить характер электростатического поля, определенного в об­
ласти D  комплексным потенциалом w  — 2 q l n - j если функция / ( z ) отобра­

жает область D  на:
а) плоскость с разрезами по концентрическим круговым дугам с  центром 

в начале координат;
б) круг с разрезами по концентрическим круговым дугам с центром в 

начале координат;

в) круговое кольцо с разрезами по концентрическим круговым дугамм с 

центром в начале координат.

В о всех случаях найти потоки вектора напряженности через граничные 

контуры.

вещественное число.

б) w  =  р  ( z  cos а  +  г sin а  л/ z 2 -  Я 2) -1- const,

Ответ :

го =  Y , 2 Як In
/ ( г , Ок)

1
+  Г ( а , а )

/ U  а )
V_

=  с,
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О твет:

а) Если / ( а )  = ) ,/ (& ) =  оо, то поле образовано зарядами ± д , распо­
ложенными в точках а  и 6 соответственно, причем поток вектора напряжен­

ности поля через каждый граничный вектор равен нулю; б) если / ( а )  =  О, 

то поле образовано точечным зарядом q, размещенном в этой точке, поток 

вектора Е  через граничный контур, в направлении нормали, внешней к об­
ласти D , равен 4тгд, а а через каждый другой контур равен нулю; в) поле 

всюду регулярное. Поток вектора Ё  через граничные контуры, переходящие 
в окружности, в  направлении нормали, внешней к D. равен ±4тг</ (+  для 
контура, переходящего во внешнюю окружность), а а через все остальные 
контуры равен нулю.



2 Вычисление определенных интегралов с помощью вы­
четов

2 .1  В ы ч е т ы  и н ахо ж д ен и е оп р ед ел ен н ы х и нтегр ал ов

Литература:

1. Лаврентьев М.А., Ш абат Б .В . Методы теории функций комплексного 
переменного. ~ М.: Наука, 1987.

2. Привалов И.И. Введение в теорию функций комплексного переменного. -  
М.: Наука, 1981.

3. Титчмарш Е . Теория функций. -  М.: Наука, 1980.

2.1 .1  Примеры задач  с  решениями

1. Доказать, что

I  =  [  R (x )d x  =  2тт i  r e s R {z ) ,  (1)

где R (x)- рациональная функция, г*.- особые точки функции R (z) (Im z k  — 0). 

Предполагается, что интеграл I сходится.

К интегралу I нельзя непосредственно применить теорему о вычетах, так 

как контур интегрирования бесконечная незамкнутая кривая. Чтобы вос­
пользоваться теоремой о вычетах, введем вспомогательный контур Г д  (см. 
Рис.1), состоящий из отрезка [-R.R] и полуокружности C r  (|z| =  R , 0 <  

a rg z  <  7г), и рассмотрим интеграл

/Гя R { z ) i z  =  /_" R (x )d x  +  J ^  B .{z)dz  (2)

при R. —> оо.
Проведем оценку интеграла по полуокружности C r . Пусть R (z )  =  

Pn{z)/Q m {z), где Pn(z ) и Q m(z)-  многочлены степени п и т  соответствен­
но. Из сходимости интеграла I вытекает, что к  =  тп — п  >  2. Следовательно,

R (z ) ~  {z  —> оо, к >  2 — ),

так что |i?(z)i <  c\z\~2 при достаточно больших |z|. Тогда на полуокружности 

C r  выполняется неравенство |R(z)| <  cR~~ и, следовательно,

| J c  R.(z)dz\ <  cR~2ttR  -»  0 (Л  —► оо).
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Тем самым доказана формула (1), где вычеты берутся по всем полюсам функ­

ции R(z) лежащим в верхней полуплоскости.

Аналогично доказывается формула

[  R (x )d x  =  - 2 т  X  r e sR (z ) .  (3)
°° Ik,г™ъ<о

Рис. 1. Контур интегрирования Cr, используемый для доказательства формулы (1). Крестиками 
на рисунке показаны особые точки функции R(z) в комплексной плоскости Z=X+iY

2. Доказать, что

/ =  (  e%axR (x )d x  =  27г* 53 r e s { e iazR{z)')+\-2-Ki X  re s  (е*“*Д (г ) ) ,
ztJmz!>0  2  хк,1тхь= О

(4)
где 1 т а  >  0 , R(z) обладает следующими свойствами:

1. в верхней полуплоскости она имеет конечное число особых точек Z\,Z2, •••, z*;

2. аналитичнаво всех точках дейтвительной оси, кроме точек х и Х2, ■■■■Х/., яв­

ляющихся простыми полюсами;

3. R (z ) —> 0, если z  —► оо и I m z  >  0.
Интеграл в формуле (4) понимается в смысле главного значения.

Д ля доказательства формулы (4) рассмотрим в комплексной плоскости 

z контур Г я  и вычислим интеграл от функции eiazR (z)  по этому контуру.

jf  eU№R(z)dz — J  д  e,axR{x)dx + j * +( etcaR[x)dx +...+

+  f R e'axR (x )d x  +  f  e ,azR {z )d z  +  ... +  +  [  etatR {z )d z  =
Jx/i+e JCi Jr-R

— 2 it iY ,r e s (e 'azR {z ))  +  2 m  X  r e s { e %axR {z ))  (5)
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Оценим интеграл по полуокружности С'д:

I j c / ° 4 i ( z ) d z \  <  /С" Ш ф |Я(г )| е-""“ * <

Щ  m a x \ R {z )\ R £  <1фе-’ В А *  <  2max\R(z)\R j  1Ш е т Р  =  

=  ^max\R(z)\  —> 0, p R  —> оо.

При этом мы воспользовались тем, что на С’д  г =  Я е >ф, d z  =  iRe^dtj), 

\eiaz\ =  | e“ ('R 008 ф+т sin ф) | =  e~ "Rsin .̂

и неравенством:
2 7Г

s i n 0 > — 0 < ф < —.
7Г 2

Имея ввиду, что

J c ^e,azR (z )d z  =  (e"“ /£(z)) • 2тгг,

получим окончательно формулу (4).

Y

Рис. 2. Контур интегрирования Cr. используемый для доказательства формулы (4). 
Крестиками на рисунке показаны особые точки функции R(z) в верхней полуплоскости
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2 .1 .2  Аудиторные задачи

Вычислить интегралы:

1 Г   хЛх Ответ ■ - -
41  +  13)2' 0 т в е т - 27

2. Г  (а  >  0). О т в е т : - .
Л  (ж2 +  а 2)2 v ' 4а

3  Г  dx  f n - p  ) Отсст - 1 - 3 , 5 " (2 п ~ 3 )7Г
’ л  (ж2 +  1)"-! ( Р >' ' 2 - 4 - 6 . . . ( 2 п - 2 ) 2 !

если п>1; если п=1.

£ d x  , 7Г
7- 3—— ( а >  0. Ь >  0). Ответ : — ------ —.

з (х - +  а2)(ж2 +  £>2) ab {a  +  b)

5 roo ^ + l dx  0 т в е т  W 2
7о ж4 +  1 2

6 . / - — <2ж. Ответ : 7гг, если t >  0 ; 0 , если t  =  0: —7гг, если t  <  0.J - оо х

„  гоо ж cos x d x  „  . „  „  .
7 /  г- Ответ : 7r(2 sm 2  — 3 sin 3).

7-оо ж2 -  5ж +  6  v '

2 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

L  /°° Г~2~ Г к' ^ а’ IV  0 т в е т  : | (cos 1 ~  -?)•7-оо (ж2 +  4)(ж - 1 )  5 е2

Л fOO COS tx  ,  _  7Г Г , . I IHV3 / t, Г  t м
2. J  ̂  "g  — аж. Ответ : -  Ism |f | +  e 2 I sm j-| +  V 3 c o s -  II .

„ / • o o c o s a x ,  л _ 7Г L  . a  . f a  яЛ]
3- /„------------ о— r r dx, а  >  0. Ответ : — 2 sin -  -  sin -  — -  е ^ .

7о ж4 +  ж2 +  1) 3 L 2 \2 3 )\

. гоо (2ж3 +  13ж) , _ , _9
4. / —— —— — —  sm xdx. Ответ : 7г(е +  е ).

7°о ж4 4- 13ж2 +  36 '

_ г°° (ж3 +  5ж) , _ я ,
5. / —т— —- я— - s in  xdx . О твет: —(е + е  ).

7-оо х 4 +  10ж2 +  9  2



/ос X2 — х  +  2  5тг
6. / —;— —— ;— -аж . Ответ : — .

J -oo  гА +  10ж2 +  9 12

7. Пусть Я (£,?7) - рациональная функция и пусть функция /i(eos ф, sin ф) 

не имеет полюсов на действительной оси. Д оказать, что

£-л(с*  * '™  m = i n л ( * V  (6)
8. Пусть f(z) периодическая функция с периодом 2тг, мероморфная в 

полуплоскости I m  z  >  —Т), 1] >  0. Предположим, что функция f(z) не имеет 

полюсов на границе полуполосы I m  z  >  0, \Re z\ <  n, а  внутри её имеет 

полюсы в точках a i,a-2, а з , . . . . а п и только в них. Д оказать, что если функция 

f(z) удовлетворяет условию f ( z )  —» А  ф  оо при I m  z  —> оо, то имеет место 

формула

Л  =  27гА +  Ш  £  r e s a J ( z ) .  (7)

Указание. Применить теорему о вычетах к функции f(z) в  прямоуголь­

нике \R.ez\ <  7Г.0 <  Im z  <  R , а  затем перейти к пределу при R —» оо. Учесть, 

что в силу периодичности функции f(z) интегралы по вертикальным сторо­

нам прямоугольника взаимно уничтожаются.

9. Пусть выполнены условия задачи N8, за  исключением того, что функ­

ция f(z) имеет ещё и полюсы b\,b2, лежащие на интервале (—тг,7г). До­

казать формулу:

Г  / (ф)<1ф =  2ттА +  2тг* Е  r e s aJ { z )  +  ш  Е  r e s bkf { z )  (8)
J ~K к=I к=1

(в предположении, что интеграл существует).

„ г* йф _ 7Г
Ю. / - —   7 - Ответ : - .

5 +  3  cos ф 2

11. Г  COS. -t — йф. Ответ : 2л(\/2 —
Л 1 +  sin ф 4

п /2тг (1ф ,  „  2ТГ
12. / т  — гг, a  >  1. Ответ : -  ■

л> (a  +  sin (р) v  fl" — 1

13. Л — ° 0S t  Л Ф-, 0 < а < 1 .  О твет: —(1 — л/1 - а ) .
Л  1 — a  sin” ф а
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2 .2  В ы ч и сл ен и е  о п р ед елен н ы х и нтегралов

Литература по теме:

1. Лаврентьев М.А., Ш абат Б .В . Методы теории функций комплексного 

переменного. -  М.: Наука, 1987.

2. Привалов И.И. Введение в  теорию функций комплексного переменного. -  

М.: Наука, 1981.

3. Сидоров Ю .В., Федорюк М .В., Шабунин М.И. Лекции по теории 

функций комплексного переменного. -  М.: Наука, 1982.

2 .2 .1  Примеры задач с  решениями

1. Доказать, что интеграл

-лс c)'n'i я
1 =  1  x “- l R {x )d x  =  t  i t ^ r e s [ z —  Я Н ] ,  (9)

где а -  нецелое действительное число, R (z)- рациональная функция, которая 

имеет полюса г*, не лежащие на полуоси (0, оо), причем

lim[|z|“ R (z)] =  0 , Jim  |z|“ R(z) =  0. (10)

Можно считать, что точка z= 0 не является ни нулем, ни полюсом функции

В Д .

При таком предположении относительно поведения R(z) в  нуле первое из 
условий (6) имеет место только в том случае, когда а  >  0. Рассмотрим второе 

из условий (6). Заметим, что для функции R (z) справедлива асимптотическая 

формула

R (z)  ~  ( г  —> оо, А =  0, к — ), (11)

и, следовательно, второе из условий (6) выполняется тогда и только тогда, ко­

гда к —а  >  0. Таким образом, интеграл (5), где R (z) -  рациональная функция, 

не имеющая полюсов на действительной полуоси [0,оо) и такая, что R (0 )^  0, 

сходится тогда и только тогда, когда 0  <  а  <  к , где к  определяется из асимп­

тотической формулы (7). Из этих условий следует, что R (z)  —> 0 при z —* ос.
Чтобы воспользоваться теорией вычетов при вычислении интеграла (6), 

продолжим аналитически подинтегральную функцию в комплексную плос­

кость. Пусть D -  плоскость с разрезом [0,оо). Выделим в области D регу­



лярную ветвь h(z) функции za  \  положительную на. верхнем берегу разреза. 
Обозначим эту ветвь символом z n~]\ так что h (z ) =  г " -1

Im z

Рис. 3. Контур интегрирования Од, используемый для доказательства формулы (9)

В  области D имеем z = r eui>. где r=|z|, Ф—&Щ z, 0 <  ф <  2тг и, следователь­

но,

h (z )  =  г ”- 1 =  (ге**)“- 1 =  0 <  ф <  2т. (12)

На верхнем берегу разреза ф =  0, так что

Ц х  +  *0) =  h {x )  =  ж0-1 > 0  (ж >  0). (13)

Если ж е точка z лежит на нижнем берегу разреза, т.е. z = x ~ x -i0  (ж >  0), то

ф =  2тг и h (x - i0 )= h ( i)= x ° - , e2,ri<a- 1) или

h (x ) =  h (x )e2ma, h (x ) >  0 (ж >  0). (14)
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Обозначим f(z)= h (z)R (z)= z"-1 R (2 ). Тогда f ( i)= h (S )  R (x ) =  e2maf ( x ) .  Для 
доказательства формулы (6) рассмотрим в комплексной плоскости контур Г 

(см. рис.З), состоящий из окружностей С р. \z\ =  р, Cr-. \z \ =  R  и отрезков 

[р, Д], [R,p], лежащих соответственно на верхнем и нижнем берегах разреза. 
Пусть R  >  0 настолько велико, а р  >  0 настолько мало, что внутри контура 

Г  лежат все полюсы функции R(z). Тогда по теореме о вычетах имеем

/г =  J ,  f { z ) d z  =  2тгг Y ,r e s { z a~lR {z ) ,

где сумма берется по всем полюсам функции R(z). С  другой стороны данный 

интеграл представляется в виде суммы четырех интегралов

к  =  j f *  f ( x ) d x  +  / '  f ( i ) d x  +  j C' f { z ) d z  +  f [ z )d z .

Пусть M (p ) — m ax\f(z)\  на C p, M (R ) =  max\f(z)\  на C r . Оценим интегра­

лы no Cp ,C r .

I J c M d * \  <  M {p )2 *p ,

M (p ) — m ax\za ~l R(z)\ =  pa ~]nmx\R{z)\, z  С  Cp.

Поэтому M (p) ■ p  =  pa max\R(z)\ —* 0, при p  —» 0. Аналогичная оценка имеет 

место и для второго интеграла по C r . Переходя в интеграле 1г к пределу 

R, —► ос и р  —> 0 мы получим формулу (б).

2. Доказать, что

' = £  ( г У  ”  Л Ш х = (  ? , r e s / ( 2 ) + r e s M - ” )  • (15)

где а  - действительное нецелое число (—1 <  а  <  1), R (x)- рациональная 
функция, не имеющая полюсов на отрезке [0,1], Zk- конечные полюсы функ­

ции R(z), f { z )  =  [z /{  1 — z )a] R (z )  =  h (z )R [z ) .
Пусть D - плоскость с  разрезом по отрезку [0,1]. Выделим в этой области 

регулярную ветвь h(z) функции (z/l-z)“  положительную на верхнем берегу 

разреза z = x+ i0 , 0  <  х  <  1:

h (x  +  Ю) =  h (x )  =  % >  0.

Найдем функцию h(z) на нижнем берегу разреза, когда z  =  х  =  х  — г0:

/l(z) =
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где ф\- аргумент z, фо аргумент (1-z) на нижнем берегу разреза: ф\ =  
2л , Ф2 =  0.

Щ )  =  ( j ^ t )  е2* ”  =  (16)

Im  'L

Рис. 4. Контур интегрирования Г,,, необходимый для доказательства формулы (15)

Д ля доказательства формулы (15) рассмотрим в комплексной плоскости 

контур Г р (см. рис. 4 ), который состоит из окружностей Ср: \z\ — р, и С'р : 

\z -  1| =  р  и отрезков h  : р  <  х  <  1 — р, 1% : р  <  х  <  1 — р, лежащих 
соответственно на верхнем и нижнем берегах разреза.

По теореме о вычетах имеем

I ,  =  J s  / ( * №  =  2тг1 ^ r e s + r e s , „ / { ! : ) ]  , (17)

где р  выбрано столь малым, что все полюсы функции R(z) лежат вне контура 
Гр. С другой стороны этот ж е интеграл можно представить в виде:

% = /с> + jc,r f(z)iz + S'_f (18)
Оценим интегралы по окружностям С р, С'р. По условию функция R(z) регу­

лярна в точке z= 0, поэтому при малых z |Д(г)| <  М . Также имеем



Поэтому если г  с  С„, то |/(г)| =  \h{z)\ ■ \R(z)\ <  MMi\z\a  =  М М ура . 
Поэтому

М (р ) =  maa;|/(z)| <  М2 • ра , а  рМ {р) <  М 2р“+1 -► О, р  р  0 , а  +  1 >  0. 

Следовательно,

! Д  / W ife] <  М 2/) ° «  0,р  0.

Аналогично доказывается, что интеграл по второй окружности также стре­

мится к нулю при р  —» 0. Поэтому, переходя в (18) к пределу р  —> 0, получим 

формулу (15).

Найдем вычет в точке z  =  оо, предполагая, что функция R(z) регулярна в 
этой точке, т.е.

R (z )  =  Со +  ^  \z\ >  R . (19)

Разложим h {z) — ( z / (  1 — z )a ) в  ряд Лорана в окрестности точки z  — оо:

т  = (jri) ■ (-D“ = + | + ■■■)• <2»)
Следовательно, при \z\ >  R

|  +  ...) • (1 +  2  + . . . )  =  с " “ (со +  (21)

откуда получим значение необходимого вычета:

r e s £=aof ( z )  =  - е ' а7,{а со  +  c i) . (22)

Аналогично доказывается и формула более общего вида:

1 = С (frf)° “ Т^~‘ (?ге8/(г) + • (23)
rest=0O/ (z) =  - е ' а* [ а ф  -  а ) +  с{\.

2 .2 .2  Аудиторные задачи

Вычислить интегралы:

A x l ~p( l - x j d x  т ;  _ ^ г _  Г _  I  _  J
A  (1 +  х) ы прт  L 2 ' J

„ А ( 1 +  ж)1-р( 1 - ж У  , , , л. _ л  (  . р п  р п  '
2. /    — Ц--—dx. ( - 1  <  р  <  2). Ответ : —  sm —  +  cos —  -  1

J -1 1 +  ж2 ' k у  ’  sm p ir  \ 2 2 ,
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3. / ( г —— 'j , (—1 <  р  <  1 ,а  >  0 ). О твет:
J 0 \ l - x j  х  +  а

/•оо X“d x
4. / — Ответ :

J 0 х 4 - 1

_ Г*> d x  7 Г  4
5- / т- ?— Ответ : ~7=2 з

А  (я 2 +  4)ж1/3 V3

2 .2 .3  Задачи для самостоятельного решения

1 г \[ х (2 _ xJ_dx . О твет: 7г( 4  — \ / l5).
А  х  +  3

2. Пусть рациональная функция f(z) имеет на положительной части дей­

ствительной оси полюсы лишь первого порядка Ьь f>2i •••> bm, а  среди других ее 

полюсов а\.й2 , ..., а„ нет равного нулю. Пусть далее р- такое действительное 

число, что

lim (s**> /M l =  > 0 .

Доказать, что:

a. Если р - нецелое число, то

Г °  xpf ( x ) d x  =  — T̂ — e~"v' r e s [z pf{ z ) ] at -  Trclgnp £  lfkr e a [ f { z )]ьк  (24)
J0 Sin Жр fc=1 fc_l

b. Если p- целое число, то

Г  cd’f { x ) d x  =  - ' £  res [zvln {z ) f{z )\ ak -  £  tt‘k{ ln {b k) +  n i)r e s [ f(z )}b k, (25)
J0  k= 1 k=  1

где /n(z) =  /n|z| +  ia rg (z )  и 0 <  a rg (z )  <  2тт.

3. / °°7— -7 Г 7 = -  О твет: 0.
A  (t - I ) v^

, /-оо sin(in(x’)) , ^  л  sin(in2)
4. / — I  fix. Ответ : — ——— .

Уо т  +  4  4tA f

5. Пусть рациональная функция R(z) имеет при а  <  z  <  b  полюсы в 

точках 61, 62, bm и удовлетворяет условиям

R (z )  =  O H z - a ) ~ r ) [z  —> а); Л (г) =  0 ( (z -  S)«) (г  —► й),
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гДе Р. Ч -некоторые числа {р  <  q). В  предположении, что интеграл существует, 
доказать формулу

£  ( S )  1 R{x)dx -  5^5 £ гмй(г) (3 )°1+* £  теяЩг)ь‘ ( Ю '
(26)

где р <  А еа <  д. Первая сумма вычетов берется по всем полюсам функции 
R(z), лежащим вне отрезка [a,t>l, и при вычислении входящих в неё вычетов 

берется ветвь функции (§ z f)°  \  отвечающая значениям —7г <  атд~̂ | <  ж. 

Во второй сумме a rg ~ f  =  0.

г2 у/{х -  1 ) (2  -  ж) О твет : тг(| -  л /Й ) .
л  х  +  2 2

п  „ .

Ответ : Зтг • 2 -

10. £  Ответ : 7г\/2 ̂  -  2 5 0 ^  .



2 .3  В ы ч и сл ен и е  оп р ед ел ен н ы х и н т егр ал о в  (п родолж ен и е)

Литература по теме:

1. Лаврентьев М.А., Ш абат Б .В . Методы теории функций комплексного 
переменного. -  М.: Наука, 1987.

2. Евграфов М.А. Аналитические функции. -  М.: Наука, 1992.

3. Сидоров Ю .В ., Федорюк М .В ., Шабунин М.И. Лекции по теории 

функций комплексного переменного. -  М.: Наука, 1982.

2 .3 .1  Примеры задач с  решениями

1. Рассмотрим интеграл вида

где а  действительное число, т  >  1 целое, R (z)- рациональная функция, 

которая имеет полюса Zk, не лежащие на полуоси (О.оо), причем

Можно считать, что точка z= 0 не является ни нулем, ни полюсом функции 

R(z). Интеграл (27) можно вычислить непосредственно с помощью вычетов. 

Пусть D -плоскость с разрезом [0,оо), h(z)—z“_1 регулярная ветвь функ­

ции г0-1 в области D, положительная на верхнем берегу разреза. Фиксируем 
регулярную ветвь логарифма, принимающую действительные значения на 

верхнем берегу разреза; обозначим ее Inz. Тогда в  области D

Тогда на верхнем берегу разреза г=х-И 0 (х  >  0), arg z= 0 и In (x+iO)=ln х. 
На нижнем берегу разреза г=х-Ю=ж (х  >  0), arg г=2тг и In (х-Ю)= Inx  =  

In x  +  2 ni. Обозначим f { z ) =  h (z ) ( ln z )mR (z )  =  za ~l { ln z )mR{z)\ тогда f { x  +  
i.O) =  / (x ) =  x a ~1(ln x )mR (x)  подинтегральная функция в (27), а значение 

функции на нижнем берегу разреза равно:

(27)

lim[|z|“ R (z)] =  0, ]im  \z\a R (z ) — 0. (28)

In z  =  ln\z\ +  i a r g z , 0 <  a r g z  <  27Г.

f { x  -  iO) =  f ( x )  =  e2maxa  1(ln x  +  2 iri)mR (x ).

Рассмотрим интеграл
(29)
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где Г - контур, указанный на рис.З. Если выполнены условия (28), тогда ин­

тегралы по C r  и Ср стремятся к нулю при R  - »  оо, р  -*■ 0. Тогда как и при 

вычислении интеграла (9) имеем:

~  f (x ) ]d x  =  2 m '£ tr e s f ( z ) .  (30)

где вычеты берутся по полюсам рациональной функции R(z). Рассмотрим 
два возможных случая применения формулы (30).

1. Число а  нецелое.

Тогда левая часть (30) содержит 1(1 — е2я‘“ ), а также (при т  >  1) интегралы 
вида:

Jo x a~l (ln x Y R (x )d x , 0 <  8 <  т  — 1.

В  частности при ш =1 из (30) имеем

(1 — е 2та)1 — 2 т е2та ^  x n~l R (x )d x  =  2тгг £  r e s  (za ~l R ( z ) ln z ) . (31)

Из этой формулы можно непосредственно найти как интеграл I. так и инте­
грал

j f  xa ~i R (x )d x .

2. Число а  -  целое.

Тогда исходный интеграл (17) имеет вид:

(ln x )mR (x )d x , (32)

В  этом случае в качестве подинтегральной функции в (30) нужно взять 

( ln z )m+lR (z ) , а  не (ln z )mR (z ). Тогда из формулы (30) следует’:

JQ [(lnx)m+1 R (x )  -  (1пх +  27гг)т+1Д(ж)] d x  =  2 m ^ r e s  [(lnz)m+l R (z j\ .

(33)
При т = 1  получим:

— Jo 4 m  ■ In x  ■ R (x )d x  +  47г2 Jo R (x )d x  =  2 m  X ) res [( ln z )2R(z)\. (34)

Приравнивая в этом выражении мнимые части, имеем:

Jo Inx  ■ R (x )d x  = —^ R e'}2 r e s [( ln z )2R(z)\. (35)

При m = 0 из (30) получим другую важную формулу (а - целое):

x a ~l R (x )d x  =  — ^ 2res[za ~x ■ In z  ■ R (z)). (36)
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2 .3 .2  Аудиторные задачи

Вычислить интегралы:

1. Г °  / х 1 п х — ^Х . .
Л  V (ж +  1)2 

_ /ос In  X ,
27 о * 2T ^ dX'a > 0 -

ч :

0твет:

'о (ж3 4 - 1)2 ’ 

Irrx d x

2 .3 .3  Задачи дл я самостоятельного решения

1 Г  «“ fa. О твет : 0.
Л  (ж +  1)^/3!

Л /оо In x  dx  _ Л .7Г 1 .
/п Т ------ Ответ : 27г(— ----------------------7=).
Л> ж»(ж +  1)2 9 з/З

„ /ОО Inx - d x  ^  7Г2л/2
о- L ~/—о— в ' •-"/=■ О твет : ---------— .

Л  (ж3 +  1)-Уж 4

4. Пусть R(z) - рациональная функция, не имеющая полюсов при z  >  0, 

и пусть интеграл

1а  =  R (x )x a~lln (x )d x , ( а  Ф 0 , ± 1 , ± 2 , . . . )  (37)

сходится. Д оказать формулу:

l a  =  Е r e s R ( z ) ( - z r - ' l n ( - z )  -  - . Т —  Е г е * Я ( 2 ) ( - г ) ”" 1, (38)
sin эта sin- эта

где сумма вычетов берется по всем полюсам функции R(z), не лежащим на

луче [0,оо], а  —эт <  a r g ( - z )  <  эт.
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6 Г  f e j r i f e
Л  (ж -  1)\/ж

О твет : 7г2.

О твет : J i b - * * * ) ,
л  сЛ(ж) 8c/if \ 2/

7. Пусть R(z) рациональная функция, не имеющая полюсов на поло­

жительной части действительной оси и в точке z= 0, причем f(z )~ 0 (l/z) при 

z  —* оо. Доказать, что

/ * № . . Г Ш  [  И . ]  (391
л> 1и2ж +  7Г2 ' [lra(z) — тг*]г=01. ’

где «1 =  — 1, а  02, а з , .... а,,. -  полюсы функции f(z), отличные о т -1, и ln(z)=ln|z|+ 
i  a rg {z ) ,  0  <  a r g {z ) <  2тг.

Указание. Рассмотреть интеграл

i_ г /М_. iz
2кг JC ln (z ) — к г  '2кг 'с ln (z ) — кг

где контур С указан на рис.З.

г* coo dx „  1, 1 . _ 1 ,
8 . / т 777- 7;----77. Ответ : -— — +  , , (р  о, — 1 ,1  —

■Л* (х  +  а)(1п2х  +  к 2) 1 —а  1п{а) 2

d x  ^  к  1
Ч (ж2 4- а 2) (In2ж +  тг2) ’ 2 а  (Ы

exd x  _ю .£
(ж2 4- 7г2)с/г. ж’
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3 Линейные дифференциальные уравнения с перемен­
ными коэффициентами

3 .1  Р еш ен и е д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х уравн ен ий  втор ого  п о р я д к а  в 

о к р естн о сти  об ы кн о вен ной  т о ч ки , р егулярной  особой точ ки  
д и ф ф ер ен ц и ал ьн ого  у р авн ен и я

Литература по теме:

1. Ли Цзун Дао Математические методы в физике,- М.: Мир, 1965.

2. Самойленко А.М., Кривошея С.А., Перестюк Н.А. Дифференциальные 
уравнения: примеры и задачи.- М.: Высшая школа, 1989.

3. Найфэ А. Введение в методы возмущений.-М.: Мир, 1982.

3 .1 .1  Примеры задач с  решениями

1. Рассмотрим дифференциальное уравнение вида:

у" +  х  ■ у' +  2у  =  0. (40)

Построим два линейно независимых решения этого уравнения вблизи начат 

ла координат. Точка х = 0  является обыкновенной точкой данного дифферен­

циального уравнения. Будем искать решение этого уравнения в виде ряда 
Тейлора

у {х ) =  £  QnXn, (41)
п=О

где а п- неизвестные коэффициенты этого ряда. Продифференцируем ряд (.)

по х  ос
] / {% )=  И  п ' а п ’ я”- 1 ) У"{х ) — п ' (п  — 1 ) '  Оп ■ х п~~, (42)

и=0 п=2
и подставим производные в исходное уравнение:

X) п (п  — 2 )а„хп~2 +  п а„ х п’~1 +  2 Y , а пХп =  0, (43)
п-2 п- 0 п=О

Следующий шаг заключается в том, чтобы приравнять коэффициенты при 

одинаковых степенях х. Д ля этого сделаем замену индекса суммирования а 

таким образом, чтобы степени х  под знаком каждой суммы оказались оди­

наковыми, а  именно положим n=m -f2 в первой сумме и п=ш  во второй и
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третьей суммах. В  результате находим

Y , {т  +  2 ) ( т  +  1)ат+2Хт 4- тпатх т +  2 Y  а тх 'п =  О,
т=0 т=0 т=О

ИЛИ

Y ,  [ ( т  +  1 ) ( т  +  2 )ат+ г +  ( т  +  2 )ат ]жт  =  0.

Далее, приравняв нулю коэффициенты при х т, получим рекуррентное соот­

ношение вида:

а т+2 =  т  =  0 .1 ,2 , . . . .  (44)
+ т + 1  ■■ >

При этом из (44) следует, что

в  2 =  —ЯО)
2 ’

Й1 Йо

“ S = 2 T ’ “ 6 =  ~ з 7 5 ’ -
Таким образом, коэффициенты а п с  четными и нечетными индексами оказы­

ваются не связанными друг с другом: все четные коэффициенты выражаются 

через йо, а  все нечетные - через o i. В  результате мы имеем два линейно неза­
висимых решения, в одно из которых входит множителем коэффициент ао, 

а в другое -  коэффициент й1 . Следовательно, общее решение уравнения (40) 

можно представить в виде:

у (х ) =  йоуДг) +  aijfe(ar), (45)

g  (46)
„ t o  ( 2 т ) !  ’ 1 >

g ( - l T l g =  iz,

2mm! v '
Ясно, что ряд в (47) сходится, так как мы смогли записать его сумму в

замкнутой форме. Применяя теперь признак Даламбера к ряду (46), имеем

т  -  ( - 2 ) т т !ж 2т' ( 2 т - 2 ) !  .
lim 7--------—-------- =  lim - - —. . .  . . — 7~, г ;т~'%г~9 =  0, (48)

т^°° (ш  — 1) — m_,0° ( 2 т ) ! ( —2)т -1 (то -  1)1хгт~2

и, следовательно, ряд (46) также сходится для всех значений х.

2. Построить два линейно независимых решения уравнения Бесселя пе­

рвого порядка
х2у"{ж) +  ху'{х) +  (ж2 -  1 )у{х)  =  0. (49)
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Точка х—0 есть регулярная особая точка этого уравнения. Поэтому уравнение 

(49) обладает двумя решениями в так называемой форме Фробениуеа:

у (х )  =  х° Y , а пК" =  L  1 ” - (50)
п=О п—0

Подставляя (50) в (49), получим:

£  К» +  n f  -  l ]o „ i" +"  +  £  a . i f * ' * 1 =  0. (51)
n=0 n=0

Приравнивая нулю коэффициенты при степенях ха , x a+ i, получим определя­

ю щ ие уравнения  для нахождения характ ерист ического показат еля а .

(а2 -  1)ао =  { а -  1)(ст +  1)а0 =  0, (52)

[(с  +  I ) 2 -  1]й! =  <т(сг +  2)ttj =  0. (53)

При этом соотношение (51) принимает вид:

£  [(от +  п )2 -  1}апх а+п +  £  а пх а+п+2 =  0. (54)
п=2 «.=0

Для того, чтобы привести показатели степени х  в каждой сумме к  одинако­
вому виду, положим n=m-i-2 в первой сумме и n=m  - во второй. В  результате 

получим

D  {[(<Г +  т  +  2)2 -  ljom+2 +  On,} ха+т+2 =  0. (55)
т—0

Приравнивание коэффициентов при последовательных степенях х  приводит 

к рекуррентному соотношению:

« * «  =  - 7 --------------- Ш ®  (ЭД(<7 +  т  +  1)(сг +  т  +  3)

Из формулы (52) следует, что при ао Ф 0  показатель а  равен ± 1 . Тогда из
(53) находим, что fti — 0  и. следовательно, аз — а» — а  ̂ — ...азп-н =  = 0 .

Полагая в (56) <т =  —1. имеем

а т+о — ------------- -— -—г-г. (57)
т (т  +  2)

Если положить теперь в формуле (57) т = 0 ,  то коэффициент «2 оказы­
вается равным бесконечности. Таким образом, описанная выше методика не 

позволяет получить решение при о  =  —1.

В  случае, когда а  =  1, из рекуррентной формулы (56) следует, что



Поэтому

“= =  - 2 7 4 .  “ ‘ = 2 Т 4 Г б ’ “6 =  - 2 ^ Г б з 7 8 —  <59>

и, следовательно,

й ( х )  =  Л ( * )  =  «ОХ [ l -  Д  +  . . . ] .  (60)

Построенный ряд представляет собой одно из решений уравнения 49); 

при ао =   ̂ он обычно называется функцией Бесселя 1-го рода первого поряд­
ка и обозначается через -Л (ж).

Для того, чтобы найти второе линейно независимое решение уравнения 
(49), можно воспользоваться следующим приемом. Выразим коэффициенты 
ит через ао, не подставляя соответствующие значения а .  Тогда из формулы 
(56) имеем

(<7 +  1)(с7 +  3 ) ’ (<т +  1)(<т +  3)2(<т +  5) ’

 _______Оо______
а ‘ ~  («  +  1 )(«  +  3)=(« +  5 )2(«  +  7) ’

и, следовательно,

. , апх~ anxi  , .
у Ы  =  *  -  ( ^ Т Щ а Т з )  +  ( ^ 1 )(«  +  3)=(« +  5 ) -  Ч

а0хв
(а  +  1)(сг +  3)2(сг +  5 )2(<т +  7)

Как и ранее, если положить в этом разложении а  =  — 1, то соответствующие 
коэффициенты обратятся в бесконечность ввиду наличия в их знаменателях 

множителя (ст +  1). Д ля того, чтобы обойти это затруднение, выберем оо 
равным Ь(о• +  1). При этом из разложения (50) имеем

у {х )  =  Ьх° (<т +  1) -  -
<7 +  3  (<7 +  3 )2(<7 +  5) (<7 +  3)2(<7 +  5 )2(<7 +  7) J !

(62)
откуда после подстановки в дифференциальное уравнение (49) находим

х 2у"(х) +  хт/{х) +  (ж2 -  1)у (х ) -  Ь(а  +  1)2(<т -  1)ха . (63)

Наличие множителя (<т + 1 ) 2 в правой части (63) приводит к тому, что функ­

ции у(х) и д у / д а  должны удовлетворять исходному дифференциальному



уравнению при а  =  - 1 .  Поэтому, дифференцируя (63) по а  и принимая Ь=1 
имеем

У2(х ) =  Ya  =  (64)

.  y ln x  +  ^  [ l  +  ^  -  [ _ ^  +  5 ) +  (g  + -.-^  +  5)2] , 4  ,

откуда, полагая а  =  — 1 , находим

У2{х )  =  y i{x ) ln x  +  х~х J l  +  ^  +  . . . J  . (65)

Таким образом, разложения (60), (65) представляют собой два линейно неза­

висимых решения уравнения (.). Используя признак Даламбера, можно легко 

показать, что построенные для у\ и уъ ряды сходятся при любых значениях х.

3 .1 .2  Аудиторные задачи

1. Построить два линейно независимых решения в окрестного точки х —0 сле­

дующих уравнений:

о) у "{х) +  х у'(х ) -  2у{х) =  0 ,

Ь) у"{х) -  ху'{х)  -  у {х ) =  0.

2. Рассмотреть уравнение Эрмита

■у"(х) -  2ху\ х)  +  7 у(ж) =  0.

Найти два линейно независимых частных решения этого уравнения, пред­

ставляя их в виде степенных рядов в окрестности точки х = 0 , и показать, 
что один из них вырождается в конечную сумму в случае, если 7 —2п, где 

п—0 ,1 ,2 ... .

3. Рассмотреть уравнение Лежандра

(1 -  х 2)у" (х )  -  2ху'{х) +  7 у {х )  =  о,

Построить два линейно независимых решения этого уравнения, представляя 

их в виде степенных рядов в окрестности точки х = 0, и показать, что один из



них вырождается в конечную сумму в случае, если 7 = 11(11-*-1). где п—0 ,1,2 ,...

4. Построить два линейно независимых решения уравнения Чебышева

представляя их в виде степенных рядов в окрестности точки х = 0, и показать, 

что один из них вырождается в конечную сумму в случае, если 7  =  п2, где 

п = 0 ,1,2,... .

5. Д ля следующего уравнения построить два линейно независимых реше­

ния, представляя их в виде соответствующих степенных рядов в окрестности 

точки х = 0 :

3 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

1. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно независимых 

решения, представляя их в окрестности точки х= 0  в виде степенных рядов:

а )  2х (1 -  х)у"{.х) +  (1 -  х)у'{х) +  3 у {х ) =  0 .

Ь) х 2у"(х) +  х 2т/{х) -  2у {х )  =  0.

2. Рассмотреть модифицированное уравнение Бесселя нулевого порядка

Показать, что в окрестности точки х = 0  оно имеет следующее ограниченное 

решение
, * х2 ж4 ж6

# l i  -  1 +  j j  +  J T - J J +  J , v  ̂ 7б- ,  + ....

Найти второе линейно независимое решение этого уравнения.

3. Рассмотреть уравнение Бесселя порядка v

ж2/ ( ж )  +  ху '{х ) +  (ж2 -  иг)у[х) =  0.

Показать, что одно из решений этого уравнения есть

(1 -  r V W  -  (х) +  ту(х) =  о,

9ж(1 -  х)у"(х)  -  12у'{х) +  4у{х) =  0.

ху"(х) +  ]/{х )  -  х у {х )  =  0 .

(66)
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Показать, что в случае, когда и отлично от целого числа., решением этого 

уравнения служит также функция

(67)
4. Д ля каждого из следующих уравнений построить д ва линейно незави­

симых решения, представляя их в окрестности точки х = 0  в виде степенных 
рядов:

a )  (2х  +  х 2)у"(х) +  у '(х) -  6х у (х ) =  0.

b) х 2у"(х)  +  хт/(х) +  (х2 -  4 )у(х) =  0.
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4  М е р о м о р ф н ы е  ф у н к ц и и

4 .1  Р а зл о ж е н и е  м ер ом ор ф н ы х ф ункций в  р я д ы  п р остейш и х др о­

бей и в  бескон еч н ы е прои зведен и я

Литература по теме:

1. Лаврентьев М.А.. Ш абат Б .В . Методы теории функций комплексного 

переменного. -  М.: Наука, 1987.
2. Маркушевич А.И. Теория аналитических функций. -  М, 1950.

3. Сидоров Ю .В ., Федоркж М .В., Шабунин М.И. Лекции по теории 

функций комплексного переменного. -  М.: Наука. 1982.

4 .1 .1  Примеры задач с  решениями

1. Пусть все полюсы г* (к=1,2,...) мероморфной функции f(z), регулярной 

в точке z= 0, являются простыми и занумерованы в порядке неубывания их 
модулей: \z\\ <  \гъ\ <  .... Пусть имеется последовательность контуров Г„ 

(п= 1,2,...), вложенных друг в друга, содержащих точку z= 0 и таких, что:

где S,, длина контура Г „ , dn- расстояние от начала координат до кривой 
Г п, причем dn —> оо(те —> оо). Если функция f(z) ограничена на этой системе 

контуров Г „ , т.е.

который сходится равномерно в каждой ограниченной области с  выколотыми 

в ней полюсами функции f(z).
Для доказательства формулы (68) рассмотрим интеграл

^ ■ < С , { п =  1 ,2 ,. .. ) ,

\ f(z )\ < M ,  г  с  Г»  ( п — 1 ,2 ,. ..) .

Тогда функция f(z) разлагается в ряд

(68)
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где z  С  G n (G„ - внутренность кривой Г„) и г ф г и  (к—1,2....). Пусть F (Q  =

* / ( 0 / С К - * ) .

В области G„  функция F ( ( )  имеет простые полюсы £ =  z, (  =  Zk С  G n; 

точка (  =  0  является либо простым полюсом, либо точкой регулярности (если 

f(0)~0) для функции F (Q .  По теореме о вычетах

/„ (г ) =  r c s F (С)с=о +  r e s F (£)<-* +  £  re sF {C , )^ k.
t„CG\

Вычисляя вычеты получим

^ ( С ) с = . - [ ^ ] с=о =  - / (0 ) ,

ге 5Р ( ( ) £« = [ ^ |  - Я * ) ,

«: * r a / ( C W

Тогда исходный интеграл /„ примет вид
d. у

« И — J W  +  J b i *  Е  .  *  (69)

Оценим интеграл 7„(z). Пусть D- ограниченная область. Тогда существует 

круг К: \z\ <  R  такой, что D  С  К . Имеем

Здесь \z\ <  R  (z  С  D  С  К ) ,  |£| >  d n (dn расстояние от начала координат до 

контура Г „), |£ — z\ >  |£| — \z\ >  dn — Я , |/(С)| <  М . Следовательно,

. . . .  M R  1 с  . С  M R  
V m £ - s r 7 T 3 - - - s ^ i 32ж dn(dn — R )  2тг(dn — R )  ’ 

так как S n <  C d„  по условию задачи. Таким образом, 1„ —► 0  при п  —> оо рав­
номерно по z  С D  (z ф Zk, k = l,2 ,.. .)  и в пределе п  —► оо, получаем формулу 

(68). Суммирование в (68) проводится в следующем порядке: сначала берутся 

слагаемые, которые относятся к полюсам, лежащим внутри Гх, затем к этим 
слагаемым последовательно добавляются группы слагаемых, относящихся к 

полюсам, лежащим между T i и Гг, между Г г  и Гз и т.д.
Замечание 1. Формулу (68) можно обобщить на случай когда

|/(*)| < M | 2f ,  z  с  Г„(п  =  1 ,2 ,3 , . . .) ,
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где Р  >  0- целое. В  этом случае имеет место следующая формула:

=  +  1  +  4  +  ... +  ^ ' ) .  (70)
к=о к - к=  1 \ z - Z k  Zk z-k  4  /

2. Пусть целая функция f(z) такова, что мероморфная функция F (z )  =  

f ' i z ) l f ( z ) удовлетворяет условиям задачи 1. Тогда

№ )  =  Л 0 ) е - й ( 1 - ^ ,  В  =  т  (71)

Бесконечное произведение (71) равномерно сходится в каждой ограниченной 

части плоскости. В  этой формуле каждый сомножитель (1 — z /z k ) t z Ẑk по­

вторяется столько раз, какова кратность нуля Zk-

Функция F(z) имеет простые полюсы в точках Zk, где Zk нули функции 

f(z), и не имеет других полюсов. Тогда Ак =  T,e s F ( z ) z=ik =  Пк, где Пк 

кратность нуля Zk функции f(z). Из формулы (68) задачи 1 имеем

=  *■«>) +  £  ( — 5— + - ! ) .  (72)
к= 1 \z  ~  zk Zk)

Так как F (z )  =  d[ln  f(z )\ /d z , то интегрируя ряд (72) по некоторой кривой, 
соединяющей точки 0,z и не проходящей через нули функции f(z), получаем

In / (* ) -  In  ДО) =  F(0 )z  +  £  [in f l  -  - )  +  - ]  • (73)
k= i L \ Z k) Zki

Потенцируя (73), находим

/(^) =  /(Oie^0’* П  ( l  -  —)  e * .  (74)
fc=l \ Zk)

и формула (71) доказана.
Замечание 2. В  условиях указанных в замечании 1, формула. (71) заме­

няется следующей формулой

Д Д  =  е » « П  (75)
к= 1 V г к )

где h k(z) =  z / z k +  г2/(2г|) +  ... +  zv!{pz\\  
g(z)- многочлен степени не выше р.

3. Доказать следующую формулу

(76)



Для разложения синуса в бесконечное произведение рассмотрим целую 

функцию /(z) =  sin(z)/z, которая имеет простые нули в точках z* =  ктг 

( к = ± 1 ,± 2 , ...). Далее функция F (z )  =  / '(z)//(z) =  c tg (z)  -  1 j z  удовле­

творяет условиям задачи 2 и для нее применима формула (71) Так как 

/(z) =  sin z/z =  1 — z2/3! +  то f (0 )= l ,  f ’(0 )= 0 , и по формуле (71) на­
ходим

Преобразуя это выражение, окончательно получаем формулу (76).

4 .1 .2  Аудиторные задачи

Доказать формулы:

1. 1 £  1 
sin2 Z п=—оо ( z  — ш г)2 ’

2 .

3

^ f .  1
COS2 7TZ оо (z +  | — п )” 

Sin 7TZ n=-O0 z — n

4. sin  г  =  г  П  f l  -  ~ )  .

5.

N 
|ĉ

 

+и

4 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

Доказать формулы:

1.
i  ~  ( - i ) “+ ^
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2. tg z = - 22 2 г
n=l Z2 — (n  — I ) "  7Г2

2z___

•Si z2 + (n — |)”tt2

4. cos z = П 1 -  7 ГГ2 '
n=l \ (n  — 7Г

5. Й  г  =  z П

6. ch z — COS Z = Z2 П 00 (1 +
4п47Г4/ ’

7. ^ 1  =  ® S  f l  +  r o V
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5 .1  М ето д  и нтегр и р ован и я п о  ч а ст я м . М ето д  Л а п л а са

5 Асимптотические оценки интегралов

Литература по теме:

1. М.В.Фсдоргок, Асимптотика: Интегралы и ряды, М.: Наука, 1987 
( Гл. 2,§1).

2. М.А.Лаврентьев, Б .В.Ш абат, Методы теории функций комплексного 

переменного, М.: Наука, 1987 (Гл.5, §3, п.77, Гл.7, §2, п. 94, §3, п.97)

3. Ф.Олвер, Асимптотика и специальные функции, М.: Наука, 1990 (Гл.З,

4. А.Найфэ, Введение в методы возмущений, М.: Мир, 1984 (Гл.З, §§3.2, 

3.3)

5. Г.Джеффрис, Б.Свирлс, Методы математической физики, М.: Мир, 

1970 (т.З, Гл. 17).

5.1.1 Примеры задач с  решениями

1. Найти асимптотику дополнительной неполной гамма-функции:

Г (а ,  х ) =  Г (а )  — 7 (а ,  х ) ,

здесь Г  (а )  гамма-функция Эйлера, 7 (0:, х )  неполная гамма-функция. 

Дополнительная неполная гамма-функция записывается в виде интегра-

Решение

Асимптотику данного интеграла при х  —* оо можно найти используя инте­

грирование по частям.

и  =  ta ~l , dv  =  e~ldt, —*• du  =  ( a  — 1 )ta ~2 , v  =  — e- {  (2).

§§1,2,7).

(1)
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Подставляя (2) в  (1), получаем:

Г (а ,  ж) =  -  ta~l е- , |“  +  { а  -  1) Je ~ H a ~2dt.

— е- *жа_1 +  { а  — 1) Г(о: — 1,ж) 

После п  -  кратного интегрирования по частям получаем: 

а  — 1 ( а - 1 ) ( а - 2 )
Г (а ,ж ) =  е * х а  1 | l +  -

( а  — 1)(о! — 2 ) . . .  (а  — п  +  1)\

здесь е п(х )  - остаточный член.

Окончательно для асимптотического разложения имеем:

Г (а ,X ) ~  е - х“ -'  f l  +  £  щ
[ Ы I  **  J

Заметим, что полученный ряд может расходиться.

2. Найти асимптотику при ш —* о с  интеграла:

F (u )  =  /  е -" *1’ - 2»1 ln ( l +  x ) i x  . (1)
О

Решение

Д ля нахождения асимптотики воспользуемся общей формулой для главного 

члена асимптотики в методе Лапласа:

т = /  ~  [ - щ У 11 «“ '""’л 5»  ■

В  формуле (2) ж о точка единственного максимума функции S (x )  во внут­
ренних точках отрезка [о, 6]. Предполагается, что S "{xq) ф  0.

В  нашем случае:

/(ж) =  1и{ 1 +  ж ) . S (x )  =  - (ж 2 -  2ж ),

жо =  1 ,  а  — 0  , 6 =  о о , Л =  w . (3)

Учитывая (3), получаем из (2) главный член асимптотического разложения 

интеграла ( 1):
Гтг11/2 

F (u )  ~  -  е " 1п 2 .



F M  =  /  (1 +  x f ^ d x .
О

Решение

В  данной задаче в отличие от предыдущей функция S (x )  =  —(х2 + 2 х )  дости­

гает максимума не во внутренней точке, в  граничной ж0 =  а  =  О, при этом 
S'(а) ф  0 . Д ля отыскания асимптотики воспользуемся общим выражением 

для главного члена асимптотики интеграла типа (2) из предыдущей задачи 
в данном случае:

eAS(o)

Р ( Л ) ~ Л Э Д ' « в ) ' (1>

Используя обозначения (3) предыдущей задачи, получаем следующее выра­

жение для асимптотики:

3) Найти асимптотику при o j —* оо интеграла:

5.1 .2  Аудиторные задачи

1) Показать, что при х  —> оо:

7т * ~ * .
2) Показать, что асимптотика интегрального косинуса имеет вид:

J  cos I  f 1 3! 5! ]
Ci (я) =  -  у — Л  cos ж [^5 -  ^  - . . . ]  +

3) Показать, что при ш —* оо:
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Указание: воспользоваться леммой Ватсона (см., например. М.В.Федорюк, 
стр.57)

4) Показать, что при х  —» оо:

-  \[т~ е_2п: ■V 4х

5) Доказать формулу для асимптотики Г  -функции Эйлера:

Г(ж 4 -1 ) =  J  txn~1d t  ~  \/2,к х х хеГх . 
о

Записать формулу Стирлинга для факториала.

6) Показать, что при х  —> оо:

] е х ц Ы - х П < ? - ' < > 1  ~

7) Показать, что при х  —* оо

J  1хе~г In f  dt ~  л/2жхе~х'1?  In ж . 
о

fl

5 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

1) Показать, что асимптотика дополнительного интеграла вероятностей име­

ет вид:

■ и . , -

2) Показать, что асимптотика интегрального синуса имеет вид:

_ . , тг t?  s in i л  [1 2! 4! 1
~2— / Т А ~ +

3) Показать, что при и> —► оо:

J е WIV /2ln (l +  rc)dz ~  .



4) Показать, что при больших п:

Я-/2__________________

/ sin” t  d t  ~  .
Й » 2 п

Указание: см., например, М.В.Федорюк, стр.69, формула (1.28’)

5) Показать, что асимптотика модифицированной функции Бесселя при х  —» 
+ос имеет вид:

1 г „ е*
1п(х) =  — / е *008 cos пвсШ ~  .

тг {  у / Ъ х

Записать аналогичную формулу при ж —* — оо.
6) Показать, что асимптотика функции Макдональда нулевого порядка имеет 

ВИД: оо
Ко{х) = е~х [  —  dt ~  е~х\[т- ■

’ J  y fiit +  q  Ъ х

7) Показать, что асимптотика полиномов Лежандра при п  —* оо:

у2тгп sj{r?  - 1)

Воспользоваться интегральным представлением для полиномов Лежандра: 

Рп(х ) — -  [  {х  +  Уж2 -  1 co s0 )"d 0 .

8) Показать, что при п  —* оо:



5 .2  А си м п то ти ч ески е оц ен ки  и н тегр ал ов. М ето д  стац ионарной ф а­

зы . М е т о д  п ер ев ал а

Литература по теме:

1. М.В.Федорюк, Асимптотика: Интегралы и ряды. -  М.: Наука, 1987 
( Гл. 3,§1; Гл. 4, §§1,3,4)

2. М.А.Лаврентьев, Б.В.Ш абат, Методы теории функций комплексного 

переменного. -  М.: Наука, 1987 (Гл.5, §3, п.77)

3. Ф.Олвер, Асимптотика и специальные функции. -  М.: Наука, 1990 

(Гл.З, §§11-14; Гл. 4, §§7-9)

4. А.Найфэ, Введение в методы возмущений. ■- М.: Мир, 1984 (Гл.З, §3.5, в 

том числе примеры)

5. Г.Джеффрис, Б.Свирлс, Методы математической физики. -  М.: Мир, 

1970 ( Т.З, Гл. 17 )

5.2 .1  Примеры задач  с  решениями

1. Показать, что при а  >  0 ,  А —* оо:

У  (1 +  x)~ae‘Xxd x  ~  гА- 1 . 
о

Решение

Интеграл в данной задаче является интегралом типа:

Р(Л) =  / / (1 )е 'х5М * .  (1)

Функции f ( x )  и S (x )  в условиях нашей задачи являются бесконечно диф­
ференцируемыми функциями в области интегрирования и S '(x ) ф  0. Для 

оценки асимптотики можно использовать общую формулу метода стационар­

ной фазы при данных условиях на функции f ( x )  и S (x ):

F(A ) ~  £  ( М " 4®  -  а„е|И<“>] ( « Г ”- 1 , (2)
,1=0
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где коэффициенты а п и 6„ вычисляются по формулам:

=  ( - ! ) “ ■ - Vdx  )
7 / W \ |

v m / L '
(3)

К - Ы Т ( щ ) • - Vd x )
' ( * 1 (4)

В  условиях задачи равенство (4) нужно понимать как предел при х  —> оо. Для 

решения задачи достаточно взять в (2) главный член разложения (п  -  0). 
Т.к. g { x )  =  1,

° °  {1 +  х )а

Подставляя (5) в (2) получаем искомый результат.

2. Доказать, что асимптотика функции Бесселя целого порядка при х  —» оо 
имеет вид:

J n{x )  ~  J  ̂  cos(x — тт/1 -  7г/4) .

Решение

Воспользуемся интегральным представлением для функции Бесселя:

1 2п ".
J n{x ) =  ^  , n  >  0  целое число. (1)

Интегральное представление (1) можно преобразовать к следующему виду 
(проделайте это):

J n(x)  =  — / cos (ж sin уз — mp)d<p =  ^ R e / exp(ixsinw  -  imp)d-p . (2)
* 0  »  6 

Интеграл в (2) является интегралом стандартного типа для метода стацио­

нарной фазы (см. формулу (1) предыдущей задачи ). В  нашем случае:

х  —* <р . А —» х  , f ( x )  —► f { p )  =  ехр(—im p) , 5 (ж ) —> 5(v?) =  sinyj (3)

Функция S(<p) имеет на отрезке интегрирования одну стационарную точ­

ку: S ’(ip) =  cos ip — 0  , —► ip — тг/2. В  этой точке S" =  —1 ^ 0 ,  5  =  1. Для 

этого случая метод стационарной фазы д ает для интеграла стандартного ти­

па (см. формулу (1) предыдущей задачи) следующую общую формулу:

(4)
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В  равенстве (4) го - стационарная точка. Применяя формулу (4) к интегралу 
(2) и отделяя вещественную часть получаем искомое равенство.

3) Показать, что асимптотика интеграла при Л —* оо имеет вид:

F (X )  =  J  ехр[А(г +  ix  — х*)\йх ~  
о

~  е—*’г/162 —1/33- 1/47г1/2А—1/2 ехр (27' 43 "3' 2е3“ /8А) .

Решение

Будем рассматривать интеграл, данный в задаче как интеграл в  комплексной 

плоскости по контуру, представляющему собой вещественную ось:

F{X ) =  f  ехр[А(z  +  i z - z 3)}dz  (1)

Интеграл является частным случаем интеграла общего вида:

F(A ) =  / / W e “ '- ) f c .  (2)

К этому интегралу можно применить метод перевала. Д ля этого необходимо 

найти седловую точку. Она определяется равенством:

S l * )  =  0 .  (3)

В  нашем случае:

S '{z)  =  1 +  г -  Зг2 =  0 , -  ц .2 =  ± 2 1/43 - 1/2е|,/8 . (4)

Деформируем контур 7  —* 7  так, чтобы новый контур проходил через сед­

ловую точку го =  Z\. Это можно сделать в области голоморфности подин- 

тегральной функции, значение интеграла при этом не изменится. Из общей 

теории метода перевала деформированный контур должен быть таким, что­

бы в малой окрестности седловой точки на этом контуре удовлетворялись 

следующие условия:
1) Im £(z ) =  co n st,
2) R eS (z ) - имеет единственный максимум.
В  малой окрестности седловой точки с  учетом равенства (1) справедливо 

разложение:

S (z )  =  S {z0) +  ̂ S " {z a ) {z -z n )1 , 5 "(z 0) =  - 6 z 0 , S(zo) =  z o + iz o -z g . (5) 
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Представим величины в равенствах (5) в  полярной форме:

S"(s>) =  - | S " ( * i )| e " /8, 2 - 2 6  =  r e " .  (6)

Выделим в (5) действительную и мнимую части:

Im S(z) =  Im 5(2o) — К  sin(Tr/8 +  26) , (7)

R eS (z ) =  R eS(zo) -  К  cos(ir/8 +  26), (8 )

Постоянные Im S'(zo), R eS (zo)  , К  легко могут быть вычислены с помощью 
равенств (4) -  (6).

В  малой окрестности точки zq условие 1) обеспечивается равенствами: 

Im S(z) =  Im S(zb) — const —> sin(7r/8 +  26) =  0 . (9)

Уравнение в (9) дает решения:

0 = ^ —^ + n 7 r )  , тг =  0 , 1 ,2 , 3 .  (10)

Различные гг дают четыре различных направления перехода через еедловую 

точку, вдоль которых выполняется условие 1). Изобразим на рисунке эти на­

правления в  окрестности седловой точки (см. рис.5). Указанные направления 

отвечают различным направлениям движения вдоль прямых А В и CD. Пунк­

тирной линией на рисунке изображены направления координатных осей, по 

отношению к которым отсчитываются углы.
Нам предстоит теперь выбрать одно из направлений пересечения седло­

вой точки. Д ля этого найдем и изобразим на рисунке прямые на которых 

выполняется условие R e 5 (z ) — ReS(zo) =  const. Из (8) находим:

cos(tt/ 8  + 26) = 0 ( И )

Решение (11) дает

» = Щ + * ) * - у ] . »-«■***• <12>
Направлениям (12) на рисунке отвечают прямые E F  и GH. Отметим, что они 

смещены по отношению к  прямым А В и CD на 45 градусов. При переходе 

через прямые E F  и GH мы попадаем из "впадины" (R e5(z ) <  ReS(zo)) на 

"холмы" (R e5(z ) >  R eS(zo)). "Впадины" и "холмы" легко найти из равен­

ства (8) ( при расчете обратите внимание на знак "минус" перед синусом в

(8) ). Положение первой "долины" задается неравенствами:

<’» ( ! + » ) >  о ,

6i



37Г 5л

1 6 > в < - 1 6 -  
На рисунке "холмы" отменены знаком + , а  "впадины" знаком

Чтобы выполнилось условие 2). контур 7  в окрестности седловой точки 
должен лежать во "впадине" Из рисунка видно, что этому условию удовле­

творяет направление А В, т.е.

в  =  7г/6 . (13)

Применим теперь общую формулу метода перевала для интегралов, опре­

деленных формулой вида (1):

(14)
Подставляя в (14) равенства (4) -  (6), (13) получаем искомый результат.

Рис. 5. Направления в окрестности седловой точки. 
Пунктирными линиями показаны координатные оси
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5.2.2 Аудиторные задачи

1) Доказать, что при а: —> + оо  справедливо разложение ( а  >  0):

7  Г ве * А  ~  —
i  х а

2) Доказать, что при А —*• со

J  ехр(гАco st) cos2t d t  ~  \J2k /\  cos(A — тт/4). 
о

3) Вычислить асимптотику функции Бесселя при г/ —> оо и ж >  1 -
фиксированном.

Г 2 11/2 /   \
J u{vx )  ~  —^ = = = j  cos ( v arccos(g г) — ил/х2 -  1 +  тг/A j .

Указание. Воспользоваться интегральным представлением:

=  7г-1 у  cos [у -  a; sin ф)\<кр— 
о

—7г-1  sin иж J  ехр[—1'(t  +  x sh t ) }d t . 
о

4) Доказать, что при t  —* ос (а  >  1)

J  e_ tI( l  +  ta x )~ ld x  ~  ( а  — 1) f._“ lo g f . 
о

5) Показать, что при А —> оо:

/  е“ *(1  +  i ? ) - xi x  ~  ^ ( 2 ~  e-><V5-i)(2 (V 2 -  1))“ Л .

6) Показать, что асимптотика функции при а  —* + оо  Эйри имеет вид:

Ai{ct) =  ^  J  cos(s3/3 +  a x )d x  ~  ■

Указание: интеграл от косинуса заменить интегралом от экспоненциальной 

функции в пределах (—оо , ос).
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5.2.3 Задачи для самостоятельного решения

1. Получить асимптотическое разложение для интеграла Френеля при х  -  
+оо:

Ф(х) =  /  е
2 V £

2. Доказать лемму Эрдейи. Пусть а  >  0 ,/3 >  0 , функция f ( x )  бесконечно 

дифференцируема на [0 , а] и обращается в нуль вместе со всеми производ­
ными в точке х  =  а .  Тогда при Л —> оо справедливо следующее разложение:

J  х 1* 1f ( x ) e lXx“d x  ~  J 2  a k^~ (к+Й/с

где коэффициенты а* определяются по формулам:

л / « ( 0 )  r ( k  +  f?\ я . ш
а* =  - г ; Г   I ехр з ■> .к\а \ a  J

Указание: см., например, М.В.Федорюк, стр. 157.
3. Показать, что при а  —> ос:

~  1 г Ш
{  V t  з  \ в)

Указание. См. док-во леммы в домашней задаче N 2.

4. Показать, что при А —* -foe:

/ е " & ~  г ( | )  Л-V V '/ * .

5. Вычислить асимптотику J v{v)\

~  Г  ( § )  [22/331/6тг1/1/3]-1

Указание. Воспользоваться интегральным представлением в аудиторной за­
даче N 3, а  также обобщением метода стационарной фазы (см. М.В.Федорюк 

Гл.З, теорема 1.5).

6. Показать, что при п  —> со:

J  (х 3 +  Зх — 2i)~netxdx  ~  2е(г/А)п(тг/(3п ))1/2 .
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7. Показать, что при А —♦ ос:

J  exp (-2A z2 -  A X /z)dz  ~  7Г1/2(6А)~1/2ехр(ЗА +  3\/ЗгА).

8. Показать, что при А —* оо:

J  z ?  ехр(—Xz2)d z  ~  мг1/2 ехр ^е2А-1  ̂ .

9. Показать, что при п  —* оо:

/“ е - ’ (1 +  г Г < Ь  ~  ( ^ ) ,/2Г “е”/2(п / 2 )-" '2 .

10. Показать, что асимптотика функции Бесселя целого порядка при х  —► оо 

имеет вид:
Г 2

J„(a;) ~  Л —  cos (ж — т г/2 — тг/4).
N тгж

Указание. Воспользоваться интегральным представлением для функции Бес-



6 Операционное исчисление

6 .1  С в о й ст в а  п р еоб р азован и я Л а п л а са

Литература по теме:

1. В.А.Диткин, А.П.Прудников, Интегральные преобразования и 

операционное исчисление, М.: Наука, 1974 (Гл.2, §§1-4)

2. М.А.Лаврентьев, Б.В.Ш абат, Методы теории функций комплексного 

переменного, М.: Наука, 1987 (Гл.6, §1)

3. М.А.Евграфов, Аналитические функции, М.: Наука, 1968 (Гл.7, §§1,2)

6 .1 .1  Примеры задач  с  решениями

1. Доказать, что £[<"] =  -^ т, п  -  целое положительное число, Rep >  0. 

Решение

Э ту задачу можно решить непосредственно, используя определение преобра­

зования Лапласа:

F{p) =£[/(()] =  /”  f (t)d t  (1)

В  случае оригинала, данного в задаче f ( t )  =  f 1, интеграл (1) сходится при 
Rep >  0. Будем вычислять его по частям;

Г  е - *  С *  =  -  -  е *  Н °°  +  ~  Г  V *  С " 1*  =J0 р  |0 р Jо

= Г  e-pttn-idt (2)
р Jo к 1

Выполняя процедуру (2) п  раз, окончательно получим:

m = £ i  о :

Многие задачи на вычисление ланласовских образов от сложных функций ре­
шаются с использованием свойств преобразования Лапласа и образов более 

простых функций, которые получаются непосредственным интегрированием
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(1). Продемонстрируем это на примере решения данной задачи. Воспользу­

емся формулой для производной от образа (см. ауд. задачу N 7  ):

F<">(p) =  £ [ ( - ( ) " / ( ( ) ] ,  (4)

здесь F (p )  =  C [f{t)] .  При решении будем использовать также лапласовский 

образ от 1 (см. ауд. задачу N1):

£ [1 ]  =  1  (5 )

Положим в формуле (4) f ( t )  =  1 ,  тогда из (5) следует, что

F (p ) =  £ [ l]  =  l  (6)

Дифференцируя (б) п  раз, получаем:

F < "> (p )= (—1 ) " ^  (7)

Подставляем (7) в  (4) с учетом f ( t )  =  1 :

Отсюда получаем искомое равенство (3).

2. Доказать,что

С.   _ _ _  Р
t  ] 2

Решение

Для решения задачи воспользуемся одним из основных свойств преобразова­

ния Лапласа: ^

д [ ^ ]  =  / а д ф ,  (1)

здесь F {p )  =  £[/(£)]•
В  нашем случае f ( t )  =  sinwt. Известно изображение для синуса ( см.

ауд. задачу N 4) при R ep  >  |Imw|:

С  [siim f] =  (2)

Подставляем изображение (2) в  (1):



2 ь ш
3. Пусть F (p )  =  A (p )B ~ l (p) -  рациональная функция, причем степень ал­

гебраического многочлена А (р)  меньше степени алгебраического многочлена 

В (р ) , корни которого P i , р 2 ■ ■ ■, Рп £  С  простые. Доказать, что оригиналом 
F (p )  является функция:

k=i В'(рк)

Решение

Данная формула является одной из основных для нахождения оригинала по 

известному изображению. Для ее доказательства используем обратное пре­

образование Лапласа:

/ Й  =  ~ т  /  е *  F {p ) d p . (1)

Из общих теорем об образе Лапласа известно, что F (p )  голоморфна, при 

Rep >  а, следовательно, все особенности F (p ) лежат слева от прямой (а  — 

i o o ,  а-И оо). В  нашем случае особенности F (p )  представляют простые полюса 

(простые нули функции В (р )). Рассмотрим интеграл:

/  F (p )d p . (2)

здесь t  >  0 и контур интегрирования включает прямую (а —io o ,  а-Н оо), про­
ходимую снизу вверх, и замыкается дугой большого круга на бесконечности 

слева.
Поскольку степень А(р) меньше степени В (р ) ,  то слева от прямой (а  — 

i o o  , а  +  гоо) выполняются условия леммы Жордана и, следовательно, инте­

грал по дуге большого круга равен нулю. Получаем:

[  eF1 F (p )d p  =  / /  F (p )d p  =  2тсi  £  Res (e^ F (p ) )  . (3)
7 a—ioo P*

Если использовать известную формулу для вычета в простом полюсе:

а д )  в ' ( и )

получим искомую формулу.
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6.1.2 Аудиторные задачи

Считая, что функция-оригинал / (f) =  0 при f  <  0 доказать следующие фор­

мулы:

W l  =  ;

2 )£  [ett<] =  ^  , Rep >  R ea

3)£ [f"] =  ^ ,  и > - 1 ,  Rep >  О

Указание: Воспользоваться интегральным представлением для Г  -  функции 

Эйлера:

Т (и  +  1) =  J  f "  er'd t.

4 )£  [sinwf] =  , Rep >  |Imw|

5 )£  [fn eot] =  , Rep >  R ea

6 )£  [f coswf] =  , Rep >  |Imai|

7) Пусть £  [/(f)] =  F (p )  и Rep >  «о- Доказать, что

F M (p) =  C [ ( - t ) n № ]

8) Найти изображение ступенчатой функции:

/ (f) =  А{ Щ )  +  tf(f -  т )  +  i?(f -  2 т ) +  . . . ) ,

здесь i9(t) -  функция Хевисайда.

(Начертите график функции / (f).)

Ответ: £  [/(f)] =  (Л/2р) (1 +  cth[(pr)/2])

9) Пусть

erf(x) =  - 7= 1 e~z2dz
V w 6

функция ошибок. Доказать,что
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10) Д оказать формулу интеграла Дюамеля:

pF(p)G(p) - С J j( t )  ДО) +  / f { t  -  т)д(т)Лт

Указание; воспользоваться формулой для изображения свертки и правилом 
дифференцирования оригинала.

11) Найти оригинал / (f) для функции F (p ) :

F (p ) =  p~a ~l , — 1 <  а  <  0 

Ответ; t°  [Г(1 +  а ) ] -1 .

6 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

Считая, что функция-оригинал f(t .)  =  0  при t  >  0 доказать следующие 

формулы:

1 )£  [coewt] =  у  , Rep >  |1тш|

2 )£  [chAi] — р)£Л!) ; Rер >  |1тЛ|

3 )£  [t sinwt] =  . ДеР >  |Inlwl

4 )С  [еА* sin art] =  , Rep >  |Imw| +  ReA

s )£  [ v 5 ]  =  7 F »  ' ReP >  “  “

Указание; воспользоваться теоремой смещения;

£ [ в ‘» ‘ Л ( ) ) = П Р - № )  

и результатом ауд. задачи N 3.

бк[^] = К ,,г(1-< * ) )
Указание: см. ауд. задачу N 9.
7) Найти изображение функции f ( t )  =  Г  sinwf, п  целое положительное, 
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we с.
Ответ:

Изображение равно:

8) Найти изображение функции

Д О  =  А {# (  0  -  Щ г  -  т) +  2Щ -2т)-...)
здесь 0 ( f )  - функция Хевисайда.

(Начертите график функции ДО-)

Ответ:

р  2
9) Пусть F (p ) =  Ап(р)/ B m(p ), где А„(р) и В т(р) -  алгебраические многочле­

ны степени п и т  соответственно, причем п  <  т  и /4„(р) и Вт(р)  не имеют 

общих нулей. Доказать, что, если р\ , р2 , ■■■> Pi -  нули Д Д р ) кратности 

m ,i, m 2 , . .  •, Ш; соответственно, то
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6 .2  О перационное исчи слен и е. П ри лож ен и я

Литература по теме:

1. В.А.Диткин, А.П.Прудников, Интегральные преобразования и 

операционное исчисление. -  М.: Наука, 1974 (Гл.2, §6)

2. М.А.Лаврентьев, Б.В.Ш абат, Методы теории функций комплексного 

переменного. -  М.: Наука, 1987 (Гл.6, §2 в том числе примеры)

3. М.А.Евграфов, Аналитические функции. -  М.: Наука, 1968 (Гл.7, §3)

6 .2 .1  Примеры задач с  решениями

1. Найти решение дифференциального уравнения:

Решение

Для решения задачи будем использовать правило дифференцирования ори­

гинала:

£[/(«)(*)] =  pnF (p )  -  рп~1т  -  р "-2/ '(0) -  . . .  -  / " - 4 ( 0 ) .  (1)

при начальных условиях:

В  этой формуле:

F(p ) =  £ [/ (()) , ДО) =  Urn /(().

Применим формулу (1) к производным уравнения:

£(»'"(<)] ”  р3Н р) -  v M o) -  и /(0) -  »"(о ) =

=  р3Р ( р ) ~ 1 ? - 2 р  +  2

-  v + 2 ■ -  1 (2 )

Учтем также, что
£[4] =  4/р. (3)
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(см. ауд. задачу 1 в разделе 7.1).
Действуя оператором преобразования Лапласа на исходное уравнение с 

учетом (2),(3), получаем алгебраическое уравнение относительно изображе­

ния F (p ):

F(P )(P 3 -  2р2 +  р) =  ^ +  р2 -  5 . (4)

Для изображения получаем выражение:

Раскладываем на простейшие множители:

По известному изображению, используя результаты задач (1), ауд. задач (1),

(2), (5) из раздела 7.1, находим оригинал, т.е. решение исходной задачи, удо­

влетворяющее начальным условиям:

2. Решить операционным методом систему дифференциальных уравне-

р3 -  5р +  4  А В  С  D
р2(р  -  1)2 Р  +  р2 +  р  -  1 +  (р  -  1)2

Обычным способом находим:

А =  3 ,  В  =  4 , С  =  -  2 , D  =  О

y (t )  =  3 +  i t  -  2е‘

ний:

(1)

при условиях:

ж(0) =  0 ,  3/(0) =  —1 , *(0 ) =  0 .

Решение

Введем обозначения для изображений функций:

С[х] =  F { p ) , С[у\ =  6 ’(р ) , ф ]  =  Я ( р ) .
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Подействуем оператором преобразования Лапласа на систему (1) и восполь­
зуемся формулой (1) из предыдущей задачи. Получим систему линейных 
уравнений относительно изображений:

(  p F(p) =  Щ р ) , 

pG (p) +  1 =  - F ( p ) + G ( p )  +  H (p ) ,

[ р Н ( р )  =  —2 F (p ) +  G(p) +  2 Я ( р ) .

Перепишем в другом виде:

I ~ p F {p )  +  Я (р ) =  0 ,
- F ( p )  +  (1 -  p)G(p) +  Я (р ) =  1 ,
—2 F (p ) +  G (p) +  (2 — р )Я (р ) =  0 .

Решая эту систему уравнений одним из стандартных способов получаем:
1 - 1  1

’  (р - i ) +  ( p - i ) 3 ’
т = ( Р - 1 ) !  

Я (р) =

0 (р ) =

1 1

" ( р - 1 ) 2 ( р - 1 ) 3
Используя таблицу преобразований (см. ауд. задачу (5) из7.1), получаем ре­

шение (1):

х (() =  ){«2/ 2 )е* , р(() =  - е '  +  (Г/2)е<, 

z(t.) =  te* +  (t2/ 2)e*.

3. Используя свойства преобразования Лапласа, записать решение инте­
грального уравнения Вольтерра второго рода:

Ж -  j  Н * ~ « № г № - Ш Ь  (1)

здесь k (t)  ядро уравнения, g(t.) заданная функция.

Решение

Если k ( t , r ) -  ядро Вольтерра, то оно обращается в нуль при 0  <  t  <  т 

В  нашем случае ядро зависит от разности аргументов и, следовательно, об­
ращается в нуль, когда разность отрицательна- Т.е. ядро в (1) является ори­

гиналом преобразования Лапласа. Уравнение (1) можно переписать в виде:

f ( t )  =  /  k ( t -  т) / (r)d r  +  g (t) =  k * . f  +  g(t. ) , (2)
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здесь звездочкой обозначена свертка функций. Введем обозначения для изоб­

ражений функций:

4 fl = F{p), c.\s\=m. £M = A'(ph„

Подействуем оператором Лапласа на равенство (2) и воспользуемся форму­
лой для изображения свертки:

F {p )  =  G (p)  +  К  (p ) F { p ) .  (3)

Выразим из (3) изображение неизвестной функции:

= «>
Решение интегрального уравнения (1) получаем, применяя обратное преоб­
разование Лапласа:

m  = c-i{Fb>m

6.2.2 Аудиторные задачи  

Решить задачу Коши:

1) ym  +  2 t f  +  y  =  0 ,  3/(0) =  у'(0) ~  £/"(0) =  0  , з/"(0) =  1 .

Ответ: y (t)  =  ^ ( s ' m t - t c o s t ) .

2) y"(t) +  y{t)  =  sin t ,  y (  0 ) =  y'{ 0 ) =  0 .

Ответ: y (t)  =  |(sint  - 1 cos t ) .

3) x"{t) -  3xJ {t)  +  2x (t)  =  2e3 t, x (0 ) =  x '(0 ) =  0 .

Ответ: x (t)  =  e* — 2e2f +  e3t

Решить системы дифференциальных уравнений:

4) [ x'(t) + x{t) ~ y{t) =  e* ,
\ i / { t )  4- 3 x(f) -  2y (t)  =  2e( .
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х (0 ) =  1 ,  у (0) =  1 

Ответ: x (t) =  y (t)  =  е4 .

Ответ:

ЛЮ

h i t ) - .

* 4 0 + y {t)  =  Л Ю .
Z {t)  +  x {t)  =  Л Ю -

ж(0) =  з/(0) =  о .
'1  0 <  t <  1 ;
10 t  >  1 
1 ,  0 <  t  <  2 ,  

О, t  >  2 .

1 -  е-4 . О < t < 1 ,
x (t) =  ■ 1 — е~4 -  sh(£ — 1) ,  1 <  t. <  2 ,

. -  е“4 -  sh(t — 1) +  ch(t — 2 ) ,  t  >  2 .

(1  -  e- 4 , 0 <  t  <  1 ,

3/(t) =  j  - e -4 +  ch{t. -  1 ) ,  1 <  t  <  2 ,

(  — e~* -  sh (t  — 2) +  ch(t — 1 ) ,  t  >  2 .  

Решить интегральное уравнение:

6) ¥>Ю =  f i t -  +  s i n t .

Ответ: tp([) =  \ (е4 -  е " 4) +  £ sin L .

6 .2 .3  Задачи для самостоятельного решения 

Решить задачу Коши:

1) x"{t)  +  Л2 хЮ  =  0 , А ф  0 .

х (0 ) =  а  , х'(О) =  р . 

Ответ : x(£) =  a  cos Xt + [ f t / A) sin A t.

2) x " (t)  +  4 x '(t)  +  4 x (t) =  t3e~2 t,

x (0 ) =  1 ,  x '(0 ) =  2 .



Ответ: x [t)  =  е_ -! ^1 —4/ +  Ф ) .

Решить системы диф ференциальны х уравнений:

( i ? ( t ) - x ( t ) + y { t )  +  z(t)  -  О,

3) I  **(*) +  * ( t )  -  j ( t )  +  г(е) =  о ,

( 2»(i) +  x (t)  +  »(<) -  г(<) =  0  .

* (0 )  -  1 ,  У (0 ) =  » (0 ) -  sf'(O) =  г(0 ) -  / (0 ) -  о .

Ответ: x (t) =  |ch(\/2t) +  ^COST , y[t'j =  z (t)  -  x (t)  -  ch(\/2t)

( * 4 0  =  » W + * ( t ) ,

4) | У(*) = 2(t) + z(i),
( 2 '(t)  =  2 ( t )  +  !/(() .

2(0) = -1 , y(0) = l ,  2(0) = 0.
Ответ: x (t) =  —e~f , y ( t ) =  e~‘ , z (t)  =  0 .

Решить интегральное уравнение:

5) t  = ]  е ' - £у>(5№
О

Ответ: ip(t) =  1 — t .

6) В  ЙЬС-контур включена Э.Д.С. e (t)  — г0 sin wf. Используя метод 
преобразования Лапласа найти найти ток в контуре.

Ответ:

J ( t )  =  ^  sin (wi -  5) -  ^  z l / J j j  е ~а°‘ sin(w°* _  ^>)» 

tg<5 =  ^  , tgi50 =  —- г г ; , Д  =  \ / Ж + Х 2 , Х  =  Ь ы - 1 / С ш ,
t i  (То А

.X7 =  Lu> +  1 /Сш , сто =  -~ j , wo — собственная частота колебаний

7) В ДЬС-контур включена Э .Д.С . e (t)  =  со  sinw f, которая действует в тече­

ние. времени 0 <  t  <  тг/w, а  затем выключается. Найти ток при t  >  тг/w. 

Ответ:

Л * )  =  - ^ z ° \ / L C е" ” * tain(u'“* " ‘,° )+

+ е7Г<'0/'“' sin(wot — «5о — ttwq/w)] .
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Обозначения даны в ответе к дом. задаче N 6.
8) Д ва одинаковых RLC'-контура индуктивно связаны ( коэффициент взаим­
ной индукции катушек равен М  ). К  одному из них с момента времени t  =  О 
приложена постоянная Э.Д.С. Uq. Найти ток в другом контуре. Ответ:

т,,ч _  Мо ( e _£ritsinw it e ^ s i n o ^ t }

2 { ( L  + M)u>i “  (L  -  M )u2 J '

R  2 1 2

9) Рассмотрим простую модель живой клетки, в которой происходит обмен 

веществ с  окружающей средой. В  клетку поступает из внешней среды некото­

рое вещество ( кислород, глюкоза), скорость поступления зависит от разности 

концентраций этих веществ в среде и в клетке

( Пай — п а ) с. коэффициентом пропорциональности к\. Внутри клетки проис­
ходит обратимая реакция превращения с коэффициентами ко, и к—2- Скорость 
реакции пропорциональна концентрации исходных веществ (па . щ ).  Продук­
ты реакции (углекислый газ, вода) выбрасываются в окружающую среду, 

скорость выброса пропорциональна разности концентраций этих веществ в 

среде и в клетке ( под — щ )  с  коэффициентом к$. Концентрации веществ в 

окружающей среде п ао и под постоянны. Найти зависимость концентраций 

веществ в клетке от времени при произвольных начальных условиях. Иссле­

довать решение при t —* оо.
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7 Классические ортогональные полиномы

7.1 П олином ы  Л е ж а н д р а , Ч еб ы ш ева -Э р м и та , Ч еб ы ш ев а -Л а г ер р а

Литература по теме:

1. Арсенин В .Я . Методы математической физики и специальные функции. -  

М.: Наука, 1984.
2. Никифоров А.Ф., Уваров В .Б . Специальные функции математической 
физики. -  М.: Наука, 1984.

3. Лаврентьев М.А., Ш абат Б .В . Методы теории функций комплексного 

переменного. -  М.: Наука, 1987.

7.1.1 Примеры задач с решениями

1. Полиномами Лежандра называются многочлены, являющиеся решением 

дифференциального уравнения:

(1 - * 2) Й - 2 я ;г  +  " ( п  +  1)» =  0, П - .  (78)а х £ а х

Ро{х) =  1, P i{x ) =  х , Р2(х ) =  ^ (Зж2 - 1 ) ,  Р 3{х ) =  ~ {5х3 - З х ) , . . .  

Доказать формулу Родрига для полиномов Лежандра:

<7 9 >2пп\ dxn

Для доказательства рассмотрим функцию

и (х ) =  (х2 -  I ) '1

и продифференцируем ее по х:

'-j- — п  - 2 х {х 2 — I )”-1 . 
ах

Умножим обе части на (ж2 - 1 )  и продифференцируем полученное равенство 

п раз по х:



(1 -  ж V n+1) +  n (n  +  l )n (n" 1} =  0.

Дифференцируя это равенство еще раз по х , видим, что функция у (х ) =  
ц ^ (ж ) удовлетворяет дифференциальному уравнению (78).

2. Доказать условие ортогональности для полиномов Лежандра:

/ 1 Pn{x )P m{x )d x  =  0 , п  ф  т . (80)

Для доказательства запишем дифференциальные уравнения, которым 

удовлетворяют Р„, Рт:

~ [ ( 1  — 3?)PL\ +  п (п  4- 1)Рп =  0, (81)
а х

~ [ ( 1  - x ! ) P 5 * m ( m  +  l ) P „  =  0, (82)

Умножим первое из этих уравнений на Р т, авторов на Рп и вычтем из первого 
соотношения второе. Тогда получим:

( m - n ) ( m + * * l ) £ ' i P ,» M P I, M * ; ,  (83)

откуда следует условие (80).

3. Доказать, что полиномы Лежандра удовлетворяют следующему усло­

вию нормировки:

ПАИ2 =  А И Я И *  =  (84)

Для доказательства воспользуемся рекуррентными соотношениями, ко­

торым удовлетворяют Рп{х).

. ,2п  -  1 _  , . п  — 1 _
I  — Pn(x )P „ (x )d x  =  j \  Рп(х ) l~ ~ — жРп-Дж) — П п  P n-2(x)]dx  =

1 й т т р- « м + ^ттр' - ^  -  1 т т  р- л - *
2 п - 1  Д r n +  1 , 

п +  1
Понижая порядок полиномов Лежандра с помощью рекуррентных соотноше­

ний, получим:

II (85)
что необходимо было доказать.



7.1.2 Аудиторные задачи

1. Доказать рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра:

(n  +  l ) F n+i(x-) -  (2п  +  1) • х  • Рп(х )  +  nP „_ i ( x )  =  0 , (86)

=  <87 >

2. Доказать, что полиномы Чебышева-Эрмита

Я „ М  =  (88)

являются решением следующего дифференциального уравнения:

у"{х)  — 2 ху'{х )  +  2  п у {х )  = 0 ,  п  — . (89)

3. Доказать, что многочлены Чебышева-Эрмита удовлетворяют следую­

щему условию ортогональности:

J  ^  Нп{х )Н т{х)е~ я? d x  =  0, п ф т .  (90)

4. Доказать рекуррентные соотношения для полиномов Чебышева-Эрмита:

Нп+1(х )  -  2хН п(х)  +  2nH n- i ( x )  =  0 , Н'п(х )  =  2 n tfn_ i(x ) . (91)

7.1.3 Задачи для самостоятельного решения

1. Доказать условие нормировки полиномов Чебышева-Эрмита:

/°° е~х* H n(x )H n(x )d x  =  Tn\\fn. (92)

2. Доказать, что многочлены Чебышева-Лагерра

1 Нп
Ш х )  =  -^ х~ а е х- ^ - ( х п+ае - х) (93)

п\ d x n

являются решением уравнения:

ху"(х) +  { а  +  1 -  х )у '(х ) +  п у (х ) =  0. (94)

3. Доказать, что многочлены Чебышева-Лагерра удовлетворяют условию 

ортогональности:

L n (x )L fn{x )x a e~xd x  =  0. п  ф т .  (95)
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4. Доказать рекуррентные соотношения для полиномов Чебышева-Лагерра:

(n  +  l )L “+1(a:) — (2n +  1 +  а  — x )L * {x )  +  {п  4- а)1<“_ г(а;) =  О,

= н е й »  (а д

5. Доказать условие нормировки для полиномов Чебышева-Лагерра: 

m  =  -  I^ :i+n°  + 1 ■, r ( z )  =* £ °  e r V - ’d i ,  (97)
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7.2 П олином ы  Л е ж а н д р а , Ч еб ы ш ев а -Э р м и та , Ч еб ы ш ева-Л агер р а . 

И н теграл ьн ы е п р ед ставл ен и я

Литература по теме:

1. Арсенин В .Я . Методы математической физики и специальные функции. -  

М.: Наука, 1984.

2. Никифоров А.Ф., Уваров В .Б . Специальные функции математической 
физики. -  М.: Наука, 1984.
3. Мэтьюз Д ж ., Уокер Р. Математические методы физики. -  М.: Атомиздат, 

1972.

7.2.1 Примеры задач с решениями

1. Доказать интегральное представление Шлефли для полиномов Лежандра:

(98)
где С-замкнутый контур комплексной плоскости, который охватывает точку 

t.=z.

Для доказательства используем интегральную формулу Коши:

<*>

/м п\ , пт
dxn 2ж1 J c  (t — z)”+[

Полагая в формуле (99) / (() =  (t2 — 1)™, получим соотношение: 

d n(z2 — 1)” _  п\ г {t2 -  1 )ndt
d z n 2тгг (t  -  z )n+1 ’

из которого следует необходимое интегральное представление.

2. Д оказать, что производящая функция для полиномов Лежандра рав­

на:

F ( x , t )  =  1 J2 -  а д  +  Р , W t  +  ... +  P „ M t "  + . . . .  (100)
y l  — 2 x t  +  t l

Для доказательства воспользуемся формулой (105) (см. ауд. задачу N2):

р( х ,  t ) - £  е р щ  =  р  f * ' ( x  +  iV i  - хЫ пф)ч ф  =  ( ioi )
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y / 1 - 2  tx  +  t2'
3. Разложить функцию f(x )= e_a: в  ряд Фурье по многочленам Чебышева-

13 искомом разложении

е-2  =  £  С п К {х )  (102)

коэффициенты с„ вычисляются по формулам:

Сп =  ||£а||9  Jo x cte~2x L^ {x )dx  =

Производя n-кратное интегрирование по частям, получим: 

п ! ,  _г  dn~l + а  .

° - . = r ( n + t t + i ) <e )|о +
(Г*~2 ,00

+ е  +  -  + 1  i ”+“e <te}.

Подстановка пределов в проинтегрированные слагаемые дает нуль. Посколь-

/°° х п+ае  2xdx  =  о }  , , Г (п  3 Уо 2п+“+1
окончательно имеем:

0,1 =  Оп+в+1' (103)

7 .2 .2  Аудиторные задачи

1. Доказать интегральное представление Лапласа для полиномов Лежандра:
1 -  ----

Pn(z) — ~ J0 \z  + V z2 -  1 cos ф]"Аф. (104)

2. Доказать, что для полиномов Лежандра справедливо следующее ин­

тегральное представление:



3. Доказать интегральное представление для полиномов Чебышева-Эрмита:

(106)

где контур С охватывает точку t= x .

4. Доказать, что H (x ,t )  =  е 2х,~'~ является производящей функцией для 

полиномов Чебышева-Эрмита.

7.2.3 Задачи для самостоятельного решения

1. Доказать, что полиномы Чебышева-Лагерра имеют следующее интеграль­

ное представление:

где контур С охватывает точку z=x.
2. Доказать, что производящей функцией для полиномов Чебышева- 

Лагерра является функция

^ ■ 0 = ( 1 _ 1f r i e f t ,  а  >  —1- (108)

3. Доказать, что разложение функции /(ж) =  |ж| по полиномам Лежан­

дра имеет вид:

M- l +g(4n + l)C— (Ш)
4. Доказать, что разложение функции f(x)=sign х  по полиномам Чебышева- 

Эрмита имеет вид:

= (ш )
5. Доказать, что полиномы Лежандра ограничены на замкнутом интер­

вале (-1,1): |Р„(ж)| <  1.
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8 .1  Ф ункц и и  Б е с с е л я , Х а н к е л я , М а к д о н а л ь д а  и и х сво й ства

8 Цилиндрические функции

Литература по теме:

1. А.Ф.Никифоров, В .Б.Уваров, Специальные функции математической фи­

зики. -  М.: Наука, 1978. ( Гл. III, §§11-14).

2. В.Я.Арсенин, Методы математической физики и специальные функции. 
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8 .1 .1  Примеры задач с  решениями

1. Доказать свойство ортогональности функций Бесселя:

здесь v  >  — 1 , а  7̂  /?, числа а  и /3 являются корнями одного из трех 
уравнений:

Запишем два равенства, следующих из уравнения для функции Бесселя:

Первое из этих равенств умножаем на </„(/лх), второе на J v{Аж), вычтем из 

первого равенства второе и проинтегрируем по отрезку [0 ,/]. Получаем:

J v{x )  =  0 , J'v{x )  =  0 ,  х  J'v(x ) +  h  J v{x ) =  0 . а )

Решение

J  х  | <7„(д х)  ^ 7  А х) — J„ (А х ) ^ 7  Jv(/iх ) | dx+
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Легко проверить, что левую часть последнего равенства можно записать в 

виде:

=  (д2 -  A2) J  х  J v{n x )  ■Jl/(X x )d x

?ь, ч:

|  I I *  [ м ы  ±  м ы  -  м ы  £  А й н ф » =

i
=  {fi2 — Л2) J  х  J v( f ix )  J „ { X x ) . 

о
Левую часть выражения можно проинтегрировать:

I
=  {р 2 -  * 2) /  *  л о *  * )  Л (л  ж) • (2)

о
Используя представление функции Бесселя рядом (см. дом. задачу N 2), мож­

но записать:

* м = | Э ( + х " +а д ,

Подставляя эти формулы в левую часть выражения (2), получаем:

х  | Jv(jix) ^  Ju(Xx) — Jv{Xx) ^  J„(/ix)J =

=  х 2и+2 Й! (х )  +  x 2u+4 R 2(x ) , (3)

где R i(x )  и R 2(x ) -  степенные ряды.
При и  >  — 1 правая часть равенства (3) обращается в нуль при х  =  0.

Используя этот факт при вычислении нижнего предела в левой части (2), а

также новые переменные Л =  а / 1 , ц  — /3/1, получаем:

[  х  J v( j x )  J „ ( j x ) d x  =  
о 1 1



Из последнего равенства при условиях (1) следует ортогональность функций 
Бесселя.

2. Найти производящую функцию для функций Бесселя целого порядка. 

Решение

По определению производящей функции F (x ,  £):

F ( x ,  О  =  ^ 2 ^  J n{x ) С  (1)

Из определения видно, что в силу Jo(0) =  1 производящая функция удовле­

творяет условию:

т  о  =  1 .  (2)

Продифференцируем разложение (1):

S (X' £) = J ^ ;W£”-
При помощи рекуррентных соотношений ( см., дом. задачу N 4) данное ра­

венство можно преобразовать:

Ц о г »  0  =  | J „ - 1W  { " - j  n Л+г(аг) Г  ■ (3)

Поскольку пределы суммирования включают все целые числа выражение (3) 
можно представить:

£ « * ■  0  =  J L . -  2  ■ 1 1  =

- I N )
Т.е. мы получили дифференциальное уравнение с- граничным условием (2):

О Д
Решая его, получаем:
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8.1.2 Аудиторные задачи

1. Выразить функцию Бесселя через вырожденную гипергеометрическую функ­

цию.
Указание: Выполнить преобразование F (a ; с; к х) =  ехр {а х )х ~ ^ у (х ) .  Посто­

янные а  ,Р  ,к  , а  , с  выбрать так, чтобы уравнение для вырожденной гипер- 

геометрической функции перешло в уравнение Бесселя для функции у {х ). 

Использовать нормировочное условие ./о(0) == 1 .

2. Используя явный вид производящей функции, найти интегральное 
представление Зоммерфельда для функции Бесселя целого порядка:

2 2*
J n{x) =  —  /  ехр(гж sin <р — inip)d<p.

3. Используя решение уравнения для цилиндрических функций в виде кон­

турного интеграла:

у {х ) =  C v x v J  esa:(s2 +  1 Y ' ^ d s , 
г

записать интегральное представление для функций Ханкеля 1-го и 2-го рода. 

Контур интегрирования удовлетворяет условию: 

е“  (s2 +  =  О .

S i , S2 -  конечные точки контура.
4. Используя результаты предыдущей задачи, найти для функций Ханкеля 

представление в виде ряда.
5. Используя решение уравнения для цилиндрических функций в виде кон­

турного интеграла (см. ауд. задачу N 3), доказать связь между функцией 

Бесселя и функциями Ханкеля:

Указание: см., интегральное представление для функции Бесселя в дом. за ­

даче N 3.
6. Доказать, что

я ! Щ  =  <Г" Н ^ Щ  , я ! 2 (х) т « Г * "  я<2|(1 ) .

7. Используя определение сферической функции Бесселя:

© ' J,+I/2W  ’
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написать уравнение для сферических функций.

8 .1 .3  Задачи для самостоятельного решения

1. Вычислить квадрат нормы функции Бесселя:

\ J„(ax/l)\ 2 =  j  x J l  d x  .

Указание: перейти к пределу р  —» а  в  соотношении ортогональности (см., 

задачу N 1).

2. Используя связь функции Бесселя с вырожденной гипергеометрической 

функцией (см. аудиторную задачу N 2), записать для функции Бесселя пред­

ставление в виде ряда.
3. Используя связь функции Бесселя с вырожденной гипергеометрической 
функцией (см. аудиторную задачу N 2), записать для функции Бесселя ин­

тегральное представление Пуассона:

ш  W ) l ( 1 ' cos( l ! )  d t '

Указание: воспользоваться интегральным представлением для вырожденной 

гипергеометрической функции.
4. Используя представление через ряд (см. домашнюю задачу N2), доказать 

рекуррентные соотношения:

2 J ' ( x )  =  Jy - i { x )  -  J v+i ( x ) , ~ M X) =  +  J v+ i ( x ) .

5. Показать, что уравнение Гельмгольца:

\/2 v {r , p z )  +  A v(r, p z )  =  0 ,  

в цилиндрических координатах при условиях:

v (r, p , z )  =  v (r , р ) , v (r , р  +  2тг) =  v {r , р )  

сводится к уравнению для цилиндрических функций.

Указание: используя условие периодичности, разложить функцию v (r , р )  в
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ряд Фурье.
6. Используя выражение для модифицированной функции Бесселя:

Iv{x) =  е- ""'/2 J u(ix ) ,

записать для нее представление через ряд, интегральное представление Пуас­

сона, интегральное представление Зоммерфельда.

7. Используя выражение для функции Макдональда:

*■-(* )  =  | е " (' +ч/? я ™ ( « ) ,

найти для нее интегральное представление.

8. Используя интегральное представление для функций Ханкеля (см. ауди­

торную задачу N 3) и связь между функциями Ханкеля и Бесселя найти 

явный вид Н §% \х), «/1/2(2 ), «/3/2(2 ), </—1/2(2 ) ,  «/-3/2(2 ).
9. При помощи разложения в ряд доказать, что

J_„(a:) = ( - l )nJ„(a:).

10. Доказать теорему сложения Неймана:

Jn{Z\-+Zo) =  ]Г  A-(Zi) J„-k(Z2) 
fc=-oo

Указание. Использовать производящую функцию.
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