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В ведение

П ри цифровой о б р аб о тке  сигналы  представляю тся  
в виде последовательности  чисел. Ц иф ровой  сигнал  получаю т 
посредством временной д и скретизаци и  аналогового  сигнала  
с некоторым, обычно постоянным, ш агом  и дальн ейш его  преоб­
р азо ван и я  полученных дискретны х отсчетов сигнала  в цифровую 
форму. При таком  п реобразовании  к а ж д о м у  отсчету сигнала  
ставится  в соответствие двоичный код — физическое п р ед став ­
ление числа.

В процессе обработки  цифровой сигнал подвергается  л и н ей ­
ным или нелинейным п реобразован и ям , цель которы х состоит 
в оценке информ ационны х п ар ам етр о в  си гн ала  или в получении 
новой выходной последовательности  со свойствами, отличными 
от свойств исходной входной последовательности. В цифровых 
устройствах  могут быть р еал и зо в ан ы  практически  все известные 
в р ади оэлектрони ке  преобразован и я  сигналов. О дн ако  н аи б о л ь ­
шее распространение  цифровы е методы получили в цифровой 
ф ильтрац ии  и спектральном  анализе . П оэтом у в дан ном  посо­
бии преимущ ественное внимание уделяется  этим областям  ц и ф ­
ровой обработки  сигналов.

Ц и ф р о в а я  о б р аб о тка  сигналов к а к  сам остоятельное  научное 
нап равлен и е  р азви вается  с середины 60-х годов. Р а зв и т и е  ц и ф ­
ровых методов обусловлено рядом  их достоинств, в аж н ей ш и м и  
среди которы х явл яю тся  гар а н ти р о в а н н а я  точность и ст аб и л ь ­
ность, абсолю тн ая  воспроизводимость вне зависимости  от усло ­
вий производства  и эксплуатац ии  ап п ар ату р ы  (технологического 
р азб р о са  парам етров  элементной базы , влияни я  клим атических  
условий, старения  и т.п.), а т а к ж е  простота изменения х а р а к ­
теристик, удобство при построении адаптивны х и авто м ати ч е ­
ских систем.

Вместе, с тем, цифровы м методам присущи негативны е свой­
ства. Этими методами реали зую тся  обычно не оптим альны е, а 
квази оп ти м альн ы е  алгоритмы  обработки  сигналов. В цифровы х
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устройствах  возни каю т специфические ошибки, обусловленны е 
дискретизацией  и квантованием  сигналов. При грамотном п ро­
ектировании влияни е  этих ф акторов  обычно у дается  свести к 
допустим ом у минимуму.

Р азв и ти е  цифровой обработки  сигналов  связан о  с успехами 
в области  м икроэлектроники  и ЭВМ. Ц и ф ровы е  алгоритмы  м о­
гут быть реал и зо ван ы  п рограм м ны м  способом на «больших», 
универсальны х ЭВ М  или в Виде специ али зированн ы х процессо­
ров. В последнем случае цифровы е устройства оказы ваю тся  
конкурентоспособными с аналоговы м и процессорам и только при 
условии применения Б И С , микропроцессоров. Ц и ф ровы е  устрой­
ства, выполненные на такой элементной базе, имею т м алы е 
массу, габари ты , потребление энергии.

П рим еняется  ц и ф р о вая  о б р аб о тка  сигналов в различны х 
областях : ради олокаци и , гидролокации, систем ах передачи д а н ­
ных, акустике, ядерной технике, биомедицине, сейсмологии и во 
многих других. П ерспективность и постоянно расш и ряю щ ееся  
п рактическое применение цифровы х методов обусловили необ­
ходимость изучения этих методов студентам и радиотехнических 
специальностей. Вместе с тем, известные монограф ии по данной 
теме, наприм ер [1— 3], имеют больш ой объем, изданы  м алы м и 
т и р а ж а м и  и малодрступны  д л я  'студентов. Этими причинами 
в ы зван а  необходимость в н астоящ ем  пособии.

Пособие охваты вает  только  основные вопросы теории ц и ф ро­
вой обработки  сигналов. Способы реали зац и и  и основные п ри ­
л ож ен и я  предп олагается  и злож ить  отдельно.



1. О сн о в ы  т еории л и н е й н ы х  

д и с н р е т н ы х  с и с т е м

1.1. Д И С К Р Е Т Н Ы Е  И  Ц И Ф Р О В Ы Е  С И Г Н А Л Ы  
\ ! , 2 , 3 \

С игналом  н азы в аю т  процесс, несущий инф орм ацию  
о некоторой физической системе (ее состоянии, д в и ж е н и и ) . Н и ж е  
будут рассм атр и ваться  врем енны е процессы, хотя в общем слу ­
чае н езави си м ая  перем енная  м ож ет  иметь произвольны й ф и зи ­
ческий смысл.

Р а зл и ч а ю т  аналоговы е, дискретны е и цифровы е сигналы. 
А налоговы е сигналы  непреры вны  по времени и по своим з н а ч е ­
ниям. Д и скретн ы е  сигналы  дискретны  по времени, но неп реры в­
ны по значениям  (ам п ли туде) .  Они могут рассм атр и ваться  как  
последовательности отсчетов аналоговы х сигналов:

Х( пТ)  =  X a ( t )  11 =  пт •
где x a ( t ) — аналоговы й сигнал, Т — период (ш аг) д и с к р е т и за ­
ции. Ч асто  аргум ент дискретны х функций в ы р а ж а е т с я  в м а с ­
ш табе  нормированного  времени Р =  ИТ.  В этом случае  запись 
дискретного  сигнала  упрощ ается : х ( п ) ,  N {  <  л  <  jV2, где Лд и N 2 
соответствуют моментам  времени н а ч а л а  и конца сигнала. Н и ж е  
мы будем пользоваться  обеими ф о р м ам и  записи дискретного 
сигнала.

Ц и ф ровы е  сигналы  — это сигналы, у которых дискретны  и 
аргум ент  (вр ем я) ,  и значения  (а м п л и т у д а ) .  Д и скретн ость  
ам плитуды  обусловлена  конечной величиной р азрядн ости  чисел 
этого сигнала  и ограниченной точностью п редставлени я  чисел 
в ЭВМ. Суть этих особенностей цифрового сигнала Иллюстри­
руется с помощ ью рис. 1.1.

Д и скр етн ы е  сигналы  м ож но рассм атр и вать  к а к  цифровой 
сигнал, ам плитуда  которого определен а  с неограниченно вы со­
кой точностью. П оэтом у в дальн ейш ем  там, где точность опре­
деления  ам плитуды  не имеет принципиального  значения  (и не 
оговорена особо), мы не будем д е л а т ь  различий  м еж д у  ц и ф р о ­
выми и дискретны м и сигналами.
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X J n T ) .
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— у р о в н и  з н а ч е н и й  

ц и ф р о в о г о  с и г н а л а

~ t = n r
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0 ■/ г  о
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б

в

ЪЛ И .
0  1 2  3  3 п

afn)

0 / 2 3  3 п
Х(п)

к О д
Р ис. 1.2

П риведем  примеры, некоторых 
в а ж н ы х  дискретны х сигналов 
(рис. 1.2.).

1) Единичный импульс
f 1 при я  =  0;

~  I 0 при п ф  0.

2) Е дини чная  ступень

( 1 при п >  0;
i ' (" > ” 1 0 при л <  0.

3) Д и с к р е тн а я  экспонента

1 сл при п  >  0;

А ^  — ( 0 при я  <  0.

4) Д и скр етн ая  синусоида 
x ( n ) =  s in  со п.



О б щ а я  схема обработки  сигналов с использованием  Э В М  
представлена  на рис. 1.3, где x a (t ) ,  х п (п)  — входные ан а л о го ­
вый и цифровой сигналы, y a (t) ,  у п (п)  —- вы ходны е сигналы.

Р и с .  1.3

Ц и ф р о в а я  часть этой системы осущ ествляет  п реобразован и е  
входной последовательности чисел л'ц (« )в  выходную п о сл ед о ва­
тельность у п (п)  в соответствии с зад ан н ы м  алгоритмом.

1.2. Л И Н Е Й Н Ы Е ,  И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  К  С Д В И Г У  
Д И С К Р Е Т Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  С П О С Т О Я Н Н Ы М И  
К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А М И  \1, 2 , 3]

Л инейны е системы, к а к  известно, подчиняю тся при н­
ципу суперпозиции. И н вари ан тн ость  к сдвигу означает, что в р е ­
менному сдвигу входной последовательности  соответствует п р о ­
порциональны й временной сдвиг выходной последовательности. 
Линейные, и н вариантны е  к сдвигу системы полностью описы­
ваю тся  во временной области  импульсной х арактеристикой  1г(п) 
или частотны ми х ар актер и сти кам и  (передаточной функцией) 
в частотной области  (области ото бр аж ен и й ) .

Входной и выходной сигналы такого  вида аналоговой  систе­
мы связан ы  интегралом  свертки

Уа ( 0  =  J  ha (т) х\  ( t - x ) d x ,
—  оо

где /га ( t ) — им п ульсн ая  харак тер и сти к а  системы.

Аналогичное вы раж ени е , н азы ваем о е  линейной сверткой после­
довательностей  h ( n )  и х ( п ) ,  справедли во  д л я  дискретны х 
си стем /

ОС
у( п)  =  2  Ц г ) х { п  —  г) =  У  h ( n  —  r ) x ( r ) .  ( 1 . 1)

Г = —оо Г = — со

Д л я  физически реализуем ы х  систем h ( n )  = 0  при п <  0. Тогда
оо ■ ОО

у ( п )  =  2  ̂  ( г ) х ( п  - г)  =  ^  h ( n  — r ) x ( r ) . (1.2)
r =  0 r = = 0
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Если им п ульсн ая  х арактери сти ка  h (п)  — конечная  п оследова­
тельность, то верхний предел в (1.2) т а к ж е  будет конечным.

В п ри лож ениях  в аж н о е  значение имеет подкласс  линейных 
и н вариантны х  к сдвигу систем, удовлетворяю щ их  линейному 
разностном у уравнению  с постоянными коэфф ициентам и вида

1 м
2  а г у { п  — г) =  2  Ьт х ( п  —  т ) .  (1.3)

г =  0 т =  О

Д л я  дискретны х систем это уравнени е  имеет значение, подобное 
д и ф ф ерен ц и альн ом у  уравнению  применительно к аналоговы м  
системам. П о л о ж и м  в (1.3) а 0 =  1 и перепишем это в ы р аж ен и е  
в виде'

м I
у{п) =  2  Ьт х ( п — т ) ~  2  а г у ( п ~ г ) .  (1.4)

m — О г =  1

В частном случае, когда аг= 0, получим
оо

у ( п )  =  2 Ь1П х ( п — т ) . (1.5)
пг — О

В системе, которая  описывается  уравнением  (1.4), отсчет 
выходной последовательности  у ( п )  в. некоторый момент в р е ­
мени п определяется  отсчетом входного сигнала  х ( п )  в этот м о ­
мент, а т а к ж е  значениям и  отсчетов входного сигнала  в М  п р ед ­
ш ествую щ их м ом ентах  времени, и, кром е того, значениями 
выходного сигнала  в L  предш ествую щ их моментах. Это система 
с обратной связью. О на о б лад ает  бесконечной пам ятью , т а к  как  
к а ж д о е  значение выходного сигнала  определяется  всей п реды с­
торией входного сигнала. И м п у л ьсн ая  х ар актер и сти ка  такой 
системы имеет соответственно бесконечную длительность. 
П оэтом у таки е  системы н азы ваю т  Б И Х  (с бесконечной и м п ульс­
ной характеристикой ) или рекурсивны ми системами.

В системах, соответствую щ их (1.5), значение выходного 
сигнала у ( п )  в некоторый момент времени зависи т  от значения 
входного процесса х ( п )  в этот момент и от значений в М  п ред ­
ш ествую щ их м ом ентах  времени. Т аки е  системы о б л а д а ю т  конеч­
ной пам ятью  и, соответственно, импульсной характеристикой , 
имею щ ей конечное число отсчетов. Эти системы назы ваю тся  
КИ Х  (с конечной импульсной характеристикой ) или нерек урси в­
ными системами. Сопоставим с уравнением  (1.5) свертку 

м .V -1
/ / ( « ) =  h ( m )  х  (п— т)  =  2 . h ( m ) x ( n — m) ,  (1.6)

т ~  0 т =  О
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где N  =  М  +  1 — число отсчетов импульсной характеристики . 
К а к  видно, (1.5) и (1.6) эк вивалентны  при условии bm — h ( m ) .  
Таким  образом , д ля  К И Х  — системы коэфф ициенты  Ьт п е р е д а ­
точной функции равны  отсчетам импульсной характери сти ки  
h ( т ) .

В аж н ы м  качеством систем явл яется  устойчивость. В устой­
чивых системах отклик на ограниченное воздействие т а к ж е  
явл яется  ограниченным. Т а к  к а к  им п ульсн ая  харак тер и сти ка  
дискретной системы п р ед ставл яет  собой отклик на единичный 
импульс, то условие устойчивости мож но представить  в виде

БИ Х -систем ы  при некоторы х условиях  теряю т устойчи­
вость, поэтому необходима проверка их устойчивости. КЦХ-сис- 
темы всегда устойчивы.

такое  ж е  значение, к а к  .преобразование  Л а п л а с а  в теории а н а ­
логовых систем.

И м п ульсн ая  х арактери сти ка  аналоговой  системы h a (t) и пе­
редато ч н ая  функция # а (р ) связан ы  п р еобразованием  Л а п л а с а

где / =  пТ,  dt  =  Т.

В ы раж ени е , с точностью до м нож ителя  Т совпадаю щ ее с (1.9), 
н азы вается  дискретны м  п реобразованием  Л а п л а с а /

оо
V \ h(n)  | <  оо. (1.7)
п—О

1.3. Z - ПР Е О Б Р А З О В А Н И Е  И  Е Г О  С В О Й С Т В А  
[1.2.  7]

В теории дискретны х систем Z -п реобразование  имеет

СЮ

( 1-8)

В ычисление (1.8) численными м етодам и приводит к
ОС

Н А Р )  =  Т  2  h3(nT)e~P"T,
:i о (1.9)

ОО

Н ( р )  —  2 ^  h ( n T ) e  -PnT.

П олож и в  в (1.10)
^ =  ерТ,

( 1.10 )

( 1.11)
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получим ф орм улу  прям ого Z -преобразован и я:

Я  (г) =  2  h { n T ) z ~ n.
п — О

( 1. 12)

П реобразован и е  (1.10) в (1.12) с помощью (1.11) осущ еств­
ля ет  кон форм ное о тображ ен и е  комплексной плоскости р в ком п ­
лексную  Z -плоскость (рис. 1.4). П ри таком  отображ ен ии  левая

jco

©

б

Р и с .  1.4

р-полуплоскость переходит во внутренность круга единичного 
ради у са  в z -плоскости. О тсю да следует  условие устойчивости 
дискретны х систем: полюсы устойчивых систем д о лж н ы  н а х о ­
диться  в п р ед елах  круга |zj <  1.

Сф орм улируем  некоторые теоремы  z -преобразования . Д о к а ­
зательств а  этих теорем приведены в прилож ении 1. Т ам  ж е  
д ан ы  примеры  вычисления прямого z -п реобразования  некоторых 
дискретны х сигналов.

1. Теорема о линейности Z - преобразования .  Z-п р е о б р а зо в а ­
ние суммы х ( п )  =  а#\  +  Ьх2(п)  равно  сумме Z -преобразований 
слагаем ы х  X ( z )  =  a К Д г )  + b X 2(z) .

2. Теорема о сдвиге  во в р е ме нной  области.  Если X  (z) =  
=  Z { x ( n ) } ,  то Z { x ( n — г)}  =  z ~ rX ( z ) .

3. Теорема,  о Z - преобраз ов ании  свертки.  Z -преобразование

Z{ y{ n) }  свертки у{п)
ОО
V x ( r ) h ( n — г) равно произведению

Z -преобразований  сверты ваем ы х последовательностей:

Y ( z )  = H ( z )  X ( z ) .  (1.13)

О братное  Z -преобразование  h ( n )  =  Z ~ l { H ( z ) }  можно вы п о л ­
нить несколькими способами. Контурный интеграл

h ( n T )  == Y V J  I  H ( z ) z n~ {dz,  п =  0,1,...' (1.14)
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позволяет  получить вы р аж ен и е  д л я  временной последователь* 
ности h ( n T )  в зам кн утом  виде. Д о к а за т е л ь ст в о  (1.14) при ве­
дено в прилож ении 1.

Второй способ не требует  интегрирования в комплексной 
плоскости, но д ает  только численное решение д л я  h { n T ) .  Этот 
способ исходит из представления  И (z)  в виде дро бн о -р ац и о ­
нальной функции 

м
2  b m ' t - m Ьи +  b , z - l +  ■■■ +  Ъ m , z - M+'  +  bm z - M 

Н  (z)  = - ^ 4 -  =  ---------------------------------------------------   (1 15)
1 + 2  а,- z—r 1 + щ г - \  +  •••+' а,  , z - LP  +  aL z - L

Г— 1 1

Функцию (1.15) мож но р азл о ж и ть  в степенной ряд:

Я  (2 )  =  Со +  Ci 2 - 1 +  C2Z - 2 +  . .. (1 .1 6 )

П ри н и м ая  во внимание соотношение 2 (Х (г)}  =  х (0 )  
при X  (z)  =  1, а. т а к ж е  свойство линейности и теорем у о сдвиге 
во временной области, выполним обратное  Z -преобразование  
левой и правой  частей равенства  (1.16).

П ри этом получим

h ( 0)  =  с0-, h (Т)  =  c i; h  (27’) =  с,  и т. д. (1.17)

П рим еры  вы числения обратного  Z -преобразования  некото­
рых функций с помощью (1.14) и 1.17) приведены в при­
лож ении 1. »

1.4. П Р И М Е Н Е Н И Е  Z - П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  
Д Л Я  Р Е Ш Е Н И Я  Р А З Н О С Т Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И И .  
П Е Р Е Д А Т О Ч Н А Я  Ф У Н К Ц И Я  
Л И Н Е Й Н О Й  Д И С К Р Е Т Н О Й  С И С Т Е М Ы  [1, 2, 3, 5, 6]

Из  теории аналоговы х систем известно, что с помощью 
п р еоб разован и я  Л а п л а с а  решение д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р ав н е ­
ний, описываю щ их систему, мож но привести к решению  а л геб ­
раических уравнений. П рименение Z -п реобразования  позволяет  
подробным образом  реш ать  разностны е уравнени я  (1.3), (1.4).

Реш ен ие  уравнения
1 м
2  агу(п—г) = 2  bmx(n—m)

Ш  0 т  = О
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со ст о и т  6 определении неизвестной последовательности  у ( п )  
(выходной сигнал) через известную последовательность х ( п )  
(входной сигнал) .

П рименив к (1.3) операцию  Z -преобразования  и используя 
теорему о временном сдвиге, получим

1 ' м
■Y{z)  ( 1 + 2  +  z - r) =  Х (г )  2  b m z ~ m, (1.18)

г —О т = О
где У (2 ) =  Z { y ( n ) } ,  X ( z )  = Z { x ( n )}.

Введем  функцию 
м
2  ьт г -■«

Я ( г )  =   (1.19)

1 + 2  а>- г ~г  
г =  1

которая  у с тан а в л и в а е т  связь  м е ж д у ' Z -отображ ен иям и  входного 
и выходного сигналов Н (z) = Y ( z ) / X ( z ) (1-20)
и носит н азван и е  передаточной функций д и с к р е т н о й ' системы. 

Вычислив

Y { z ) = X ( z ) H ( z ) ,  ■ (1.21)

искомое решение у ( п )  уравнени я  (1.3) получим посредством 
обратного  Z -преобразования:

V у ( п )  =  Z - 4 y ( 2 ) } .  (1.22)

К а к  видно, решение разностного уравнени я  (1.3) вы полняется  
с помощью операций прямого и обратного  Z -преобраз.ований и 
вычисления произведения (1.21).

П ер едато чн ая  ф ункция линейной системы с постоянными п а ­
рам етрам и  не зависит от значений действую щ их в системе 
сигналов и определяется  своими коэфф ициентам и. П ер едато ч ­
ная  ф ункция  (1.19) определен а  на всей z -плоскости, кром е к о ­
нечного числа точек, полюсов системы — корней зн ам ен ател я  
(1.19), т. е. уравнени я

2  аг 2 - ' = 0 .  (1-23)
г =  0

К а к  отмечалось, полюсы устойчивой дискретной системы 
д о лж н ы  находиться  в z -плоскости внутри Круга единичного р а ­
диуса  |г |  — 1.

М ож н о  показать , что передаточ ная  ф ункция  с в я зан а  с им- , 
пульсной характери сти кой  Z -преобразованием :

И



Н { г ) =  ^  h ( n T )  z r n.
п =  О

66
(1.24)

В самом деле, последовательность на выходе линейной д и ск р ет ­
ной системы определяется  сверткой входной последовательности 
с импульсной характери сти кой  системы:

ОО

У{п) = z-i h (г ) х ( п — г ).
г— О

В оспользовавш ись  теоремой о свертке д л я  Z -п реобразования  
, данного  вы раж ен и я ,  получаем  р езу л ьтат  У(г) =  X ( z )  Н ( z ) ,  сов­

падаю щ ий с (1.21). Отсю д§ следует  справедли вость  (1.24).

1.5. Ч А С Т О Т Н Ы Е  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  
Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И С Т Е М  И  С П Е К Т Р Ы  
Д И С К Р Е Т Н Ы Х  С И Е Н  А Л О В  [1, 2. 3, 5\

Ф орм ально  частотную характеристику  дискретной 
системы Н  (е’ юТ) мож но ввести через передаточную  функцию, 
полож ив в (1.19)

2 =  е ' шГ. (1.25)

П одстановка  (1.25) означает, что частотная  характери сти ка  
есть п ередаточная  функция, определен ная  в г-плоскости на ок­
руж ности единичного радиуса.

Ч астотную  характери сти ку  м ож но т а к ж е  получить, восполь­
зовавш ись  следую щ им ф у н д ам ен тальн ы м  свойством линейных 
и н вариантны х  к временному сдвигу систем: при воздействии на 
вход такой системы гармонического  колебания  выходной сигнал 
т а к ж е  является  гармоническим колебанием  той ж е  частоты и 
отличается  от входного только значением  ам плитуды  и з а п а з ­
ды ван ием  ф азы . И наче, при воздействии на входе комплексной 
синусоиды с частотой ю с '

х ( п Т )  =  e i ' \ nT, ' (1.26)

выходной сигнал определяется  вы раж ен и ем
у { п Т )  =  Н  ( е '“У'П е/шс"Г, (1.27)

где Я  (e/ “c"r ) =  Я  (Д",Г) | ш_ „ ,с — значение комплексного  к о э ф ­
ф ициента передачи (частотной характери сти ки  на ч асто ­
те <о =  сос) ,
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П одстави м  (1.26) в сверку  (1.2) и получим
• ОО ОО

у ( п Т )  =  У  Ц г Т )  Qi"\An---r)T =  е/,,спт V  1 ц гТ )  e- i ‘»crT' (1.28)
Г =  О /■ _  о

С р авн и вая  (1.27) и (1.28) и п о л агая  значение частоты сос п р о ­
извольным, получим д ля  частотной х ар актеристики

оо

Я  (е / -г)  =  V  h (п Т )  (1.29)
п. — О

К а к  видно, уравнени я  (1.29) и (1.24) совпадаю т, если в послед­
нем полож ить  z  =  е>'°т.

П ер едато чн ая  ф ункция (1.29) яв л яется  комплексной ф у н к ­
цией вещественного аргум ента Н  ( е /,оТ) =  jН  (&ш т) \ е/¥ сд , 
модуль  которой составляет  АЧХ, а аргумент <р (со) =  
=  a.rg Н  (&i'nT) — ФЧХ-системы.

!Н(е]ы)\

- 2 л / Т  - л / г  0  л / Г '  2 л / Г U)

ч

у м

K J
ж JL

а . Ч

(Н(е )j

_к л л  ; м
- 2 я / т . - л / г  О л / Г  2 л / г  ' со
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Ч астотны е  характеристики  дискретны х систем, в отличие от 
подобных х ар актер и сти к  аналоговы х систем, являю тся  пери оди­
ческими функциям и частоты со с периодом 2 л / Т .
В самом деле

оо
Н  (с/('" + <Я2,/ЛГ) _  v  /г (л Г ) г /(«л + т ы  =  —

п =  О
оо

=  2  Ц п Т )  e - / '" nr =  н  (e>"J т) , m  =  1, 2,...
п=0

Д л я  иллю страции сути этого свойства на рис. 1.5,а при ве­
дены возм ож н ы е  ам п ли туд н ая  и ф а зо в а я  характери сти ки  ц и ф ­
рового Ф Н Ч , а на рис. 1.6,6 — цифрового полосового ф ильтра. 
Ф а зо в а я  характер и сти к а  д л я  простоты принята  линейной. К ак  
видно, частотны е характеристики  ци ф ровы х систем полностью 
определены  на и н тервале  частот — л/Т , л/'Т или, что то ж е  самое, 
на и н тервале  0 ,2л IT.

Р  и с, 1 .6

П о к а ж е м  способ получения импульсной характери сти ки  д и с­
кретной системы чю ее частотной характеристике . Д л я  этого 
учтем, что уравнение (1.29) п р ед ставл яет  собой р азл о ж ен и е  
периодической функции Н  (е/шТ) в ряд  Фурье. К оэффициенты  
этого ряда , п ред ставляю щ и е собой отсчеты импульсной х а р а к ­
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теристики, определяю тся  обычным, известным из теории рядов 
Ф урье способом:

- т
h (п Т ) =  (TI2n)  f  Н  (е/шГ) е - '"‘nTdco. (1.30)

V —%IT

И нтегри рован и е  в (1.30) производится  на интервале  — л/7 \  
я /Г -п ери оде  частотной характери сти ки  Н  (е/шГ).

О брати м ся  к за д ач е  о спектре дискретного сигнала. И м ­
п ульсная  характер и сти ка  дискретной системы . и дискретный 
сигнал  п ред ставляю т  собой временные последовательности. 
П оэтом у спектр этого сигнала  х ( п Т )  мож но вычислить а н а л о ­
гично (1.29) по ф орм уле

оо

■ х  (е’">т) =  ^  х ( п Т )  е-л-пт _ (1.3))
п — —ОО

З д есь  ниж ний предел сум м ировани я  берется — оо, так  как  
сигнал  х ( п Т )  м ож ет  сущ ествовать  в области  отрицательного  
времени. Спектр сигнала  т а к ж е  является  периодической ф у н к­
цией' частоты, период которой составляет  2 п/Т.  О б ратн ое  (1.31) 
п р ео б р азо ван и е  Ф урье осущ ествляется  но ф орм уле

г.1Г

х  (пТ)  =  (772 л )  [ Аг (е/шГ) & мпТ d  м . (1.32)
- -А /Г

И з (1.21) видно, что спектр сигнала на выходе дискретной си­
стемы равен произведению  спектра на входе на частотную 
х ар актер и сти ку  системы:

Y ( е ' шТ) =  Н  (е/ЪТ) X  ( е ^ ' г ). (1.33)

В свою очередь, из (1.32) и (1.33) следует, что отклик  д и с­
кретной системы на входную последовательность х ( п Т )  м ож ет 
быть определен с помощ ью  и н теграла  Ф урье вида

%/Т , ' у

у  (пТ)  -  (772 л) f X  (е/'ш7') Я  (е/шГ) е/шлГс/со. (1.34)
— я г

Рассм отри м  соотношение м еж ду спектрам и аналогового  и 
дискретного сигналов. П р е д п о л о ж и м ,„ что з а д ан  аналоговы й 
сигнал x a(t) и его спектр ха (j со) (рис. 1,6,а ) .  О пределим  ст р у к ­
туру  спектра дискретной  последовательности, полученной в ре­
зу л ь тате  дискретизаци и  сигнала  x a(t) ,  и х ар ак тер  его связи со 
спектром исходного аналогового  процесса.

А налоговы й сигнал в ы р а ж а е т с я  через свой спектр с пом о­
щью и н теграла  Фурье:
18



x a ( t )  =  1/2 я  | Xa( j io)  е ,ю( d a . (1 .35)

П о л агая  в (1.35) t — nT,  д л я  дискретной последовательности  
х ( п Т )  =  x a (t) | t=,nj запиш ем:

С» оо (2к + \)п,Т
2  j  Л п ( / с о ) Х

^ (2*—1 )г.Г (] , (i)
х (пТ)  ----- (1/2 л) 

X  eiu>nTd<o,

Хя (/го)е/'"«г с/о» =  (1/2 л!

/

а

В вы р аж ен и и  (1.36) область частоты 
(ось мнимых, вдоль которой п р о ­
изводится интегрирование в р-плоско- 
сти) разб и в ается  на п о след ователь­
ность отрезков, длиной по 2 л / Т  
к а ж д ы й  (рис. 1.7,6). И сходны й инте­
грал  п ред ставляется  в виде суммы 
частных интегралов, в зяты х  на у к а ­
занны х частотных ин тервалах . З а м е ­
ним переменную интегрирования во

втором ин теграле  (1.36) о /  =  со f -
п переменим порядок сум м ировани я  и 
интегрирования. П олучим при этом

: Т

In i 7,

S

Р  и с. 1.7

х ( п Т )  =  (772 я )  f (1 /Т)  2 xa[j {(»+ (2п/Т)  k)[eimnT'dG>. (1.37)
- Л  Т  А : = - о о
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Соотношение спектров дискретного и аналогового  сигналов 
установим путем сравнения (1.32) с (1.37):

оо

Х ( е ' шТ) =  (1/7') V  Х а [/ (со +  ( 2 п / Т ) k) \ .  (1.38)
k — — оо

И з (1.38) видно, что периодическая  сп ектр ал ьн ая  функция 
дискретной последовательности  состоит из взвеш енной суммы 
бесконечного числа сдвинутых на 2 n k / T  ( k = ...— 2, — 1, 0, 1, 2,...)  
спектров аналогового  сигнала  (рис. 1.6,6). Если спектр ан а л о го ­
вого сигнала ограничен по частоте и сосредоточен в полосе ч ас ­
тот | со | <  л / Т  ( Х а (/со) =  0 при | со | >  л IT) ,  то спектр дискретной 
последовательности на одном периоде и спектр аналогового 
сигнала  тож дественно совпадаю т. В этом случае  при ц и ф р о а н а ­
логовом п реобразовании  из дискретной последовательности  м о­
ж е т  быть вы делен  исходный аналоговы й процесс без искажений. 
Если у казан н о е  выш е ограничение спектра  аналогового  сигнала 
не вы полняется, то сдвинутые вдоль оси абсцисс копии спектров 
этого процесса п ерекры ваю тся  и при суммировании в (1.38) ис­
к а ж а ю т с я ,  вследствие чего возни каю т ош ибки налож ен ия.

С к азан н о е  выше основы вается  на известной в теории си гн а­
лов [5] теореме отсчетов К отельникова. Следует, однако, иметь 
в виду, что условия теоремы  К отельникова реально могут в ы ­
полняться  только  приближ енно, т а к  к а к  ограниченные во в р е ­
мени сигналы  теоретически имеют бесконечные по частоте спек­
тры. П оэтом у ошибки, связан н ы е  с дискретизаци ей  сигналов по 
времени, принципиально неизбеж ны . Величиной этих ошибок 
м ож н о у п р ав л ять  путем вы бора величины частоты д и с к р е т и за ­
ции fo =  1 /Т.

Полученное выш е соотношение (1.38) м еж ду  спектрами, д и с ­
кретного и аналогового  сигналов нетрудно обобщ ить соответст­
венно на их Z -преобразование  и п реобразован и е  Л а п л а с а .  Д л я  
этого в (1.38) перейдем от вещ ественной переменной со к ком п ­
лексной переменной р (/ со р)  и, учиты вая  вы р аж ен и е  z  =  ерТ,

оо п

запи ш ем  X ( z )  =  1/Т V  X a (p +  j - y - k ) .  (1.39)
k — —ОО

В ы раж ен и е  (1.39) позволяет  уяснить суть конформного ото­
б р аж е н и я  комплексной p -плоскости в г-плоскость, соответствую ­
щего переходу от дискретного п реоб разован и я  Л а п л а с а  к Z-npe- 
образован ию .

А налоговом у сигналу  х а(/) с ограниченной шириной спектра 
соответствует ин тегральное п р ео б р азо ван и е  Л а п л а с а ,  отличное 
от нуля  в полосе p -плоскости, располож ен ной вдоль оси а
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(рие. 1.7,а ) .  Ш ирин а  этой полосы определяется  ш ириной сп ект­
ра сигнала. Д л я  удобства  дальн ей ш и х  рассуж ден и й  предполо­
жим, что функция Х а(р)  о б лад ает  особыми точками (полю сами, 
нулями) и отметим эти точки на рис. 1.7,а.

Обеспечение выполнения условий теоремы  К отельникова 
п редп олагает  выбор ш ага  д и скретизаци и  Т так, чтобы величина 
отрезка  2 л / Т  на оси мнимых соответствовала  ш ирине в ы ш еу к а ­
занной полосы. Д и ск р ети зац и я  сигнала  x a { t ) ^ - x  (riT) о значает  
о б р азо ван и е  в p -плоскости бесконечно больш его числа полос 
с шириной 2 п / Т ,  в п ределах  каж д о й  из которых повторяется  
карти н а  распределен ия  п реоб разован и я  Л а п л а с а  (особых точек) 
(рис. 1.7,6). Комплексный оператор 2 =  ерТ конформно о т о б р а ­
ж а е т  ка ж д у ю  из полос p -плоскости на всю 2-плоскость. При 
этом левая  (заш тр и х о ван н ая  на рис. 1.7,6) полуполоса о т о б р а ­
ж ается  во внутренность единичного круга, а п р ав ая  — на всю 
внешню ю область. Вся совокупность левы х полуполос, много­
кратно  н ак лад ы в ая сь ,  об р азу ет  однозначную  внутренность еди ­
ничного круга  z -плоскости. П р ав ы е  полуполосы о то бр аж аю тся  
подобным об разом  во внешню ю область. Таким образом , левая  
полуплоскость p -плоскости о то б р аж ается  в единичный круг 
2 -плоскости, а п р авая  полуплоскость — в область  вне этого 
круга (рис. 1.7,в ) .  Ось мнимых в p -плоскости, на которой о п р е­
деляется  спектр сигнала, о то б р аж ается  в 2 -плоскость на о к р у ж ­
ность 12 1 =  1, причем к а ж д о м у  отрезку  оси j со длиной 2 л / Т  в 
2-плоскости соответствует п олная  д ли на  окруж ности.

П риведенны е геометрические представлени я  п озволяю т гл у б ­
ж е  уяснить суть п реоб разован и я  сигналов при их д и с ­
кретизации.

1.6 О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  
Ч А С Т О Т Н О Й  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  
ПО Д И А Г Р А М М Е  П О Л Ю С О В  И  Н У Л Е Й  
П Е Р Е Д А Т О Ч Н О Й  Ф У Н К Ц И И  [ / ]

Р а зл о ж и м  полиномы от переменной z ~ l в числителе 
и зн ам ен ател е  (1.15) на элем ен тарн ы е  м нож ители  и запиш ем  
в ы р аж ен и е  д ля  передаточной ф ункции дискретной  си стем ы в  виде 

м
П  (1 —- с,п г - 1)

Н  (z)  — И 0 JExzl-------------------, (1.40)
П  (1 —  d, z  ')

г =  1

где И  о — константа. 21



К а ж д о м у  сом нож ителю  1 — cm z ~ l =  (z  —  cm) j z  в z -плоскости 
соответствую т нуль передаточной функции в точке z = cm и полюс 
в н ач але  координат. В свою очередь, сом нож ителю  зн ам ен ател я  
1/(1 —; с/, г  1) — z / ( z —d r) соответствуют полю с в точке z  — d r 
н н у л ь 'в  н а ч а л е  координат.

В ы ш е отмечалось, что частотная  
харак тер и сти ка  м о ж ет  быть о п р е­
д елен а  в л плоскости Как п ер ед а ­
точная  ф ункц ия  на единичной о к ­
руж ности  (рис. 1.8)'. Н а  этом р и ­
сунке и зо б р а ж е н а  д и а г р а м м а  ну ­
лей и полюсов двух сом нож и телей  
зн ам ен ателя .  И х  нули совмещены 
с началом  координат, а полю сы— 
ком плексно-сопряж енны е. 1 О п р е ­
д ели м  влияни е  этой пары  сомно­
ж и телей  на частотную х а р а к т е ­

р а  с. 1.8 ристику на некоторой частоте
со =  сос . Этой частоте  на о кр у ж н о ­

сти ради уса  \ z \ ~ \  соответствует п р ед став л я ю щ ая  точка, см ещ ен ­
ная на угол ф1 =  е;’“с7' . Н етрудно  убедиться  в том, что в к л а д  к а ж ­
дого из сом нож и телей  в АЧХ равен  отношению длины  вектора, 
исходящего из нуля в п редставляю щ ую  тойку, к д ли не  вектора, 
исходящего из полюса. В к л ад  в ФЧХ равен  разности  их углов 
Ф1 — Ф2 (ф1 — фз).

В к л а д  сом нож ителей  числителя передаточной функции опре­
деляется  аналогично. В частности, в к л а д  в АЧХ определяется  
отношением длины вектора, исходящ его из нуля в п р ед став л я ю ­
щую точку, к дли не  вектора, исходящ его из н а ч а л а  координат 
(полю са) т а к ж е  в п редставляю щ ую  точку на единичной о к р у ж ­
ности. Р е зу л ьти р у ю щ ая  АЧХ р ав н а  произведению  частных от­
ношений, а Ф ЧХ — сумме частных разностей. Т аким  образом  
м ож ет  быть определена частотная  характер и сти к а  системы с 
точностью до м нож ителя  Н 0 (см. 1.40).

Н аи б о л ее  существенное влияни е  на АЧХ о к азы в ает  место- * 
полож ение  полюсов. И з  картин ы  изменения векторов видно, что 
пики АЧХ возни каю т на ч'астотах, на которы х п р ед став л я ю щ ая  
точка находится  вблизи полюса. В случае, если полюс р а с п о л а ­
гается . на единичной окруж ности, то на соответствующей 
частоте значение АЧХ устрем ляется  в бесконечность и система 
теряет  устойчивость.

П ри изменении частоты  на величину 2 п / Т  п ред ставл яю щ ая  
точка соверш ает  полный цикл вр ащ ен и я  по окруж ности. П ри
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д альн ейш ем  изменении частоты таки е  циклы повторяю тся, что 
у к а зы в а е т  на периодический характер  частотной характеристики  
дискретной системы.

1.7. Д И С К Р Е Т Н О Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  Ф У Р Ь Е  

[1,2,3]

Д искретное  п реобразован и е  Ф урье (Д П Ф ) — это а л го ­
ритм вычисления интегрального  п р ео б р азо ван и я  Ф урье на ЭВМ. 
ЭВМ , к а к  ариф м етическое устройство, о б л ад аю щ ее  конечным 
объемом памяти, оперирует только с дискретны м и значениям и  
функций времени и спектральны х  функций, определенны ми на 
конечных интервалах . Д и скр етн о е  представление  сигналов и их 
спектров обусловливает  особенности Д П Ф , среди которых в а ж ­
ным является  свойство периодичности. П о к аж ем  суть этого 
свойства.

П редп олож им , что за д ан ы  ан ал о го вая  ф ункция времени 
х.Д1)  (сигнал) и ее амплитудны й спектр X (/) (рис. 1.9,а ) . Д и с ­
кретизац ия  этого сигнала  по времени с ш агом  Т, как  п оказано  
выше, обусловливает  периодичность его спектра по частоте  с 
периодом /о =  1/Т (рис. 1.9,6). И з теории сигналов известно, что 
бесконечные периодические сигналы  имеют линей чаты е (т. е. 
дискретны е) спектры. И наче , дискрети зац и я  спектра с н екото­
рым ш агом  Е предп олагает  соответствйе этому спектру беско­
нечного периодического сигнала, период которого составляет  
1/Е (рис. 1.9,в).

О дноврем енная  д и скрети зац и я  по времени и по частоте  о з н а ­
чает, что сигнал и соответствующ ий ему спектр суть бесконеч­
ные периодические последовательности, причем период вр ем ен ­
ной последовательности составляет  1 /Е, а спектральной  — 1/Г. 
Очевидно, что число отсчетов последовательностей  на периоде 
составляет  N  =  1/ГГ, иначе, период обеих последовательностей, 
в ы раж ен н ы й  через число отсчетов, составляет  N  (рис. 1.9,г).

С ледует  отметить, что сигналам  и спектрам, и зображ ен н ы м  
на рис. 1.9, а, б и в, могут быть поставлены  в соответствие ф и зи ­
ческие модели, т. е. таки е  сигналы  с некоторым приближ ением  
мож но р еали зовать  практически. Суть п ри ближ ения  состоит, 
например, в зам ен е  временного отсчета — импульса  с бесконеч­
но м алой  длительностью  — коротким, но конечным по д л и те л ь ­
ности импульсом:.; бесконечной периодической последовательн о­
сти конечной протяж енной квазипериодической  п о сл ед о ва­
тельностью. Вместе с тем, сигнал со спектром (рис. 1.9,г) р е ­
ализуется  лиш ь во внутреннем представлении в ЭВМ . Это,
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однако, не у м а л я е т  практического  значения  этого сигнала. П о ­
этому мы зай м ем ся  ни ж е  изучением сигнала  (рис. 1.9,г) и его 
спектра, связанны х м еж д у  собой дискретны м п реобразованием  
Фурье.

В ыш е бы ла введена н о р м и р о ван н ая  врем енная  ш к а л а  в р е ­
мени t ' =  t/T,  в которой аргумент функции времени х ( п )  п р ед ­
ставляется  б езразм ерн ы м  временем  п. Подобно этому введем 
норм ированную  ш кал у  частот j '  =  f /F,  а вместо разм ерн ой  д и с­
кретной частоты kF,  & =  0, 1,2, ... будем пользоваться  б е з р а з ­
мерной частотой k. При этом ф ункция частоты X ( k F )  — X  ( / )  | B=kF  
запи ш ется  в виде X ( k ) .

Р ассм отри м  периодическую последовательность  х ( п )  с пе­
риодом N,  т. е. x ( n  +  r N ) . г = 0, 1 ,2 , . . .  ( З н а к  ~  означает  периодич­
ность последовательности. В случаях, когда периодичность не 
имеет принципиального, значения, этот зн а к  будем оп уск ать) .

В силу периодичности, последовательность  х ( п )  м ож ет  быть 
р а зл о ж е н а  в ряд  Фурье, т. е. представлена  суммой ком плексны х 
гарм онических последовательностей  с частотами, кратны м и 
основной частоте 2 л/ М  (частоте периодичности х ( п ) ) :

Ц п )  =  (1 / N)  V  % (k) v J x nk (L41)
k — 0

В отличие от рядов Фурье, п редставляю щ и х  собой р а з л о ж е ­
ние непреры вны х функций, верхний предел в сумме (1.41) о г р а ­
ничен, т а к  к а к  вследствие периодичности комплексной экспонен-

2 -  2 -J  д  nk 1 N n (k+N)
ты е =  е- сущ ествует только  N  гармонических

2тс
последовательностей  с различны м и частотами k. Н о р м и р у ю ­

щий м нож итель  1 / N  в (1.41) не имеет принципиального  з н а ­
чения.

О пределим  последовательность  отсчетов спектра %{k) -  
И спользуя  (1.41), м ож н о зап и сать  соотношение

AV  х ( п )  e- / ( 2 - w ) « m =  ' V  [ ( J /ДГ) V  Х ( к) еЛ 2 - м ) ^ ] е-/(2 г:;Д ')л « .
п — 0 п =  0 k =  О

П ерем еним  порядок сум м ировани я  в правой части равенства  и 
напиш ем

V  х ( п )  &-1Г-ХК)пт _ - (  1/ЛУ) V (k)  V e- ! ( 1-:N)(k-m)n^
П — Q k _  о п — 0
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Т а к  как  геом етри ческая  прогрессия

V  е / <*--/*>(А-"»)» =  f N  при к =  т ’ 
п^о  1 о при к ф т ,
то получим

Я (к)  =  2  х ( п )  ъ - п ы т п к '  (1.42)
я = 0

К ак  и следовало  ож и дать , последовательность X  (к ) периоди­
ческая.

В самом деле,
N  1 ' ■ N ~  1 „

X (А  +  /И  Л / )  =  V  X (П) е' (2-гс/А') n(k+mN) у, е_  __
' « =  с

А—1
=  v  jc(/z) e-Wr.jN)nk>- х  (k ); т  =  0, 1 ,2 ,...

«=о
В ы р аж ен и я  (1.41) и (1.42) могут р ассм атр и ваться  как  

п а р а  дискретного  п реоб разован и я  Фурье, из которых (1.42) — 
прям ое  (Д Г1Ф ), а (1 .41 )— обратное преобразован и е  ( О Д П Ф ) . 
О бозначим  д л я  удобства  W N = e~’2r-/ N . Тогда

X  (k) =  J ?  х ( п )  W N"b- (1.43)
п О

N  -1
х ( п )  = (1 IN)  V  X(k) W Nnk. (1.44)

k =  о

В (1.43), (1.44) х ( п ) ,  Я ( к )  — последовательности  ко м п л ек с ­
ных чисел.

Р ассм отри м  последовательности  конечной дли ны  х ( п )  и Я (к),  
которые получаю тся  соответственно из х ( п )  и Я (к)  выделением 
одного периода, т. е.

( х  (п)  при 0 <  п  <  N  — 1;
* (« )  =  п (1-45)( U в остальны х случаях

и
( Я (к) при 0 <  k <  N  — 1;

Я (к) =  ' • (1.46)
1 (J в остальны х случаях.

В ы р а ж е н и я  (1.43), (1.44) сп раведли вы  и д л я  конечных по­
следовательностей  (1.45), (1.46):

Г N -  I

у / к  \ — I — х (п ) W  Nnk при 0 с  к s N  —• 1, (1.47)
А  у к )  — - j  п  =  0

I 0 в других случаях;
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х{ п )  =
( 1 / . Y ) V  X ( k y W N~**

n=o
при 0 =  <  п <  N — 1,

(1.48)

О в других случаях.
Ф ормулы  (1.47), (1.48) собственно и составляю т пару  д и с ­

кретного преобразован и я  Ф урье (Д П Ф ) .  Эти ф орм улы  могут 
р ассм атр и ваться  в качестве  алгоритм а при ближ енного  вы чи сле­
ния интегрального  преобразован и я  Ф урье с помощ ью  ЭВМ.

П а р у  Д П Ф  (1.47), (1.48) мы получили путем усечения б ес ­
конечных последовательностей х ( п ) ,  X ( k )  в  (1 .43), (1-44). Од- 

-нако  свойства преобразован и я  (1.47), (1.48) совпадаю т со свой­
ствами п реоб разован и я  (1.43), (1 .44). Эти свойства истекаю т из 
подразум еваем ой  периодичности Д П Ф  (1.47), (1.48).

1.8. С В О Й С Т В А  Д П Ф  [1,2,3].

П еречисленны е ниж е свойства 1 ,2 ,3  имеют элем ен­
т арн ы е  д о к азател ьства .  П оэтом у эти д о к азател ьств а  опущены. 
Кроме того, свойства 1,2 подобны соответствующ им теорем ам  
Z -преобразования , д о к азател ь ств а  которых приведены в прило­
ж ении 1.

1. Л и н е й н о с т ь .  Д П Ф  суммы последовательностей  равно 
сумме Д П Ф  слагаем ы х: если х  (п ) =  а х \  (п ) +  b х 2 (п ), то 
X \ k ) =  а Х\  (k ) +  b Xo ( k ) .

2. С д в и г  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  Е сли  х  (п)  — пе­
риодическая  последовательность  с периодом N  отсчетов и 
Д П Ф  {х ■(«.)} =  X  (к) ,  то
Д П Ф  {.? (п —  п0) } =  X  (к) е > ^  'v > пок, (1.49)

f

где п0 — кон стан та  (временной сдвиг).
Д л я  конечных последовательностей  х ( п ) ,  0 <  п  <  N — 1 

сф орм ули рован ное  вы ш е свойство справедли во  при круговом 
сдвиге, который х арактери зуется  перестановкой элементов п о ­
следовательности . В этом п роявляется  п о д р азу м ев аем ая  перио­
дичность Д П Ф . Суть кругового сдвига мож но уяснить из 
рис. 1.10, на котором и зо б р аж ен ы  исходная х (п)  и сдвинутая  
х  (п — п0) последовательности.

Т ( п )  , Х(п-п0)

1
/V-7 ■V-J

Р и с .  1.10 27



3. С и м м е т р и я .  E c j p  последовательность х  (п)  является  
действительной, то ее Д П Ф  имеет четную действительную  и н е ­
четную мнимую части:

Re  X  (k) =  R e X  {— k)  =  R e  X  ( N  —  k ) ,

I  m X  (k)  =  — I  m  X  (— k)  =  — I  m  X  ( N  — k ) . (1.50)

В случае, если x  (n)  является  мнимой последовательностью , 
то Д П Ф  имеет нечетную действительную  и четную мнимую 
части:

R e X  (k)  =  — R e  X  (— k)  =  — R e X  ( N  — k) ,
I  m  X  (k) — I  m X  (— k)  =  /  m X  (N  — k ) . (1-51)'

Свойства симметрии сохраняю тся  т а к ж е  д л я  конечных по­
следовательностей .

Н а  прак ти ке  последовательности  во временной области  обычно 
я в л яю тся  действительными. В этом случае, при необходимости, две 
врем енны е последовательности  могут быть объединены в одну 
комплексную  последовательность, действительную  часть  которой 
составляет  одна последовательность, а мнимую — вторая.

И сп ользуя  свойства симметрии (1.50) и (1.51), Д П Ф  совокуп­
ной комплексной последовательности  м ож но разд ел и ть  на две 
комплексны е подпоследовательности, явл яю щ и еся  дискретны м и 
п р еоб разован и ям и  Ф урье действительны х временны х п о сл ед о ва­
тельностей. Т аки м  образом, используя свойство симметрии, 
п р ед ставл яется  возм ож н ы м  с помощ ью одной операции вы чи с­
ления  получить Д П Ф  двух  последовательностей.

4. П е р и о д и ч е с к а я  (круговая)  с в е р т к а .  Со свойст­
вам и  Б П Ф  тесно связано  понятие периодической свертки. Р а с ­
смотрим суть такой  свертки.

П усть за д ан ы  две периодические последовательности  х  (п ) и 
Я (п) ,  имею щ ие одинаковы й период N  отчетов. Д П Ф  этих по­
следовательностей

X (k)  =  2 ^  № )  W Nmk\
т — 0

/7 (k)  =  2 *  h (г) W Nr/{. . (1.52)
/■ =  0

О пределим  временную  последовательность у  ( п ) , д л я  к о то ­
рой 7  (k) — X  (k ) Я  (k ). П одставим  (1.52) в вы р аж ен и е  О Д П ф ;

У (п)  =  (1//V) 2 *  Y { k ) W N" \
k =  о

и получим 
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t(n) = (UN) 2 s *  я (r)
k — 0 m — 0 r=0

=  (1//V) V  V  x ( m ) h { r )  V  W y m+r- n)*. (1.53)
m = 0 r =  0 £ = 0

В нутренняя сумма в (1.53) есть геом етрическая  прогрессия, 
д ля  которой справедли во  равенство
Л'—1

Лт+т -п)к = j /V 'ПРИ Г = (" - /П) + Ш’/ = 0’ 1...  (1.54)
*=0 I 0 в остальны х случаях.
2  г .
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П одставим  (1.54) в (1.53). В р е зу л ь ­
тате  получим

N-  Л

У (п ) — V  х ( т ) Н ( п  —  т ) .  (1.55)
т =  О

И з (1.55) видно, что иском ая  
последовательность  у  (я )  п р ед став ­
ляет  собой свертку  п о след ователь­
ностей х ( п ) ,  Е( п) .  Т а к  к а к  сверты ­
ваем ы е последовательности пери- 

> одические, то свертка  у  (п ) т а к ж е  
п ред ставляет  собой периодическую последовательность. П р о ­
цедура ф орм ирования  периодической свертки п о к азан а  на 
рис. 1.11,а. Н а  рис. 1.11,6 приведена свернутая  п о след ователь­
ность у  (п) .

При получении свертки последовательностей  х ( п ) ,  Н(п)  
(я =  0, 1,..., N  — 1), конечной длительности  (по 1.55) с помощью 
алгоритм а Д П Ф  необходимо учиты вать  п одразум еваем ую  п е­
риодичность сверты ваем ы х последовательностей. Поэтому, н е ­
смотря на то что свертка у ( п )  имеет конечную длительность  и 
содерж и т  N  отсчетов, она совпадает  с периодической сверткой 
на одном ее периоде.

1.9. Л И Н Е Й Н А Я  С В Е Р Т К А  К О Н Е Ч Н Ы Х  
П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О С Т Е Й  [/, 2, 3]

Выше, в 1.2, отмечалось, что процесс на выходе л и ­
нейной дискретной системы определяется  сверткой входной 
последовательности  х ( п )  с импульсной х арактеристикой  систе­
мы к ( п ) .  П редп олож и м , что последовательности  х ( п )  и h ( n )  
конечны п со д ер ж ат  по Ад и Ад отсчетов соответственно:

( х ( п ) , п  =  0, 1 , . . . , /V,-— 1; h ( n ) ,  п =  0, ф ..., Ад — 1).

Тогда вы р аж ен и е  (1.2) д л я  свертки прим ет вид
Т1 П

у ( п )  — 2  h ( m )  х ( п  —  т)  — 2  x ( n ) h ( n  —  m ) .  (1:56)
т — 0 m — 0

С вертка  (1.56), в отличие от периодической, н азы вается  л и ­
нейной (апериодической).  Л и н ей н ая  свертка двух  конечных 
п оследовательностей  конечна и содерж и т  не более Ni  4  Ад — I 
ненулевых отсчетов (рис. 1.12).
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Л и н ей н ая  свертка м ож ет  быть 
вы числена разны м и методами: п р я ­
мым непосредственно по (1.56) и 
косвенным с использованием  а л го ­
ритма Б П Ф . П ри больш их величи­
нах N\  +  iV2 — 1 прямой метод 
оказы вается  м алоэф ф ективн ы м , так  
к а к  требует  вы полнения б о л ь ­
шого числа операций ум н ож ен и я  и 
слож ени я и, соответственно, больш их 
з а т р а т  м аш инного времени ЭВМ.

Косвенный метод основан на 
рассмотренном выш е (1.7, п.4)
свойстве Д П Ф  и вы полняется  в три этапа. С н ач ал а  о п р ед ел я ­
ются Д П Ф  X ( k ) ,  H ( k )  последовательностей  х ( я ) ,  /г (я ) ;  затем  
вы числяется  их произведение Y ( k )  -  А ( k ) H ( k ) \  на третьем  
этапе вы полняется  О Д П Ф , в результате  которого получается  
иском ая  последовательность у  ( я ) .  О д н ако  такой  алгоритм  п ри ­
водит, к ак  отм ечалось в 1.7, не к линейной, а к периодической 
свертке  и, кром е того, требует, чтобы сверты ваем ы е  ‘п о сл ед о ва­
тельности х ( я )  и h ( n )  имели одинаковую  длину. Трудности, с в я ­
занн ы е с этими обстоятельствам и, легко устранить, если д о п о л ­
нить последовательности  х ( п ) ,  h ( n ) нулевы ми отсчетами до 
длины  iVi +  N 2 — 1 • П ри этом сверты ваем ы е последовательности, 
естественно, имеют одинаковы е длины, а длительность  периода 
периодической свертки оказы вается  равной д ли не  линейной

свертки. В р е зу л ь т а ­
те получается  пери­
одическая  свертка , 
период которой т о ж ­
дественно совпадает  
С линейной сверткой. 
П рим ер  такой  сверт­
ки приведен на  рис. 
1.13.

Косвенный метод 
вы числения свертки 
получил расп р о ст ­
ранение в связи  с 
р азр або тк о й  вы соко­
эффективны х, «бы- 

п  стрых» алгоритмов 
Р и с .  1.13 Д П Ф . (М етоды в ы ­

X (n \
*

l b . . 1 I 1. 1 .  .  1 .1.1.1 T .  »

h(n)

Ш . _________ ' 1 1 . . . .  t  L L  ...

У(п)

h
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числения Д П Ф  р ассм атр и ваю тся  н и ж е  в р а зд ел е  3 ) .  П ри б о л ь ­
шой и д а ж е  умеренной величине N i  +  N 2 — 1 ( > 3 0 )  применение, 
«быстрых» алгоритмов Д П Ф  в косвенной свертке  п озволяет  су­
щественно уменьш ить число ариф м етических  операций по с р а в ­
нению с прям ы м  способом вы числения линейной свертки. П о ­
этому косвенный метод свертки с применением алгоритмов 
«быстрого» Д П Ф  получил н азван и е  быстрой свертки.

1.10. Б Ы С Т Р А Я  С В Е Р Т К А  К О Н Е Ч Н О Е  
И  Б Е С К О Н Е Ч Н О Й  П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О С Т Е Й  
[ 1, 2, 3]

Р ассм о тр ен н ая  в 1.9 проц едура  позволяет  вычислить 
свертку двух  последовательностей  конечной длины  с помощ ью 
Д П Ф . О дн ако  во многих случаях  одна последовательность  (и м ­
п ульсная  хар ак тер и сти ка )  имеет конечную длину, а вторая  
(входной сигнал) — бесконечна. Т а к а я  ситуация возникает , н а ­
пример, при цифровой обработке  в реальном  м асш табе  времени 
акустических, радиолокационны х, гидролокаци онны х сигналов.

Теоретически м ож но ввести в п ам ять  Э В М  всю последова­
тельность квазибесконечного  сигнала, а затем  р еал и зо в ать  про- 
цедуру быстрой свертки д л я  конечных последовательностей. 
О дн ако  при этом требуется  больш ой объем  пам яти  ЗУ ЭВМ, 
у слож н яется  р еал и зац и я  алгори тм а  Д П Ф  и возн и кает  недопус­
тим ая  д л я  многих прилож ений з а д е р ж к а  выходного сигнала  у  (п)  
(свертки) относительно входного х ( п ) .

П оэтом у в таких  случаях  прим еняется  секционирование 
свертки, суть которого состоит в разбиении  квазибесконечной 
последовательности входного сигнала  на секции ограниченной 
длины, вычислении частных сверток секций с импульсной х а р а к ­
теристикой и последую щ ем  объединении частных результатов  
в единую выходную последовательность.

И звестны  д в а  метода секционирования  свертки. П ервы й из 
них носит н азван и е  метода перекры тия  с суммированием . Р а с ­
смотрим сущность этого метода.

П редстави м  входную последовательность  х ( п )  в виде суммы

в которой каж д ая  секция имеет только L ненулевых точек:

х ( п )  =  V  Хг(п^ (1.57)

х ( п )  при r L  <  (г  +  1) I ;
О в других случаях, (1.58)
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П римем, что и м п ульсн ая  харак тер и сти ка  h (п ) содерж и т  N  
ненулевых отсчетов. Тогда д л я  линейной свертки п о сл ед о вател ь ­
ностей х ( п ) ,  h ( n )  м ож но написать:
в ОО дг_1 СО
У( п ) =  S  2  %г (п — т )  h (т)  =  2  Уг («)• (1.59)'

г “От = 0  г = 0

К а ж д а я  из последовательностей  у г (п ) имеет  дли ну  
Л1 =  L +  N — 1 и, кроме того, соседние последовательности  при 
суммировании по (1.59) п ерекры ваю тся  в N —  1 точках. Способ 
ф орм ирования  выходной последовательности  п оказан  на 
рис. 1.14, на котором приведены и м п ульсн ая  харак тер и сти к а  
h ( п ) , входн ая  последовательность  х  ( п ) , частны е вы ходны е по­
следовательности  у 0 (п) ,  У\ (п) ,  у 2 (п)  и р езульти рую щ ая  после­
довательность  у  ( п ) . К а к  видно, на и н тервалах , на которых 
перекры тие частных последовательностей  отсутствует, отсчеты 
этих последовательностей переносятся  в результирую щ ую  после­
довательность  без измерения; на и н тер в ал ах  перекры тия  соот­
ветствую щие отсчеты последовательностей  суммирую тся.

В другом  методе секционирования  свертки, именуемом обы ч­
но методом перекры тия с накоплением , входная  п ослед ователь­
ность х  (п)  д ели тся  на секции длиной М  отсчетов, п е р е к р ы ва ю ­
щ иеся в N — 1 точках. П ри таком  делении первы е N — 1 от­
счетов последую щ ей секции входной последовательности  повто­
ряю т последние N — 1 отсчетов преды дущ ей секции. П роцедура  
секционирования  входного сигнала  п о к азан а  на рис. 1.15, на 
котором приведены последовательности  импульсной х а р а к т е ­
ристики h (п)  и сигнала х  (п ) , вы делены  секции си гн ала  длиной 
М  =  L  +  N — 1 и сф орм и рованы  из них периодические последо­
вательности  Хг ( п ) . Н а  г р а ф и к а х  х г (п ) секции сигнала, со став ­
ляю щ и е  период этих последовательностей, отмечены ж и рны м и 
линиями. . ,

В р ассм атр и ваем о м  случае все отсчеты на периоде последо­
вательности  х г (п ) могут быть ненулевыми. (П оследовательн ость  
х 0 (п)  в этом см ы сле н ех арактерн а .  Н улевы е отсчеты в к а ж д о м  
периоде этой последовательности  являю тся  следствием того, что 
х  (п)  = 0  при п < 0 ) .  З ам ети м , что в предш ествую щ ем  методе 
перекрытии с сум м ированием  период последовательности  х0 (п ) 
т а к ж е  имеет длину М  = L  +  N — 1 отсчетов, однако  из них 
ненулевыми могут быть только L  отсчетов. П ериод  п о сл ед о ва­
тельности Я (п ) здесь по-преж нем у содерж и т  L  нулевы х из М  
отсчетов. Ц и к ли ческ ая  свертка  с помощ ью  Д П Ф  п о след ователь­
ностей х г (п ) и Я (я ) ,  имею щ их дли ну  периода М  =  L  +  N — 1, 
т а к ж е  яв л яется  периодической последовательностью  с тем  ж е  
периодом. Вследствие отмеченного вы ш е х а р а к т е р а  последова-
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дельности x r ( я ) ,  только в L  точках  периода периодическая  
свертка  со впадает  с линейной сверткой конечных п оследова­
тельностей х г ( я ) ,  я  =  0, 1, L  — 1 и h  ( я ) ,  я  =  0, 1 , yV— 1. Эти 
отсчеты периодической свертки могут быть вклю чены в р е зу л ь ­
тирую щ ую  последовательность у  ( я ) . О стальн ы е N — 1- отсче­
тов — неверные и д о лж н ы  быть отброш ены.

П роцедура  ф орм ирования  выходной последовательности у ( п )  
п ок азан а  на рис. 1.16, на котором и зо б р аж ен ы  конечные после­
довательности  у 0 ( я ) ,  у\  ( я ) ,  ..., составляю щ ие один период свер ­
ток у 0 ( я ) ,  у  1 ( я ) ,  ... . П ервы е  N — 1 отсчетов этих п осл ед о вател ь ­
ностей неверные. Р езу л ь ти р у ю щ ая  последовательность  у  (я) 
получается  путем при м ы кани я  оставш ихся  верны х L  отсчетов 
к аж до й  частной свертки.

По вычислительным з а т р а та м  оба рассм отренны х метода 
секционирования быстрой свертки примерно эквивалентны .



2 .  Ц и ф ро вы е  ф ильтры

2.1. С Т Р У К Т У Р Н Ы Е  СХ Е МЫ ЦФ [1,2 , 3 ,5 , 6 \

Ц и ф ровы м  ф ильтром  н азы ваю т  линейную, и н вар и ан т ­
ную во времени дискретную  систему, которая  описывается  р а з ­
ностным уравнением  (1.6):

М N
У (л) =  v  ьт X ( п  — т )  — V аг г/ (п  — г ) . (2 1)

т —О г =  1 ‘

В области  отображ ен ий  д л я  Ц Ф  сущ ествует адекватн ое  (2.1) 
описание:

м
V  Ъ,п г —"1 

о  / т —О

1 +  2  « , г  ■

где / /  (г) — передаточная  ф ункция ЦФ.
По аналогии с электрическими цепями алгоритм  (2.1) часто 

н азы в аю т  цифровой цепыо. В такой терминологии. Ц Ф  п ред ­
с тавляю т собой частотно-избирательны е цифровые цепи.

Ц Ф  м ож но р еал и зо в ать  по различ ны м  структурным схемам. 
Д л я  Б И Х  Ц Ф  известны п рям ая , кан оническая  и к а с к а д н а я  
формы.

П р я м а я  ф о р м а  (рис. 2.1) непосредственно следует из 
уравнения  (2.2). К ак  видно, Ц Ф  р еализуется  с помощ ью э л е ­
ментов зад ер ж ки , ум нож ителей  и сум м атора .

К а н о  и и ч е с к у ю ф о р м у м ож но получить, представив 
передаточную  функцию (2.2) в виде произведения:



П роизведению  передаточны х функций (z) H i  (z) соответ­
ствует последовательное вклю чение ф ильтров, которые эти 
функции п редставляю т  (рис. 2.2,а ) . Сущ ество процессов в Ц  
не изменится, если в устройстве  (рис. 2.2,а) использовать  одну 
общую цепочку элементов зад ер ж ки .  Т аки м  о б разом  приходим 
к канонической ф орм е Ц Ф  (рис. 2 .2 ,6). И з  сравнения  прямой и 
канонической форм видно, что последняя  д л я  реал и зац и и  т р е ­
бует меньших ап п аратн ы х  затрат :  число элементов з а д ер ж к и  
(объем пам яти  ЭВМ ) со кр ащ ается  (в два  р а з а  в первом при­
ближ ении) .

В прямой и канонической ф ор м ах  н аб л ю д ается  н е ж е л а т е л ь ­
ная чувствительность частотны х х ар актер и сти к  ф и л ьтр а  к  по­
греш ностям коэффициентов, которые, в свою очередь, возни каю т 
вследствие конечности разрядн ой  сетки ЭВМ . П оэтом у при 
М  >  2 такие  схемы Ц Ф  применять не рекомендуется.

11 о с л е д о в а т е л ь н у ю  к а с к а д  н у ю ф о р м у  ЦФ  
получим, если запи ш ем  передаточную  функцию (2.2) в виде п ро­
изведения передаточных функций более низкого порядка:

H ( z )  =  Н 0 |  H i ( z ) .  (2 -4)
' i =  1
Т акая  процедура  позволяет  р е ал и зо в ать  исходный Ц Ф  к а к  

каскадн ое  соединение более простых ф ильтров  (блоков) 
( р и с .2.3). П ер едато чн ая  ф ункция исходного ф ильтра  (2.2) м о­
ж е т  иметь простые или ком п лексно-сопряж ен ны е полюсы и нули.

39



i

о

б
Р и с. 2.2

П ростому полюсу и нулю соответствует блок  первого порядка:

" ' ( * )  Ч Ч Ч  (2.5)

а паре  комплексно-сопряж ен ны х полюсов и нулей — блок  в то ­
рого порядка;

Hi  (г ) -  — . , 2 6 )
{ '  1 + аи г - ' +  а* г-* .  " ( '

40 *

' У(п,



хчп)
Н ,(г ) Нг ( 2 ) --------- / / д Н )

У  7п )

Р  и с. 2.3

П а р а л л е л ь н у ю к а с к а д н у ю ф о р м у можно полу­
чить, если р а зл о ж и ть  передаточны е функции Ц Ф  (2.2) на э л е ­
ментарны е дроби:

И  ( г )  =  г0 +  v  //,■ ( Ц ,
/ =, I

где

H i  { И  

.либо 

н ,  (,г ) =

Ь0 4- >
1 +  а и г - 1 +  аы г -

(2.7)

(2 .8 ) 

(2.9)

С труктурная  схема ЦФ  в п араллельн ой  каскадн ой  форме п р ед ­
ставлена на рис. 2.4,

Р и с .  2.4

К аск ад н ы е  формы  Ц Ф  менее чувствительны к точности п р ед ­
ставления  коэффициентов и поэтому являю тся  наиболее п ред ­
почтительными.

П р остей ш ая  (п р ям ая )  ф орм а р еал и зац и и  К И Х  Ц Ф  (рис. 2.5) 
м ож ет  быть получена из в ы р а ж е н и я  д л я  передаточной 
функции такого  Ц Ф : 

м
Н  ( ? )  =  v  1ц z~l. ( 2 .10  )

» = с
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Р  п с. 2.5

Сущ ествую т другие более слож н ы е схемы КИ Х -фильтров, 
соответствующ их (2.10), однако  п р я м а я  ф орм а  явл яется  н аи бо ­
лее  употребительной. П оэтом у слож н ы е  схемы мы не будем р а с ­
см атривать .

2.2. З А Д А Ч А  П Р О Е К Т И Р О В А Н И Я  Ц Ф [ 2 \

П р оектирован ие  Ц Ф  состоит из трех основных этапов:
а) определение требуемы х х ар актер и сти к  ф ильтра;
б) аппроксим аци я  этих характер и сти к  на основе и сп ользо­

вани я  ф изически реализуем ы х  дискретны х систем;
в) р е а л и за ц и я  ф и л ьтр а  при использовании ариф м етики с ог­

раниченной точностью.
Н а  первом этапе к определению требуем ы х харак тер и сти к  в о з ­

м ож ен р азлич ны й подход. В больш ин стве  практических п ри м ен е­
ний необходимы частот 
но-избирательны е ф и л ь ­
тры. Д л я  таких  ф и л ь т ­
ров требуем ы е х а р а к т е ­
ристики за д аю т ся  в ч а с ­
тотной области. О п р е д е ­
ление требований к ко н ­
кретному ф ильтру  п ояс­
ним на прим ере  Ф Н Ч  
(рис. 2.6). В этом случае 

0 fH f  /  з ад аю тся :  а) полоса п р о ­
пускания, в пределах  ко- 

р и с, 2.6 торой АЧХ д о л ж н а  ап-
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прокснм ироваться  величиной 1 с ош ибкой ± e i  : 1— e i < / / ( V “ ) <  
<  1 +  e t ; б) полоса непропускания, в которой АЧХ апп рокси­
мируется нулевым значением  с ош ибкой е2, т. е. | H ( e fm) | < е 2;
в) переходная  полоса ненулевой ширины, в п р ед елах  которой 
АЧХ плавно спадает  от значений в полосе пропускания к зн а ч е ­
ниям в полосе непропускания. Ч асто ты  среза f ap д л я  полосы 
пропускания и д л я  полосы непропускания ограничиваю т 
ширину этой полосы,.

К роме АЧХ определенны е требован и я  могут п р ед ъ являться  
та к ж е  к фазовой  характеристике . Н апри м ер , иногда необходима 
линейность ф азовой  характери сти ки  ЦФ.

Иной подход к определению  ж ел ательн ы х  характери сти к  Ц Ф  
применяется  в з а д ач а х  согласованной ф ильтрац ии  сигналов на 
фоне помех. И х  характери сти ки  вы бираю тся  с учетом х а р а к ­
теристик полезного сигнала  и помех. Условия согласован ия  
ф ильтра  с ож и даем ы м  сигналом рассм отрены  в [4,5]. В н а с т о я ­
щем р азд ел е  изучаю тся способы расчета  ч астотн о-и зб и ратель­
ных фильтров. П о э т о м у  н е  будем здесь касаться  вопросов c o ­
rn  а сов а иной ф ильтра ции.

Следую щ ий этап — нахож ден и е  линейной дискретной систе­
мы (т. е .определен ие  передаточной ф ункц ии), х арактери сти ка  
которой изм ен яется  в пределах  допусков. В такой  постановке 
расчет ф ильтра  является  задачей  аппроксим ации требуемой х а ­
рактеристики д л я  Б И Х  (рекурсивных) фильтров с помощью 
дробнорац иональн ой  функции и д л я  К И Х  (нерекурсивных) 
фильтров — полиномпнальной функции. Н а  заклю чи тельном  
этапе  проекти рования  необходимо учесть влияние на х а р а к т е ­
ристики ф ильтра  ограниченной точности за д ан и я  коэф ф и ц и ен ­
тов фильтров в Э В М  и вы полнения ариф м етических операций, 
а т а к ж е  других эффектов, связанны х с конечной разрядн остью  
регистров ЭВМ. Эти вопросы будут рассм отрены  в р азд ел е  4.

При проектировании Б И Х -ф и льтров  в значительной мере 
м ож ет  быть использована хорошо р а зр а б о т а н н а я  м етодика п р о ­
ектирования  аналоговы х фильтров. П роцедура  проектирования  
состоит в расчете АФ прототипа и в дальн ейш ем  п р е о б р а зо в а ­
нии аналоговы х  х арактери сти к  в цифровые. .

П ом им о расчета по аналоговом у  прототипу, приняю тся и 
прям ы е методы проекти рования  Ц Ф , не требую щ ие п р е д в а р и ­
тельного расчета  АФ.
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2.3. Р А С Ч Е Т  Ц И Ф Р О В Ы Х  Б И Х  ( Р Е К У Р С И В Н Ы Х ) 
Ф И Л Ь Т Р О В  ПО Д А Н Н Ы М  А Н А Л О Г О В Ы Х  
Ф И Л Ь Т Р О В

2.3.1. М Е Т О Д  И Н В А Р И А Н Т Н О С Т И  И М П У Л Ь С Н О Е  
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  [ / ,  2, 3, 5, 6]

§

Суть этого метода состоит в том, что в качестве  им ­
пульсной х арактери сти ки  Ц Ф  берутся  отсчеты импульсной 
х арактери сти ки  АФ, взяты е  с постоянным шагом, т. е. h (пТ)  =
— ( 0  ! ; =  пг  •

П роц ед ура  расчета  цифрового ф и л ьтр а  состоит в следую щем: 
а) п ередаточ н ая  ф ункция аналогового  ф ильтра-прототипа  

р а с к л а д ы в а е т с я  на элем ен тарн ы е  дроби и п р едставляется  в виде 
м

н*(Р)  =  2  /7~ ^  (2.11)к = 1 Р Рк

где Pk — k-n  полюс передаточной функции Н Д р ) .  Т акое  р а з л о ­
ж ен и е  возм ож но, так  к а к  п ередаточн ая  ф ункция физически р е а ­
лизуемого аналогового  ф ильтра  На (р)  =  В ( р ) / А ( р )  — д р о б н о ­
р ац и о н а л ь н а я  функция, А ( р ) ,  В ( р )  — полиномы от р.

И м пульсную  хар актер и сти ку  АФ с передаточной функцией 
(2.11) нетрудно получить с помощ ью  обратного  преобразован и я  
Л а п л а с а :

М п /
К  (t) =  2  Cke Pktu ( 0 ,  (2.12)

k =  1

I 1 при 1 »  О,
где u( t )  =  \ „ , — функция единичного скачка.

■ ( 0  при / <  О,

В р езу л ьтате  д и скретизаци и  импульсной х ар актеристики  (2.12) 
д л я  Ц Ф  получим

h ( n T )  =  S  Л & РкПТ и (л ) .  (2.13)
k — 1

Z -преобразование  импульсной характери сти ки  (2.13) д ает  
искомую передаточную  функцию Ц Ф : 

м

H{ Z)  = E t  (2Л4)

М етод импульсной инвариантности  п реобразует  устойчивый 
АФ в устойчивый Ц Ф , т а к  как  полю сы аналоговой  п ер ед ато ч ­
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ной функции, н аходящ и еся  в левой р-полуплоскости, при преоб ­
разовании (2.14) переносятся  внутрь круга единичного ради уса  
в г-плоскости.

С вязь  м еж д у  передаточны м и функциям и Ц Ф  и АФ -прототипа 
мож но получить в общем виде. М еж д у  проц едурам и  д и ск р ети ­
зации аналогового  сигнала  и п р ео б р азо ван и я  аналогового  ф и л ь ­
тра в цифровой методом инвариантности  импульсной х а р а к т е ­
ристики имеется полное подобие. В обоих случаях  происходит 
д и скрети зац и я  функции времени: в первом случае  — сигнала 
x a(t ) ,  во втором — импульсной характери сти ки  /га ( / ) .  П оэтом у 
м ож но воспользоваться  резу л ьтатам и , полученными в п. 1.4 и 
у стан авли ваю щ и м и  связь  м еж д у  Z -п реобразованием  д и с к р е т ­
ного сигнала  и преобразован и ем  Л а п л а с а ,  соответствующ его 
ему аналогового  сигнала. И так ,  учиты вая  (1.39), напишем:

ОО ^

И (г) =  (1/7') У  //., (р -I / (2 л /7’) т ) . (2.15)
т — —оо

Очевидно, что д л я  частотной х ар актеристики  Ц Ф  с п р а в е д ­
ливо соотношение

ОО
II (<■ Ц (1/7') v  Нл  |у (111 +  (2 п / Т ) ш ) ] ,

■т. — -  оо

Т а к а я  структура  частотной х арактери сти ки  Ц Ф  п редопреде­
ляет  возм ож н ость  возникновения эф ф екта  н ал о ж ен и я  (рис. 2.7),

6
Р  и с. 2.7

следствием которого явл яется  и ск аж ен и е  частотной х а р ак тер и с ­
тики Ц Ф  относительно А Ф -прототипа. Н етрудно  видеть, что 
эф ф ект  н ал о ж ен и я  о сл абл яется  по мере уменьш ения п о л о су  
пропускания ф ильтрац ии  или ш ага  д и скретизаци и  Т. Поэтому 
метод инвариантности  импульсной характери сти ки  пригоден 
преимущ ественно д ля  расчета  узкополосны х фильтров.
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2.3.2. М Е Т О Д  Б И Л И Н Е Й Н О Г О  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  
[Г 2, 3, 6, 7i

Этот метод основан на п реобразовании  # а (р ) ->• Н  (z)  
путем зам ен ы  в передаточной функции АФ комплексной пере-

2 1  1
меннои р по ф орм уле  р =  у  - т у у ~ т - '

В ы р аж ен и е  (2.16) н азы вается  билинейным преобразованием . 
Такое преобразование , будучи алгебраическим , обеспечивает 
преобразование  раци ональной  функции Н Д р )  т а к ж е  в р ац и о ­
нальную  функцию Н (2 ). З ам етим , что и ррац и он альн ы е  п ер ед а ­
точные функции не приводят, к физически реали зуем ы м  систе­
м а м .

О тметим р азличие  конформны х отображ ен ий  р-плоскости 
в 2-плоскость при дискретизации АФ м етодами инвариантности  
импульсной характери сти ки  и билинейного преобразования . 
В первом случае, к а к  у казы в ал о сь  выше, к а ж д а я  полоса р-пло- 
скости ш ириной 2 л / Т  вдоль оси мнимых о то б р а ж ае тс я  на всю 
2 -плоскость, а при отображ ен ии  всей р-плоскостп в 
z -плоскость происходит м ногократное н алож ен и е  отображ ений. 
П ри билинейном п реобразовании  вся p -плоскость однозна'чно 
о то б р а ж ае тс я  в 2 -плоскость. П ри этом вся м ни м ая  ось р-плос- 
кости о то б р а ж ае т с я  в окруж ность  единичного р ади у са  в 2-плос­
кости, левая  п о л у п л о с к о с т ь — во внутренность этой окруж ности, 
а п р а в а я  полуплоскость — во внеш ню ю относительно круга  
область  (рис. 2 .8). Ч тобы  убедиться  в этом, рассм отрим  о т о б р а ­
ж ен ие  оси мнимых В 2 -П Л О С К О С Т Ь .

Э ф / 7х  ©

Щ

о Ъ -/
< (4 /У И +,Ш Ие7'

Рис. 2.8

О пределим  2 ДЛЯ сЛуЧЙЯ, когда з н а ч е н и я  р  л е ж а т  н а  ОСП 
М н и мы х ,  т. е. р ~  /<оа. И з  (2.16) имеем

У - Ш .  ! " |  — 2' Т + / со а м  / 2 ип- 1К уд, Г/2
/ ~ 2 Ц - р \ р  =  i , u  ~ 2 / T - i w  1 * ( 2 l 7 )
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Здесь  u)a— частота, аргум ент частотной х ар актеристики  А Ф -про­
тотипа.

Очевидно, что (2.17) — уравнени е  окруж ности  единичного 
радиуса , так  как  | z |  =  l независим о от знач ен и я ' <оа . Точке 
с>а = 0  мнимой оси p -плоскости в z -плоскости соответствует 
z  =  1, бесконечно уд ален ной  точке «>а =  оо соответствует z  =  — 1.
В п ром еж утк е  0 <  со <  оо аргум ент  z  =  d"'T монотонно и зм ен я­
ется в и н тервале  от 0 до я .  С ледовательно , верхн яя  мнимая 
полуось p -плоскости о то б р а ж ае тс я  в дугу  (полуокруж ность) на 
z -плоскости. Н и ж н я я  м ни м ая  полуось о то б р аж ается  соответст­
венно 'во вторую полуокруж ность. Т аки м  образом, ось мнимых 
однозначно о то б р аж ается  в единичную окруж ность, что и т р е ­
бовалось  доказать .

Вид конформного  отображ ен и я  предопределяет  х арактер  
связи  м еж ду  передаточны м и ф ункц иям и  цифрового и ан а л о го ­
вого ф ильтров. Д л я  метода импульсной инвариантности  — 
это бесконечная сумма (2.15), д ля  метода билинейного п р ео б р а ­
зовани я    простое алгебраическое  вы раж ен и е  Н (г)  =
П А Р )  I Р =  (2/7’) (1 — z ‘) / (1 -1 л- >).

И з сказан ного  следует; а) методом билинейного п р е о б р а зо ­
вания устойчивый АФ преобразуется  в устойчивый Ц Ф ; б) э ф ­
фекты и скаж ен и я  частотны х характери сти к ,  связанны е с э ф ф е к ­
том налож ен и я ,  х а р актер н ы е  д л я  метода инвариантности  и м ­
пульсной характеристики , отсутствуют.

При билинейном п реобразовании  соотношение м еж д у  ш к а ­
лам и  частот аналогового  ф ильтра  соа и цифрового ф и л ьтр а  со 
оказы вается  нелинейным. В самом деле, полож им  в (3.16)

|    0—}шГ
р  =  j ыа, z  =  е/"7' и получим j  соа =  2/Г  1 A e - i v f "  ■ О тсю да сле,-

цует: о а =  (2/Т)  tg  2TL . (2.18)

Г р а ф и к  (2.18) приведен на рис. 2.9. Т ам  ж е  и зо б р аж ен ы  
АЧХ полосового А Ф -прототипа и Ц Ф .

К ак  видно, в области  низких частот зависимость (2.18) л и ­
нейная. В области  высоких частот  ш к а л а  частот Ц Ф  д еф о р м и ­
руется. Соответственно и ск аж ается  ч астотная  харак тер и сти ка  
ЦФ. Т аки е  и ск аж ен и я  частотных х ар актер и сти к  м ож но в су щ е­
ственной мере скомпенсировать. Д л я  этого необходимо вы брать  
А $  -прототип с учетом д еф орм ац и и  ш к а л ы  частот; в частности, 
рассчи тать  значения частот  х ар ак тер н ы х  точек этого ф и льтра  
(граничны х ч а с т о т . полос пропускания  и непропускания) по 
(2.18). Т а к а я  процедура позволяет  получить Ц Ф  с зад ан н ы м и  
п ар ам етрам и : значениям и  полос пропускания  или непропуска-
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ния и т. п. О дн ако  сохранение ф орм ы  АЧХ, вида Ф ЧХ АФ при 
этом нс обеспечивается.

М етод билинейного преобразования , б лаго д ар я  своей п ро­
стоте, н аш ел  ш ирокое практическое применение, в частности: 
д л я  расчета  цифровы х Ф Н Ч , полосовых ф ильтров  Б аттер во р д а ,  
Ч ебы ш ева . К раткий  обзор методов расчета  АФ Б а ттер в о р д а  и 
Ч ебы ш ева  и примеры их дискретизаци и  методом билинейного 
п реоб разован и я  приведены в прилож ении 2.

К ром е рассмотренны х, известно больш ое число других м е ­
тодов расчета  Б И Х -ф ильтров . П ри необходимости сведения по 
этим м етодам  м ож но найти в ли тер ату р е  [1, 2, 7].

2.4. С В О Й С Т В А  И  Р А С И С Т  К И Х
( М Е Р Е К У Р С И И Н Ы Х ) Ц Ф

2.4.1. Л И Н Е Й Н О С Т Ь  Ф А З О В О Й  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  \ 1 , 2 \ *

Б И Х -ф и льтры  позволяю т получить «хорошие» АЧХ. 
О дн ако  ф азо вы е  характери сти ки  Б И Х -ф и льтров  нелинейны. С тр о ­
го линейную ф азовую  хар актер и сти ку  м ож но получить только в 
К И Х -ф ильтрах . П о к а ж е м  это свойство К И Х -ф ильтров  и опреде- 
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NlliM условие, при котором оно выполняется. П ер едато ч н ая  
ф ункция К И Х -ф и льтра  б ы ла  получена выше и представляет  
собой полином относительно z 1 степени N  — 1:

Н ( г )  == V  h (n )  г  ". (2 .2 0 )
п =  0

П ереписав  (2.20) к а к  Н (г) =  (1 / z N >) V  h ( n )  z N л~ ",
/г — 0

нетрудно видеть, что в 2 -плоскости И  (z) имеет N — 1 полюсов 
в н а ч а л е  координат  z  =  0 и N  — 1 произвольно расп олож ен н ы х  
нулей. Ч асто тн ая  х ар ак тер и сти ка  К И Х -ф и л ьтр а

//(ей”) = ^  Л (и) е ■>’п (2.21)
п =  0

явл яется  тригонометрическим полиномом.
К И Х -ф ильтр  полностью оп ределяется  N  отсчетами им п ульс­

ной характери сти ки  /г (л) или N  вы борочны ми отсчетами ч асто т ­
ной х арактери сти ки  Н ( е ]ш).  П ервое  утверж ден и е  непосредст­
венно следует  из (2.20), (2 .21), второе — из ф ак та ,  что ч асто т ­
ная  вы борка  и и м п ульсн ая  х ар актер и сти ка  однозначно связан ы  
дискретны м  преобразован и ем  Фурье.

К И Х -ф ильтр  имеет линейную ф азовую  характери сти ку  при 
условии симметрии импульсной характеристики :
h( n )  =  h ( N  — 1 — л ) ,  п =  0, 1, ..., N  — 1. (2.22)

В самом деле, подставим (2.22) в (2.21) и для нечетного N  по­
лучим Я ( е /'°) =

( X  3 | / 2  N — ]

—  V  h ( я )  +  /;. t <v -  1 \ о / ”'(.v П/2 I V  h {п)с~>шП.
п = 0 ' ^ . Я=(Х+1)/2

В последней сумме правой части произведем  зам ен у  переменной 
сум м ировани я  лг =  /V— 1 — л и  запиш ем

Я ( е ' ш) = / г ( - - Ц - ~ ) с  /-“(jv-1,/2 у
(Л -3) /2

+  2  [ /г (л )ей “и +  /г ( N  —  1 — п) е -J™ ] ,
п =  0

В оспользовавш ись  свойством (2.22), получим окончательно
. / / ( е ? )

* (,V 31/2

~  [h — ) + 2 h (п) cos (ы (п — -■ ~  -  ) ) ]  e - b ' W - n n  ,

п=0 t ‘ (2.23а)
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'где вы р аж ен и е  в к в ад р атн ы х  скобках  есть вещ ественная  
функция.

А налогичны м образом  д ля  четного N  мож но получить
/V/ 2-1

/7(е> ')  =  [2 V  Л (л ) cos (и  (п —  ._Л_ . .  1 ) ) ] с  /» (# —1>;2 (2.236)
« = о 2

Из (2.23,а и б) видно, что К И Х -ф ильтр  при выполнении у сл о ­
вия (2.21) о б л а д а е т  линейной фазовой  характеристикой . Г руп ­

повое зап азд ы в ан и е  — — (Л — 1)/2, где ср(со)— ф азо в ая

характери сти ка ,  при нечетном N  составляет  целое число и н тер­
валов  дискретности, а при четном N  — дробное число 
интервалов.

2.4 2. М Е Т О Д  В З В Е Ш И В А Н И Я  ( С  И С П О Л Ь З О В А Н И Е М  
В Р Е М Е Н Н Ы Х  « О К О Н » )  [1,2]

З а д а ч у  проектирования  К И Х -ф и льтра  мож но поста: 
вить следую щ им  образом . П р едп олож и м , что з а д а н а  некоторая 
« и деальн ая»  требуем ая  частотная  х ар ак тер и сти ка  фильтра 
/7г (е ).  С помощ ью п реоб разован и я  !Ф урье можно получить 
нмпулрсную х ар актер и сти ку  такого  ф и льтра:

h r  ( л )  =  \ Н ,  ( е  2- ) v i "  n d u ,

которая  в общ ем случае определена на ин тервале  —  о о  <  п <  оо  
и имеет бесконечную длительность. Т а к а я  им п ульсн ая  х а р а к т е ­
ристика не удовлетворяет  условию физической реализуем ости  
ф ильтра. Н аиболее  простой способ получения физически р е а л и ­
зуемого К И Х -ф и льтра  состоит в усечении h r ( n ):

I h T(n)  при 0 <  п <  N — 1,

при других значениях  п.

Б олее  общий подход состоит в умнож ении h T(n)  на некото­
рую весовую последовательность  конечной дли ны  w ( n ) ,  именуе­
мую обычно «окном»:
И (п)  =  А/ (/?> w (п) .  (2.25)

П ростейш им, соответствую щ им (2.24), является  прямоуголь-. 
ное окно:

| 1 при 0 <  п  <  N — Г, 
won)  =  F (2.26)

( 0 в других случаях.

Л (л) =  ( 0      (2.24)
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П ростое усечение импульсной характеристики , т. е. при м ен е­
ние П -образной  весовой последовательности  (прямоугольного  
окна) приводит к  возникновению  известного в теории Ф урье 
п р еоб разован и я  э ф ф е к т а  Гиббса [8]. П роявлен и е  этого эф ф екта  
состоит в возникновении колебательности  частотной х а р а к т е р и с ­
тики в точках  резкого ее изменения. Р ассм о тр и м  суть этого 
явления.

В ы ш е отмечалось, что спектру, я вляю щ ем уся  произведением 
спектров двух  последовательностей, соответствует во временной 
области  круговая  свертка  этих последовательностей. Учитывая 
дуальн ость  преобразован и я  Фурье, м ож но утверж дать ,  что п р о ­
изведению двух  последовательностей во временной области  
соответствует спектр, п редставляю щ и й  собой в частотной о б ­
ласти  ком плексную  свертку  спектров сомнож ителей. П оэтому 
д л я  частотной х ар актеристики  физически реализуем ого  КИХ- 
ф и л ьтр а  м ож но написать

Я  ( е '“) =  (1/2 я )  \ Ыт ( е '2) W  ( е '  <f Q, (2.27)

N —1
где W  ( е ~ ' “ ) =  2  w i n ) (2.28)

/г — О

— ч астотная  х ар актер и сти к а  (спектр) временного окна.
Ч асто тн ая  . х ар актер и сти к а  прямоугольного  окна (2.26)

имеет вид

W  (е д.д =  у '  е-/шя -  J  -  e~ ^ ' N =  sin(0jV/2 е—/«(аг—i)/2_ (2 .29)
n=L о 1 — е Jw sin «/2

АЧХ этого окна и зо б р а ж е н а  на  рис. 2.10,а.
Р ассм отри м  качественно процесс свертки частотных х а р а к ­

теристик Н т ( е '“ ) и W  ( е >  ). П р едп олож и м , что модуль Н т ( е ' “ ) 
имеет строго П -образную  форм у (рис. 2 .10 ,6 ) ;  а окно — п р я м о ­
угольное. К ак  видно из рис. 2.10,в, свертка, п р ед став л яю щ ая  
собой частотную  х ар актер и сти ку  реализуем ого  ф ильтра, о к а з ы ­
вается  «разм ы той» и имеет колебательность , что явл яется  сл ед ­
ствием эф ф ек та  Гиббса.

Н а  п ракти ке  р азм ы ти е  и колебательность  частотной х а р а к ­
теристики К И Х -ф и льтра  ж ел ател ь н о  устран ить  или по в о з м о ж ­
ности уменьш ить. Этого мож но достигнуть, если вы б р ать  такое  
окно, спектр которого о б л а д а е т  м алой  ш ириной и имеет м ини­
мум боковых лепестков. П ри этрм Н  (е-7" ' ) будет подобной 
Я  г (е7ш ).

Н етрудно  убедиться ,,  что прям оугольное окно практически 
не., обеспечивает такого  рода  возм ож ность. В сам ом  деле, при
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Р и с .  2.10

увеличении длительности  окна N  ш ирин а  «главного лепестка»  и 
боковых лепестков спектра окна уменьш ается , а ам плитуды  
лепестков увеличиваю тся  таки м  образом , что пл о щ адь  под к а ж ­
ды м  лепестком сохраняется  постоянной. П оэтом у при у вел и ч е­
нии N  колебания  частотной характери сти ки  Н  (е-/'“ ) в областй  
резкого изменения происходят более быстро, но не ум еньш аю тся  
по амплитуде.

К ром е прямоугольного  окна в н астоящ ее  врем я предлож ено  
больш ое число других окон, общей особенностью которы х я в л я ­
ется плавное  уменьш ение w  (и) в н а ч а л е  и в конце. Спектры 
этих окон по сравнению  со спектром прямоугольного  окна и м е­
ют незначительно расш иренны й основной лепесток и существенно 
меньш ие ам плитуды  боковых лепестков. Т аки е  окна осущ еств­
л яю т  менее резкое  усечение последовательности  h T(n) .  П ри 
этом за  счет более ш ирокой переходной полосы в точке резкого
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перехода частотной характери сти ки  Я  (е ;'“ ) у стран яется  (сущ е­
ственно сн и ж ается)  колебательность  в этой характеристике .

П риведем  вы р аж ен и я  д л я  некоторы х распространенны х 
окон:

а) окно Б а р т л е т а  (треугольное окно)

( 2 л / ( Я — 1) при 0 <  л <  (N ■— 1) /2; 
w('n)  =  ( 2 — 2 n / ( N — 1) при (Я  — 1)/2  с  Я  — 1,

б) окно Хэннинга 
ш (л )  — 1 /2 [ 1 — cos ( 2 я  « / ( Я — 1) J, 0 <  я  <  N — 1,

в) окно Х эмминга 
w (п)  =  0,54 — 0,46 cos [2 я  л / (Я  — 1) ], 0 <  л <  Я  -

г) окно Б л е к м а н а  ,
ш (л )  = 0 , 4 2  — 0,5 {cos [ 2 я  л / ( Я — 1)] +  0 ,0 8 cos [ 4 я  л / ( Я — 1)]) 
при 0 <  п <  Я — 1,

д) окно К ай зер а  •;

/ . [ • v T

1,

(2.30)

(2.31)

(2.32)

I

Ы  —  1 \2

W (л)
/( ( ■ ¥ )

/V -  1

(2.33)

л =  0 , 1 , . . „ Я — 1,
где / 0 (х) — м оди ф и ц и рован н ая  ф ункция Бесселя  первого рода 
нулевого п орядка , а  — константа.

Н а  рис. 2.11 в качестве  прим ера  приведены окно К ай зер а  
w  (л) и его ам плитудны й спектр W  (е4'“ ). Окно К а й зе р а  я в ­
ляется  хорош им при ближ енны м  к окнам, оптим альны м  в смысле 
о б л а д а н и я  наибольш ей энергией в главном  лепестке  спектра 
при данной ам плитуде  пика бокового лепестка.

Р и с .  2.11
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П р ед став л я ет  интерес сравнение качества  приведенных окон 
по критерию  точности воспроизведения частотной х а р актер и сти ­
кой физически реализуем ого  ф и л ьтр а  Я  (е7"’ ) характеристики  
идеального  ф ильтра  H T (eJm). Если принять за  критерий опти­
мальности наилучш ую  средн еквадратическую  аппроксим ацию  
или, иначе, минимум ошибки 

%
а 2 =  1 / 2л  J  \ Н Т (ею) -  Я  (е '" ’) ]2 Ло, (2.34)

то наилучш им о казы вается  прям оугольное  окно. Это является  
следствием  того ф акта , что спектр прямоугольного  окна имеет 
наи более  узкий главны й лепесток. О дн ако  д л я  многих фильтров 
приемлем ы м  критерием оптимальности явл яется  минимум м а к ­
симальной абсолю тной ошибки

а =  | Н,  — Я  (ей”) ->-min. (2.35)

В смы сле этого критерия  специальны е окна имеют лучшие 
пок азател и  по сравнению  с прям оугольны м  окном вследствие 
больш ой лепесгковости спектра последнего. П ри расчете  КИХ- 
ф ильтров  методом взвеш и ван и я  часто ок азы вается  за т р у д н и ­
тельно за р а н е е  вы брать  тип окна и его длину, при -которых 
ф ильтр удовлетворяет  зад ан н ы м  требованиям .

В этом состоит ограничение метода. В таких случаях  с п о ­
мощ ью  Э В М  методом проб и ош ибок ищ ется приемлем ы й в а р и ­
ант реш ения задачи .

2:4.3. РАСЧЕТ МЕТОДОМ ЧАСТОТНОЙ ВЫБОРКИ [1.2]

Ч асто тн ая  вы борка  Я  (к) =  Я  (z)  \ z  — е - т жю ь .  k  =  
=  0, 1, ..., N — 1 св я за н а  с импульсной характеристикой  п а ­
рой Д П Ф :

V )
Я  (k) =  v  h  (п)  е / (2<лг)п* .  ̂ (2.36)

п = О

h  (п) =  (1/М) | ' я  (к) eJC-<N)n*. (2.37)
k — о

К ак  у ж е  отмечалось, К И Х -ф ильтр  полностью определяется  
N  отсчетами либо импульсной характеристики , либо частотной 
выборки.

П ередаточн ую  функцию  по частотной вы борке  мож но п олу­
чить, если подставить (2.37) в (3.20):
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H  (z) =  Z U V N )  ' v '  u  (k) d  2r-iNnlt ] г ~ л.
n=0 ■ k = 0

П еременив п орядок  сум м ирования, получим 

Я  (z )  =  ( 1 / Я )  * 2  н  ( ^ Г 2 еУ(2<Л,)* 2- 1)" =
к = 0  п = 0

1 —  Z~ И  ( к )

Я 1 _ е
а  =  о  1 е

(2.38)

ГТоложим в (2.38) z  — e Jm, представи м  частотную х а р а к т е р и с ­
тику в виде

N —  I

И  (е > ) =  (е— П/ 2/ ;v) ^  - Я  ( к )  s i n  (ш Д 7 2 )

* = о s i n  [(<■>—  2 x k / N ) / 2 ]
(2.39 а)

После н еслож н ы х преобразован и й  м ож но т а к ж е  запи сать
N  -1

Я <«*> -  ( e - f  л/) g  "
*=0

(2.39 6)

Вы ш еприведенны е в ы р аж ен и я  позволяю т построить метод 
расчета  К И Х -ф ильтров , о б щ ая  схема которого состоит в сл е ­
дую щ ем, И з  требуемой частотной характери сти ки  Ц Ф  на интер­
вал е  0 <  k  <  N  — 1 берется  частотн ая  вы борка. П рим ер  такой 
вы борки д л я  Ф Н Ч  п о к азан ’ на рис. 2.12,а. З а т е м  по (2.39) рас-
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считы вается  ч астотная  харак тер и сти ка  К И Х -ф и льтра  (рис. 
2 .12,6), а по (2.37) —  им п ульсн ая  х арактери сти ка .  О днако  
ф ильтры, рассчитанны е по таком у  простейш ему методу, о б л а ­
д аю т  неудовлетворительны м и д л я  больш инства  прилож ений х а ­
рактеристикам и . Это связан о  с тем, что метод частотной вы борки 
обеспечивает совпадение частотной характери сти ки  р ассчи тан ­
ного физически реализуем ого  ф и л ьтр а  и идеальной  (требуемой) 
частотной характери сти ки  только  на конечном числе значений 
частоты coft =  (2 n / N ) k ,  k =  0, ..., N — 1. Н а  других частотах  эти 
характери сти ки  могут существенно разниться . В рассмотренном 
примере частотная  характер и сти ка  ф ильтра  имеет больш ие 
лепестки и м алое  затухан и е  в полосе непропускания.

Вы ш е показано, что д л я  ум еньш ения уровня лепестков ч ас ­
тотной характери сти ки  в ней необходимо расш и рить  переходную 
полосу. В 2.4.2 это вы полнялось  посредством использования 
окон. При расчете  Ц Ф  по частотной вы борке  эта  з а д а ч а  р е ш а ­
ется путем вы деления  в частотной характери сти ке  переходной 
полосы и разби ен и я  элементов вы борки  на 3 группы. Элементы  
выборки, п р и н а д л е ж ащ и е  полосам  пропускания  и н еп ропуска­
ния, берутся  павн ы м и  отсчетам требуемой частотной х а р а к т е ­
ристики Н т (е7'“ ). В переходной полосе элем енты  вы борки счи­
таю тся  свободными (н езад ан н ы м и ) .  В процессе синтеза ф и л ь т ­
ра  эти отсчеты подбираю тся  таки м  образом , чтобы х а р а к т е р и с ­
тика  ф и л ьтр а  оптим и зировалась . Д л я  этогД прим еняю тся и т е р а ­
ционные алгоритмы , хорош о реали зую щ и еся  на Э В М  (симплекс- 
метод) [9]. П рим ер  такой  оптимизации приведен на рис. 2.12,в, г, 
в котором на переходную полосу вы делено два  элем ента  ч асто т ­
ной выборки.

,^1етод частотной вы борки  н аи более  эф ф ективен  при расчете  
узкополосны х фильтров, в которых число ненулевых отсчетов, 
п оп адаю щ их  в полосу пропускания, невелико. К ром е р а с с м о т ­
ренных методов известны другие методы  расчета  КИ Х -фильт- 
ров. В частности, весьм а  эф ф ективен  метод, в котором исполь­
зуется  ч ебы ш евская  ап п роксим аци я  частотных х а р а к т е р и с ­
тик [1, 2].



3 .  В ы ч и с л е н и е  д и с к р е т н о г о  

п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е .  

С п е к т р а л ь н ы й  а н а л и з

3.1. И С Х О Д Н Ы Е  П Р Е Д П О С Ы Л К И  [1, 2, 5] 

Д и скретн ое  п реобразован и е  Ф урье находит ч р езв ы ­
чайно ш ирокое практическое применение. Расп ростран ен и е  
Б П Ф  стало  возм ож н ы м  б л а го д а р я  наличию  эф ф ективны х а л г о ­
ритмов его вычисления. Эти алгоритм ы  известны к а к  быстрое 
п р ео б р азо ван и е  Ф урье ( Б П Ф ) .  Н апом ним , что Д П Ф  и О Д П Ф  
оп ределяю тся  соответственно в ы раж ен и ям и :

В (3.1) и 3.2) предполагается , что х  ( п ) , X  (k)  являю тся  
ком плексны м и переменными.

П р я м о е  вычисление Л' (/г) по (3.1) д л я  каж до го  /? требует  Л 
комплексны х умнож ении и N — 1 ком плексны х слож ений или 
4/V ум нож ений действительны х чисел и 4 N  — 2 сложений. П ри 
необходимости вычисления X  (k ) во всех N  точках  число ком п ­
лексны х умнож ений составит ЛД • а слож ений N ( N — 1). При 
больш ом N  (например, N  =  1024) прям ое вычисление Б П Ф  о к а ­
зы вается  чрезвычайно неэкономным. В ал гори тм ах  Б П Ф  число 
ком плексны х умнож ений, к а к  п о казан о  ниже, составляет  лиш ь 
(Л /2) log2 X.  П редп осы лк ам и  к улучш ению эффективности вы чис­

ления Д П Ф  являю тся  свойства периодичности и симметрии 
комплексной экспоненты W n  ;

X  (k)  =  х  (п ) W'n  , k =  0, ..., Л7 — 1; . (3.1)

х  (я) =  Ц К  v 1 .у (/г) W x nk , я  =  0, ..., N  — 1 (3.2)

г д е  Wn =  е ю'2*N .
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А лгоритм ы  Б П Ф  п ред п олагаю т  вычисление Д П Ф  д л я  в с е !  
/V значений переменной k.  Основной принцип этих алгоритмов 
состоит в р азл о ж ен и и  операции Д П Ф  последовательности д л и ­
ны N  на операции Д П Ф  меньш ей длины. В последую щ ем сум ­
мировании частных п реоб разован и й  используется  свойство 
периодичности Д П Ф .

Сущ ествует д в а  сопоставимы х по эффективности основных 
класса  алгоритмов Б П Ф : п рореж и ван и е  по времени и п р о р е ж и ­
вание по частоте. В первом классе  алгоритмов ум еньш ение р а з ­
мерности Б П Ф  достигается  путем р азл о ж ен и я  по некоторому 
п рави лу  последовательности  х  (га) на ум еньш аю щ иеся  по длине 
подпоследовательности. Во втором классе  п одобн ая  операция  

. осущ ествляется  над  последовательностью  X  (k ).
А лгоритм ы  Б П Ф  р а зр а б о т а н ы  в предполож ении, что N  —  со ­

ставное число. Они наи более  эф ф ективны  в случае, когда  д л и ­
на N  соответствует целой степени числа 2, именуемого о сн ова­
нием, т. е. N — 2L при L -целом. Н и ж е  мы ограничим ся  изучением 
только таки х  алгоритмов.

3.2. А Л Г О Р И Т М  Б П Ф  С П Р О Р Е Ж И В А Н И Е М
П О  В Р Е М Е Н И  П О  О С Н О В А Н И Ю  2 [1, 2, 3]

•
П роцедуру  п редставлени я  Д П Ф  последовательности 

длины  N  через Д П Ф  последовательностей  меньш ей дли ны  часто 
н азы в аю т  понижением п оряд ка  Д П Ф . Р ассм отри м  способ пони­
ж ен и я  п о р яд к а  путем п р о р еж и ван и я  по времени исходной после­
довательности  и убедим ся в его целесообразности .

Р азо б ьем  исходную последовательность  х  (га) на две п од ­
последовательности:

а (га) =  х ( 2  га), п — 0, 1, ..., N / 2 — 1, |

b (га) =  х  (2га +  1), га =  0, 1, ..., N/ 2  — 1. J *3; 3 )

П оследовательности  а  (га), b (га) имею т длину Аг/2 и с о д ер ж ат  
соответственно четные и нечетные элем енты  х ( п ) .  В оспользуем ­
ся разбиением  (3.3) и запи ш ем  (3.1) в виде

X (k)  =  v  Х(П) W nNk +  2  х ( п )  W nNk =  " I " '  x ( 2 n ) W * k +
я —четные п—нечетные п — О

+ Т д 2 г а  -f 1) W f i n+{)k. (3.4)
п — О

Учтем, что =  е - ' 2(2г/л'1— е - /  2- (<v/2, W n /2 
и представи м  (3.4) к а к  
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Х(к)  = А( к)  + W*NB( k) ,  { Щ
NJ2— 1

A ( k )  =  ' v  а ( п )  W nN% •
*п =  О

в  {к)  =  л/2  1 Ь(п)  W f i 2
п =  О

k  =  О, 1, # / 2  — 1, (3.6)

где A ( k ) , B ( k )  —  ( N / 2) точечные Д П Ф  последовательностей  
а ( л )  и Ь( п ) .

В (3.5), (3.6) A ( k ) ,  B ( k )  определены  на  и н тервале
О <  k  < # / 2 — 1, в то врем я  к а к  аргум ент  X ( k )  м ож ет  прини­
м ать  значения  0 <  k  <  # — 1. П оэтом у необходимо до о п р еде­
лить (3.5). Д л я  этого учтем, что A ( k ) ,  B ( k )  периодические п о ­
следовательности  и имею т период  # /2 .

З ап и ш ем

X  (k +  iV/2) 1 а [ п )  W % +N!2) + 'W n+NI2 " 'к  ' Ь (ft) W % VN,2) =
п= о « = о

= ' ^ 2 *  a( n ) WT / 2 W jv ? /2 +  W/v T  6 (ft) 1Гд?/2 1Клж/2 =

= A ( k ) — W% В (&)* =  0, 1, . . . , # / 2 — 1. (3.7)

О бъединим  (3.5) и (3.7) и получим

В Д = Л ( £ )  + ^ В ( £ ) ,  I . Q  1 # / 2 - 1
X ( k  +  N / 2 ) = A ( k ) ~ W % B ( k )  1 ’ ’ ‘"I ’ (3.8)

Таким  образом , Д П Ф  р азм ерности  #  п ред ставляется  ком б и ­
нацией двух Д П Ф  разм ерности  # /2 .  Т акое  ком бин ирование  со­
ставляет  основу алгоритма Б П Ф . П оэтому операция  (3.8) н а з ы ­
вается  базовой  операцией  алгоритма.

В качестве  оценки слож ности  алгори тм а  примем число к о м п ­
лексных умнож ений, необходимых д л я  его выполнения. Если 
частны е A ( k ) ,  B ( k )  вы числяю тся  по (3.6), a X ( k ) — по ( 3 .8 ) , то 
число ком плексны х ум нож ений составит  2 • ( # / 2 ) 2 +  # = # 2/2 +  #  
операций. К а к  видно, при больш ом #  ( # 2/2 # )  число к о м п ­
лексны х ум нож ений в р езу л ьтате  одного пониж ения п оряд ка  
Д П Ф  по сравнению  с прям ы м  вычислением по (3.1) с о к р а щ а е т ­
ся примерно в 2 раза .  Очевидно, что вычисление A ( k ) ,  B ( k )  по 
(3.6) нецелесообразно, если возм ож н о дальн ей ш ее  понижение 
порядка  Д П Ф , т а к  как  при этом произойдет  такое ж е  сниж ение 
числа операций ум нож ения.

В следую щ ей ступени пониж ения  п оряд ка  Д П Ф  р а з б и в а ю т ­
ся у ж е  последовательности « (f t) ,  b (п ) ,  причем к а ж д а я  подобно
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к —  о ,  1 , . . . ; , Я / 4 - - 1 ,

N /  4— 1

Щ / 4где C ( k )  --=  у  — 1 с (л)
п — 0

W /4-1

Щ / 4D ( k ) II

|Т
М

о

d( n )

(3.3) на четную и нечетную подпоследовательности. В ч астн о ­
сти, д л я  а ( п )  мож но написать

с (п)  = ' а ( 2 л ) , я  =  О, 1, ..., Я /4  — 1, )

d ( n )  =  а ( 2 п  +  1), п =  0, 1, ..., Л/74—  1. \ ^3 '9 ^
П ри  этом, аналогично (3.8), м ож но составить базовую  опе­

рацию

А Щ  =  С (к) +  W*N/2 D( k )  = С (k)  + W 2NkD{k ) ,  1

Л {к +  Лг/4) =  О Д  — W kV2D ( k )  =  С (Л) — ^  О Д ,  j (ЗЛ0)

/г =  0, 1, ..., Я /4  — 1 (3.11)

С помощ ью  (3.10) (N/2)  - точечное п реобразован и е  п ред ­
ставляется  комбинацией  двух  (Я /4) - точечных Д П Ф . В свою 
очередь, п оследовательное  применение (3.6) и (3.10) позволяет  
получить Д П Ф  последовательности  дли н ы  Я  к а к  комбинацию  
четырех {N/4)  - точечных Д П Ф .

Р азб и ен и я  дли ны  последовательности  подобно (3.3) и (3.9) 
повторяю тся L  ?= log2iV р аз  до тех пор, пока не потребуется  в ы ­
числения двухточечного преобразован и я .

Теперь мож но представи ть  общую структуру  алгоритм а Б П Ф  
(рис. 3.1). Этот алгоритм  состоит из L  этапов. Н а  первом этапе, 
вы числяю тся  двухточечные Д П Ф . Количество этих операций со­
ставл яет  Я/2. Н а  последую щ их этап ах  путем ком бинирования  
Д П Ф  низкого порядка  образую тся  Д П Ф  более высокого п о р я д ­
ка: из д в у х т о ч е ч н ы х - ^  четырехточечные, ..., из (Я /2) - точеч­
ных Я-точечное.

В алгоритм е Б П Ф  вся совокупность элементов входной по ­
следовательности  х, (я) вклю чается  в обработку. П оэтом у эту 
последовательность, которая  д о л ж н а  быть накоп лен а  до на ч а л а  
вычислений, мож но р а ссм атр и в ать  к а к  входной массив данных. 
А лгоритм  Б П Ф  с п р о р еж и в ан и ем  по времени имеет особенность, 
которая  состоит в том, что входная  последовательность  зад ается  
не в ее естественном порядке, а в упорядоченном виде. Эта  у п о ­
рядоченность обусловлена  рассм отренны м  вы ш е разбиением  
входной последовательности  на подпоследовательности  с четны ­
ми и нечетными номерами.

П орядок, в котором за д аю т ся  ном ера упорядоченной после­
довательности  во входном массиве, могут быть определены  спо- 
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мощ ью  процедуры  двоичной инверсии. Т а к а я  п роц едура  состоит 
из преобразован и я  десятичны х номеров исходной последователь­
ности в двоичны е числа, их инверсии и обратного  п р ео б р азо ­
вани я  двоично-инвертированны х чисел в десятичные. П ример 
метода двоичной инверсии д л я  восьмиточечного Д П Ф  приведен 
в табл . 3.1.

Т а б л и ц а  3.1

И сх о д н ы й
номер

Д в о и ч н ы й
к о д И н в е р с и я И н в е р т и р о в а н н ы й

номер

0 ООО 000 0 •

1 0Q1 100 4

2 010 010 2

3 011 Ц 10 6

4 100 001 1

5 101. 101 5

6 1,110 01,1 3.

;7 111 111 7

Элементы  X ( k )  в выходном м ассиве дан н ы х  при этом имеют 
естественный п орядок  следования.

Удобное граф и ческое  представлени е  алгори тм а  Б П Ф  д ае т  
его нап равлен н ы й  граф. Н ап р авл ен н ы й  граф  базовой  операции

(3.8) и зо б р аж ен  на рис. 3.2,а. 
Ветвь (стрелк а)  гр аф а  
сим волизирует  перенос чис­
л а  от у зл а  к узлу. Н еско л ь ­
ко ветвей, исходящ их из 
одного у зл а ,  п ередаю т р а в ­
ные числа. П оступление в 
один узел  нескольких ветвей 
о зн ач ает  сум м ировани е  в 
у зл е  поступаю щ их по ветвям  
чисел. Н адп и сь  рядом  с 

-в е тв ь ю  символизирует  м н о­
ж и тель , на которы й у м н о ­
ж а е т с я  п еред аваем ое  по в ет ­
ви число. Н адп ись  рядом 
с ' у злом  х арактери зует  
имею щ ую ся в этом у зл е  в е ­
личину.

Д(к)

В(к)о-~<г
К - /

а

Д(к)  +- W*B(K) 

/К«) -Ы*В(л)

f\(K)+wZe(K)

Д ( к ) - К  в ( к )



К роме рассмотренной иногда прим еняю т другую, более  к о м ­
пактную, форму нап равлен н ы х  граф ов  (рис. 3.2.6) [1]. Здесь  
центральны й незачерненный к р у ж о к  означает  операции сум м и ­
рования и вычитания, стрелка -  операцию  ум нож ения. Н и ж е  
мы отдадим  предпочтение первой форме, п о л агая  ее более н а ­
глядной.

Вернемся к граф у  базовой  операции. Этот граф , б л аго д ар я  
своему виду, как , впрочем, и сам а  б аз о в ая  операция, носит н а ­
звани е  «бабочки». Б а зо в а я  операци я  требует выполнения одного 
комплексного ум нож ения  и двух комплексны х сложений. З а м е ­
тим, что комплексны й м нож итель  W%  н а зы вается  п ово р ач и ваю ­
щим м нож ителем . Умнож ение на «— 1» не учитываем, так  как  
эта операция  фактически не яв л яется  умнож ением .

Уясним суть второй элем ентарной  операции, используемой 
в алгоритм е Б П Ф , — двухточечного преобразован и я .  Д л я  этого
рассмотрим Д П Ф  F ( k ) , k =  0,1 последовательности  f ( n ) ,  п =  0,1.

1
В соответствии с (3.1) нап иш ем  F( k )  =  2  f i n ) ^ и л и  в раз-

п =  о

вернутом  виде _ - < ;

/до) =/ (0)  + / ( / ) ,
F ( l )  = f (  0) +  W V /'(1)  = f (  0 ) - / ( 1 ) .  (3.12)

К ак  видно из (3.12), двухточечное п реобразован и е  вы п о л ­
няется посредством двух  ком плексны х слож ений и не требует 
операций ум нож ения . Г раф  двухточечного Д П Ф  приведен на 
рис. 3.3,а.

Ф орм ально  д вухто­
чечное преобразование  
м ож но получить к а к  
комбинацию  двух «од­
ноточечных п р ео б р азо ­
ваний». «Б абочк а» ,  со­
ответствую щ ая такой  О. J  
операции, приведена на 
рис. 3.3,6. У читывая,
что здесь поворачиваю щ ий м нож итель  W № =  1, мож но з а к л ю ­
чить, что гр аф ы  (рис. З .З .а и б )  идентичны. О тсю да следует, что 
весь алгоритм  Б П Ф  состоит из однотипных оп ерац и й — бабочек.

В качестве  прим ера  рассм отрим  восьмиточечное Б П Ф . Н а ­
правленный граф  этого п реоб разован и я  представлен  на рис. 3.4.

А лгоритм  вы полняется  в L — log2 8 =  3 этапа. Н а первом 
этапе вы числяю тся четыре двухточечных преобразования , на в то ­
ром этапе — двухточечные Д П Ф  комбинирую тся в четырехточеч-
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ные, на третьем этапе  образуется  восьмиточечное преобразован и е  
к а к  ком бин ац ия  двух  четырехточечных преобразований . Н а  
рис. 3.5 п ок азан  процесс упорядочения  входной п о след ователь­
ности путем р азбиения  на подпоследовательности  с четными и 
нечетными номерами.

Р ассм о тр и м  некоторы е свойства и особенности ал го р и т­
ма Б П Ф .

Ч и с л о  а р и ф м е т и ч е с к и х  о п е р а ц и й .  К а к  о тм е ­
чалось, алгоритм  Б П Ф  вы полняется  в \og2N  этапов. К аж д ы й  
э‘тап  содерж и т  N /2  бабочек. В свою очередь, к а ж д а я  бабочка  
требует  вы полнения одного- ком плексного  ум н ож ен и я  и двух 
сложений. Итого, д л я  вы полнения алгоритм а Б П Ф  требуется

Одна в - ,
т п и р и н п я  • Х ( О )  Х ( 1 )  Х ( 2 )  Х ( 3 )  Х ( Ч )  Х / З )  . Т / в I т о /7 1

точечные
последова-
пгелоности

Ф

Четыре 2- Х(0) X W  Х(2) х(6 ) Х(1} X (J) X(J)
т очечны е  
после даба- 
т ельност ц

Р и с .  3.5



приблизительно (M/‘2 ) \o g 2.M комплексны х ум нож ений и Л/log2/ N  
ком плексны х сложений. О говорку «приблизительно» нуж но 
понимать в то м 'см ы сле ,  что на первом этап е  бабочки не тр ебу ­
ют вы полнения умнож ений. К ром е того, при значениях  п о во р а ­
чиваю щ их м нож ителей  W % = 1 ,  W ^ 2 =  — 1 т а к ж е  отсутствует 
необходимость в оп ераци ях  ум нож ения.

П ри больш их N  алгоритм  Б П Ф  существенно экономнее п р я ­
мого метода вы числения Д П Ф . Так, при N  =  1024 объем  вы чи с­
лений со к р ащ ается  примерно на  д в а  п орядка . Это п озволяет  
вы полнять  обработку  сигналов, вклю чаю щ ую  вычисление Д П Ф , 
в случаях, в которых до появления  Б П Ф  она счи талась  п р а к ­
тически неосуществимой.

Э к о н о м и я  о б ъ е м а  п а м я т и  З У  Э В М .  А лгоритм 
Б П Ф  п озволяет  вы полнять  вычисления с зам ещ ен ием . Суть з а ­
мещ ения состоит в следую щем. И з ,н а п р а в л е н н о го  гр а ф а  б аб о ч ­
ки видно, что д л я  вычисления двух элементов вы ходны х д а н ­
ных необходимы только д в а  элем ента  дан н ы х  входного массива. 
К ром е того, эти элем енты  в последую щ их вы числениях не и с ­
пользую тся. П оэтом у вновь вы численные дан н ы е  могут з а н о ­
ситься в ячейки пам яти  ЭВМ , в которых- храни ли сь  исходные 
данные. П ри  этом экономится тр ебу ем ая  пам ять  ЭВМ.

Н е о б х о д и м о с т ь  у п о р я д о ч е н и я  п о с л е д о в а ­
т е л ь  н'-о с т е й. Особенность описанного алгори тм а  состоит в 
том, что входная  последовательность  д о л ж н а  иметь двоичн о­
инверсный порядок следования , в то время- как  вы ходная  после­
довательность  имеет естественную нумерацию , элементов. Эта  
особенность свойственна всем ■алгоритмам Б П Ф  с зам ещ ением .



Простой перестановкой строк нап равленн ого  гр а ф а  без и з ­
менения связи  м еж д у  ними (см. рис. 3.4) м ож но получить на 
входе естественный п орядок  следован и я  элементов. О дн ако  на 
выходе при этом установится  двоично-инверсный порядок. Граф  
такого  рода восьмиточечного ал го р и тм а  с п рореж иванием  по 
времени п редставлен  на рис. 3.6.

3.3. Б П Ф  С П Р О Р Е Ж И В А Н И Е М  П О  Ч А С Т О Т Е  
П О  О С Н О В А Н И Ю  2 [1, 2, 3]

А лгоритм ы  Б П Ф  с прореж и ван и ем  по времени, как  по­
к азан о  выше, основаны на р азл о ж ен и и  Д П Ф  путем ф орм ирования  
ум еньш аю щ ихся  по длительности  подпоследовательностей  вход ­
ной последовательности  х ( п ) . В алгоритме, известном к а к  Б П Ф  с 
прореж иванием  по частоте, производится  подобное разбиение  вы ­
ходной последовательности  на у м еньш аю щ иеся  подпоследователь­
ности. В этом случае входн ая  последовательность  берется в ес­
тественном . порядке, а порядок выходной последовательности 
получается  в двоично-инвертированном виде. Р ассм отри м  к о ­
ротко суть этого алгоритма.

Р азо б ь ем  входную последовательность  на две  половины и 
запи ш ем  ,
X i ( n ) = x ( n ) ,  п  — О, 1, ..., N / 2 —  1,

х 2(п) = х ( п  +  А /2 ) ,  п  =  0, 1, ..., А /2  —- 1.

П ри  этом A -точечное Д П Ф  м ож но представить в виде
Л'/2-1 . N —  1

X { k )  =  2  х ( п )  W v k +  2  Х(п)  W nNk , k  =  О, 1, ..., А — 1.
п — 0 п — N /2

Зам ен и м  во второй сумме переменную сум м ировани я  и получим 

X ( k )  =  Л 2  Av(H) +  W (̂ ' 2)k * 2  ‘ x 2{n)'W%* ,
п ~ 0 ' п — О

k  =  0, 1, ..., А — 1. (3.13)

, Суммы в правой части (3.13) со д е р ж а т  по (А/2) точек к а ж ­
дая . О днако  эти суммы не явл яю тся  (А /2)-точечными Д П Ф , 
так  к а к  весовой м нож итель  в них имеет значение  W f f  , а,не W%%- 
Учтем, что W m/2 — е ^ ‘ =  — 1 и перепиш ем (3.13) в виде

«/ 2 1
X ( k )  =  2  [* i(« )  +  н -  \ ) к x 2( n ) } W nNk , •

п — 0

k  =  О, 1, ...., А — 1. (3.14)
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Р азо б ь ем  последовательность  элем ентов  Д П Ф  X ( k )  в (3.14) 
на две  части с четными и нечетными номерами:

М/2 -1 „ . М/2-1
X  (2k)  =  V [ х Л п) +  x 2( n ) ] W 2t f  =  2  [JC! (л)- +  х2( и ) ] Щ * 2 ,

п — 0 /2 =  0
(3.15)

^/2—1 ,ч. tn  
Х(2/е +  1) =  2  [* i(« )  — х2( я ) ]  ^ л г  =

/2̂ =0
?nkN/2—1 , ,

=  2  {[^1 («) —  x 2{ n ) ] w %  { w f t t .  (3.16)
n  =  0

И з (3.15) и (3.16) следует, что последовательности  четных и н е­
четных члементов Д П Ф  м ож но получить к а к  (2^/2)-точечные 
п реоб разован и я  последовательностей  р ( п ) ,  q (га), рйвных

Р ( п ) . =  х+(п) +  х 2(п) ,  I . ( 3 1 7 ,

q ( n )  =  [хД л) — х 2(п)]  W% , I
п  =  0, 1, ..., N1 2 — 1.
О бе эти последовательности  могут быть получены из н ачальной  
п оследовательности  с помощ ью  одной операции комплексного 
ум н ож ен и я  и двух ком плексны х сложений.

Н а п р ав л ен н ы й  г р а ф  базовой
операции ■— бабочки при про- Д  -у а — —о /'РВ
р еж и ван и и  по частоте п р ед ­
ставлен  на рис. 3.7. Основное ^ > v  г 0 ^,/ н Цv, ',
отличие этой бабочки  от б а ­
бочки Д П Ф  с п рореж иванием  
по времени состоит в том, что 
здесь с н а ч а л а  вы полняю тся
операции с л о ж е н и я — вы читания  и .затем ум нож ен ия, а не н а ­
оборот.

В ы р а ж е н и я  (3.15), (3.16) позволяю т свести вычисление iV-то- 
чечного Д П Ф  к вычислению двух  (N/2)  -точечных Д П Ф . В свою 
очередь (N/2)  -точечные Д П Ф  (т. е. X  (2k) ,  X  (2k  +  1) м ож но 
представи ть  в виде ком бинации (JV/4)-точечных Б П Ф . Этот п р о ­
цесс п р о д о л ж ается  до тех пор, пока разм ерность  п од л еж ащ его  
вычислению Д П Ф  достигнет величины 2:  Н а  последнем этапе  
алгоритм а вы числяется  двухточечное Д П Ф , которое, к а к  отм е­
чалось  выше, требует  вы полнения двух  операций комплексного 
слож ения, Н а рис. 3.8 п редставлен  н ап равлен н ы й  граф  такого  
Б П Ф  д л я  случая  Ifl =  8.

М е ж д у  алгоритм ам и  Б П Ф  с прореж и ван и ем  по врем ени и по 
частоте существует глу бо к ая  связь. В общ ем случае  м ож но ут-
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верж д ать ,  что д л я  к аж д о го  ал го р и тм а  с п рореж иванием  п о в р е ­
мени существует  такой алгоритм  Б П Ф  с прореж иванием  по ч ас ­
тоте, который соответствует взаим н ой  зам ен е  входа и выхода 
и обращ ени ю  нап равлени й  всех стрелок  в н ап равленн ом  графе. 
Непосредственны м сравнением  граф ов, и зо б р аж ен н ы х  на 
рис. 3.4 и 3.8, м ож но убедиться  в этом.

3.4. СПЕКТРАЛЬНЫЙ а н а л и з  
С ПОМОЩЬЮ БПФ [1, 4]

В ы ш е отмечалось, что Д П Ф  м ож но р ассм атр и вать  
к а к  алгоритм  вы числения интегрального  преобразован и я  Фурье 
с помощ ью  ЭВМ . О дн ако  применение Д П Ф  имеет свои особен­
ности.

И н теграль н ое  п реобразован и е  Ф урье ограниченной по д л и ­
тельности р еал и зац и и  аналогового  процесса  x s (t)  (0 <  t <  Т с) 
имеет вид

А'а (/со) =  \ х яЦ) e~Pt  dt.  ' {3.18)
о

П р едп олож и м , что частота  со, на которой определяется  спектр 
Х а (/со), и врем я  Гс согласованы: сос=  k  • 2 п /Т с, где k  —  прои з­
вольное целое число-. Тогда (3.18) м ож н о переписать как
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А'а (У сос) =  1 x a{t) dt.
о

(3 .19)

Н етрудно видеть, что п р а в а я  часть (3.19) есть свертка  двух 
функций xa(t) и ел°с< . С ледовательно, Х а (j и с) м ож ет  быть п олу­
чено путем ф и льтрац ии  процесса х а {t ) с помощью ф и л ьтр а  с и м ­
пульсной характеристикой  h a (t) =  еУV u ( i ) . Физически такую  
импульсную характери сти ку  имеет полосовой ф ильтр  без потерь 
с центральной частотой со. П ри поступлении на его вход 6-им­
пульса в нем возбудятся  н езатухаю щ и е  колебания  (так  как  
потери отсутствуют) на частоте  сос. Этот отклик ф ильтра  и есть 
его им п ульсн ая  характери сти ка .  П одобны м  образом  дискретное 
п реобразован и е  Фурье

X ( k )  =  V  х ( п )  е - Л 2п/ЛЦ пк
п — О

м ож но получить с помощ ью  К И Х -цифрового  ф ильтра  с им п ульс­
ной х арактеристикой  h k (n) — eH2r.iN)nk(n _  N — 1) . А лго ­
ритм Б П Ф  позволяет  вычислить ср азу  N  спектральны х  с о с т а в ­
ляю щ их. П оэтом у этот алгоритм  эквивалентен  гребенке из N

О тс
фильтров, «настроенных» на частоты  а>к =  -^-1г (k =  0, 1, ..., N — 1). 

П ер едато чн ая  функция k-ro  ф ильтра  гребенки имеет вид

H k ( z ) =  У  h k (п) z ~ n =  V  п = -----
п — о п =  о i  —  z  е

(3.20)

6
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П о л а г а я  в (3.20) г = е ^ “ д л я  АЧХ эквивалентного  ф ильтра  
получим

| Я  (е?ш) I =  —J N<a ^ -----  (3 21)
1 V '  1 Sin (со / 2  + T i k / N )  ‘ ( О . Л )

Н,а рис. 3.9,а п редставлен  гр аф и к  АЧХ одного ф ильтра, а на 
рис. 3.9,6 — граф и ки  АЧХ всей гребенки, эквивалентной Б П Ф  
д л я  N  — 8 (на рис. 3.9,6 изЬ браж ен ы  только  главн ы е  лепестки 
функций (3.21); боковые лепестки опущ ены ). К ак  видно, Б П Ф  
эквивалентно  набору  ф ильтров  с относительно невысоким р а з ­
решением по частоте  и с больш ими боковыми лепесткам и  х а р а к ­
теристик.

Уменьшение лепестковости х ар актер и сти к  и подавление 
сигнала  вне полосы пропускания  эквивалентного  ф ильтра  м о ж ­
но обеспечить путем почленного ум н ож ен и я  зад ан н о й  последо­
вательности  сигнала  х ( п )  на весовую последовательность w.(n) 
(окно).  Вопросы применения окон при цифровой ф ильтрац ии  
обсуж дали сь  в п. 2.4.2. У читы вая эквивалентность  Б П Ф  и ц и ф ­
ровой ф ильтрации, отметим, что сказан н ое  в 2.4.2 в отношении 
применения окон в полной мере относится т а к ж е  и к Б П Ф .



4 .  Эф ф е н т ы  к он еч н ой  р а з р я д н о с т и  

р е г и с т р о в  в ц и ф р о в ы х  ф и л ь т р а х

4.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ ОБ ЭФФЕКТАХ  
КОНЕЧНОЙ Р А З Р Я Д Н О С Т И

В ы ш е при ан ал и зе  алгоритмов и хар ак тер и сти к  у ст ­
ройств цифровой обработки  предполагалось , что постоянные 
(коэфф ициенты  Ц Ф ) и переменны е (отсчеты сигналов) я в л я ­
ются непреры вны м и по амплитуде, т. е. могут приним ать 
лю бы е значения  с неограниченной точностью. Р еал ь н о  точность 
цифровы х процессоров ограничена, т а к  к а к  используем ы е в них 
регистры имеют конечное число разрядов .  Все элем енты  п р о ­
цессора оперируют двоичны ми кодам и  (словами ) с конечным 
числом бит. Э ф ф екты  конечной разрядн ости  могут существенно, 
вли ять  на точность и характери сти ки  ци ф ровы х систем, а в н е ­
которых случаях , — д а ж е  на их норм альн ое  ф ункционирование. 
Поэтому необходим обоснованный выбор р азрядн ости  регистров.

Э ф ф екты  конечной р азрядн ости  по-разном у п роявляю тся  в 
зависимости от способа п редставлени я  чисел в процессоре: 
с фиксированной или п лаваю щ ей  "точкой. Н и ж е  мы ограничимся 
представлением  чисел с ф иксированной точкой.

В процессорах  ЦФ, использую щ их ариф м ети ку  с ф и кси р о в ан ­
ной точкой, влияни е  конечной разрядн ости  регистров проявляет  
ся в двух  основных катего р и ях :  э ф ф ек тах  к ван то ван и я  и пере­
полнения.

В свою очередь эф ф ек ты  к ван тован и я  п о д р аздел яю тся  на:
а) кван тован и е  входной последовательности; б) кван тован ие  
коэффициентов фильтров; в) округление или усечение р е зу л ь ­
татов  ариф м етических  операций (произведений).

Во многих случаях  кван тован и е  и округление м ож н о р а с ­
см атр и вать  к а к  источник аддитивной помехи (ш у м а ) .  Д л я  а н а ­
л и за  ошибок, обусловленны х таким и  ш ум ам и, необходимы н ек о ­
торые сведения из теории дискретны х случайны х процессов, а
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именно: способ определения дисперсии помехи на выходе ц и ф ­
ровой системы при воздействии на ее входе стационарного  д и с­
кретного ш ума.

П усть з а д а н а  ограниченная  по длительности  случайн ая  по ­
следовательность  х ( п ) ,  п =  0, 1, N — 1 с нулевы м средним.
К омплексны й спектр X  ) некоторой р еал и зац и и  этого п р о ­
цесса мож но определить по (1.31) способом, приведенным в р а з ­
деле  1. Энергетический спектр р еал и зац и и  Фр (и>) получим к а к  
произведение спектра X ( e J,n) на комплексно - сопряж енны й 
спектр с последую щ им делением  на длину последовательности:

Фр(ш) =  (1/Л ) Л |с-г I .Yu- ' ) .  > (4.1)

И м ея  в виду соотношения 2 =  е 7'10 д л я  произвольной точки 
z -плоскости м ож но написать
Фр (г) =  (1 / N)  X (z) V с  ). (4.1,а)

Д л я  того, чтобы перейти от спектра некоторой р еал и зац и и  к 
спектру случайного дискретного  процесса, необходимо в (4.1), 
(4.1,а) выполнить усреднение по м нож еству  р еализаци й
Ф(со) =  Е {Фр(со)},

Ф ( г )  =  Е { Ф р (д)},

где Е{-}— символ усреднения. К ром е того, если последовательность 
х ( п )  бесконечна, то необходимо т а к ж е  выполнить предельный 
переход при .¥ - >  ос.

Энергетический спектр на вы ходе дискретной системы мож но 
получить обычным образом , ум нож ив  спектр на  входе на  к в а д ­
рат  м одуля частотной х арактери сти ки  системы:

Ф . ы х М  =  Ф вх!<о) | t f ( e ' “ ) | 2. (4.2)

П рим енительно к (4.1,а) запи ш ем

Фвых(2) =  ФвДд)  Н ( г )  Я ( 2 - > ) .  (4.2а)

Д л я  получения дисперсии помехи на  выходе ствых проинтегри­
руем ее энергетический спектр:

°вЫХ =  ( ! / 2 я ) / ф Вх(0)) | Я ( е ^ ) ^ о .  (4.3)

В д-плоскоети интегрирование вы полняется  по окруж ности  
единичного радиуса :

о*вых =  (1/2nj )  j> Ф вх(2 ) Я (2 ) Я (2- '> 2 - 1  dz.  (4.4)
]z|  =  l
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Особый интерес п ред ставляет  случай, когда  на входе воздей ­
ствует шум с равномерной спектральной  плотностью — белый 
шум, д л я  которого O bx(oj) =  Фо — const. В этом случае

а вы х =  (ф о/2л) J  | Я ( е > )  | 2</со,
х —r-TZ

°вы\ ~  (Ф 0/2лу) Г Я {z) H ( z ~ l) z - 1 dz.  
i ■ i == i

В р а зд ел е  1 показано , что спект­
рал ьн ы е  функции дискретны х п ро­
цессов полностью определены  на 
ин тервале  частот  — л  <  и  <  я  или, 
что то ж е  самое, на  и н тервале  
1/2 <  f <  1/2. П оэтом у дискретный 
белый шум имеет  конечную д и сп ер­
сию (м ощ н ость) .  П ри полосе частот, 
равной  1, дисперсия белого ш ум а 
а20 =  Ф 0 (рис. 4 .1). У читы вая  это,
Перепишем (4.5), (4.6) к а к  •

1/2

0; пу =  сДИ | Н ( е * * ' )  12df  =  (< Д /2 л )  \ \Я ( е Д  Д /с о ,  (4.7)
-  1/2

а* =  (о2о!2л  j ) j)  Я  (z)  Я  (2-1) Г - 1 dz.  (4.8)
|2 | =  i

Д  4.2. Ш У М  К В А Н Т О В А Н И Я  В Х О Д Н О Г О  С И Г Н А Л А

К ван то вател ь  по уровню, функции которого вы полняет  
входной аналого-циф ровой  п р ео б р азо в ател ь  А Ц П , преобразует  
входной сигнал  в одно из 2Ь~Л допустимы х значений, где 6—-раз- . 
рядность двоичного кода, в котором п редставляю тся  вы бороч­
ные значения  сигнала. З д есь  величина b учиты вает  знаковы й 
бит двоичного числа. Т акой  кван то вател ь  имеет нелинейную 
ступенчатую  характеристику; вход вы ход (ри с .4 .2 ) . Если п ред ­
полож ить, что динам ический  ди ап азо н  входного сигнала  з а к л ю ­
чен в пределах  (— 1,1), то величина ш ага  кван тован и я  составит 
А =  2--b+l.

С ущ ествую т разли чн ы е  критерии, по которым у с т ан а в л и в а е т ­
ся соответствие  м еж ду  аналоговы м  и кван тован ны м  значениям и 
сигнала. В часто используемом способе округления к в а н то в а н ­
ному значению  сигнала  п ри сваи вается  б ли ж ай ш и й  допустимый
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Р и с .  4.2

уровень  k A ,  если в е л и ­
чина аналогового  си­
г н ал а  находится  в ин­
те р в ал е  (k  — 1/2) А <  
<  х <  (к +  1/2) Д.

К вантованны й (ц и ф ­
ровой) сигнал  х ц (п ) 
мож но нап исать  в виде 
суммы исходного з н а ­
чения сигнала  и н е ­
которой с л у ч а й н о й  
ошибки кван тован ия: 
л:ц(га) =  х { п )  +  е кв ( п ) . 
Очевидно, что при о к ­
руглении ош ибка не 
превы ш ает  половины 
ш а г а  кван тован ия  
|о<вта* ! <  Д/2. О ш ибка  
имеет равном ерное р а с ­
пределение плотности 

Среднее ошибки < е >  = 0 ,  а 
>  =  А2/ \ 2  =  2 26/3. Отсчеты

вероятности на и н тервале  Зг Д/2.
2 2дисперсия составляет  о Кв =  <  е'к 

последовательности  е кв(п)  некоррели рованы  м еж ду  собой и с 
входной последовательностью  х ( п ) .  Поэтому такую  помеху 
м ож но р ассм атр и вать  как  дискретны й белый шум. Д исперсия  
шума кван тован и я  на выходе ф и л ьтр а  согласно (4.5) составляет

, ч - (2/3 2Н (1/2л) j ‘ / /  (с ) 2</,„. (4.9)

Д исперсия  Окввых м о ж ет  служ и ть  в качестве  количественной 
меры ошибки, обусловленной кван тован ием  входного сигнала.

Н а  п ракти ке  величина разрядн ости  b вы бирается  в пределах  
8 ж 20 бит, наи более  часто — 12 бит.

4.3. О Ш И Б К И  В  Ц ф ,  В О З Н И К А Ю Щ И Е  
В С Л Е Д С Т В И Е  К В А Н Т О В А Н И Я  
К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  [ / ]

К вантование  коэфф ициентов приводит к ош ибкам  
частотных х ар актер и сти к  Ц Ф .

Р ассм отри м  такого  рода ошибки применительно к БИ Х - 
фильтру.
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П ер едато чн ая  функция реального  Б И Х -ф н л ьтр а  
м м

И р (z)  =  ( v  fiai z  /) / ( 1 +  v  (7. ,. г - «) (4.10)
1=0 i=1

отличается  от передаточной функции идеального  ф ильтра  
м м

Н  (z)  =  ( 2 М  -) / ( !  +  v f(; :  ) (4.11)
1=0 . /= 1

значениям и  коэффициентов а п1, /у,,. К вантованны е  коэф ф иц иен­
ты реального  Ц Ф  мож но представи ть  в виде
d ui — cij +  а;,

b Ц! =  bi +  (3,,

где щ,  Р/ — погрешности кван тован ия .

Эти погрешности суть случайны е независим ы е величины с 
равном ерной плотностью распределен ия  вероятности. В случае 
округления при кван тован ии  коэфф ициентов погрешности имеют 
нулевое среднее. Д исп ерси я  зависи т  от числа бит в двоичном 
коде коэффициентов и м ож ет  быть определена подобно д и сп ер­
сии кван тован ия  сигнала (см. 4.2).

С реднеквадрати ческую  ош ибку частотной характери сти ки  
нетрудно получить, используя (4.10), (4.11):

° 2К0,Ф =  Е | ( 1/2л) j  |Н р ( с П  -  Н {eb° ) \ *d  (о, (4.1 2)
—% '

где ЕМ — символ усреднения по множ еству.

4.4. О ШИ Б К И  О К Р У Г Л Е Н И Я  В ЦФ

А нализ ош ибок округления проведем т а к ж е  п ри м е­
нительно к Б И Х  ЦФ.  Такого  рода ошибки в Ц Ф  возникаю т 
при округлении произведений чисел. Р ассм отри м  суть этих 
ошибок.

Д л я  этого обратим ся  к алгоритму (2.1) Б И Х -ф н льтра
м  L

Уи(«) =  2  b n, %п (n— i) —  2  Ш « У и i («-М ) • (4.13)
i=0 1=1

В (4.13) предполагается , что все частные произведения
b a i X n (n — /),  а ц ; уц (« — I) вы числяю тся абсолю тно точно.

'О д н а к о  реально  р еал и зо в ать  такой  алгоритм  не п р ед ­
ставляется  возм ож н ы м  вследствие увеличения разрядн ости  п ро­
изведения по сравнению  с разр ядн о стью  сомножителей.
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П редп олож им , что отсчеты сигнала  х а (п)  находятся  в и н тер­
вал е  (— 1,1) и представлены  двоичными кодами длиной Ьс бит. 
Р а зр я д н о с ть  выходной величины уц (п)  примем т а к ж е  Ъс бит. 
В свою очередь, д л я  коэффиДиентов а у(у 6уг- примем р а з р я д ­
ность Ьк бит и п редполож и м  | а ц | <  1, |6ц:| <  1. П ри этих у с л о ­
виях  частны е произведения в (4.13) по абсолю тной величине 
не п ревы ш аю т 1 и имеют разр ядн о сть  +  Ьк бит. Д л я  того, 
чтобы поместить частное произведение в регистр с р а з р я д н о ­
стью 6С бит, необходимо соответственно укоротить его.

Сущ ествует д в а  способа ограничения дли ны  кода  п рои зве­
дения: усечение и округление. В случае  усечения сохраняю тся  
старш ие 6 С бит, а м л адш и е  Ьк бит отбрасы ваю тся . П ри окр у г ­
лении предварительн о  анализи руется  значение (6 С+  1)-го бита 
произведения. В случае, если значение  этого бита нуль, то п р о ­
изводится  опи сан ная  выш е процедура  усечения. Если значение 
(Ьс +  1)-го бита =  Г, то после процедуры  усечения в м ладш ий 
р а з р я д  произведения п ри бавляется  1. О кругление обеспечивает 
больш ую точность, но сопряж ен о  с дополнительны м и затр атам и . 
Н и ж е  мы ограничим ся  лиш ь ан али зом  ош ибок округления.

К ак  видно, процедура округления произведений подобна 
кван тован ию  сигнала, рассм отренн ом у вы ш е в 4.2. П оэтому 
о казы ваю тся  подобными характери сти ки  ош ибок кван тован и я  и 
округления. В частности, ош ибка округления  явл яется  сл у чай 1 
ной величиной с м акси м альн ы м  абсолю тны м  значением  2_ 4 с , 
нулевым средним и дисперсией 2 йс/3. Зн ач ен и я  ошибки ок р у г ­
ления  к а ж д о го  частного произведения статистически незави си ­
мы и поэтому образую т  дискретны й белый шум.
. Т аки м  образом , к а ж д о е  сл агаем о е  в правой  части (4.13) 

вклю чает  в себя случайную  компоненту ошибки округления. В 
фильтр удобно ввести источники помехи (ш у м а ) ,  имитирующ ие 
эти ошибки. А лгоритм  ф ильтра, учиты ваю щ и й округление п ро­
изведений, содерж и т  М  -f  L  +  1 таких  источников ш ума. Все эти 
источники взаим но  независимы. Они могут быть объединены 
в один источник. Введение источников ш ума в ум нож ители  Ц Ф  
и объединение их в совокупный источник д л я  прямой формы 
Б И Х -ф и л ьтр а  второго п оряд ка  показан о  на рис. 4.3,а и б соот­
ветственно.

Среднее совокупного ш ума по-преж нему равно нулю, а д и с ­
персия увеличивается  пропорционально числу источников, т. е. 
в М  +  L  +  1 раз. У читы вая сказанное, мож но написать  

м L
Уцокр(л) =  2 & и ( * ц ( « — 0  — 2 а цг*/цокр(« — 0  +  es (rt), (4.14)

( = 0 :=«

76



где у цокр(«) — выходной сигнал при учете округления п р о и з­
ведений, e s (л) — сум м арны й белый шум, обусловленный округ­
лением. К ром е того,
<  es (п)  >  =  О, < с2 >  =  {M + L  +  1) 2*с /з .  (4.15)

Д л я  ош ибки округления  на выходе ф ильтра  

е ( « )  =  У ЦОкр(«) — г/„(л)

’ С1

6
Р и с. 4.3
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из (4.13) и (4.14) м ож но получить линейное разностное у р а в ­
нение

е (« )  .+ 2  a u i z (п — г) =  e s (n ) .  (4.16)
i =  1

И з (4.16) видно, что ош ибка е (п)  определяется  только ш у ­
мом еЦ я) и п а р а м е тр ам и  ф ильтра  и не зависи т  от зн ач ений , 
сигналов, ци ркулирую щ и х в фильтре. Это явл яется  следствием 
статистической независимости такого  рода помехи и сигнала.

У равнению  (4.16) соответствует линей ная  система с п ер ед а ­
точной функцией

Т Д )  • ------- 4  , (4.17)
I +  2  « д /  .  V

• i =  1

/=  1
где A ( z )  =  1 +  2  — зн ам ен ател ь  передаточной функции

Ц Ф  (4.11). Н а  входе 
этой системы действует 
шум е ъ(п) , на вы ходе— 
помеха е (п ).

С труктурн ая  схема 
Ц Ф  с учетом ошибки 
округления  приведена 
на рис. 4.4. И м ея  в в и ­
ду (4.15) и (4.17), не­
трудно по (4.8) вычис-

Р  и с. 4.4

лить дисперсию помехи на выходе ф ильтра:
d z

окр вых <  с, > ( 1/ 2 л ^  $  г  А  (г)  А ( г  >)
\z I =1

d z
( M + L + l ) ( 2  " С /3 -1 /2 Л /)  j 1 / 1 ( г ) Л ( , „ , Г

■ |- г i = 1 V ' '
(4.18)

4.5. КОЛЕ Б А НИЯ ПР Е ДЕ ЛЬ НОГ О ЦИКЛА

Выше, в 4.4, п редполагалось , что отсчеты ш ума округ­
ления е ( п )  некоррели рованы  м еж д у  собой, а т а к ж е  с отсчетами 
входной последовательности. Т акое  предполож ение  справедливо, 
если отсчеты входной последовательности изм еняю тся  д о с т а ­
точно быстро, так, что разность  величин соседних отсчетов пре­
вы ш ает  ш аг  кван тован и я  по уровню  А.’О днако, если это условие
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не вы полняется, то становится  несправедливы м  и п р ед п о л о ж е­
ние об отмеченной выш е некоррелированности  ш ум а  о кругле­
ния. Т акое  полож ение  имеет место, например, когда  входная  
последовательность постоянна по величине или имеет нулевое 
значение. В таких  сл у чаях  в Ц Ф  могут возникнуть н е ж е л а т е л ь ­
ные эф ф ек ты  и, в частности, колебания , которы е носят н азван ие  
колебаний предельного цикла.

А нализ колебаний предельного ц и кла  весьма слож ен. П о это ­
му мы ограничимся тем, что рассм отри м  суть таких  колебаний 
на простейш ем примере системы первого порядка:

у ( п )  = х  (п)  — ay (п — 1). (4-19)

О пределим  отклик  у ( п )  этой системы на единичный импульс

( 1 при п =  О,
х ( п )  =  л( 0 при других значениях  времени п

д л я  двух случаев: а) разр ядн о сть  регистров не ограничена, 
б) р азрядн ость  составляет  4 бита (вклю чая  зн ак о в ы й ) .  Д л я  
коэфф ициента  а примем д в а  значения  (— 0,5 и 0,5).

п 0

а =  — 0,5 

1 2 3 4 5 6 7'

У (п ) (точное) 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128

У(п) (о к р у гл ен и е  

д о  4 бит) 1 1/2 1/4 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

п 0

а  =  0,5 

1 2 3 4 5 6 7

У(п) (точное) 1 — 1/2 1/4 ■— 1/8 1/16 -  1/32 1 /64 —  1/128

У СП (о к р у гл ен и е  

до  4 бит) I — 1/2 1/4 - 1 / 8 1/8 - 1 / 8 1/8 - 1 / 8

Г раф ики последовательности  у ( п )  д л я  этих случаев при ве­
дены  на рис. 4.5.

К ак  следовало  ож и дать , точн ая  (без округления  п рои зведе­
ний) последовательность у (и) при нулевой входной п о сл ед о ва­
тельности х ( п )  в обоих случаях  уб ы вает  по абсолю тной величине 
к ак  экспонента. П ри р азрядн ости  регистра  Ьс =  4 отсчеты си гн а ­
ла , величины которы х по абсолю тном у значению  меньш е 1/8, 
округляю тся  до б ли ж ай ш его  больш его (т. е. до 1/8). П оэтом у по 
д остиж ении уровня 1/8 д ал ьн ей ш ее  ум еньш ение значений п о ­
следовательности  у ( п )  не происходит. П ри а =  0,5- в ф ильтре 
устан ав ли в ается  колебательны й реж им,
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I
К олебан и я  предельного ц и кла  возни каю т вследствие н ели ­

нейного х а р а к т е р а  процесса округления. В системе первого п о ­
р ядка  связь  м еж ду  ам плитудой этих колебаний и разрядн остью  
регистров достаточно проста и очевидна. В системах второго и 
более высокого п оряд ка  ан али з  колебаний предельного цикла 
существенно усл о ж н яется  [1.2]. О днако  об щ ая  законом ерность  
сохраняется : д л я  обеспечения м алости  колебаний необходимо 
использовать  регистры достаточно больш ой разрядности ,

„ 4.6. К О Л Е Б А Н И Я  П Е Р Е П О Л Н Е Н И Я

Р ассм отри м  еще один вид возм ож н ы х  колебаний , в о з ­
никновение которого связано  с ограниченностью  разрядн ости  
регистров в Ц Ф . Т акие колебан и я  происходят при переполнении 
сум м аторов  Ц Ф .

В ы ш е ,в 4.4, отмечалось, что в Ц Ф  входная, вы ходная  после­
довательности  и пром еж уточны е значения  сигналов норм и рую т­
ся так, чтобы по абсолю тной величине они не превосходили 1. 
Д воичны й 6-битовый код такого  числа содерж ит  знаковы й стар- 
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ший бит (0->-« +  »; справа  от которого р асп олагаете^
точка ( з а п я т а я ) ,  р а зд ел я ю щ а я  целую и дробную  части числа, и 
дал ее  кодовая  последовательность из b - 1 бит, п р ед став л яю щ ая  
дробную  часть. Н аи больш ее  полож ительн ое  число, п р ед став и ­
мое в такой  системе, имеет величину 1— 2 ''+1. Н апри м ер , при 
Ь =  Ъ— это 0.1111 —>- 0,9375. П ри использовании системы счи сле­
ния в дополнительном  коде, в тех ж е  условиях, наибольш им  по 
абсолю тном у значению  отрицательны м  числом будет 1.0000-*-— 1,0. 

.Н етрудно видеть, что полож ительное  число, больш ее 
предельно допустимого, будет заф и кси рован о  как  о тр и ц ател ь ­
ное. В самом деле  0.1111 +  0.0001 =  1 .0000— -  1,0. Х ар ак тер и с ­
тика  сум м атора , р аботаю щ его  в дополнительном  коде, имеет 
вид, представленны й на рис. 4.6. Такой вид х ар актеристики  сум ­

м атора при наличии переполнения м ож ет  служ ить  причиной в о з ­
никновения колебаний в Ц Ф  при постоянном сигнале на входе 
или д а ж е  при отсутствии входного сигнала. В отличие от к о л е ­
баний предельного цикла колебан и я  переполнения имеют вы со­
кий уровень, близкий к м акси м альн ой  величине выходного
сигнала.

К олебан и я  переполнения у с т р а н я ­
ются путем изменения характери сти ки  
сум м атора . В частности, за м е н а  обы ч­
ного су м м атора  чисел в д оп олн и тель­
ном коде на сумматор с насы щ ением  
гарантирует  исклю чение колебаний 
переполнения. Х ар актер и сти ка  с у м м а ­
тора с насы щ ением  приведена на 
рис. 4.7. Ф ильтр с такой  х а р а к т е р и с ­
тикой в моменты переполнения стан о­
вится нелинейным. Эта нелинейность 
приводит к возникновению  ош ибок
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ф ильтрации. П оэтом у необходимо м асш таби р о ван и е  сигналов, 
при котором относительное время вхож дения  ф и льтра  в н ел и ­
нейный р еж и м  о казы вается  малым.

В заклю чени е  отметим, что вопросы, связанны е с э ф ф е к т а м и ч 
конечной р азрядн ости  в Ц Ф , достаточно слож ны  и не исчерпы ­
ваю тся  сведениями, приведенными в н астоящ ем  разделе . Более 
полное освещение этих вопросов д ан о  в многочисленных книгах 
и публи к ац и ях  в периодической печати.
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П р и л о ж е н и е  1

' Т  П.1.1.  Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А  Т Е О Р Е М  Z - П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я

1. Свойство линейности.  П одставим  в ы р аж ен и е  х ( п )  =  
=  a x i ( n )  +  b х 2(п)  в (1.12):

оо оо
X  (z) =  а 2  И  ,(n) z ~ n +  b 2  x 2(n) z ~ n — a X i  (z) +  b Х 2 (z ) .

n= 0 n—О

П олученное равенство  д о к а зы в а е т  свойство линейности Z -преоб- 
разовани я .

2. Теорема о сдвиге  во вр ем енно й  области. Зап и ш ем
ОО

Z { x ( n — k )} =  2  x (n — k ) z ~ n. П редп олож и м , что x ( n )  = 0  при

n  <  0. Тогда, если X ( z ) =  2  x { n ) z ~ n, то 2  x (n — k ) z  n ~
n —0 n—0

oo oo
=  2  x (n —k ) z ~ n — z ~ k 2  x ( m ) z - m =  z ~ k Z ( z ) ,

n = k  m = 0  ,

что и тр ебовалось  доказать .
3. Теорема о Z -п реобразовании  свертки. З ап и ш ем  свертку

у { п )  =  2  х {аг) h ( n — m ) .
. m =  0

О п р е д е л и м 'Z -п реобразование  свертки:
ОО ОО ОО

Y ( z )  — 2  У( п ) г ~ п ~  2  i x ( m )  h ( n — m ) ] z ~ n.
n =  0 n =  0 m j— 0

П ерем еним  п орядок  сум м ировани я  и учтем, что h (п)  = 0  при 
п  <  0. П ри  этом

ОО оо
T (z)  =  2  x (m)  2  h { n —m ) z - n, ( П .1.1)

#7 3*0 ПръГП
83



Зам ен и м  во второй сумме (11.1.1) переменную суммирований
ОО ОО

г =  л — т. Тогда Y ( z )  =  2  x ( m ) z - m 2  h(r)z-~r =  X ( z )  H ( z ) ,
m = 0 r — 0

что и требовалось  д о казать .
4. Теорема об обратном Z -преобразовании .  У множ им равен-

ОО
ство X ( z )  =  v  x ( r )  z ~ r на г п~ 1:г 

/■ = 0
оо

X  (z) Zn—1 =  2  X (г) 2”—Г—1 "  7' ^ г
г = 0

и д ал ее  вычислим контурны е ин тегралы  от левой и правой ч ас ­
тей полученного вы раж ен и я .  В качестве  контура и н тегри рова­
ния в Z -плоскости (см. рис. 1.4) выберем  окруж ность единич­
ного р ади у са  |zj =  l. Получим при этом

/» 00
(р X ( z )  z n~ l d z  =  ^  x (r ) I 2'"“ r“ I dz.  (П.1.2)

1*1 =  1 r =  0 | г j =  1
Согласно известной в теории функций комплексного пере­

менного теорем е Коши

|  ~/п—г—1 dz  — \ 2 л  /  при г =  п,

И  =  > 1 0 ' в други х  случаях.
Следовательно, в правой части (П. 1,2) только  один член суммы
отличен от нуля, д л я  которого г =  п. У читы вая  это, получим
ф орм улу  обратного  Z -преобразования

х ( п )  =  ( 1 /2 л / )  (j) X ( z )  z n 1 dz.
I *}.= i

П.1.2.  П Р И М Е Р Ы  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  П Р Я М О Г О  
Z - П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я

Вычислим Z -п р е о б р а з о в а н и я  сигналов, при веден­
ных в 2.1.

( 1 при п  =  0 . . .  . ,
1) Х(п)  «  л Л  (2) == 2 * (л ) z - «  =  Х(п)Z~n

{ 0 при п ф  0, п = 0

( сп при п >  0,
2 ) х { п )  — {

{ 0 при п  <  0, | с | <  1.
_  оо ОО
В ы р аж ен и е  X ( z )  =  2  cn z - ’l =  2  ( c z - 1)"  ( П . 1,3)

n=0 Я =О
84
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явл яется  геометрической прогрессией. О бласть  сходимости су м ­
мы в (П. 1.3) составляет  | cz 11 <  1 или | z ] > c .

В этой области  X ( z )  =  lim 1 (c? ) _  1
, v - v  o o  1   С  г

3) x ( n )  =
1 при я  >  О, 

О при я  <  0.

П о л а г а я  в результате ,  полученном в предш ествую щ ем  примере 
с =  1, д л я  области  z -плоскости, где 12 11 >  1, получим

В Д - 1 ^  =  7 3 1 -

З ам ети м , что. область  сходимости в дан ном  случае  — вся 
2 -плоскость, кром е внутренности круга  единичного радиуса. 

4) х ( п )  =  sin  о  л; п >  0.
ОО 0 0 , 0 0

X ( z )  = 2  s i n o  л z - "  — (1 /2 / ') (2  e_/mraZ” n — 2  е/ mnz ~ n) .
/2 =  0 п = О /2 = 0'

В области  |z_ l .| >  1 суммы  в правой части этого равенства  сх о ­
дятся . У читы вая  результат ,  полученный в примере 2, запиш ем

В Д  = 1 / 2  j  ^ 1 1
 ̂ -

s i l l " ' • Z - 1

1 — е —' 01 г  л 1 — е !' 2 ' I - 1 —  2 COS<*> . 2  1 Д  2 2

П . 1.3. П Р И М Е Р Ы  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  О Б Р А Т Н О Г О  
Z -П Р Е О Б Р А З О В  А Н  И Я

1) X  (z) =  1/(1 — 0,5 ).

О пределим  х ( я) rto (1.14):
{* 7п 1 С ■у и

х ( п )  =  (1 /2 Л У) cjj Clz =  (1/2 n j)  I  dz.
|2 |=1 ’ | 2 | = J ’

(П.1.4)

Контурный ин теграл  в ( П .1.4) в п р ед елах  контура ин тегриро­
вани я  |zj —' 1 имеет один простой полю с в точке 2о =  0,5. Вычет 
относительно простого полю са составит R e s ( 20) = 2 я / 0,5" при 
я  >  0. С ледовательно ,

[ 0,5" при я  >  О,

А’(Л) =  |  0 при я  <  0.

Зам ети м , что здесь реш ается  о б р атн ая  за д а ч а  по отношению 
к примеру 2 (П. 1.2) д л я  случая  с =  0,5.
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2) Реш и м  предш ествую щ ую  з а д а ч у  путем р азл о ж ен и я  

- м ч -  | _ < К ,  ' (П.1.6)

в ряд (1.16).
П ростым делением  числителя на зн ам ен ател ь  в правой  части 
(П. 1.6) получим

1 | 1 —  0,5 г - 1

1 +  0.5 г - - 1 +  0.25 г - 2 +  ...
0,5 г —1 

~ п.’5 г ' ~  °-25 г~ 2 
_  0,25 г - 2 

"0,25 г  -2 —  0,125 г —3

0,125 г —3. .

С ледовательно, X ( z )  =  1 +  0,5 z™4 +  0,25 z ~ 2 +  ,,,
Согласно (1.17) имеем

х  (0) =  1, л-(1) =  0,5, х (2) =  0,25, ... (П.1.7)

Н етрудно  убедиться , что численное решение (П. 1.7) совпа­
д ае т  с (П. 1.5).

П р и л о ж е н и е  2

П.2.1 К Р А Т К И Е  С В Е Д Е Н И Я  О Б  А Н А Л О Г О В Ы Х  Ф И Л Ь Т Р А Х  
И  С П О С О Б А Х  И Х  Р А С Ч Е Т А

Р асп р о стр ан ен н ая  процедура  р асчета  частотно-изби­
рательн ы х  АФ вы полняется  в два  этапа . С н ач ал а  рассчи ты вает ­
ся ф ильтр Н Ч  со стан дартной  (обычно единичной) полосой п р о ­
пускания и с требуем ы м и п а р а м е тр ам и  по избирательности, 
неравном ерности  х ар актер и сти к  и т. п. З а те м  вы полняется  ч а с ­
тотное п реобразован и е  стандартного  Ф Н Ч  в ф ильтр заданного  
типа и с требуемой полосой пропускания  (полосой н еп ропуска­
ни я) .  Способ этого п р еоб разован и я  не зависи т  от характери сти к  
ф ильтра  и определяется  исклю чительно типом п реобразования  
(например, Ф Н Ч  — полосовой фильтр, Ф Н Ч  — Ф В Ч  и т. д.) [1,2]. 
П оэтом у при такой  процедуре проектирования  АФ наибольш ий 
интерес 'п редставляю т методы расчета  фильтров Н Ч . Р а с с м о т ­



рим эти методы д ля  двух  наиболее известных типов фильтров: 
Б аттер во р д а  и Ч ебы ш ева .

Ф и л ь т р ы  Б  а т т 'е р в о р д  а. Т аки е  ф ильтры  имею т м а к ­
сим ально  плоскую АЧХ в полосе пропускания. К ром е того, АЧХ 
является  монотонной как  в полосе пропускания, т а к  и в полосе 
непропускания. Эти свойства следую т из в ы р аж ен и я  д ля  к в а д ­
рата  модуля частотной характеристики  фильтров Б аттер во р д а :

| Я а ( / со.) | 2 = ------ г ~ - Т 2Т ,  (П .2.1)
1 + (—\ м пг

где (опр— частота среза  полосы, пропускания, п  — порядок 
ф ильтра.

Н а  границе полосы п роп ускани я  при <в =  <йПп ]Я а ( / со а) |2 =  0,5 
и, следовательно, зату х ан и е  составляет  3 дБ . И з (П .2.1) видно, 
что | Я а (/<±>)|2 монотонно убывает. И зб и р ател ьн о сть  ф ильтра  
в о зрастает  по мере р о ­
ста его порядка  п. При 
п - > о о  \ На ( /со) |2 ап п р о ­
ксимирует идеальную  
И - об разную  х а р а к т е ­
ристику ф и л ь т р а .
Граф ики  АЧХ ф и л ьт ­
ра  д л я  п — 2, 4, 8 п р и ­
ведены на рис. П .2.1.

Рассм отри м  процеду­
ру получения п е р е д а ­
точной функции ф и л ь т ­
ра Н а(р)  по квад р ату  
м одуля его частотной характеристики .
(П.2.1) в виде

Я  (р) И  (— р) = -----  1

Д л я  этого представим

(П.2.2)

Д а л е е  р а зл о ж и м  правую  часть  (П .2.2) на два  сом нож и теля  и 
выделим сомнож итель, полюсы которого л е ж а т  в левой p -полу­
плоскости, т. е. соответствующ ие передаточной функции устой ­
чивой системы.

П олю сы  (П .2.2) определяю тся  решением уравнени я

- Л - ) 2" + 1 = 0 .  ( Г1.2.3)
/ "’пр /

У равнение (И ,2.3) имеет 2 п корней; _
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Pk =  e ± M  2
+ 2k—1

2 н. ' СОпр ’ k =  1 , 2 , га. (П.2.4)

И з  (П.2.4) видно, что полюсы 
(П .2.2) в р-плоско.сти р а в н о м е р ­
но р аспределен ы  по окруж ности 
ради уса  сопр симметрично оси 
мнимых j  со (рис. П .£.2). Ясно, что 
полю сы не могут л е ж а т ь  на м ни­
мой оси, т а к  к а к  это соответство­
вало бы неустойчивой системе.

Т аким  образом, д л я  п е р е д а ­
точной функции ф ильтра  мож но 
написать: #

ИЛР)  = - (П.2.5)
П (р-

k — \
■Pk)

где pk — полюсы, р асп олож ен н ы е  в левой полуплоскости, 
— постоянная  норм ирования . П ри зад ан н ы х  полосе п р оп уска­

ния сопр и затухании  в полосе непропускания (на частоте <внп) 
расчет  ф ильтра  вклю чает  в себя: а) выбор порядка  ф и льтра  по 
(П .2.1), обеспечиваю щ его требуемое зату х ан и е  на частоте со„п ;
б) вычисление полюсов по (П .2.4); в расчет  передаточной ф у н к ­
ции Я а (р)  по (П .2 .5) .

Ф и л ь т р ы  Ч е б ы ш е в а .  Ф ильтры  Ч ебы ш ева  имеют р а в ­
новеликие пульсации АЧХ в полосе пропускания и монотонную 
АЧХ в полосе непропускания (1 тип) или, наоборот, монотон­
ную АЧХ в полосе пропускания и равновеликие  пульсации в п о ­
лосе непропускания (II  тип).  Н и ж е  р ассм атр и ваю тся  только 
ф ильтры  I типа. Ч ебы ш евски е  ф ильтры  по сравнению  с ф и л ьт ­
рам и Б а ттер в о р д а  имею т меньш ую м акси м альн ую  ош ибку  
оппроксимации АЧХ. В ы р аж ен и е  д л я  к в а д р а т а  м о д у л я ' ч асто т ­
ной характери сти ки  ф ильтра  Ч ебы ш ева  имеет вид

| Л .  » < » > ! * - — Д к ' ГТ.2.6)

где Тк l.v)— полином Ч ебы ш ева  n-й степени, е — п арам етр , х а ­
р актеризую щ и й пульсаций АЧХ в полосе пропускания. Г р аф и к  
к в а д р а та  АЧХ (П .2.6) д л я  п =  4 приведен на рис. П .2.3. Т ам  ж е  
приведен д л я  сравнения  гр аф и к  АЧХ ф ильтра  Б аттер во р д а .  

П олином  Ч ебы ш ева  га-й степени определяется  вы раж ен и ем

f  cos (га arc cos х) при \х\ <  1,

^  I ch ( ra A rc h x )  при \х\ >  1. (П .2.7)
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П олином ы  Ч ебы ш ева  т а к ж е  удовлетворяю т  рекуррентной 
ф орм уле

т п+\{х) =  2 х Т п ( х )  —  Г „ _ , ( * ) ,  (П.2.8)
причем Т0(х)  =  1, Т \ ( х )  =  х.

И з  (П .2.7)' видно, что в полосе проп ускани я  ф и л ьтр а  при 
(«Лопр) <  1 полином Тп2 (со/сопр ) приним ает  значения  м еж ду  
нулем и единицей; вне полосы пропускания  при (со/<опр) >  1 в ы ­
р аж ен и е  arc  cos (со/сопр) п ри ним ает  мнимые значения. П ри 
этом полином Тп (to/coпр) ведет себя к а к  гиперболический коси­
нус: монотонно в о зр астает  с увеличением аргум ента. П оэтом у, 
как  следует  из (П .2.6), | Я а ( /с о ) |2 имеет пульсирую щ ий х а р а к ­
тер м еж д у  1 и 1/(1 +  е2) д л я  0 с  (ш/(опр) <  1 и монотонно с п а ­
д ае т  при ( со/сопр)- >  1. *

Ф ильтр Ч ебы ш ева  полностью 
определяется  величинам и е, о  „р 
и п. П о р я д о к  ф ильтра  в ы б и р а е т ­
ся исходя из обеспечения тр ебу е ­
мого зату х ан и я  в полосе неп ро­
пускания. П ер едато чн ая  ф ункция 
Н л (р)  определяется  из | Я а (/<в)|2 
к а к  п. ранее по (П .2.5). М ож н о 
п о казать  [1.2], что д л я  ф ильтра  
с единичной полосой сопр =  1 п о ­
лю сы функции Я а (р ) Я а (— р)  
л е ж а т  на эллип се  с больш ой по­
луосью c h y „  (вдоль оси j  со) и 
м алой  полуосью sh у п (рис. П .2.4), 
где у п — (1/л) A rsh  1/е.
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И ском ы е п  полюсов, расп олож ен н ы е  в левой р-полуш ю скости, 
находятся  в точках

р к =  sh у п sin  [(2& — 1)я /2л ]  +  j  ch у п cos [ (2  k — 1)я/2л_|. (П .2.9)

Г раф ический способ р азм ещ ен и я  полюсов ф ильтров  Ч е б ы ­
ш ева на эллипсе состоит на первом этапе  в делении большой 
окруж ности  (радиуса , равного больш ой полуоси эллип са)  точно 
так, к а к  это вы полнялось  при определении полюсов фильтров 
Б а т т ер в о р д а  (рис. П .2.4). Д а л е е  необходимо провести радиусы, 
проходящ ие через точки деления  окруж ности. Точки пересече­
ния радиусов с эллипсом  оп ределяю т координ аты  полюсов 
ф и льтра  Ч ебы ш ева .

П.2.2.  П Р И М Е Р Ы  Р А С Ч Е Т А  Ц И Ф Р О В Ы Х  
Б И Х - Ф И Л Ь Т Р О В  Н Ч

П р и м е р  Т. Р ассчи тать  Б И Х -ф ильтр , имею щий по 
уровню  — З д Б  полосу пропускания  0 -н 1000 Гц, полосу непро­
пускания с зату х ан и ем  не менее 10 д Б  на частотах  выш е 2000 Гц. 
А м плитудная  характери сти ка  ЦФ  в полосах  пропускания и н е ­
п ропускания  д о л ж н а  быть монотонной. Ч астоту  дискретизации 
принять равной 10 кГц.

Р е ш е н и е .  З а д а н н о м у  требовани ю  по (виду А ЧХ  у д о влет ­
воряет  ф ильтр  Б а ттер в о р д а .  П рим ени м  д л я  расчета  Ц Ф  метод 
билинейного п реобразования . Р асчет  выполним в три этапа.

1. К о р р ек ц и я  искаж ения частотной ш калы , характерного  
д л я  метода б и линейн ого  преобразования .  К оррекцию  проведем 
путем перерасчета  по (2.18) граничны х частот полосы п р оп уска­
ния (опр и полосы непропускания сонп Ц Ф  в соответствующие 
частоты со а пр . со а нп аналогового  ф ильтра  — прототипа:

2  х « п р  Т  2 , 2 л  Ю 3 • 10—4 п с и о е  Ю 4
« а  пр =  - у -  t g  — f —  =  - j p r  t g  2------------ =  ° ' 6 4 9 8  • 1 0  Р а д / с ;

2 , . « н п Г  2 , 2 л  2- 103 • 10 1 а 4 „ „ п / л
ша ни — т t g  2 — j о_4 2 2 1,4531 • 10 рад/с.

. 2. Расчет аналогового  фильтра Баттерворда:
а) О пределим  п орядок  ф ильтра  п  из условия обеспечения 

требуемого затухан и я  ( 1 0 д Б )  на частоте  соанп- К а к  видно из 
(П .2.1), это условие обеспечивается  при выполнении неравенства

1 +  (о) а нп / о а  п.. ) 2" >  1 ° '

П одставим  значения  соапр. соаппи получим 2,23612г! >  10.
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Реш ением  этого уравнени я  явл яется  1,3659.
I [ринимаем п  =  2.

б) И щ ем  полюсы аналогового  ф и л ьтр а  Б а ттер в о р д а  по 
(П .2.4). П е р едато чн ая  ф ункция (П .2.2) имеет 2 п  полюсов, р а в ­
номерно располож ен ны х  в p -плоскости на окруж ности  радиуса  
<-оапр . Т а к  к а к  п  — четное, то на. вещ ественной оси полю сов нет. 
В левой полуплоскости л е ж а т  два  комплексно сопряж ен ны х 
полю са: •
р \ ,2 =  0,6498- 10+4 (cos 135° ±  j sin  1 3 5 ° )= (  —0,4611 ± / 0,4611) 10+4,

в) О пределим  по (П .2.5) передаточную  функцию АФ:

Я  (п) = __________ -  .
Л Р )  ( P - P i ) ( p - P t )

М н ож и тель  р \ р 2 в числителе вы бираем  из условия  

Я а (0) =  1. П осле  подстановки дан н ы х  получим 
0,4232 • 108

ПАР) -  р2 + о,9211 • ТО4/; +  0,4232- 108 '

3. Д искрет изация  А Ф  методом б и ли н ей н о го  преобразования .  
Зап и ш ем  оператор билинейного п реоб разован и я  

2 1 -  г 1 2 1 — г - 1
Р Т 1 i  - 1 104 1 +  г 1 '

Выполним преобразован и е  H a ( p ) - + H ( z )  по (2.16). В р е зу л ь ­
тате  д л я  передаточной функции Ц Ф  получим

, 0,0676 (1 +  2 г - 1 4 г - 2)
n \z) — j +  1>411б2_ Г +  0,4124 с 2 '

Рис. 11.2.5

Структурная схема ЦФ в Канонической форме приведена на 
рис. П.2.5. Д ля  получения одного отсчета выходного сигнала не­
обходимо'выполнить три операции умножения й четыре операции
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сложения. Умножение на 2 не учитываем, так как  в двоичной 
системе счисления такому умножению соответствует сдвиг на 
один разряд  влево.

П р и м е р  2. Р ассчи тать  Ц Ф , имею щий полосу пропускания 
от 0 до 100 Гц при к олебан и ях  характеристики  0,5 дБ .  АЧХ 
ф ильтра  вне полосы пропускания д о л ж н а  быть монотонной. Т р е ­
буемое затухан и е  на частоте 183 Гц д о лж н о  составлять  не менее 
19д Б . Ч асто та  д и скретизаци и  1000 Гц.

Р е ш е н и е .  Т ребуем ы й вид  АЧХ имеет ф ильтры  Ч ебы ш ева  
1 рода. П рименим метод билинейного п реобразования .

1. П р е о бр а зо ва н и е  характ ерных частот ЦФ 100 и 183 Г ц  
в ан а ло го вы е  частоты:

шапр =  2- 103tg  (2 я  - 100- Ю- 3/2) =  0,6498- 103 рад/с ,

соанп =  2- 103 tg  (2 я -  183- 10 3/2) =  1,259.6 с 103 рад/с .

2. Расчет аналогового  Ф П Ч  Ч ебы ш ева:
а) Р ассчи таем  п ар ам етр  в2. И з  (П .2.6) видно, что задан н ой  

колебательности  АЧХ соответствует условие
1 +  г2 =  100'05 =  1,12202; е2 =  0,12202!

б) О пределим  порядок  ф и л ьтр а  п. Д л я  этого реш аем  у р а в ­
нение 1 +  82 Т„2 (СО а нп /о) а пр ) =  Ю1’9.
Учтем, что (ша1Ш/шапр) =  1,2596- 103/0,6498- 10* «  2.

Тогда

1 +  0,12202- Р„  (2) =  79,4328. (П.2.10)

Р е ш ае м  это уравнение  методом перебора.
Из (П.2.8) следует, что Т2 (х)  =  2 л:2 — 1, Т3 (х)  =  2х3 — Зх. 

Д л я  п — 2 имеем Т2 (2) =  7. П ри этом (П .2.10) при ним ает  вид 
1 +  0,12207 • 72 =  6,98143 <  79,4328.
П ри п «= 2 требуем ая  и збирательность  не обеспечивается.
Д л я  п =  3 получим Т3 (2) =  26. П ри  этом 
1 +  0,12202 - 262 =  81,112 >  79,4329.
Т аки м  образом , п — 3.

в) П роцедура  оты скания  полюсов передаточной функции 
ф и л ьтр а  Ч ебы ш ева  по (П .2.9) достаточно гром оздк ая .  П оэтому 
р а зр а б о т а н ы  таблиц ы  и расчетные граф и ки  д л я  таки х  фильтров', 
которые приведены в справочниках. В частности, передаточная  
ф ункция ф и л ьтр а  Н Ч  Ч ебы ш ева  третьего порядка  с единичной

олосой и при пульсации АЧХ в п р ед ел ах  0,5 д Б  определяется  
в ы раж ен и ем
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Н Л Р )  =  “ “ 1,2529 р2 + Т 5 3 4 9  р  +  о У П т Г  '

П рим еняя  частотное п реобразован и е  [1 ,2]  

p - ^ p /соапр =  Р /0- 10 3-
получим передаточную функцию АФ с требуемой полосой п ро­
пускания;

__________________________ 0 ,2046- 10—э,________________________
Я а (Р) — ^  +  0,8255 - 1 0  -3 р 2 + 0,6862 • 10 6 р + 0,2046 • 10- 9 ' *

Здесь  коэфф ициент г =  0,1023 • 10 3 в зн ам ен ател е  вы бран  
из условия норм и рован ия  Я а (0) =  1.

3. Д искрет изация  передаточной ф ун кц и и  АФ. Выполнив 
операцию  билинейного преобразован и я

H ( z )  =  Я а (р) 2  1 — z - 1 ~  Н -ЛР)} 1 Z - - 1

Т 1 +  г - 1 I Р ~  I +  г - 1

получим искомую передаточную  функцию цифрового БИ Х -
ф ильтра;
„  , . - 0,0159 ( 1 + 3  г - 1 +  3 г —2 +  г - 3)
п Уг > -  1 —  0 ,9 7 4 9 - г - 1 +  1 ,5 2 4 3 - г - 2 — 0,4538 г - 3, ’
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