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L М ЕТОД СОВМ ЕСТНОГО РЕШ ЕН И Я  УРАВНЕНИЙ 
РАВНОВЕСИЯ И УСЛОВИЯ П Л А СТИ ЧН О СТИ  

В ТЕ О РИ И  О БРА БО ТК И  М ЕТАЛЛОВ ДАВЛЕНИЕМ  
(И Н Ж ЕН ЕРН Ы Й  М ЕТО Д )

1Л. Общие положения

Одной из основных задач теории обработки металлов давлением 
является задача определения полей напряжений и деформаций в очаге 
пластического течения металла при проектировании конкретных тех­
нологических процессов. Знание напряженно-деформированного со­
стояния (НДС) позволяет понять картину поведения металла в этом 
процессе, оценить его рациональность, включая особенности матери­
ала, наконец, рассчитать технологические параметры процесса (в ос­
новном деформирующее усилие), конечные геометрические размеры 
продукции, оценить последеформационные свойства металла.

Существует 3 группы методов решения поставленной задачи:
- теоретические;
- экспериментально-теоретические;
- экспериментальные.
Наибольший интерес, хотя бы с экономической точки зрения, пред­

ставляю! теоретические методы.
Инженерный метод является наиболее распространенным предста­

вителем теоретических методов.
Теоретические методы базируются на уравнениях, теории пластич­

ности [1], которых с привлечением граничных условий вполне доста­
точно для определения НДС.

Так, например, деформационная теория использует в декартовой 
системе координат (X,Y,Z):

- три уравнения равновесия:
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д а х /  д х  -f дтху /  3 у •+• дтхг /  3 z  ~  0 ;

дтух /  д х  и- Зсг^ /  д у  4  З т уг /  3z =  0 ; (1)

Этгх /  д х  4  d x zy /  д у  4  Зстг /  3z  =  0 ;

- условие пластичности

<*/ - ° у ) 2 + ( а у ' ^ G '- ~ G * }i 'г 6 ( х*у +т£ +Т̂ =Г(Т,. (2)

где <7 - предел текучести. Если металл не упрочняется, ст =const, 
в противном случае а  = Ф(е;).

- шесть геометрических уравнений (уравнения связи деформаций и 
перемещений):

вх = Эи/дх; Уху = + ЗС//Лс;
s = d l l  /ду; у  = ЗС/ /3z 4  367>Л'/
£  = 3U/3z; £  = 31//ЙС 4 d u /d z ;
- шесть физических уравнений связи напряжений и деформаций:

где

(3)

_С Г,+С Г,,+С Г1

^  “  ~ y ~

~ £у^ * ̂  ~ ^  + ^  + 2^ ’+ ^  
Уравнения (1)-(3) представляют собой систему 17 уравнений с П  

неизвестными. Задача статически определима, приведенных уравнений 
достаточно, чтобы оценить НДС в любой гочке деформируемого тела. 
Для связи НДС с внешним воздействием, кроме того, необходимо до- 
полнительно знать граничные условия. Граничные условия - это изве­
стные условия на поверхности, выраженные, например, через напря­
жения, т.е. на границе (контуре) тела имеется поверхность с заданным 
распределением напряжений. Кроме статических граничные условия 
могут быть и кинематическими, и смешанными.



К сожалению, на сегодняшний день аналитических методов реше­
ния 17 уравнений с 17 неизвестными не существует. И если даже пред­
положить, что удалось бы ее решить, то решение было бы настолько 
сложным, что не имело бы практического значения.

Поэтому в теории ОМ Д вводятся допущения, позволяющие решае­
мые задачи с той или иной степенью приближения свести к частным 
случаям НДС: плоскодеформированному; осесимметричному или плос­
конапряженному.

Условие плоскодеформированного состояния можно использовать 
при анализе таких процессов, как продольная прокатка, осадка пря­
моугольного бруса, длина которого во много раз превышает ширину, 
гибка широкой полосы и другие (рис. 1).

Рис. 1. Технологические схемы деформирования заготовок, когда можно принять 
НДС плоскодеформированиым. а - продольная прокатка, б - осадка прямоугольного 
бруса, в - гибка широкой полосы

б)
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При продольной прокатке и гибке широкой полосы ширина заго­
товки практически неизменна Ьп ~ Ь, аналогично при осадке прямоу­
гольного бруса lg ~ /. Поэтому в указанных случаях деформацией в на­
правлении координаты z  можно пренебречь, т.е, £ ~ 0.. Тогда у -  у ~

у  -  у ~ О,*zy *уг 9
ехг 4  сг д а ,

г  = 0 , <т =  — ~ ; — 1
2  dz

Если заготовка рассматривается в цилиндрической системе коор­
динат (р, 6,2 ), как в случае гибки широкой полосы (рис, 1, в), то

y ^ y ^ y ^ y ^ Q  ; = * = r „  = 0 ;

<in 4 ae daО e  —— *.; - ^ * 0  .2 dz
В этом случае количество используемых уравнений равновесия (1) 

при плоскодеформированном состоянии уменьшается до двух, а остав­
шиеся - упрощаются:

д а  дт+ — 2. = 0 ;

*  *  (4)
дт да.,
— 2 - 4  -~0 .

дх ду

Аналогично уменьшается количество и упрощаются уравнения рав­
новесия в цилиндрической системе координат (pt8,z), Вместо трех урав­
нений для объемной задачи

д а „  I дтр, дт' а в -  &6
.™ £. + JL — JL +  -  4- --1 в  0;

д р  р  д в  d z  р

£ l *  + L  . 4- <?1* 4 l ! ± .  0  ‘
д р  р  д в  dz р  ' (5)

£ Ь г . + 1 . Ё 1 . 1 + ^  + ,1
д р  р  д в  дх р

остаются только два:



Осесимметричное напряженно-деформированное состояние реали­
зуется в таких процессах, как волочение круглого прутка, осадка ци­
линдрической заготовки, протяжка цилиндрической заготовки в вы­
резных бойках к т.д (рис.2).

<3j

6)

Рис. 2. Технологические схемы деформирования заготовок, при которых можно 
принять НДС, осесимметричным: а - золочение круглого прутка, б - осадка цилиндри­
ческой заготовки, £ - протяжка цилиндрической заготовки

Во всех указанных случаях напряжения и деформации не зависят от
координаты 0, кроме того, урв = °> V  = \

$ $  . Уравнения равновесия (5) примут вид



Если цилиндрическая заготовка до деформации остается цилинд­
рической и после деформации, то гр ~ ее> ар ~ <j0. Данный факт относит­
ся к частному случаю осесимметричной задачи.

Для большинства операций листовой штамповки можно принять 
схему напряженного состояния плоской [1]. Например, для таких опе­
раций как вытяжка без утонения стенки, отбортовка, обжим, раздача, 
формовка, размеры очага деформации вдоль срединной поверхности 
заготовки и радиусы кривизны срединной поверхности обычно значи­
тельно больше толщины заготовки. При таких, размерах очага дефор­
мации величины напряжений, перпендикулярных к срединной поверх­
ности заготовки, малы по сравнению с напряжениями, действующими 
параллельно касательным к срединной поверхности.

Таким образом, схема напряженного состояния с достаточной точ­
ностью может быть принята плоской. Для плоского напряженного со­
стояния (сг, -  0) уравнения равновесия в полярных координатах (р. в) 
имеют вид (6)

р  +  -f гг -  <ув ~  0:
И Эр дв  " 6

Здесь ар и о в - нормальные напряжения, действующие в меридио­
нальном (радиальном) и широтном (окружном) направлениях; -  твр 
касательные напряжения, действующие на площадках, перпендикуляр­
ных к широтному и меридиональному направлениям.

В случае осесимметричного деформирования zp(j ~ 0 и уравнения (6) 
заменяются одним уравнением, где напряжения являются функцией 
одной координаты р:

Э(Т
р — £. -ь а  -  сг, ~  0  (8)
И д р  р s ‘

Уравнение равновесия (8) можно использовать для случая, когда 
заготовка или участок очага деформации плоские, а их срединная по­
верхность совпадает с плоскостью р, 0.
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Для пространственной заготовки или пространственного участка 
очага деформации, обладающих осевой симметрией и неизменной тол­
щиной, одно уравнение равновесия, полученное проецированием сил, 
действующих на бесконечно малый элемент, на касательную к поверх­
ности заготовки в меридиональном направлении, должно быть допол­
нено вторым уравнением, полученным проецированием сил на перпен­
дикуляр к поверхности заготовки.'

При проецировании сил на касательную к поверхности заготовки 
в меридиональном направлении (рис.З) получим

Р ' Н с,
*3 •

р ___
sin а

(9)

При проецировании сил ка нормаль к поверхности заготовки (рис.З) 
имеем

CF,

R R {10}

U _ J
'1(7

t Sj> »

Pec. 3. Схема сил, действующих при деформировании 
тонкостенной осесимметричной оболочки
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Подставим значение о киз (10) в (9):

5 а /

Р др sina  й„ R*\ Р ** /
(U)

Здесь р  - расстояние элемента от оси симметрии; R,y и Кв - радиусы 
кривизны срединной поверхности в меридиональном и широтном се­
чениях; р  - коэффициент трения.

Уравнение (11) является общим уравнением равновесия элемента 
заготовки постоянной толщины выделенного в пространственном уча­
стке очага деформации при осесимметричном деформировании заго­
товки с наличием трения на контактной поверхности.

1.2. Дополнительные допущения инженерного метода

Инженерный метод в основном предназначен для определения энер­
госиловых параметров процесса - деформирующего усилия (работа, 
мощность).

Деформирующее усилие передается заготовке через контактную 
поверхность инструмента и заготовки или посредством примыкающих, 
пластически не деформируемых жестких участков тела. При операци­
ях осадки, протяжки, прошивки, выдавливания, объемной штамповки 
и др. деформирующее усилие передается через поверхность контакта 
подвижного инструмента с деформируемым телом. При операциях во­
лочения, вытяжки листового металла, некоторых процессах гибки на­
блюдается второй случай.

Зная величину и распределение напряжений на поверхности кон­
такта (для первого случая) или на границе между очагом деформации 
и «жесткой» зоной (для второго случая)., можно определить величину 
деформирующего усилия:

где а  - закон распределения нормальных напряжений на контакт­
ной поверхности; F - проекция площади контакта на плоскость, пер­
пендикулярную к направлению движения инструмента.

Если деформирующее тело рассматривается в декартовой системе 
координат (х, у, г) и проекция плоскости контакта параллельна плос­
кости хОу, то выражение (12) можно переписать в виде

(12)
F
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В случае, когда нормальное напряжение ан представляет собой ве­
личину постоянную или может быть заменено его средней величиной, 
то в выражении (12) сг можно вынести за знак интеграла:

Р -  (Т F  (при <т -const).
Инженерный метод позволяет определить величину и распределе­

ние нормальных напряжений на контактной поверхности, непосред­
ственно воспринимающей активное усилие. При этом можно сделать 
ряд допущений, позволяющих упростить решение задач:

a) Распределение нормальных напряжений определяют только для 
контактной поверхности (что и требуется для вычисления деформиру­
ющего усилия) при отказе от выявления распределения напряжений 
внутри тела. При этом считают, что нормальные напряжения внутри 
тела равны напряжениям на контактной поверхности. Для случая осад-

д о ,ки (рис.4) данное допущение выражается в том, что = 0. Исполь­

зуя данное допущение, несмотря на наличие контактного трения, дефор­
мацию заготовки принимают однородной (равномерной) и бочкообра- 
зовакием заготовки пренебрегают, при этом напряжения сг и ах (рис. 4) 
на контактной поверхности зависят только от координаты х* Таким 
образом из системы уравнений (4) остается только первое уравнение.

b) Второе дополнительное допущение метода касается касательных 
напряжений, вызванных силами трения. Эти касательные напряжения, 
вообще говоря, не постоянны как вдоль контактной поверхности, так 
и по глубине деформируемого тела. На самой контактной поверхнос­
ти т v ~ т  (см. рис.4). Для описания контактного трения наиболее часто 
употребляются: закон Амонтоиа хк -  цан и закон Зибеля хк = /t er, здесь 
U - коэффициент трения, - фактор трения, который отличается от ц  и 
является коэффициентом трения по напряжению текучести. На осно­
вании экспериментальных данных в инженерном методе принимают, 
что касательные напряжения в глубину деформированного тела рас­
пределяются по линейному закону. Н а контактных поверхностях 
~хУ ~ (см- Рис-4) и равны нулю в середине заготовки.

Графически данное допущение выражается АЛВС  (см. рис.4) и по­
зволяет в оставшемся уравнении равновесия (4) заменить второй член 
Dr.v

записанный в дифференциальной форме, через конечные констан­

ты тк и h. а именно:



Ох~0

Рис. 4. Схема осадки прямоугольной заготовки в условиях 
плоскодеформированного состояния, ег -  О

С учетом (13) первое уравнение системы (4) перепишется в виде

ъ.
dx h

(14)

в) В инженерном методе условия пластичности обычно используют 
также приближенные. Рассмотрим вывод приближенных условий пла­
стичности. Энергетическое условие пластичности в компонентах тен­
зора напряжений для неупрочняемого тела в декартовой системе ко­
ординат записывается в виде (2)

а у У  + ( о  у ~  а ,  /  + ( а 2 ~ а х У + 6 (  т2ху + х2уг + г гх)  = v s

или
(ах-ау)2+(ау ~az/ + ( сг ~ах У  + 6 ft 1у + + %2гх) = 2<т/.(15)

Рассмотрим случай плоскодеформированного состояния. Предпо­
ложим ег = 0, тогда
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Условие (15) несколько упростится, а именно:
4 ,

- .  . . .  ~  — с г  *у /  *> *о \ ?  + 4 с ,  ^  - - а ;  • (16)

Введем обозначение к ~ ~~~ . Величину к часто называют постоян- 
V3

ной пластичности, тог/да (16) можно записать в виде
( < г , - с , ) , + 4 <  = 4 * ’ . (17)

Рассмотрим два крайних случая, когда касательные напряжения 
отсутствуют х ~ 0 и когда касательные напряжения достигают макси­

мального значения Т.су =• ?^„Л. =  ----- 0>s , тогда выражение (17) в том и
2

Тз
другом случае запишется следующим образом: 

ег. -  су„ “  ±2.4 , т*,, = 0 ;

t7r - O y - 0 ,  ^

Условия (18) к (19) являются точными условиями пластичности для 
указанных случаев. Однако возникает вопрос, до каких значений т 
можно использовать либо условие (18), либо (19).

Данный вопрос исследовал Е.П.Унксов [2], который показал, что с 
погрешностью до 10% (что вполне допустимо в практике) при величи­
не касательных напряжений

0 < 7  < 0 ,7 к-Г Ху >
можно использовать условие (18), а при

0,7к < 7  <к5 ху
- условие пластичности (19д Здесь условие пластичности (18) будет 

точным при тху ~ 0 и приближенным при т 0,7к, а условие (19) будет 
точным при т -  к и приближенным при rxv—» 0,7/с. Если продифферен­
цировать выражения (18) и (19), получим дифференциальную форму 
условия пластичност и

d a x ~  d a y. (20)
В рассмотренном случае напряжения ст., и оу являются главными 

только при т = 0.
Если условие пластичности (15) записать в главных напряжениях, 

т.е. тху -- 0, то оно записывается в виде
(<т. - + (<х,- с у 2 +(cTj- а .)2 -  2& s . (21)



Здесь строго выполняется правило
(J, > о, > с у

ст, +  ст3
Для плоскодеформированного состояния: е, = 0, <7̂  “  — ” 4

тогда условие (21) примет вид

2
<Jj — 0 3 ~  ± 2 к  или 0 1 ~~&з ~  (22)

Анализируя выражения (18), (19) и (22), можно сделать вывод, что 
при использовании условия (18) необходимо учитывать, какое из на­
пряжений ох, или о'у максимальное (с учетом знака напряжения).

Рассмотрим энергетическое условие пластичности (15) для случая 
осесимметричного напряженно-деформированного состояния в цилин­
дрической системе координат (9)

(а р -о д/  + (os ~ 0 , f + ( <у, -стр/ +6x2p,=  2а> ■
При использовании инженерного метода .для определения дефор­

мирующего усилия считают, что цилиндрическая заготовка до дефор­
мации остается цилиндрической и после деформации, т.е. бочксобра-

зованием пренебрегают. Тогда £р ~ £с, Ор —<J0 и выражение (9) при­

мет вид

( а р -~ a2f +  ЗТ р  =  erf или ( а р “  о \  /  +  3 r f z =  З к 2 . (23)

Если в выражении (23) аналогично плоскодеформированному со­
стоянию принять два крайних случая, т.е. т = 0 и у -  тты< ~ к, то полу­
чим:

<тр- с у - ± а , ,  хр: ~ 0; (24)
сг-<уг= 0 , трг = к. (25)

Условие пластичности (24) справедливо в интервале
0 < т < 0 Л к,р:

причем оно будет точное при т = 0, а при трг-э 0,1 к будет1 приоли- 
женное.

Условие пластичности в виде (25) можно использовать, когда
0,7к < т <к,рг

причем при т ~ к оно точное, а при трт-~» 0,7к - приближенное.
В выражений (24) необходимо учитывать, какое из напряжений ар 

или <т максимальное, а какое минимальное. Дифференциальная фор­
ма записи условия пластичности (24) и (25) будет аналогична (20):

14



dap = da,. (26)
Сопоставляя выражения (IB) и (24), необходимо отметитьчто они 

отличаются только коэффициентами при т.е.

ж 2
a x - < r , = ± - j j C r ,

о „ - 0 , = ± 2 о , .

Если учесть, что ах и а  максимальные напряжения, а <7 и сг, - мини­
мальные, то можно записать общую формулу приближенного условия 
пластичности для плоскодеформированного и осесимметричного со­
стояний

ст ~ а  . = р а ,  (27)тик mm - s’ '  '
где р  - коэффициент Лоде.
Коэффициент р  учитывает влияние среднего по величине нормаль­

ного напряжения при записи приближенного условия пластичности,
2

причем р  -  » 1,155 при плоскодеформированном состоянии и

Р~  1 при осесимметричном напряженно-деформированном состоянии.
Плосконапряженное состояние, как уже отмечалось, обычно реа­

лизуется при анализе процессов листовой штамповки, где величиной 
напряжения, нормального к поверхности заготовки, обычно пренеб­
регают. Поэтому трение здесь не может достигать максимальных ве­
личин, следовательно, касательные напряжения не превышают 0,7 к и 
условия пластичности в виде (19) и (25) для плосконапряженного со­
стояния не существуют.

Если предположить, что касательные напряжения полностью от­
сутствуют, а нормальные напряжения являются главными, то условия 
пластичности в виде (21) для плосконапряженного состояния (а2 ~ 0) 
запишутся в виде

<т/ + <jj ~  а . а 3 -  сг j . (28)
Данное условие пластичности имеет квадратичность и его приме­

нение вызывает ряд математических трудностей. Однако выражение 
(28) можно записать в упрошенной форме (27). Но здесь надо учиты­
вать, что напряженке, равное нулю, может быть не только средним, но 
и крайним (максимальным или минимальным).

Предположим, что в цилиндрической системе координат а7 ~ 0. Если

15



напряжения <тр и <те имеют разные знаки, т.е. ар • ое < 0, то напряже­
ние < 7 ,-0  является средним. Тогда условие пластичности (27) можно 
записать

а р~ ав =±Р<Т,. (29)

Если напряжения а  и сге, положительны ( (7р • <7е > 0'), то о, ~ 0

будет м ин и м альн ы м . В случае, когда  и <тй, о три ц ательн ы

(СГр • СХ0 > 0 ) ,  тогда < 7 .-0  будет максимальным. В данных случаях

необходимо учитывать, какое из напряжений <7 или гтй, наибольшее 
по абсолютной величине. Учитывая сказанное, для плосконапряжен­
ного состояния на основании уравнения (27) получим

а „  =  ±Р<т,  (при а р ■ ст9 >  0  и jcr, | >  \а в  | ), (30)

сге = ± /8 о -,(п р и  <т„ - а е  > 0  и !<тр | >i«ys j >. (31)

В выражениях (29), (30) и (31) коэффициент Лодэ /? принимают сред­
неинтегральным предельных значений возможного изменения данно­
го коэффициента, т.е. /3-1,1.

1.3. Алгоритм решения задач ОМ Д методом совместного решения 
упрощенных уравнений равновесия и пластичности

1. Проанализировать условие задачи, обратив внимание на схему 
НДС и возможность сведения ее к плоской или осесимметричной. Оце­
нить величину контактного трения, которая может изменяться в пре­
делах от нуля до максимальной величины, равной к, Рассмотреть со­
стояние материала заготовки с точки зрения температуры (если эти 
условия не оговорены в задаче). Если деформирование заготовки про­
водится при повышенных температурах (горячая обработка), то уп­

рочнением материала можно пренебречь, (Ту c o n s t . В противном

случае необходимо выбрать подходящую аппроксимирующую функ­
цию кривой упрочнения.

2. Графически изобразить расчетную схему рассматриваемого про­
цесса, НДС которого подлежит определению. Выбрать систему коор­
динат, наиболее удобную для рассматриваемой конфигурации дефор­
мируемого тела. В очаге деформации выделить бесконечно малый эле­
мент и показать характер его нагружения.
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3. Записать три уравнения равновесия и с учетом принятого допу­
щения (задачу приводят к осесимметричной или плоской) преобразо­
вать их к двум. Используя первое и второе дополнительное допуще­
ния инженерного метода, преобразовать оставшиеся два уравнения 
равновесия к одному,

4. Записать в упрошенной форме условие пластичности (24) или (25). 
Оценить, какое из напряжений будет' максимальным, а какое - мини­
мальным. Так же записать дифференциальную форму условия плас­
тичности, если это необходимо для нахождения закона распределения 
нормальных напряжений на контактной поверхности заготовки.

5. Упрощенное условие пластичности или его дифференциальную 
форму подставить в уравнение равновесия и, разделив переменные, 
интегрировать полученное уравнение. В оставшемся уравнении равно­
весия заменить член, содержащий касательное напряжение в диффе­
ренциальной форме, на конечное контактное касательное напряжение, 
определяемое принятым законом трения, используя при этом второе 
дополнительное допущение инженерного метода ~ линейное распреде­
ление касательных напряжений, вызванных силами трения, по глуби­
не деформируемого металла.

6. Найти постоянную интегрирования «С», использовав граничные 
условия (обычно это равенство нулю напряжения на свободной повер­
хности) и упрощенное условие пластичности, которое позволяет вы­
разить одно напряжение (контактное) через другое (на свободной по­
верхности).

Конечная цель решения - определить закон распределения нормаль­
ных напряжений на контактно^ поверхности заготовки и найти пол­
ное или удельное усилие.

2. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача N si

Условие задачи: Определить закон распределения нормальных на­
пряжений на контактной поверхности при осадке прямоугольной за­
готовки между плоскими бойками. Длина заготовки во много раз пре­
вышает ее ширину. Условия трения по всей контактной поверхности 
одинаковы и подчиняются закону А монтона, М атериал заготовки 
принять неуирочняемым.
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Решение задачи
Решение задачи рассмотрим в соответствии с вышеприведенным 

алгоритмом.
1. Анализ условия задачи: Принимая во внимание, что длина по­

лосы во много раз превышает се ширину, деформацией вдоль длины 
полосы можно пренебречь вследствие значительных в этом направле­
нии сил трения. Тогда НДС осаживаемой заготовки можно принять 
плоскодеформированным. Трение на контактной поверхности опре­

деляется законом Тк ~  /ЛСН, где (он - нормальное напряжение на кон­

тактной поверхности. М атериал заготовки не упрочняется, следова­

тельно Gs — c o n s t .

осаживаемая заготовка прямоугольная, поэтому ее удобно рассматри­
вать в декартовой системе координат (x,y,z). Пусть ось х  совпадает с 
шириной заготовки, ось у  - с высотой, ось z -  с длиной (см. рис.4).

Деформацией вдоль длины заготовки пренебрегаем, следователь­

но £ ч — 0, Закон трения можно переписать в виде Тк ~  Ш7у. На вы­

деленный элемент заготовки (см. рис.4) действуют нормальные напря­
жения <т как функции координаты х.

выделенного элемента заготовки можно записать три уравнения рав­
новесия (1). С учетом принятого допущения о плоскодеформирован-

ном состоянии, т.е. Sz — О., уравнения (1) примут вид уравнений (4):

О,

(32)

да х Зт„... 
Эх ду

Эх Эф
С учетом первого дополнительного допущения считаем, что напря­

жение <т, постоянно относительно координаты у  (нормальные напря­
жения внутри тела равны напряжениям на контактной поверхности).

Э<т у
Следовательно, ~  0  и второе уравнение равновесия (32) об­

ращаются в тождество.
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Согласно второму дополнительному допущению (касательное на­
пряжение т является линейной функцией координаты у) считаем, что

dr,, _7 2хк ' 
ду h

Подставляя данное выражение в первое уравнение равновесия (32) 
и учитывая, что напряжение ах является функцией только одной коор-

дох d o x
динаты х, т.е. "тт—  — , получим

д х  а х

do, 2тк Л
- т -  + - ~  =  0. (33)
(IX h

После подстановки закона изменения трения Хк — fXO , в уравне­

ние (33) окончательно получим

do  2 iio у
+  =  (34)dx п

4,. З а л к с * » щ екн ргоз'слозия пластичности. Упрощенное усло­
вие пластичности запишем в виде (27) с учетом того, что для плоскоде-

R - J -формированного состояния коэффициент Л  оде Р ~  • Определим

максимальное и минимальное напряжения, действующие на выделен­
ный элемент заг отовки (см. рис,4). Основным деформирующим напря­
жением является «г, напряженке а., вызвано силами трения, поэтому
j I I j
IОу j >  p j; J. Оба эти напряжения являются сжимающими (отрицатель­

ными), поэтому о х — Отах (как менее отрицательное), а Оу — o min . 
Упрощенное условие пластичности запишется в виде

2
Ох ~~Оу = -~j~Os. (35)

Дифференциальная форма условия будет иметь вид (20)



5. Совместное решение упрошенных уравнений равновесия _и плас­
тичности. Подставим дифференциальное условие пластичности (36) в 
уравнение равновесия (34), получим

dcrv 2uav 
dx h

Разделим переменные

С da 2jiГ ~ „ .i i i  Г 4ХJ а у h J
и, интегрируя, получим

ln(Tv = - ~ x  + C.  (37)
к

После потенцирования, уравнение (37) имеет вид

а ,= С е ^ \  <38>
где С - постоянная интегрирования.
Выражение (38) является общим решением уравнений (34) и (35).

стоянкой интегрирования необходимо воспользоваться граничными 
условиями. На границе контактной поверхности, в точке, отвечающей 
координате х~Ь/2 , (см. рис.4), ст ^О. Из условия пластичности (35), свя­
зывающего напряжения ох и а , получим, что при х~Ь/2 в рассматри-

2
ваемой точке ®у ~  ™ ® s •

Данные условия подставим в выражение (38) и решив его относи­
тельно С, получим

о №
С  =  — . (39)

•v'o

Выражение (39) подставим в уравнение (38) и тогда закон распреде­
ления напряжения сг вдоль контактной поверхности будет



Задача № 2

Условие задачи: Определить закон распределения нормальных на­
пряжений на контактной поверхности при осадке цилиндрической за­
готовки между плоскими бойками. Условия трения на контактной по­
верхности подчиняются закону Зибеля. М атериал заготовки считать 
неупрочкяемым, бочкообразованием заготовки пренебречь.

Решение задачи
. 1. Осаживаемая заготовка цилиндрическая, поэтому НДС можно 

принять осесимметричным. Все напряжения не зависят от окружной

координаты. Трение на контактной подчиняется закону Тк =  f l sCгд.

Материал .заготовки не упрочняется, т.е. <7S ~  c o n s t .
2. Данную заготовку необходимо рассматривать в цилиндрической 

системе координат (р, в,г). Поместим центр системы координат в сере­
дину заготовки. Ось z совместим с осью симметрии (рис.5). Н а выде­
ленный элемент .заготовки действуют напряжения ст. ор и т ~тк. Все 
напряжения не зависят от координаты в. П о условию задачи бочкооб­
разованием заготовки пренебрегаем, поэтому £ =£„, следовательно, 
а  ‘- с п .Р 9

3. Уравнения равновесия (5) при осесимметричном НДС перепишут­
ся в виде (7) и с учетом равенства напряжений ор ~<Ув примут вид

дор .
Эр Э z

0 ;

(40)

^ IzL  +  +  =  £
3 р OZ р

Первое дополнительное допущение метода позволяет принять, что

З а ,
"2—  “  и- Касательные напряжения на контактной повеохности, выз- 
OZ

ванные трением, не зависят от координаты р, поэтому ^  ~  и . 

Согласно второму дополнительному допущению метода
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d z  h
Следовательно, уравнения равновесия (40) можно заменить одним 

уравнением

d o „  2 x h &- +  — L - 0 .  (41)
d p  h

4. Упрощенное условие пластичности запишем в виде (27), учиты­
вая при этом, что для осесимметричного НДС р~1. Напряжение а' бу­
дет максимальным, а сг - минимальным, т.к. оба напряжения отрица­

тельные и jcr.j >  j<Jp |. Упрощенное условие пластичности примет вид

<jp - c r z = c r s . (42)
и его дифференциальная форма запишется в виде

d o  р =  d o . . (43)

5. Подставим выражение (43) в уравнение равновесия (41}к учиты­

вая, что Хк — p sO s , получим

d o ,  _ 2 p fo f _   ̂
dp h

Разделим переменные 

и, интегрируя, получим

2 f i p s п  
< т ,= — '=*-i p  + C . (44)

п

6. На границе контактной поверхности, в точке, отвечающей ко­

ординате Р ~~2 (см* рис. 5), С  р ~ 0  (боковая поверхность заготовки 

свободна от нагрузки). Из условия пластичности (42) получим 

О г — —G s . Данное значение о, подставим в уравнение (44) к найдем 

постоянную интегрирования С:
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Рис. 5. Схема осадки цилиндрической заготовки

( U d Л
) (45)

V h J
Выражение (45) подставим в (44) и окончательно получим

Гд 1
" ' l-a J

Задача №  3

Условие задачи: Определять необходимое удельное усилие для про­
писки цилиндрической заготовки в вырезных байках. Условие трения 
а к о н так тн о й  п оверхн ости  за го то в к и  п одчи н яется  зако н у

2
к ”7~'ЛМ.А« —• Материал заготовки считать неупрочняемым.

1о

Решение задачи

Деформирующую силу определим ка основании интеграла (12). 
азделив выражение для деформирующей силы на площадь проекции



контактной поверхности, получим искомое удельное усилие. Для оп­
ределения деформирующей силы необходимо найти характер распре­
деления нормальных напряжений ка контактной поверхности. Для 
упрощения решения рассмотрим случай, когда вырез бойков охваты­
вает заготовку по всей окружности контура (см. рис.2, в). НДС заго­
товки в очаге деформации является осесимметричным.

Примем цилиндрическую систему координат, расположив ось г  по 
оси заготовки, а плоскость р в  по плоскости раздела течения металла, 
которая делит 10 пополам (рис.6).

Рис. 6. Схема протяжки цилиндрической заготовки в вырезных бойках

Цилиндрическая заготовка в процессе деформации остается цилин­

дрической, поэтому £ р =  S0, а следовательно, &р ~  ■ Уравнения

равновесия после принятых допущений примут вид (40).
П ервое дополнительное допущение метода позволяет принять

Эсг
~ О. Согласно второму дополнительному допущению

d'fjp —1*.— Ii£- = 1л. ■- 
др d_ d ’ р  d_ d  

2 2
Благодаря дополнит ельным допущениям из системы уравнений (40)
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останется второе уравнение, которое имеет вид

do. , 4хк ,,
= 6. (46)

Упрощенное условие пластичности для протяжки запишется в виде

а , -  а  р -  fios ,/3 = 1 (4Т)
или

d<73 -  d c tp . (48)

Подставим дифференциальную форму условия пластичности (48) в 

уравнение равновесия (46) и, учитывая, что Хк — 2 f i sOsz  / 10 (этот за­
кон является разновидностью закона Зибеля), получим

d o p 8ц,:о .,2
d z  d lQ

Оdl0
Разделив переменные, имеем

f do ~ [  zdz.
j  р d l0 J

После интегрирования

4 И .о .  * ^

’ (49)
Из граничных условий при z~l/ 2  а ~0, а из условия пластичности 

(47) О , =  —О... Данное условие подставим в (49) и, решив его относи­
тельно С, получим

с = -ог
Л "У

Окончательно имеем

о р = - о , \  i + t a S ll - z i '

Деформирующую силу определим на основании интеграла (12), 

учитывая, что d F  =  d  * d z  (о  не зависит от 0):



Рис. 7. Схема процесса прокатки

После интегрирования получим

P = Ji0o s{ l  + - u J j )

Разделив на площадь проекции контактной поверхности dl0. опре­
делим давление
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Задача №  4

Условие задачи: Определить величину нормальных контактных 
напряжений при прокатке широкой полосы (рис.7). Дугу захвата за­
менить хордой Считать контактные напряжения по дуге захвата по-

1
стоянными и имеющими максимальное значение ~~ ®s' Уши-

рением полосы и упрочнением металла пренебречь. Высота полосы h в 
любом сечении связана с радиусом р  и углом захвата а  выражением

h~- р  а  ...

Решение задачи

При прокатке широкой полосы можно принять, что ширина поло­
сы не изменяется, т.е. ег-0 .  Тогда дифференциальное уравнение равно­
весия в направлении оси z  отсутствует:

д о ,  | crp - f f e , I  Э тра 

д р  р  р  дО ’

*!l*L +  L . *LGJL +  i l eL -  0 . 
д р  р  д в  р

Для определения деформирующего усилия необходимо знать харак­
тер распределения нормальных напряжений с в на контактной поверх­
ности. Поэтому можно считать, что напряжение <Je постоянно вдоль 
координаты 6 и равно по величине его значению на контактной по­
верхности (первое допущение инженерного метода), тогда

п
дО

Касательные напряжения, вызванные трением на контактной по­
верхности (вдоль координаты р), считаем постоянными, т.е.

д ? » в

д р

Характер изменения напряжений хрв в глубину тела (вдоль коорди­
наты 9} принимаем по линейному закону, на контактной поверхности 

= V  поэтому
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Приведенные допущения обращают в тождество второе уравнение 

равновесия, а в первом все напряжения зависят только от координаты 

р, следовательно
o o p а о рd i

Эр ф
Окончательно получим упрощенное уравнение равновесия

dcгр | сгр ~ о в , 1 2тк _ 0 

dp р  Т р  а  '

Энергетическое условие пластичности для случая плоской дефор­

мации имеет вид

4
fcr ,-o -e /  + ^ e = 7 ff/ .  (SI)

Согласно условию задачи "" ““ ®.ч • Подставляя данное-

выражение в условие пластичности (51), получим

а р - с г  в = 0 .  (52)

Дифференциальное условие пластичности запишется в виде

d<Tp ~doe, (53)

Подставляя выражения (52) и (53) в уравнение равновесия (50), учиты- 

вая, ЧТО Тк ~  получим



В выражении (54) заменим переменную р  на h:

h , dh
р  ~  — , а р  ~  — . 

а  а

Тогда выражение (5) перепишем в виде

Т Г Ж н  (5 5 )
В уравнении (55) разделим переменные; , 2а, гdh

\ d a  = — r J -  —
J -j'Sa  ̂ h

После интегрирования получим
2 o s , . _

a  ~  ~  -~^л~ in h +  С . 
V i a

(56)

Постоянную интегрирования С  определим из граничных условий

при h ~ h0, (3р ~ 0 , Трй ~  0 } тогда из условия пластичности (51)
Л/

получим ~  j^&s'

Подставляя граничные условия а выражение (56), получим
2 ( 1  ^

Vi ,
Постоянную интегрирования С подставим в общее решение (56) и

окончательно запишем

Задача NsS

2 ( 1  , К д~ г = о , \  - / и - 2- - /  1
43 (a h ]

Условие задачи: Определить характер изменения напряжений ар на 

участке ah при обжиме тонкостенной трубы в конической матрице (рис, 8). 

Принять: Rp  ~  р / cos a ;  \<je \ >  |<7р j. Материал заготовки

неупрочкяемый, толщина стенки постоянна.
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Ряс. 8. Схема обжима трубной заготовки < и

Решение задачи
Запишем общее уравнение равновесия тонкостенной, осесимметрич­

ной заготовки постоянной толщины:

Л №  { а е *  а » 1 - г,Р 1 -  +  в р - а р - щ -  + - j - o .

Подставим в данное уравнение значения R p и Ry для участка аЬ>

получим

Р ^ J L  +  сг -  or* ( /  +  p c t g a )  -  0. (37)
dp

Условие пластичности

- О в =--рЯ„  (58)

где /3 ~  1J  - коэффициент Лоде.

В условии (58) учтено, что <Тб < 0  и Cfp < 0 ,  |(Тб| >  j€Fpj, <JZ ~  0,



поэтому сг является максимальным напряжением, а ов~ минимальным.

Подставив условие пластичности в уравнение равновесия (57), получим
d a

Р + к = 0, (59)

где к  - 1,}{7 / 1  +  jJC tga).

В уравнении (59) разделим переменные, дня этого умножим уравне­

ние (59) на dp , разделим на р  и на (У р +  к ,  тогда имеем
r d ( o p + k )  _  г dp  

$ (Тр + к  J р  '

после интегрирования

I n ( a p + k )  =  ~ In р  •¥ С

или

т

Постоянную интегрирования С найдем из граничных условий: 

Р  ~  го, ’ Тогда из выражения (60) получим С  -- г0к.

Полученное значение постоянной интегрирования подставим в

выражение (60) и окончательно получим

а р =  I J a J l  -ь ,u c tg a )  (%- - 1) .
р

Задача N$6

Условие задачи: Определить характер распределения напряжения 
(7р на плоском участке фланца при вытяжке плоской заготовки в ци­
линдрическое полое изделие (рис. 9). Вытяжка осуществляется без при­
жима, поэтому можно принять, что трение на участке АВ  отсутствует. 
Нормальное напряжение к плоскому участку о* =  0.



Решение задачи

Из исходного уравнения г  чsj у рахэп^лпл ✓

A V  +  <yp_ < v _ _ W _ ( f £ .  +  « i ot
dp p sina Rp R#

принимая, что трение на участке AS  отсутствует, г.е. 0, уравне­

ние равновесия будет иметь вид

Упрощенное условие пластичности

а р - а в = 1, ! а ,  (62)
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подставим в (61), получим

 ъ
d p  р

После разделения переменных

d o .  =  - l . l a s —  
Р Р

и интегрирования запишем общее решение уравнений (61) и (62):

Используя граничные условия на участке А В при р  — R H , CFp =  О, 

т.к. наружная кромка заготовки не нагружена. Определим постоянную 

интегрирования С из уравнения (63):

С  ~  l , l o J n R H.

Подставляя данное выражение в уравнение (63), окончательно получим

Задача NsL Определять закон распределения нормальных напряже­
ний на контактной поверхности при осадке прямоугольной заготовки 
между плоскими плитами. Длина заготовки во много раз превышает ее 
ширину. Условие зрения на контактной поверхности подчиняется зако-

а р =  In р  +  С. (63)

Задачи для самостоятельного решения

ну М атери ал  заго то вк и  при н ять  неупрочняем ы м ,
п

<тЛ. ~  const.
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Задача №2. Определить закон распределения нормальных напря­
жений на контактной поверхности при осадке цилиндрической заго­
товки между плоскими банками, Условия трения на контактной по­

верхности подчиняются закону Амоытона Тк =  jJLOн , где <УН - нор­
мальные напряжения на контактной поверхности. М атериал заготов­
ки считать неупрочняемым, бочкообразованием заготовки пренебречь.

Задача №3. Определить закон распределения нормальных напря­
жений на контактной поверхности при протяжке круглой заготовки в 
вырезных байках, Трение на контактной поверхности подчиняется за­

кону Тк ~  fXOs . М атериал заготовки считать неупрочняемым.

Задача №4. Определить характер распределения напряжений <Jp и

<Jg по радиусу р  при гибке широкой полосы в зонах растяжения и 

сжатия. Принять: £ г ~  0;трв -• Т&р~ 0 ; s ~  const ; o s const.
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