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П рограм м а к урса 
«Л и н ей н ая алгебра  и  а н ал и ти ч еск ая  геометрия».

Л екции
Линейная алгебра и  аналитическая геометрия. Понятие о матрице. 

Определители 2-го и 3-го порядка, их свойства. Алгебраические дополне
ния и  миноры. П онятие об определителе любого порядка.

В ычисление определителей. Реш ение систем линейных уравнений с 
помощью определителей. Формулы Камера.

Алгебра матриц. Обратная матрица. М атричный метод решения сис
тем линейных уравнений. Ранг матрицы и его вычисление. Формулировка 
теоремы Кронекера-Капеяпи.

Трехмерное пространство. Векторы, линейные операции над вектора
ми. Проекция вектора н а  вектор. Базис. Координаты вектора. Модуль и  на
правляющие косинусы вектора.

Скалярное произведение векторов, его свойства, приложения. Вектор
ное произведение векторов, его свойства.

Смешанное произведение векторов, его свойства, приложения.
А ксиоматическое определение линейного векторного пространства. 

Примеры. Линейная независимость системы векторов. Б азис и  размерность 
линейного пространства.

А ксиоматическое определение скалярного произведения. Евклидово 
пространство.

В екторное уравнение плоскости. О бщ ее уравнение плоскости. Угол 
между плоскостями, параллельность и  перпендикулярность плоскостей. 
Понятие гиперплоскости и  выпуклого многогранника.

В екторное уравнение прямой, каноническое и параметрическое урав
нения прямой. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. 
Точка пересечения прямой и  плоскости. Угол между прямой и плоскостью, 
параллельность и  перпендикулярность прямой и  плоскости.

Линейные операторы. М атрица линейного оператора в  заданном бази
се. Нулевой, тождественный, проективный и гомотетичный операторы.

Действия с  операторами. Сопряженный оператор и  сопряженная мат
рица. С амосопряженный оператор и симметричная матрица.

С обственные значения и собственные векторы линейного оператора. 
Изменение матрицы линейного оператора при преобразовании базиса.

Преобразование ортонормированного базиса в  ортонормированный.
П риведение квадратичной формы к  каноническому виду.
Канонические уравнения кривых второго порядка (эллипс, гипербола, 

парабола). Приведение общ его уравнения кривой второго порядка к  кано
ническому виду.



П р акти ч ески е  зан яти я
Определители 2-го и  3-го порядка, их свойства. Вычисление опреде

лителей.
Реш ение систем линейных уравнений с  помощью определителей. 

Ф ормулы Камера.
Реш ение систем линейных уравнений методом Гаусса.
Алгебра матриц. О братная матрица.
М атричный м етод реш ения систем линейных уравнений.
Векторы, линейные операции над векторами. Проекция вектора на 

вектор.
Базис. Координаты вектора. М одуль и  направляющ ие косинусы век

тора.
Скалярное произведение векторов.
В екторное произведение векторов. Смешанное произведение векто

ров.
В екторное уравнение плоскости. О бщее уравнение плоскости.
Угол меж ду плоскостями, параллельность и  перпендикулярность 

плоскостей.
Векторное, каноническое и параметрическое уравнения прямой. 

Уравнение прямой, проходящ ей через две заданные точки.
Точка пересечения прямой и плоскости. У гол между прямой и  плос

костью, параллельность и перпендикулярность прямой и  плоскости.
Кривые второго порядка.
Собственные значения и  собственные вектора линейного оператора.
П риведение квадратичных форм к  каноническому виду.
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Т ем ати к а  к о н трольн ы х  работ

Задача 1
Реш ить систему линейных уравнений по формулам Крамера, выпол

нить проверку.

2*1 - 3*2 - 5*з = 1

1. 3*1 + *2 - 2* з  =

*1 - 2*2 + *3 = 5

*1 - 3*2 + *3 = 2

2*1 + *2 + 3*3 = 3

2 х у *2 “ 2*з = 8

2*1 + 3*2 - *3 = 2

5. *1 - х 2 + 3*з =

3*1 + 5*2 + *3 = 4

4*1 + 3*2 - 2*3 = -

7. 3*1 + 1*2 + *3 = 3

*1 - 2*2 - З* 3 = 8

5*i - 2*2 + *3 =

9. 2*1 + 1*2 + 2*з = 6

*1 3*2 *3 =

3*j + 3*2 + 2*3 =

11. 2*, + *2 - *3 = 3

*1 - 2*2 3*3 = 4

2*, - х 2 + з * 3 = 1

13. *1 + 2*2 + *3 = 8

.4*1 - 3*2 - 2*3 = -

*1 - 2*2 + *3=  4

2 . 2*! + *2 + 3*3= 5

3*! + 4*2 + *3=  -2

2*i _ *2 + 3*з=  3

4 - + 2*2 + *3=  2

*1 - 3*2 + 4*3 = -

3*i + *2 - 2*з=  1

6 . *1 - 2*2 + 3*з= 5

2*i + 3*2 *3= - 4

*1 - 3*2 - *3=  1

8. 2*i + *2 + * 3=  -

2*i *2 3*з = 5

3*i + *2 + 2*3 = -

10. *1 - 2*2 - *3= -

2*! + 3*2 + 2*3 = 0

2*! + 3*2 - *3 =
12. ч + 2 * 2 + З*3 =

*1 х 2 2 * з  =

3*, - 2*2 + 2* з =  3

14. 2*1 + *2 - * 3 =  -
5*[ - *2 + 3*з = 4
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Ч + 5*2 - *3=  -1 2*1 - 2*2 -  3*3= 3
15. 2хх + х 2 - 2 * з=  7 16. • *1 + *2 + 2*3 =  -1

Ч _ 4*2 + *3 = 0 2*] - х 2 -  4*з=  2

2 ч - 3*2 + 3*3= 0 2*i - 2*2 -  з*3 = 1

17. Ч + х 2 - 2*3 = - 7 18. *1 + З х2 =  2

ч 2*2 + 3*з=  3 4 х 2 +  * з = 1

3*1 + 2*2 - *3 =  з 2*i - х 2 -  4*з=  3

19. ч - *2 + 2* з =  - 4 20 . *1 - 3*2 = 4

2 ч + 2*2 + * 3 =  3 2*2 -  2* з =  - 2

Ч + *2 - 2* з =  1 2*! - х 2 +  * з = о

21. 2*i + 3*2 + * 3 =  0 22 . Ч +  *3 =  - 1

ч 2*2 ~ * 3 =  7 3*2 +  *3 =  -  2

2*1 - 3*2 + 6*3 =  3 3*1 + Зх2 + 2*3 = 1

23. *1 + х 2 - 2 * 3 =  4 24. 2*i +  *3=  - 1

3*i 2*2 + 6*3 =  0 Ч “ 2*2 +  *3 = -  2

*1 + 2*2 - 4*3=  0 2*1 +  *3 = -  2

25. 3*1 + *2 - З*3 =  - 1 26. 4*, + 3*2 +  4*з=  1

2*i - *2 + 5*з =  3 Ч - *2 = - 3

4*, + 5 * з =  8 2*i + 4*2 +  * 3 = 5

27. 2*i + х 2 + 2* з =  3 28. *1 - 4*2 =  2

Ч + 3*2 = - 1 3*i + 2*2 +  * 3 = 7

Ч + *2 - 3*з =  3 2*i - х 2 -  2 * з =  3

29. ч - 2*3 = 1 30. ч + 2*2 =  4

2*, - 2*2 + 3*з=  - 2 2*2 +  * з = 2
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Задача 2

Реш ить систему линейных уравнений методом последовательного ис
ключения неизвестных Гаусса.

Найти общ ее, частное, базисное реш ения системы.

2x i  +  4x 2 +  х 3 + 3x 4 - *5 = 1

X I +  3x 2 +  х 3 - 2х 4 + *5 = 2

~ 2х !  -  х 2 + 3X 4 - *5 = 3

Х1 ~  3x 2  + *3 + 5x 4 + 3x 5 = 6

З х 2 - *3 + *4 - *5  = 2

3x i  “  7x 2 + 2*3 + 11х 4 + 2*5 = 5

ДГ[ -  4* 2 З х 3 + 3x 4 + 2 х 5 = 1

2x i  +  х 2 *3 - х 4 + З х 5 = 4
-х -[ +  3x 2 З х 3 + *4 2 x 5 = 6

*1 -  х2 + 4* 3 + х 4 *5 =  4

4. • х \ -  3^2 + *3 + *4 + *5= 2
х\ -  2 x2  +  3*з -  3^4 + Х5 =  6

xj — Х2  -  Зхз +  Х4 + 2x 5 =  ” 1

2xi + Зх2 - 2х3 + 3x4 - Х5 =  3

XI + 2х2 - 3x4 + *5 =  6

*1 + 2*2 + 3x4 + 2х5 =  - 1
- 3 x i - *2 + *3 + 2x4 + Зх5 =  2

5xj + *2 - *3 - 2x4 + Зх5 =  - 2

2xi - *2 + Зх3 - *4 + х 5 =  5

*1 + *2 + 2*3 + *4 = 2

2х 2 - *3 +• 2 * 5 =  3

*1 - 5х2 + Зх3 - *4 + х 5 =  4

3xi + 2х2 + 4*3 - *4 =  9

. *1 - *2 + 2*з + х 4 + 2x 5 =  3

3x1 + 2х 2 + *3 - х4 + *5 =  ^
2xi - *2 + *3 - 3 * 5 =  4

2*i + 2*2 - *3 + 3x4 + * 5 =  “ 2



*1 + 2*2 + 4*з -  *4 +  * 5 = 4
10. 2х\ + 5*2 - *3 ~ *4 = 3

5xi - 4*з -  *4 +  * 5 =  10
3*i - 4*2 + 2*з +  5*4 -  * 5 = 7

11. *1 - 2*2 + *3 +  2*4 =  4

x l - *2 + *3 + 3*4 -  2* 5 =  3

3*i - 4*2 + 2*з +  *4 -  * 5 =  9
12. 3*1 - 6*2 + *3 -  *4 +  2*5 =  4

. *1 - *2 + 3*4 -  * 5 = 4

*1 + 2*2 + *3 — *4 +  * 5 = 7
13. 2*1 - *2 + *3 -  3*5=  5

2*i - 2*2 - *3 +  3*4 +  * 5 = 3

*1 - *2 + *3 +  3*4 * 5 =  12
14. *1 + *2 +  3*4 5 * 5 =  2

2*2 - *3 +  *4 2*5 = -  6

*1 + 2*2 ~  *3 + *4 - 3*5 = 2

2*i + *2 + 3*з + *4 - *5 = 6

. *1 + 4*з - 2*4 - *5 = 1

*1 + *2 +  2*3 + *5 = -1
- 2*, - *2 +  *3 - *4 + 2*5 = 1

3*i + 2*2 + *3 - 2*4 + 3*5 = 2

'3 * i + *2 2*3 - *4 + 4*5 = 2

2*1 - *2 *3 + 3*5 = - 1

: 4
+ *2 3*3 + 2*4 - *5 = 3

*i + 2*2 +  3*3 - *4 - 2*5 = 8

2*1 + 3*2 +  *3 - *4 - *5 = 13

3*i + 5*2 + 2*3 - 2*4 + *5 = 5

2* i + 7*2 +  з*з + *4 - *5 = 3

3*i + 5*2 +  4*3 - * 4 + 2*5 = 2

*1 + *2 "  2*з + * 4 - *5 = 6

2*! - *2 +  *3 - *4 + 4*5 = 1

- 4 * , + 2*2 -  3*3 + 2*4 + 5*5 = 2

*1 + 3*2 -  2*3 + 4*5 = - 3
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2*1 + 3 * 2 - 9 * з - *4 + 4*5  = 11

*l + х 2 - 7*3 - * 4 “ 5* 5 = 4

2х\ + х 2 - *3 + 4*4 = 3

- 3 * х 2 + *3 + 2*4 - *5 = 1

X х 2 - 2*3 + * 4 + 3*5 = 4
-1 0 х Зх2 + 2*з + 5*4 - 5*5 = - 1

XI - х 2 + 4 * 3 + 3*4 - *5  = 2

2х\ - Зх2 + *3 - * 4 + 2*5  = 6

. *1 + 2 х 2 - *3 + 5*4 - х5 — 3

*1 - х 2 + 3* 3 + *4 + 2 * 5  = 3

2 * i - 3*2 + 5*3 + * 4 - *5  = 4

. *1 + 2*2 - *3 + 3*4 - 4 * 5  = - 1

2xi + х 2 - *3 - *4 + 3 * 5 = 4

~ Х1 + 3*2 З*3 + * 4 - 2*5  = 2

XI + 2Х2 - *3 + 5*4 - *5 = 3

9xi + х 2 ■ З*3 - 4*4 + 5*5 =

Х1 - х 2 + 2*4 + 3*5 = - 1

2X1
+ х 2 *3 - * 4 + 2*5  = 2

2xi + х 2 - 2 *3 - *5  = 3

Х1 - х 2 + 3*з - * 4 + 4х5 = 1

. Х1 + 2*2 - *3 + 2*4 + х 5 = - 3

2xi - 3*2 + *3 + 4*4 - *5 = 6

Х1 - х 2 + 3*з + *4 + 2 * 5  = 2

~ х 1 + 2*2 - * 3 + 4 * 5  = 3

2 х х - 3*2 + 4* 3 + * 4 + 5*5  = 5

*1 - х 2 + 2*з - 3*4 + *5 = 2
3x1 - 2* 2 + *3 - *4 + 2 * 5  = 3

2xi - 4 * з - * 4 - х5 = 2

1 хх + 2*2 - *3 + 4* 4 - 9*5  = 5

Зхх + х 2 + 2 * з + *4 - *5 = 1
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Задача 3
Выполнить действия с  матрицами.

3 4  1 1 5 3 4 1 3
I 1 2 4  1 II

2 1 5 2 - 1 0 1 + 5 0

6 4  1 2 0 1 3 1 - 4
У 0 1 3 1 |

I I 2  1  0  1  3 1
2  0  

5 1

1
- 4 V  4  ч

I 1 0  3 |  

3  2  1
II 3 0  1 2  4 1

- 1  0 2
| 2  1 з | | U  1

1 3 4 1  1 - 3  4  1 I I 5 2
1 2  7  1 3

3. 5 1 4 • | 2 1 0  2 +1 1 - 6 о  , , 10  1 2  11
3 1 4 Л 3 1 5 7 1 2 0

0 3 1
II 2 1 4 1

3 2 1
I I  3 2  3 1 5 32



5 3 8
2 4  - 2  3 2 4  0 1 6 0 5 II

3 1 2
+ 4 6 3

6 3 5 2 6 7 2 I I 4  2  7 I I 2 3 5
4 2 1

- 4 1 2 5 - 1 3 4  4 2 .
5 0 7 - 2  0 1 6  -  1 2 |  1 2 4 3
6 2 4  4 - 3  2 3  3 - 6  I 2 4  6 7

3 1 - 5

1 3 2

3 2 1
1 2 3

1 4 0 1 0 4
3 4 2

- 7  1 3 2 - 3  5
- 2  5 0

4  1 2

- 1  2
1 2 1 - 3  11|

0 1 2  4
13. 4 1

3 - 1 «о 2 - i  3 "
- 1 2 - 1 - 1  

2 1 3  0

5 1 0
- 1 0 2 3 - 1  2 1 1 4 1 6 I

3 2 1
+ 2 5 - 3| | - 2  1 5 - 4 1 0 - 2  1 I 2 -1  0 1|

0 1 2
1 4 -1
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- 1 0  4 

3 2 1

- 1  2  3

0 1 2

- 2  3 4

1 - 1  1

1 4 -1

5 - 1 3  

0  2  1

0 1 2 1

1 - 1  1

2 3 0

1 2 3

4 0 2

i - 5  *1  3 1 i II 2
1 2 - 1

- 1  0 2
3 1 - ■  0  5 1 - 1

- 2  1 3 11 11 |  2  1 - 1 1

| - 4  31 2  - 2 3
У 3 - 1 0  2  4

2 1
1 0  !  - !  2  ЗУ - 1  1 0

•1 3 2  1 1 4
1 - 1  

1 0  1 1

1 - 1  2  3 - 5  4 1 1 2  

0  0

1

4
Ц - 1 - 2 0 1 5

0 4 - 2  1 3

9 7 - 5  0 2

- 2 1  3 - 1 2

5 - 1  

- 2  3 

0 1 

- 1  1 

3 4

1 5 1 - 4
- 1 2 3  - 4 1

3 - 1

2
- 3 1

- 2  0 1  1 -
2 4

0 1 2 - 5 0
0  1 2  з [

1 “ 4 5 1 1 3

- 2  6 5 

1 0  3

| 6 5 - 3  2 l j
I 1

; 1 - 1 2  Oil
5 1|
0 7

0 1 - 1 - 3  41 4 + 3 0 1 - 2
1 -1

| - 1 0  1 5 - 1 1

h

6

-1

- 1 4 0  l |
- 3  8)
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1 - 1  0

2 - 4  3

1 2  - 1  1 0 4 - 2  II 1 1 5 || 1 3 - 5  0 1|
+

1 0  1 - 1  2  3 5 1 0 3 4 1 0 1 2 - l | |

0 - 2  1

1 0 5

7 - 1 2

3 - 1  2 - - 2 - 1  5 4 - 3  0

1 4  “ ' I
5 4 - 2  )j 1 - 1  1 2 - 3  - 1  4 1

1 0  1- 5
1 2  1 - 3 4  II

1 2
6

4  - 5
1 5 3 - 1 | |

- 1  0 - 2 5 I

3 0
5

1 - 2
1 4  - 1  2 |

1 4  6 1 - 2  1
| - 3  1 4

- 6  1
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1 3 - 5  1 
- 4  3 2

1 4 3
О - 1  1

I I  0  4  II|  - 2  5

•  1  “ 7 - I  1  " М- i  01  3  - > 1 3 5 1

+
3  2 1 
0 5 I I 1  3 4  5 !

- 1  2 1
| - 1  - 2 1 o f

Найти р анг матрицы.

1 - 1  1 2 II
2 1 3  5

1. I 4 - 3  1 - 2
- 1 0  2  1

- 2  4 2 7

4 0
3 1

2 -1  
-1 2

| - 4  7
3 - 1  

9 8
5 15 

- 1  6

I I  2 

3 2

- 1  - 2  

2 5

5 
2 
1

6 

7

3 4 1 |
- 1  0  - 1

4 7 2 
4 3 -1



2 3 7  11

1 2 4  7

5 0 10 5

3 2 1 4

2 1 3 6

4 2 0  1

10 5 5 14

6 5 - 3 2 1 4

0 1 - 1 3 4  5

- 1 0 1 5 - 1  0

5 5 - 2 7 0 4

3 - 3 4 6

1 - 1 - 1 2

5 - 5 - 7  10

- 1 0 3 - 5

2 1 - 1 7

-1 1 8 - 8

5 3 0  16

2 1 - 1  - 2

- 1 4 3 0 2

- 2 7 5 1 3

- 1 2 1 8 0

8 7 4  5

3 2 1 4

2 3 2  - 3

- 1 3  3 2 5

- 3 5  2 3 4

- 3 1 - 5 0 7  

- 5 7  1 4 1

3 - 7  4 1  2
5 1 - 2 0  3

-1 2 1 5 - 4

1 - 1 2  4
4 0 4 9
3 1 2  5
1 3 - 2 - 3  

1 1 3  1

2 1 4  3 
1 2  5 0
5 4 13 6

2 0 1 3  5
3 - 2 - 1 2 3  

- 1  2  2 1 2

8 6 - 1 4 - 6 1  

4 3  - 1 2 - 5 3  

4 3 - 8 2  7 2

8 6 - 7 4  2 0

4 3 - 5 2  3 1

2 - 1  0 1 

0  1 - 2  2 

4 - 1 - 2  4
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- 1  1

2 1 4
3 1 5
1 3 2

7 5 12

1 4
2  1 -  

3 3

- 1  1

2  6 
5 10 

8 14

1 3 

4 2

- 2  4 1 - 1 5  7

- 1 - 3  2
1 7 20.

3 5 1 -
8 2

7 9 7 1

2 1 11

1 0  4 -
22.

11 4  5

2 - 1 5 -

5 - I 2 2 9 - 1
2 4 — 1 0  3 —

24.
2 1 2 1 - 1

3 - 1 1 1 - 3

1 2  3 0

- 1 0  4  1

26. 0 2 6 2

2 4  5 1

1 - 1 5  0

0  2 - 2 4

28. 2  3 - 4 6

4 0 2 0

3 2 5 2 - 2 1 2 6 3

4 1 1 3 8 30.
2 4 5 1

2 3 4 2 3
4 8 17 7

6 4 5 5 5 5 10 16 5
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Задача 5
Решить систему линейных уравнений с помощью обратной матрицы. 

Вычисление обратной матрицы выполнить двумя способами: с помощью 
алгебраических дополнений и  путем элементарных преобразований.

3*! - *2 + х 3 = 4 2х] - *2 + *3 = 8

1. 2 хх - 5*2 - Зх3 = - 1 7 2. *1 - 3*2 - 5х3 = 6

*1 + *2 х3 = 0 Зх! + *2 7Ч  = - 4

*1 + х 2 + *3 = 2 4xi + 3*2 - 9*з = 9

3- 2 х х - х 2 - 6х3 = - 1 4. 2 хх + 3*2 - 5х3 = 7

Ъхх 2х2 = 8 *1 + 8*2 7*3 = 12

2х х - х 2 - Зх3 = 3 Зх] + 2*2 + *3 = 0

5. Зхх + 4х2 - 5*з = - 8 6. 2xi + Зх2 + *3 = 2

2х2 + 7*з = 17 2xi + *2 + 3*з = 2

х х + х 2 + х 3 = 6 *1 - 2*2 + з*3 = - 7

7. 2 хх - х 2 + *3 = 3 8 . 2*1 + 3*2 - 4*3 = 17

хх х 2 + 2*з = 5 ЗХ! “ 2х 2 5*з = 5

2 хх + х 2 - Зх3 = 7 4*1 - Зх2 + 2*з = - 7

9. х х + 2 х 2 + х3 = 4 10. 2*1 + 5*2 - 3*3 = 12

Зхх х 2 + 2*3 = - 1 , 5*1 + 6*2 2*3 = 16

*1 + х 2 + *3 = 2 *1 + *2 + 2*з = 8

11. 2*1 + Зх2 - 4х3 = - 4 12. 2х! - *2 + 2*3 = 6

3xi + 2х 2 + 2х3 = 7 4х! + *2 + 4*з = 18

3*1 "  х 2 = 5 2*1 - *2 - *3 = 0

13. “ 2*1 + *2 + х 3 = 0 14. 3*! + 4*2 - 2*з = - 5

2*! "  х 2 + 4х3 = 15 3*! - 2*2 + 4*3 = - 5
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3*! + 4*2 + 2*з = 24 "*1 + 3*2 + 5х3 =  -  9
15. 2*1 - *2 - 3*з = 2 16. 2*i - 3*2 - 7х3 = 12

. *1 + 5*2 + *3 = 26 2*1 Зх2 5х3 =  10

*1 + *2 - *3 = - 2 *1 - *2 + Зх3 =  - 2

17. + 3*2 - 6*3 = 3 18. 2*1 - 5х2 + * 3 =  - 2
- 4 * ! *2 + 3*3 = - 3 "*1 + 4*2 - * з =  3

*1 - 4*2 - 2х3 = 1 *1 + *2 + 2х3 =  1

19. 3*1 + *2 + *3 = - 9 20. ~*1 + 2х2 + *3 =  “ 4
“ 3*1 + 5*2 + 6х3 = 11 4*1 3*2 + 2х3 = 9

7*i - 5*2 + *3 = 0 2*1 + *2 - 2 * з =  - 9

21. 4*1 + *2 - *3 = 7 22. *1 - 3*2 =  20

2*i + 3*2 + 4х3 = - 3 3X2 х 3 =  - 2 2

*1 + 2*2 + 4*3 = 6 Зх, + 7*2 + 6х3 = 2

23. 5*i + *2 + 2*3 = 12 24. 4*1 + 2х 2 + * 3 =  - 4

3*i - *2 + *3 = 1 2*1 + 3*2 + 7х3 =  9

3*1 + 4*2 + *3 = -1 4xi + 3*2 + х3 =  1

25. -  *1 + *2 = 3 26. 2*1 + *2 + Зх3 = 5

-2 * 1 + *3 = 5 3xi + 2*2 + 4х3 =  7

-* 1 + 2*2 + *3 = 0 "*1 + 2*2 + 4х3 =  9

27. 7*i - 10x2 - 5х3 = - 2 28. - 3 * i + 2*2 + * 3 =  1
4*i - 7*2 - 6х3 = - 8 4*i + 6X2 + Зх3 = 16

*1 - *2 - Зх3 = 10 3xi + 2*2 + * 3 =  “ 2

29. 2*i - *2 - 2х3 = 9 30. 2*1 + *2 + 6х3 = 9

-* 1 + 3*2 + 2х3 = - 5 .4*1 + 2х3 =  6
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З ад ач а  6

Средствами векторной алгебры найти:
1) объем пирамиды Ay Ai А3 А4  ;
2) длину ребра А2  4 »
3) площадь грани Ay А2 4 ;
4) угол между ребрами Ay А2  и Ау А4 . 
Даны координаты вершин пирамиды:

1. 4 ( 1 , 1, 1), 4 ( - 1 > 2 ,4 ) , 4  (2, 0 , 6), 4 ( '2 >  5 ,-1 )

2 . 4 ( 0 ,  5, 0), 4 ( 2 ,3 , - 4 ) , 4 (0 , о, -6), 4 (-з, 1, - 1)

3. 4 (0, о , 6), 4 ( 4 , 0 ,  -4), 4 0 .  з ,-1 ) , 4 ( 4 , - 1 , - 3 )

4. 4 ( 4  6 ,-1 ), 4 ( 6 , - 5 , 2 ) , 4 ( 6 . 5 . 1 ) . 4 (0, 0, 2)

5. 4 ( 2 . - 5 , 3 ) , 4 ( 3 ,2 , - 5 ) , 4  (5 ,-3 ,-2 ) , 4 ( - 5 ,  3 ,2 )

6. 4 (6, 0 ,4 ), 4 (0, 6 ,4 ), 4 ( 4 ,  6 ,0 ), 4 ( 0 ,  -6 , 4)

7. 4 ( 3 ,  2, 4), 4  (2, 4 ,3 ), 4 ( 4 ,  3 ,-2 ), 4 0 2 , 4 - 3 )

8. 4 ( 6 ,  3 ,5 ), 4 ( 5 , - 6,3 ), 4  ( 3 ,5 ,6), 4 ( 4 - 1 . 2 )

9. 4 ( 5 , - 2 , - 1 ) , 4 ( 4 ,  0 ,0 ), 4 ( 2 ,  5, 1), 4 0 , 2 , 5 )

10. 4 (4 >  2 , 5), 4 ( 3 , 0 , 4 ) , 4 ( ° .  ° ,  з), 4 ( 5 , - 2 , - 4 )

И . 4 ( 4 ,2 , - 5 ) , 4  (3 ,0 ,4 ) , 4  (0 ,2 ,3 ) , 4 ( 5 , 2 , - 4 )

12. 4 ( 4 , 4 ,  10), 4 ( 7 ,1 0 , 2 ) , 4 ( 2 ,  8 ,4 ), 4 ( 9 ,  6 , 9)

13. 4 ( 4 , 6 , 5), 4  (6, 9 ,4 ), 4 (2, 10, 10), 4 0 , 5 , 9 )

14. 4 ( 3 ,  5 ,4 ), 4 ( 8 ,  7 ,4 ), 4 ( 5 ,  10 ,4), 4 ( 4 , 7 ,  8)

15. 4 (ю , 6 , 6), 4  (-2, 8 ,4 ), 4 (6, 8 ,9 ), 4 ( 7 ,  10, 3)
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16. 4 , (  1 .8 .2 ) . 4 2 ( 5 ,2 ,6 ) , 4 3 (5, 7 ,4 ), 4 4 (4 , 10,9)

17. 4 , (6 ,6 .5 ) , 4 2 (4 ,9, 5), 4 3( 4 ,6 ,1 1 ), 4 4 (6 ,9 ,3 )

18. 4 , (7 ,2 ,2 ) , 4 2 (5 ,7 ,7 ) , 4 3(5 ,3 ,1 ) , 4 4 (2 ,3 ,7 )

19. 4 , (8 ,6 ,4 ) , 4 2 (10, 5, 5), 4 3 (5, 6 ,8 ), 4 4 (8 ,1 0 ,7 )

20. 4 ,(7 ,  7 ,3 ), 4 2 ( 6 ,5, 8), 4 3( 3 ,5 ,8 ), 4 , ( 8 .4 ,  1)

21. 4 , (4 ,0 ,0 ) , 4 2 ( - 2 ,1 ,2 ), 4 3 ( 1 ,3 ,2 ), 4 4 (3 ,2 ,7 )

22. 4 ,( -2 ,  1 ,2), 4 2 (4 ,0 ,0 ) , 4 3( 3 ,2 ,7 ) , 4 4 (1 ,3 ,2 )

23. 4 ,(1 ,  3 ,2 ), 4 2 (3 ,2 ,7 ) , 4 )  (4, 0 ,0 ), 44 (-2 , 1 ,2)

24. 4 , (3 ,2 ,  7), 4 2 (1 ,3 ,2 ) , 4 3 (-2, 1 ,2), 44 (4 , 0, 0)

25. 4 ,(3 ,  1 ,-2), 4 2 (1, -2 ,1 ) , 4 3 ( -2 ,1 ,0 ), 4 4 (2 ,2 ,5 )

26. 4 ,(1 , -2 ,1 ) , 4 2 ( 3 , 1 ,-2), 4 3( 2 ,2, 5), 4 4 ( - 2 ,1 ,0)

27. 4 ,  ( -2 ,1 ,0 ) , 4 2 (2, 2, 5), 4 3 (3 ,1 ,2 ) , 4 4 (1 ,-2 ,1 )

28. 4 ,(2 ,  2, 5), 4 2 (-2, 1 ,0), 4 3 (1, -2 ,1 ), 4 4 (3 ,1 ,2 )

29. 4 , (1 , - 1 ,6 ) , 4 2 (4, 5, -2), 4 3 ( -1 ,3 ,0 ) , 4 4 (1 ,-1 ,5 )

30. 4 , (6 ,1 ,5 ) , 4 2 ( - 1 ,3 ,0), 4 3 (4 ,5 ,-2 ) , 4 4 (1 ,-1 ,6 )

Задача  7

Даны две системы векторов a j , а 2 > я з и  ^1 > ^2 ’ ^3 • Определить, 

какая и з этих систем образует базис; разложить вектор w  по этому базису.

1. a j  = (3 ,4 ,1 ); = (2 , -1,0); а 3 =  ( -2 ,3 ,1);

= (2 ,3 ,1 ); ^  = (-1 ,1 ,2 ); ^  =(3, 7,4); m = (4 ,7 ,1 )
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5
-1

^
1

2. о, =(5,-1,4);

i f  = ( 1. - 1. Ч ;

3. § = ( 2 ,  0 , - 1 ) ;

i>i = ( l ,  1 .1 ) ;

4 . § = ( - 1 , 1 , 3 ) ;

* i  = ( - з ,  1, -1) ;

=  ( - 5 , 7 ,4 ) ;  

= ( 5 ,  2, 3 ) ;

6. §  = ( 1 , 0 , 1 ) ;  

i l l  = ( 2 , - 1 , 3 ) ;

7 . § = ( 2 , 1 , 3 ) ;

k  = ( 2 ,  -2 , 1);

8. 0^ = ( 1, - 2, 1); 

^  = (2 ,2 ,3 ) ;

9. § = ( 4 ,  - 2 ,3 ) ;

b, = ( 1, 1, 1);

10. §  = ( 4 , 2 , 3 ) ;  

*1 = ( 4 , - 1 , 3 ) ;

U . § = ( 3 ,2 ,  -2); 

6 , = ( 1 , - 1 , 5 ) ;

0 2 = 0 , 2 ,  3); 

*2 = 12, 1, 1);

а~г = (3 ,-5 ,4 ) ;

b ~2 = ( -2, 3 , 0);

§ = ( 1 , 3 , 1 ) ;  

*2 = ( 1, - 1, 1);

§ = ( 1 ,3 ,1 ) ;  

* 2 = 0 . 0 ,  5);

§ = ( - 1 ,1 ,2 ) ;  

* 2 = 0 , 1,-4);

0 2  = ( - 1, 0, 1); 

*2 = ( - 1, 0 , 1);

§ = ( 3 ,4 ,- 1 ) ;  

h  = 0 , 2 , 3 ) ;

§ = ( 1 , - 3 ,  i); 

*2 = ( 0 , l ,  l);

§ = ( 1 , - 3 , 1 ) ;  

*2 = ( l ,  1, - 2);

a I  = (3 , -2,-1); 

^ = ( 2 , 3,-4);

^  =(4, -2,1); 

id  = ( 4 , -1 ,5 );

a ~3 = ( 0 , 0, 2); 

h  = ( - 3 ,  7 ,1 ) ;

§ = ( 2 , - 1,-1); 

id  = < - i . - i , i ) ;

§ = ( 2 , - 1,- 1); 

id  = (2 ,1 ,-1 ) ;

§ = ( 3 ,5 ,1 ) ;  

id  = ( 4 , 1 .-5 );

% = ( 0 , 1,-1); 

5  = ( - 1, - 2, 4);

§ = ( 2 ,« ,2 ) ;  

id  = 0 , 1 , 1 ) ;

§  =(-3,-1,-2); 

id  = ( 0, 0 , 1);

§ = ( - 2 , 0, 2); 

id  = (7 ,2 ,-3 ) ;

§ = 0 , i . - i ) ;  

id  = 0 , 2 , 1 ) ;

m  = (1 ,4 ,3 ) 

in =(3,-5,6)

M =(-3,5,8) 

i n = ( 0, 8,3 )  

i n = (  2, 1,-2)

in =(5,3,10) 

in =(3 ,0 ,-2) 

in =(5 ,6 ,-3) 

r a = (3 ,2,-1) 

in =(3, -5,-1)
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1 2 . а\ = (2 . 2 , 1 ); 4 2 = ( 1 , - 3 ,  1); fl3 = ( - l , 0 , 1);

*1 = ( - 2 ,1 ,- 3 ) ; Ьг  = ( 2 ,4 ,8 ) ; &3 = ( - 2 , 6 , 2 );

13. 5  = 0 , 0 , 5 ) ; Ъ  = ( 1 , - 2 , 1); 5 = ( 6 > - 6 , 8);

= ( 1 , 0 , 0 ); * 2  = 0 , 1 , 0 ); 5 = 0 , 2 , 1);

14. ^  = ( 2 , 3 , 1 ) ; ^ 2  = (-!»  -3 ,4 ); 5  = ( 0 , - 3 ,9 ) ;

6 , = ( 1 , 2 , 0); ^*
1 II 04 О 5  = ( 2 , 1 , 0 ;

15. Щ = ( 3 , - 3 ,3 ) ; а 2  = ( 1 , - 3 ,2 ) ; 5  = ( 5 , - 9 ,  7);

6 , = ( 4 ,1 , - 2 ) ; & 2 = ( 2 , - 3 ,0 ) ; Ьз = ( 3 ,1 , - 2 ) ;

16. = ( 2 , 1 , - 1); 5  = ( 2 , - 3 , 0 ); 5 = 0 , 1 , - 1);

Ь , = { 3 ,  -2 ,-1 ); ^  = ( 1 , 1 , 5 ) ; Ъ3 = 0 , 4 9 ) ;

17. a j  = ( 3 , 3 , 1 ) ; 5  = (2 ,-2 ,1 ) ; 5  = (2 ,1 ,1 ) ;

б [ = ( - 2 ,  3 ,4 ) ; 5  = (-1,-1,-2); Ьз = ( 0 ,5 ,8 ) ;

18. « I  = ( 1 , - 1 ,7 ) ; ^  = ( 2 , 3 , - 1 ) ; 5  = ( 3 ,7 , - 9 ) ;

*1 = ( 2 , 1 , 4 ) ; &2 = ( 1 , - 3 , 8 ); г>з = ( 5 ,0 ,3 ) ;

19. О] = ( 0 , 3 , 0 ) ; 5  = ( 1 . - 4 , 2 ); 5  = ( 2 , 3 , 2 ) ;

^ = ( 1 , - 2 , 3 ) ; 6 2 = ( 4 , - 4 ,3 ) ; к ъ 80

20. ^ = ( - 1 , 4 , 2 ) ; 0 2  = ( 0 ,  - 5 ,0 ) ; а 3 = ( 2 ,3 ,2 ) ;

Ь, = ( 1 , - 1 , 8 ); ^  = ( 2 , - 1 , 5 ) ; ^3 = ( 3 ,  -2 ,-2 );

21. ^ = ( 4 , 1 , 5 ) ; ^  = ( 1 ,3 ,4 ) ; 5  = ( -2 ,2 ,1 ) ;

Ь, = ( - 2 ,1 , - 2 ) ; 6 2  = ( 1 , - 3 ,5 ) ; 6 з  = ( 0 ,  - 5 ,8 );

т = ( - 3 ,-5 ,1 )  

т = (3 , -5 ,1 ) 

т  = (5 ,-6 ,3 )  

т  = (7 ,-1 ,-3 )  

т  = ( 6 , -5 ,3 )  

т  =(1,0,5) 

т  = ( 0, - 3 , 1) 

т = ( -  3 , 5 , 1)

« = ( -2 ,3 ,4 )  

т  = (5 , -5 ,-1 )



22. я ,  = (3 ,3 ,-8 ) ;  

i > l = ( 2 , 1 ,0 ) ;

23. « 1 = 0 ,5 , 8 ) ;

h  = 0 , o,-i);

24. Ч=(3,-1,0); 

*1 =(4,1, -3);

25. «1 =(3,2, -2); 

b\ =(1,-3,4);

26. ^  = (5 , 1 ,2); 

6, = (2 ,3 ,-8 ) ;

27. Щ = 0 ,3 , - 4 ) ;  

4 , = ( 1 , - 2 ,7 ) ;

28. Щ = (5 , -5 ,8 ); 

* 1 = (2 ,7 ,8 ) ;

29. а\ = (5 ,6 ,5 ) ;

4 | = (3 ,1 ,-6 ) ;

30. 5  = (7 ,3 ,-1 );

* 1 = ( 1 , 1 ,4 );

я 2 = (1 ,2 ,  -5); 

^ = ( 2 , Л З ) ;

«2 = ( -2 ,2 ,1 ); 

*2 = (3 , -5 ,4 );

%  = (3 , -2 ,1); 

^  = (-1 ,3 ,-1 );

< £ = (1 ,0 ,1 ) ;  

^  = (1 , -2,-3);

а з  = (0 ,-3 ,1 ) ;  

Ьг  = (1 ,2 ,3 ) ;

^ = ( 2 , - 1 , 3 ) ;  

*2 = (3 ,1 ,-4 ) ;

«2 = (1 ,-5 ,7 ) ;  

5 - ( 1 . - 3 , - 5 ) ;

^  = (3 ,-5 ,2 ) ;  

^  = (1 ,-3 ,2 ) ;

« 2 = (-1» 3 ,2 ); 

*2 = ( - 2 , 3 , 1);

Оз = ( 1 , 1 , 2 ) ;  

4з = ( - 1, 2, 0);

а г  =(-1, 1, 10); 

^  = ( 2 ,0 ,2 ) ;

«з = (5 , -2 ,1 ); 

*3 = ( 2 , 7 , 1);

5  = (4 , -1 ,3 ); 

Ьз = (-1 , 4 ,-1 );

<5 = (3 ,8 ,4 ) ;  

Ьз = (4 ,7 , -2 ) ;

« I  = (7 , 4, 1); 

4з = (5 ,-3 ,  10);

^  = (4 ,0 ,1 ) ;  

*3 = (4 ,1 ,-2 ) ;

« I  = ( 2 ,  -1 , 3); 

*3 = (  5 ,-5 ,2 ) ;

Оз = ( 6 ,0 ,3 ) ;  

5  = (0 ,5 ,9 ) ;

я  =(6,0, 5)

Я =(3,1,0) 

я  =(11,-5,2) 

я  =(13,3,2) 

я  =(2,-10,1) 

я  =(28,16,2) 

я  =(-6, 10,2) 

я  =(6, -3,9) 

я  =(4,-12,10)
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Задача 8
П ривести к  каноническому виду уравнение кривой второго порядка и 

построить эту  кривую .

1. 5 х 2 — S x y + 5 y 2 -3 б х + 3 6 у + 1 2 6  = 0

2 . х 2 + 4 х у + у 2 +  6 х + 6 у -1 8  =  0

3. З х 2 +10ху+ Зу2 -П х -1 2 у + 7  = 0

4. 7 х 2 - 2 х у + 7 у 2  - 4 8 х -4 8 у + 1 4 4  = 0

5. 11х2 - 2 0 х у - 4 .у 2 - -2 0 х -8 у -1 4 8  =  0

6. 4 х 2 +  2 4 х у + 1 1 у 2 + 6 4 х + 4 2 у + 5 5  = 0

7. З х 2 +  2 х у + З у 2 + 1 4 х -б у + 1 5  =  0

8. 5 х 2 + 4 х у + 2 у 2 + 2 0 х + 2 0 у + 1 4  =  0

9. 8 у 2 + 6 х у - 12х - 2б у +11 = 0

10. 2 х у + 4 х + 2 у + 3 = 0

11. 4 х у + 3  у 2  +16 х+ 1 2 ^ -3 6  = 0

12. 2 5 x 2 - 4 x j '  +  2 5 y 2 + 5 4 x -5 4 > ’-5 6 7  =  0

13. 5 х 2 + 1 2 х у + 2 2 х + 1 2 у -1 9  = 0

14. 4 х 2 -2 4 х у + 1 1 у 2 + 2 0 х + 1 0 у -1 2 4  =  0

15. 7 х 2 + 24х> -+38х+ 24у+ 175  = 0

16. х 2 + 6 х у+ у 2 + 6 х + 2 у -3 = 0

17. Зх2 - 2 х у + З у 2 + 4 х + 4 у -4  = 0
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18. 5х 2 + 4 х у + 2 у 2 + 1 0 х + 1 0 у +6,5 =  0

19. 6 х 2 - 4 х у + 3 у 2 + 1 4 х + 7 у -5 ,2 5  =  0

20. 23 х 2 + 72 х  у + 2  у 2 + 25 =  0

21. 29 х 2 + 1 4 4 х у + 7 1 у 2 - 4 0 х + 3 0 у - 5 0  =  0

22. 9 х 2 - 4 х у + 6 у 2 + 6 х - 8 у + 2 = 0

23. Зх2 —4 х у + 1 6 х + 1 2 у -3 6  =  0

24. 5 х 2 + 4 х у + 8 у 2 -3 2 х - 5 4 у + 8 0  =  0

25. 2 х 2 + З х у + 4 у 2 - 5 х + 2 у - 1  =  0

26. 2 х 2 + 4 х у + 5 у 2 - 6 х - 8 у - 1 = 0

27. 2х 2 + 6 х у - 6 у 2 + З х + у - ^  =  0

28. x 2 - 6 x y + y 2 - 4 x - 4 y + 1 2  = 0

29. 3х 2 + 1 2 х у + 3 у 2 + 6 х - 6 у + 3  =  0

30. 13x2 + 6 x j> + 5 y 2 - x + 3 y - - ^  =  0

З ад ач а  9
Привести к  каноническому виду уравнение поверхности второго по

рядка и схематически изобразить эту поверхность.

1. 6 i ? + 5 y 2 + 7 z 2 - 4 x y + A x z - m  = 0

2. Зх2 + 2 у 2 + 4 z 2 - 4 x y + 4 x z - 4 8  =  0

3. 5 * 2 +.y2 + 3 z 2 + 8 j t z - 8 ; y z - 9 - 0
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4. х 2 + 5 у 2 + 3 z 2 - 8 x z + 8 y z - 8 l  = 0

5. y 2 - z 2 + 4 x y - 4 x z - 3  = 0

6. 2 x 2 + l l y 2 + 5 z 2 + 4 x y - 2 0 x z + l 6 y z - 3 6  = 0

7. 7 x 2 + 5 y 2 + 6 z 2 + 4 x z - 4 y z - 5 4  = 0

8. 2 x 2 + 5 y 2 + 2 z 2 + 4 x y - 8 x z + 4 y z - l 2  = 0

9. - 2 x 2 + y 2 + z 2 - 4 x y - 4 x z + 8 y z - 2 4  = 0

10. \1  x 2 + \ 1  y 2 + \ \ z 2 +\€>x у - 8  x z - 8 y z - \ 6 2  = 0

И. %x2 + 5 y 2 + 5 z 2 + 4 x y + 4 x z ~ 8 y z ~ \ 4 4  = 0

12. x 2 + 5  y 2  +  z 2 + 2 x y + 6 x z + 2 y z - l 2  =  0

13. 2 x2 +  2>-2 + 3 z2 + 4 x > '+ 2 x z + 2 > ’z - 1 0  =  0

14. 5 x 2 + 2 y 2 + 5 z 2 - 4 x y —2 x z - 4 y z - 2 4  = 0

15. 2 x 2 + 2 y 2 + 5 z 2 + 2 x y - l 5  =  0

16. 3 x 2 + 4 j 2 +  3 z 2 + 2 .x j> + 4 ;tz + 2 iy z - 1 2  =  0

17. 5 ;t2 + 4 .y 2 + 5 z 2 +  2 ; t . ) '+ 4 * z - 2 j ; z - 7 0  =  0

18. x 2 - 2 y 2 + z 2 + 4 ^ _ y - 1 0 ^ z + 4 j 'z - 6  =  0

19. 2 a:2 +  2>’2 + z2 + 2 x z - 2 > ’z - 6  =  0

20. 5 x 2 + l l y 2 + 2 z 2 + l 6 x y - 2 0 x z + 4 y z - 3 6  = 0

21. 7 x 2 + 6 y 2 + 5 z 2 - 4 x y - 4 y z - 3 6  = 0

27



22. 3 x2 +3y2 +4z2 + 2 x z + 2 y z -3 0  = 0

23. 5 x 2 + 5y2 - 3 z 2 + 8 x y - 9  = 0

24. x 2  + y2  + 5z2 - 6 x y - 2 x z + 2 y z - 6  = 0

25. 5 x 2  + 3y2  +3z2 - 2 x y + 2 x z - 2 y z - l 2  = 0

26. x 2  + y2 + z2 - 2 x y + 2 x z - 2 y z - 2 7  = 0

27. x 2 + y2 + 4z2 + 2 x y + 4 x z + 4 y z -6  = 0

28. 6 x2 + 4 y 2 +5z2 + 4 x z - 4 y z - 4 0  = 0

29, 2 x 2 + y2 - 4 x y - 4 y z - 8  = 0

30. 4 x 2 + 6 y2 + 4z2 + 4 x z -6  = 0
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М етодич еские у к азан и я  к  вы полн ен и ю  расчетн ого  задания

Реш ить систему линейных уравнений по формулам Крамера, выпол
нить проверку.

Г 3xj + 2x2 ^3= — 2
< 2х\ +  Х2  +  6x 3 =  9

[ 4х\ +  2*3 =  6

Реш ени е. Составим из коэффициентов при неизвестных главный оп
ределитель системы:

3 2 1 

Д =  2 1 6

4  0 2

Вычислим его одним из способов (метод треугольников или метод 
дополнений):

3 2 11

2 1 6 = 6  +  4 8 - 4 - 8 = 4 2

4 0 2

Главный определитель системы отличен от  нуля, значит, система 
совместна.

Вычислим вспомогательные определители, которы е получаю тся из 
главного заменой соответствующих столбцов н а  столбец свободных чле
нов:

- 2  2  1

5 = - 4 + 7 2 - 6 - 3 6 = 2 6д 1 = 9 1 6 =

6  0  2

3 - 2  1
Д2 = 2 9  6 = 5 4 + 1 2 - 4 8 - 3 6 -1 0 8 + 8 = -1 18

4  6  2
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3 2 - 2
2 1 9 =18+72+8-24=74
4 0 6

Решение системы находится по формулам Крамера:

_ A L _ 2 6 _ 1 3  

*1_ Д ~42_ 21

118_
" 42

=  Д з =  7 4 = 37 
* 3 А 42 21

П роверка . Подставим найденное решение в систему уравнений: 

( - 2 = - 2 )3-— - 2 - — +— = -2  
21 21 21

. 37
2 — - — + 6 - — =9 

21 21 21

4 - “ + 2 Л = 6  
21 21

(9= 9)

(6=6)

Задача  2

Решить систему линейных уравнений методом последовательного ис
ключения неизвестных Гаусса. Найти общее, частное, базисное решения 
системы:

3*1 -  4х2 +  2*3 +  5*4 -  2х5 =  7

*1 ~ 2 х 2 +  х 3 +  2x 4 =  4

Х\ ~ х 2 + х 3 +  3*4 -  2х 5 =  3
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Реш ени е. Выписываем расширенную матрицу:

3 - 4  2 5 - 2  7 |

1 - 2  1 2 0  4  I -»

1 - 1  1 3 - 2  з ]

За базисную переменную рекомендуется выбирать ту неизвестную, 
коэффициент при которой равен единице (во избежание дробных коэффи
циентов). Оставим без изменения третье уравнение (строку), а з а  базисную 
переменную примем Х\.  Воспользуемся элементарными преобразования
ми, а  именно: умножим третью строку н а  (-1) и  сложим со второй, затем 
умножим третью  же строку на (-3) и  сложим с первой. Тогда Л) останется 
только в  третьем уравнении (строке):

0 - 1  - 1  - 4  5 - 2 0  1 (1) 4  - 5 2

0 - 1  0 - 1  2 1 -> 0 - 1 0 - 1  2 1

1 - 1  1 3 - 2 3 1 - 1  1 3 - 2 3

О ставим без изменения первую строку, переменную примем за  ба
зисную и  исключим ее из третьей строки (во вторую строку не входит):

0 1 1 4 - 5 2 0  1 1 4  - 5 2

0 - 1 0 - 1  2 1 -> 0  (1)  0 1 - 2 - 1

1 - 2 0 - 1  3 1 1 - 2  0 - 1  3 1

Во второй строке переменную *2  принимает за  базисную и исключа

ем и з остальны х строк:

0 0 1 3 - 3 3

0 1 0 1 - 2 - 1

1 0  0 1 - 1 - 1

В  результате получаем систему с  базисными переменными X] , х ^ , х$ :
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•*3 +  3^4 -  3^5 =  3 
+  Х4 — 2x5 = —1

Выражая базисные переменные через остальные (их называют сво
бодными переменными), получим общее решение системы:

x i -  - 1  -  Х4 +  Х5

■ Х2 =  — 1 -  Х4 +  2x 5

хз  =  3 -  ЗХ4 +  3x5

Давая свободным переменным произвольные значения, получаем 
множество частны х решений, например:

=  1 

=  2 "

x i =  - 1  -  1 +  2 =  О

х 2 =  - 1  -  1 +  4 =  2

хз  =  3 -  3 +  6 =  б

Х4 =  - 1

* 5 = 1

*1 =  “ !
х 2 =  - 1  +  1 

Хз — 3 +  3

1 + 1 =  1 

2  =  2 

3 = 9

Частное реш ение, в  котором все свободные переменные равны нулю, 
называют базисным решением:

=  О 

=  0 “

*1 = - 1 - 0 + 0 =  - 1

х 2 = - 1 - 0 + 0 =  -1

*3 = 3 - 0 + 0  =  3
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Задача 3

Выполнить действия с  матрицами;

О - 1

1 2 - 1  3 4  1 - 2  1 - 2 1 4  1 _ 1

- 2 - 1  0 1 2 • - 2  О +  - 2  1 0  1 ■

0 4 1 - 4 1  1 1  0 2 3 - 1
2 -1

- 2  1

Реш ени е. У станавливаем возможность выполнения указанных дейст
вий. П ервая матрица имеет порядок 3 x 5 ,  вторая 5 x 2 .  Умножение воз
можно, поскольку число столбцов первой матрицы равно числу строк вто
рой; в результате умножения получается м атрица порядка 3 x 2 .

У  второго произведения первая матрица имеет порядок 3 x 4 ,  вторая 
4 x 2 ,  умножение возможно, итоговая матрица будет иметь порядок 3 x 2 .

С ложение первого произведения со вторым также возможно, ибо оба 
произведения есть м атрица 3 x 2 .

Следовательно:
0  - 1

1 2 - 1  3 4 1 - 2

1) - 2 - 1 0  1 2 - 2  0
0 4  1 - 4 1 1 1

- 2  1

[l ■ 0 +  2 ■ 1 +  ( -1 )  • ( -2 )  +  3 • 1 +  4 • ( -2 )]

=  [(-2)-0  + ( - 1)1 +  0 -<-2) +  1-1 + 2 -(-2)] 

[О • 0  +  4  -1 +1 ■ (—2) +  ( -  4 )-1  +1 • ( -2 )]

[l ■ ( -1 ) + 2 ■ ( -2 )  +  ( -1 ) • 0  +  3 • 1 + 4  • l]

[(-2 )-( -1 )  + ( - 1 И - 2 )  +  0 - O +  l - l  +  2 - l]  =

[о ■ ( -1 )  +  4 • ( -2 )  +1 ■ 0 +  ( -4 )  • 1 + l - l ]

- 1  2
= - 4  7

- 4  -11
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2)

1

- 2

- 2  1 

1 0
■1 - 10 2 3

1 2  -
- 1 2 |

8 2 |
3) - 4 7  I + 0 - 1 1 =

- 4 - п | “ 5 б |

8 2 
= 0 - 1  

I - 5  6

[-1+8] [2 + 2] | 
[ - 4 + 0 ]  [7 -1 ] 

[ - 4 - 5 ]  [-1 1 + 6 ]]

I 7
=  1 - 4

6
- 9  - 5

Задача  4

Найти р анг матрицы:

2 3 2 2 2 3 2 2
|2Ю 1 2 0 0 1 2  0
Р4 5 4  5 => 0 - 1 0 1

Н о
0 3 5 2 0 3 5 2

Е|2 2 2 3 0 - 1 0 1

2 3

3 5 2|

Число линейно независимых строк матрицы равно четырем, следова
тельно, rang =  4 .

Решить систему линейных уравнений с помощью обратной матрицы. 
Вычисление обратной матрицы выполнить двумя способами: с помощью 
алгебраических дополнений и  путем элементарных преобразований.

jq  +  2^2 +  3*з = 8

— 4 x j +  * 2  4" 2 * з  =  15

-  x j  -  2x2  +  5 х з  =  24
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Р еш ени е. В  матричной форме систему линейных уравнений можно 
записать так: А Х  =  В ,  где А -  м атрица коэффициентов системы; X  -  мат
рица-столбец неизвестных; В  -  матрица-столбец свободных членов. Ум

ножив слева обе части равенства А Х  =  В  на А~1 (А~^существует, если 
det А  =  А Ф 0 ), получим

А~1А Х  = А~1В; Е Х  = А~1В; Х  = А~1В , 
здесь Е -  единичная матрица.
Следовательно, чтобы найти реш ение системы п  линейных уравне

ний с  п  неизвестными при помощ и обратной матрицы, нужно матрицу, 
обратную матрице из коэф фициентов системы , умножить на матрицу- 
столбец свободны х членов. В  результате получаем матрицу-столбец, кото
рая и  будет реш ением  данной системы.

Н айдем определитель матрицы  А

1 2  3 9 0 - 1

А - 4  1 2 = - 4  1 2 = 1- Н )2+2
- 1  - 2  5 - 9  0  9

А  =  72 Ф 0 ,  следовательно, м атрица А  обратима.

П ервы й  способ вытекает из формулы, выражающей обратную матрицу

Аи Аи •• Ап 1

^ = 1 42 А22 •• .. Ап 2
А

4  п А2п •• Ап„

где Ау -  алгебраические дополнения элементов ау данной матрицы. 

Н айдем  алгебраические дополнения для элементов данной матрицы:

Л,1 =  Н )М | _ 2  ^ ] = 5 + 4  = 9 ;

4 2 = Н Н : *  К  s i ' 2» 0 " 1» '18'
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4 з - Н ) Ч ~ *  _  2 j = ^  + ^ = 9 ;

^ 21= ( - 1) Н _ 2  1 — 0 0 + 6 ) — 16;

Л22 - ( - 0 2+2| _ )  ^ |=  5 +  3 = 8 ;

4 а - ( - 1 ) И _ |  _ 2  | = - ( - 2  +  2 ) - 0 ;

4 l = ( - D 3+1| *  1 1- 4 - 3 - 1 ;  

^ з2 = ( - » 3+2| _ ^  3 |= - ( 2 + i 2 ) = - i 4 ;

Л зз= Н )3+3| J  ^ j= 1 + 8=9.

Обратная м атрица имеет вид:

Необходимо сделать проверку: А А 1 = Е .

2  ±  S
9  72
1 - 1  
9  36

° ъ \
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Найдем реш ение системы Х = А  В

1 2 1

8
1

9
1

72
7

4 9 36
1

8
0

1

8

8

15

---------- +  —
8 9  72  
8 15 _ 1 6 8

- 2  I 

- 1

24
4  +  9  3 6

* + 0  +  ^  
8  8

4

*1= - 2 ; х2 = -1; х3 =4.

В торой способ основан на элементарных преобразованиях вспомога
тельной матрицы, которая получается путем приписывания к  данной мат
рице единичной матрицы того ж е порядка. Схематически этот  процесс за
писывается так:

|Л |£ |= >  £ U _1

1 2 3 1 0 o f 2  3 1 0 0

- 4  1 2 0 1 0 9  14 4 1 0 =>

- 1  - 2 5 0 0 1 1 0  0  8 1 0 1

5 3
1 2  0 0

1 2 3 1 0 0 8 8

= > | °  9 14 4 1 0 => 0  9  0
9

1 _ 7

1 1 4 4
1 0 1 1

Г  ° 8 8 0  0  1 0
8 8
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1 2 0
5

8
0

3
8

1 0 0

=> 0 1 0
1

4

1

9

7
" 3 6

=> 0 1 0

0 0 1
1

8
0

1

8
0 0 1

1 2 1
8
1

9
1

72
7

4 9 36
1
8

0
1
8

З ад ач а  6

Средствами векторной алгебры найти:
1) объем пирамиды с  верш инами А\ Л2  А3 А4 ;
2)  длину ребра А2  А3 ;
3) площадь грани А\ А2  А3 ;
4 ) угол между ребрами А\ А2 и  А\ А4 .
Даны координаты верш ины пирамиды ^ ( 5 ,  1, -4); A j( l ,2 ,  -I); 
А3 (3, 3 , -4); А4 (2 ,2 ,2).

Реш ение. П остроим схематически данную пирамиду (рис.1).

1. Рассмотрим векторы А\ А2, Ау А3 и А\ Ац. Зная координаты точек, 
вычислим координаты этих векторов:

AlA2 =(x2 - x v  У2 -У 1. z2 - z j )  =  ( - 4 , l , 3 )
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^М з =  (хз - х\, у з  - уу, Z3 -Z ! )  =  ( - 2 ,2 ,0 )

А л 4 =  (х 4  “  *1- У  4  ~ У Ь  Z 4 - Z ] )  =  ( - 3 , l , 6 )

Объем пирамиды равен модулю одной ш естой доли смешанного про

изведения векторов Ay А 2  , Ay A 3 , Ау А ц .

V =

-А  1 3 

- 2  2 0 
- 3  1 6

= U ( - 24) U

2. Н айдем длину ребра Л2 A3 :

\ а 2А2 | —J  (*3  - х 2)2  + (У з  ~ У 2 ) 2  + ( z 3 ~ z l ) 2 = ^ 4  +  1 +  9  =  л/14

3. Вычислим площадь грани Ay А 2 A 3 .

Площ адь Д Ay А 2  A3 равна половине площ ади параллелограмма, по

строенного на векторах Ay А2 и  Ay A3 . Площ адь параллелограмма, постро

енного на векторах Ау А 2  и Ay A 3  , совпадает с  м одулем векторного произ

ведения Ау А 2 х  Ay A 3 , а  поэтому площадь A Ay А 2  A 3

s b A ,A 2A , = \  | А 1А г  * А1Аз  I = \
i  j  i

- 4  1 3  = i |6 i - 6 j - 6 i E | = 3 V 3

4. Н айдем  угол между ребрами Ау А 2 и  Ау А 4 . Угол <р между вектора

м и Ау А 2  и Ау Асу вычислим по формуле:

А уА 2 АуАсу _ ( - 4 ) - ( - 2 )  +  1 2  +  3 - 0  10

4 Л з ”[Л)Л2 1 A At \  - J ( - 4 ) 2 +  12 + 3 2 -л /(-2 )2 + 2 2 2 + 0  

П о таблицам  ^ « 4 6  20'.
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Задача  7

Даны две системы векторов:

1) ^ = ( 4 ,- 5 ,1 ) ,  ^ * = (1 ,-1 , 3 ), ^ = ( 1 , - 2 , -  2 ) ;

2) b[ = ( -  2 ,3 ,5), = ( - 1 ,3 , -  4 ) , Ы, = ( -  5 ,9 ,6 ).

Определить, какая из этих систем образует базис; разложить вектор 
т = (  3, -* 2,7 )  по этому базису.

Реш ение. И спользуем признак линейной независимости для векторов 
с  числовыми координатами. Н айдем определитель:

4 1 1 4  1 1

д= - 5  - 1  - 2 = 3 1 0 ' ^ \ 1  51 3 - 2 9 5 0

Л * 0 , следовательно, система векторов линейно независима и  образу
ет базис.

Вычислим определитель для второй системы:

- 2  -1 - 5 - 2 -1 - 5
д = 3 3 9 = - 3 0 - 6

5 - 4 6 13 0 26

= ( - 1 Г
- 3 - 6  1 2

=(-1)(-3)(13) =0
13 26 1 2

Система линейно зависима.

Проведем разлож ение вектора т=(Ъ,- 2 ,7 ) по базису (й ] , а 2 . ° 3 ) • 

Запишем разлож ение вектора т=Х\а\ +  Х.2 а 2  + h a 2 в  координатной фор-

( 3 , - 2 ,7 ) = Я 1( 4 , - 5 ,1 ) + Д 2 ( 1 , - 1 ,3 )  +  А3 ( 1 , - 2 , - 2 ) .

Получаем систему линейных уравнений:

4Aj +  Я2 +  Я3 =  3

-  5Я } — Я 2 — 2 Я 3 =  — 2

Я] +  ЗЯ2 — 2Я3 =  7
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Систему мож но реш ать лю бым методом. Решим методом последова
тельного исключения неизвестных:

4  I 1 3 4 1 1 3
- 5  - 1  - 2  

1 3 - 2

- 2

7 - И

0 - 1  

0  - 5

1

- 2

3 1 0 4 3 1 0 4
0 1 0

1 0 1 - 1 1 0  1 - 1 => 0  0  1
- 6 0 0 - 7 1 0  0

7

6 1 0 0

Итак, координаты вектора т в  новом базисе будут —,  .
16  2  6 /

— 7 — 1 —  13 —
разложение вектора т по базису имеет вид т = — а \+  — а2  пз •

6 2  6

Задача 8

П ривести к  каноническому виду уравнение кривой второго порядка 

5 л 2 + 6 х у  +  5 у 2 - 1 6 х - 1 6 у - 1 6 = 0  

и построить эту  кривую.

Реш ени е. Запиш ем м атрицу квадратичной формы 5х2 +  бху + 5у 2

И спользуем  собственные нормированные ортогональные векторы:
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^ к  к  “  е г  к  к
для построения м атрицы преобразования S :

_1_ J _  
= 1 -Л -Я5 =

\ 'Ъ  Тг
Чтобы сохранить взаимную ориентацию новых координатных осей, на 

матрицу S  налагаю т дополнительное условие A s = l  (если A s =  —1, то 
достаточно поменять столбцы местами и  сменить соответственно нумера
цию  у  характеристических чисел и  собственных векторов).

Квадратичная форма в новой системе координат имеет вид:

2х 1 + 8 /  .

Преобразуем линейную функцию данного уравнения -  16х -  16у -1 6

м 6 № + ^ Г Т ^ + ® ‘ 1 6 * _ 1 б Л у " 16'

В системе координат X'OY' уравнение кривой и меет вид:

2 х ,г + 8 у '2 - 1 6 V 2 y '- 1 б  = 0 =>

-  32 =  0  => х 1* + 4  - 1 6  =  0 .
Совершаем параллельный перенос:

- я

уравнение эллипса. В  системе координат строим векторы е\ и  е-i и  опре
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деляем направление осей координат X'O Y'. Ц ентр эллипса в  системе 
X'OY' в  точке О' ( 0 ,л /2 ) (рис.2).

Задача 9
Привести к каноническому виду уравнение поверхности второго по

рядка

20 л:2 + 17  у 2  + 8 z 2  + 2 8 ху  — 8 x z  — 20у z  —144 =  0 

и  схематически изобразить эту  поверхность.

Реш ение. В наш ем примере м атрица квадратичной формы имеет вид: 
20  14 - 4

14 17 - 1 0  .

- 4  - 1 0  8
Характеристические числа матрицы определяются и з уравнения:

2 0 - Я 14 - 4

14 1 7 - Я - 1 0

- 4 - 1 0 8 - Я

которое приводится к  виду Я3 - 4 5  Л2  + 3 2 4 1  =  0. 
Отсю да Я| =  0, Л2  =  36, Я3 =  9.
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При Я[= 0 получаем систему уравнений:

( 20щ + 14и2 _  4из = О 

1 14щ + 17и2 -  10мз =  О 

[ -  4щ - 1 0  и2 +  8«з =  О 

Найдем ранг этой системы:

lOiij +  7и2 -  2«з = О 

14«i + 17и2 -  10мз = О 
-  2щ -  5и2 +  4«з = О

10 7 - 2 10 7 - 2

14 17 - 1 0 => - 3 6 - 1 8 0

- 2 - 5 4 18 9 0

Второе и третье уравнения являются линейно зависимыми; отбросим 
второе уравнение:

Г IOkj +  7и2 -  2«з = 0  J  IOmj +  7и2 =  2

[ -  2щ  -  5и2 +  4м3 =  0 3 [ - 2 м ]  -  5zi2 = - 4

= > u 2 = l ,

Собственный вектор, соответствующий характеристическому числу 
1 2 2 "|
З ’ З ’ З /

Находим собственный вектор, соответствующий второму характери
стическому числу /?2 = 3 6 :

-  16и{ +  14м2 -  4мз =  0 

14и{ - 1 9  м2 -  Юиз =  0

-  4и{ + 1 0  м2 -  28из ~  0

— 8и{ +  7м2 — 2uj =  0 

14и[ - 1 9 м2 - 1 0 « з  =  0  

2и{ +  5м2 +  14«з =  0

Определим ран г системы:

- 8 7 - 2 - 8 7 - 2 г
14 - 1 9 - 1 0 => 54 - 5 4 0 => г = 2 = > |

2 5 14 - 5 4 54 0 1

- 8ы{ +  7и2 -  2»з =  0 

2 и{ + 5  м2 +14из = 0

«3=1
- 8и} +  7и 2 =  2 

2«i + 5н2 = - 1 4
=> и { = - 2, м2 = - 2 .
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Собственный вектор г2  = ( -  2/?, -2 /3 ,  /? ) .  Нормируем собственный 

вектор е2 j - Находим собственный вектор, соответствую

щий характеристическому числу Л2 =  9 :

Г 11м{ + 1%2 -  4«з = О
< 14и[ +  8«2 - 10«з = 0  

— 10и2 — « 3 = 0

Определим ранг системы:

11 14 - 4 27 54 0 г-
7 4 - 5 => 27 54 0 = > r= 2  => J

4 10 1 4 10 1 1

l lw f  +  14«2  - 4 « з  = 0  

7и{  +  4«2 ~  5«з =  0 

4  « j  +  10м 2  +  м3 =  0

Г7и{ +  4«2 -5 м з  = 0  

\4 и {  + 10«2 +  м3 = 0

и3 =1 [7«1'+  4 « 2 = 5  

+  1 0«2  =  _ 1
=> « 1 = 1 , « 2  =

. Н ормируем собственный век-

1 2 \

П олученные собственные нормированные векторы попарно ортого

нальны: ej е2  = 0 ; е\ е2 = 0 ; е2  е2 = 0

М атрица преобразования координат имеет вид:

1 _ 2  2

" з  3  3
2 2 1 Д , = 1 .

45



Отсюда
1 , 2 , 2  , 

— х  + —у  + —z
3 3 3

1

3 3 3
2 , 1 , 2  ,
— X  +  —у  +  — Z
3 3 ^ 3

Квадратичная форма в  новой системе координат X'OY' имеет вид

уравнение эллиптического цилиндра с образую щими, параллельными оси 
ОХ' . В  системе координат XOY  строим собственные нормированные век

торы <2i е2 е3 . Определяем направление осей системы координат X'O Y',

, у л  л

Рис. 3
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