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1.1. Доказать, что если М  -  точка пересечения медиан в треугольнике 
A B C , Ю М А  +  М В  +  М С  =  0.
1.2. Доказать, что если М  -  точка пересечения отрезков, соединяющих 
середины противоположных сторон четырехугольника A B C D , то М А +  
+  M B  +  М С  +  M D  =  0.
1.3. Точки Е  и F  являются серединами диагоналей четырехугольника 
A B C D  (плоского или пространственного). Доказать, что

_ A B  +  C D  A D  +  C B  
2 2

1.4. Точки К  и L  служат серединами сторон В С  и C D  параллелограм
ма A B C D . Выразить векторы В С  и C D  через векторы А К  и AL
1.5. На стороне A D  параллелограмма A B C D  отложен отрезок А К  =  
= j A D ,  а на диагонали А С  -  отрезок A L  =  \АС. Доказать, что векторы 
K L  и LB  коллинеарны и найти отношение KL/LB.
1.6. Установить, какие из следующих троек векторов а, Ь, с  линейно за
висимы; если тройка векторов линейно зависима, то представить (если 
это возможно) вектор с  в виде линейной комбинации векторов а  и Ь:
1) а  =  {1 ,2 ,5 } ,  b  =  {2 ,4 , —1}, с  =  { 6, - 1 , - 1 } .
2) а  = { 2 , 3 , - 4 } ,  b  =  {4 , —3 ,3 }, с  =  {8 ,-1 5 ,1 7 } .
3) а  = { 4 , 6, - 1 2 } ,  b  =  { - 6 , - 9 , 1 8 } ,  с  =  { 2 ,5 , - 1 } .
1.7. Доказать, что, каковы бы ни были три числа а, 0 , 7  и три вектора 
а, Ь, с , векторы а а  — 0Ъ, 7 b  — а с , 0 с  — 7а  компланарны.
1.8. Даны четыре вектора а  =  {1 ,2 ,3 } ,  b  =  { 2 ,—2 ,1 }, с  =  {4 ,0 ,3 }  
и d  =  {16 ,10 ,18 }. Найти вектор, являющийся проекцией вектора d  на 
плоскость, определяемую векторами а  и Ь, при направлении проектиро
вания, параллельном вектору с.

§1. В екторы  на плоскости и  в пространстве

§2. Скалярное произведение векторов

2.1. Дано |а| =  3, |Ь| =  2 и угол между векторами а  и b  равен у .  Найти
a) длину вектора За — 2Ъ;
b) угол между векторами За — 2Ь и а  +  ЗЬ.
2.2. Дано |а| =  2, |Ь| =  3 и угол между векторами а  и b  равен |. Вы
числить скалярное произведение (а  -  Ь, За -  2Ь).
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2.3. В треугольнике A B C  даны длины его сторон \ВС\ =  5, |СА| =  б, 
\АВ\ =  7. Найти скалярное произведение векторов А В  и ВС.
2.4. Даны три вектора а, Ь, с. Известно, что ]а| =  1, [Ъ| =  3, jcj =
=  1, а ЛЬ =  £, алс  =  |. Ълс  =  a rccos(^ ). Вычислить (а  — b  +  с , а  — с).
2.5. Даны три вектора а, Ь, с. Известно, что |а| =  2, |Ь| =  |с| =
=  1, аЛЬ =  алс  =  у ,  Ьлс  =  arccos(—|). Вычислить (а + 2 Ь + с ,а —2с).
2.6. Определить внутренние углы треугольника с вершинами А  =  ( 1,2 ,3 ), 
В  =  (3 ,0 ,4 ), С =  (2 ,1 ,3 ).
2.7. Дай параллелепипед A B C D A 'B 'C 'D ', в котором А  — (0 ,1 ,1 ), В  =
=  (1 ,1 ,1 ), D  =  (1 ,3 ,2 ), А ' =  (—2 ,2 ,1 ). Точка Е  делит отрезок В С  в 
отношении 1:2, а точка F  -  отрезок A'D ' в отношении 2:1. Найти длину 
отрезка E F  и угол между векторами E F  и АС'.
2.8. Дан параллелепипед A B C D A 'B 'C 'D ' , в котором А  =  (0 ,1 ,0 ), С  —
— (1 ,2 ,1 ), D  =  (0 ,2 ,2 ), А! =  (—1,2 ,1 ). Точка G  делит диагональ АС ' в 
отношении 1:3. Найти длину отрезка GA' и угол между векторами GA! 
и BD'.
2.9. Дан прямоугольник A B C D  и точка М  (которая может лежать как в 
плоскости прямоугольника, так и все его). Доказать, что 1) (М А , М С ) =
=  (M B , MD)\ 2) М А 2 +  М С 2 =  M B 2 +  M D 2.
2.10. Доказать, что при любом расположении точек А , В , С, D  на плос
кости или в пространстве имеет место равенство

(В С , A D ) +  (С А , B D ) +  (А В , C D ) -  0.

2 .11 Найти вектор, являющийся ортогональной проекцией вектора v  на 
прямую с направляющим вектором f:
1) v  =  { - 1 4 ,2 ,5 } ,  f  =  {2, —2 ,1 };
2) v  =  {4 ,5 ,6 } ,  f =  {2 ,3 , —1}.
2.12. Найти вектор, являющийся ортогональной проекцией вектора v  на 
плоскость, перпендикулярную к вектору п:
1) v  =  {8 ,4 ,1 ) } ,  п  =  { 2 , - 2 ,1 } ;
2) v  =  {1 ,2 ,5 ) } , n  =  {1 ,4 ,8 }.
2.13. Найти ортогональную проекцию вектора v  =  {11, —3 ,7 } на плос
кость, компланарную векторам а  =  { 2, —1,3 }  и b  =  { 1, —1, 1}.
2.14. Используя определитель Грама, найти
1) площадь треугольника A B C , где А  =  (2 ,3 ), В  =  (3 ,5 ), С  =  (5,2);
2) объем параллелепипеда A B C D A 'B 'C 'D ', где А  =  (2 ,1 ,1 ), В  =  (1, —1,1), 
С  =  ( -2 ,1 ,0 ) ,  А  =  ( -3 ,1 ,1 ) .
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3.1. Найти векторное произведение [а,Ь] двух векторов а и Ь, где 1) 
а =  { 2 , 3 , - 5 }  иЪ  =  { 4 ,—1,3 }; 2) а  =  { - 3 , 4 , 6 }  и b  =  {5 ,1 , - 2 } .
3.2. Даны два вектора а  =  {8 ,4 ,1 }  и b  =  { 2 , - 2 ,1 } .  Найти вектор с, 
компланарный векторам а  и Ь, перпендикулярный к вектору а, равный 
ему по длине и образующий с вектором b  тупой угол.
3.3. Используя векторное произведение, вычислить площадь треуголь
ника, вершины которого находятся в точках
1) А  =  ( - 1 ,0 ,  - 1 ) ,  В  =  (0 ,2 , - 3 ) ,  С  =  (4 ,4 ,1 );
2) А  =  (1 ,1 ,1 ), В  =  (2 ,3 ,5 ), С  =  (3 ,2 ,3 ).
3.4. Найти объем пирамиды A B C D  и длину высоты из вершины D  на 
основание A B C , где
1) А  =  (1 ,2,4 ), В  =  (2 ,1 ,2 ), С  =  ( -1 ,1 ,1 ) ,  D  =  (2,3 ,5 );
2) А  =  (2 ,2 ,1 ), В  =  ( 1 , -1 ,1 ) ,  С  =  ( -2 ,1 ,2 ) ,  Л  =  (4 ,1 ,1 ).
3.5. Одна из вершин параллелепипеда AB C D A 'B 'C 'D ' находится в точ
ке А  =  (1 ,2 ,3 ), а концы выходящих из нее ребер — в точках В  =  (9, б, 4), 
D  =  (3 ,0 ,4 ), А! =  (5 ,2 ,6). Найти угол ф между диагональю АС' и плос
костью грани A B C D  этого параллелепипеда,
3.6. Найти угол наклона ребра A D  пирамиды A B C D  к  основанию A B C , 
где
1) Д =  (1 ,2 ,1 ), В  =  (1, —1, —1), С  =  (2, —1, —2), D =  (1 ,4 ,3 );
2) А  =  (1 ,1,1), В  =  (1 ,2 , - 1 ) ,  С  =  (2, - 1 ,  - 1 ) ,  D =  (3 ,1 ,2).
3.7. Даны два вектора а  =  {0 ,1 ,1 }  и b  =  {1 ,1 ,0 } . Найти вектор с  
длины 1, перпендикулярный к а, образующий с вектором b  угол | и 
направленный так, чтобы упорядоченная тройка векторов а, Ь, с  имела 
положительную ориентацию.
3.8. Даны два вектора а  =  {1 ,1 ,1 }  и b  =  {1 ,0 ,0 }. Найти вектор с 
длины 1, перпендикулярный к а, образующий с вектором b  угол | и 
направленный так, чтобы упорядоченная тройка векторов а, Ь, с  имела 
положительную ориентацию.
3.9. Даны три вектора а  =  {8 ,4 ,1 } , b  =  {2 ,2 ,1 } , с  =  {1 ,1 ,1 } . Найти 
вектор d  длины 1, образующий с векторами а  и b  равные углы, .пер
пендикулярный к с  и направленный так, чтобы упорядоченные тройки 
векторов а, Ь, с  и a, b , d  имели одинаковую ориентацию.
3.10. Даны три вектора а  =  { 8,4 ,1 } , b  =  {2 , —2 ,1 }, с  =  {1 ,1 ,1 } . Найти 
вектор d  длины 1, компланарный векторам а  и Ь, перпендикулярный к

§3. Векторное и смеш анное произведения векторов
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с  и направленный так, чтобы упорядоченные тройки векторов а, Ь, с  и 
a ,d ,c  имели противоположную ориентацию.
3.11. Даны три вектора а  =  {8 ,4 ,1 } ,  b  =  {2 , —2 ,1 }, с  =  {4 ,0 ,3 } . Найти 
вектор d  длины 1, перпендикулярный векторам а  и b  и направленный 
так, чтобы упорядоченные тройки векторов а, Ь, с  и a, b , d  имели оди
наковую ориентацию.
3.12. Доказать тождество Якоби

[а, [Ь, с]] +  [с, [а, Ь]] +  [Ъ, [с, а]] =  о.

3.13. Доказать тождество

[а, [Ь,с]] =  Ь(а, с ) — с(а ,Ь ).

3.14. Доказать тождества:

1) ( a ,b ,c ) (x ,y ,z )  =
(а ,х )  (а , у )  (a, z) 
(Ь ,х ) (Ь, у )  (b ,z )  
(с , х )  (с , у )  (с, z)

2)  (а, Ь, с )2 =
(а, а) (а, Ь) (а, с) 
(Ь, а) (Ъ,Ь) (Ь ,с ) 
(с, а) (с , Ь) (с, с)

§4. Уравнение прямой на плоскости

4.1. Определить взаимное расположение прямых:
1) 2х +  Зу -  1 =  0; 4х  +  6у — 7 =  0;
2) х  =  5 +  4t, у  =  - 2  -  2*; х  =  1 -  2*, у  =  7 +  <;
3) Зх +  9у +  5 =  0; х  =  2 +  3t, у  =  - t .
4.2 .. Через точку М  провести прямую L\, параллельную прямой L, и 
прямую i »21 перпендикулярную L, где
1) М  =  (2 ,3 ) и L  : 4х -  7у +  б =  0;
2) М  =  (—3,5 ) и L  : 6ж -  2у -  5 =  0;
4.3.. Зная уравнения двух сторон параллелограмма х  — Зу =  0 и 2х  +  
+  Ъу +  6 =  0 и одну из его вершин С  =  ( 4 , -1 ) ,  составить уравнения 
двух других сторон параллелограмма.
4.4. Даны уравнения двух сторон параллелограмма х  — у  — 1 =  0 и 
х  — 2у — 10 =  0 и точка пересечения диагоналей М  =  (3, — 1). Написать 
уравнения двух других сторон параллелограмма.
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4.5. Дан треугольник A B C : А  =  (6 , -4 ) ,  В  =  ( - 1 , - 3 ) ,  С  =  (9 , -1 ) .  
Написать уравнения сторон.
4.6. Дан треугольник A B C : А  =  (6 , - 4 ) ,  В  =  ( - 1 , - 3 ) ,  С  =  (9 ,-1 ) .  
Написать уравнения
a) медианы т д  из вершины В,
b) высоты h e  из вершины С,
c) биссектрисы 5а из вершины Л;
d) найти площадь треугольника A BC.
e) положительную или отрицательную ориентацию имеет треугольник 
ЛВС?
4.7. Дан треугольник A B C : А  =  ( - 3 , - 5 ) ,  В  =  (1 ,-1 3 ) , С  =  (8 ,-3 ) .  
Написать уравнения
a) медианы т в  из вершины В,
b) высоты h e  из вершины С ,
c) биссектрисы 5а из вершины Л;
d) найти площадь треугольника AB C .
e) положительную или отрицательную ориентацию имеет треугольник 
A B C ?
4.8. Дан треугольник A B C : А  =  (2 , -9 ) ,  В  =  (—3,6), С  =  (1 1 ,-1 2 ). 
Написать уравнения
a) медианы т в  из вершины В,
b) высоты h e  из вершины С,
c) биссектрисы 6а из вершины Л;
d ) найти площадь треугольника A B C .
e) положительную или отрицательную ориентацию имеет треугольник 
Л ВС?
4.9. Найти проекцию точки М  на прямую, если
1) М  =  ( —5,6), L  : 7х  — 13у — 105 =  0;
2) М  =  (26, —4), L  : 7т -  4у -  3 =  0.
4.10. Найти точку М \  симметричную точке М  относительно прямой L, 
где
1) М  =  ( - 2 ,9 ) ,  Ь : 2 х - З у +  18 =  0;
2) М  =  (19,18), L  : 5х +  7у +  1 =  0.
4.11. Даны две соседние вершины квадрата Л =  (—3,2) и В  =  (2,4). 
Найти две другие вершины.
4.12. Даны две противоположные вершины квадрата Л =  ( —3,2) и С  =  
=  (5, —4). Найти две другие вершины.
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4.13. Даны две точки А  =  (—3,1) и В  =  (5 ,4) и прямая х  -  2у 4- 1 =  0. 
Установить, пересекает ли эта прямая отрезок А В  или его продолжение 
за точку А  или В.
4.14. Дан треугольник A B C : А  =  (3 ,1 ), В  =  ( - 2 ,4 ) ,  С  =  (1,0) и 
прямая х  — 7у  +  5 — 0. Установить, пересекает ли прямая стороны тре
угольника или их продолжения.
4.15. Доказать, что четырехугольник A B C D  с вершинами А  =  (1,2), 
В  =  ( - 3 ,1 ) ,  С  =  ( - 1 , - 5 ) ,  D  =  ( 3 , -1 )  выпуклый.
4.16. Найти расстояние между параллельными прямыми 12х—16у—48 =  
=  0, Зт -  4у +  43 =  0.
4.17. Составить уравнения биссектрис углов между прямыми т + 2 у  =  0 
и 2т — 11у +  30 =  0.
4.18. Написать уравнение биссектрисы того угла между прямыми т  +  
+  7у — 0, т  — у  — 4 =  0, внутри которого лежит точка (1,1).
4.19. 1) Составить уравнение биссектрисы острого угла между прямы
ми х  -  Зу =  0,3т -  у +  5 =  0;
2) Составить уравнение биссектрисы тупого угла между прямыми т  — 
Зу +  5 =  0, Зт — у +  15 =  0.
4.20. Через точку М  =  (4, —3) провести прямую так, чтобы площадь 
треугольника образованного этой прямой и осями координат, была рав
на 3.
4.21. Через точку М  =  (2 ,5) провести прямую, равноудаленную от то
чек Р =  ( - 1 ,2 )  и Q  =  (5,4).
4.22. Луч света направлен по прямой т  — 2у +  5 =  0- Дойдя до прямой 
Зт — 2у +  7 =  0, луч от нее отражается. Составить уравнение прямой, на 
которой лежит отраженный луч.
4.23. Даны две вершины треугольника А  =  ( -6 ,2 ) ,  В  =  (2, - 2 )  и точка 
Я  =  (1 ,2 ) пересечения его высот. Вычислить координаты третьей вер
шины С.
4 .24 Даны уравнения двух сторон треугольника 2т — у =  0, 5т — у =  0 
и уравнение Зт — у =  0 одной из медиан. Составить уравнение третьей 
стороны треугольника, зная, что на ней лежит точка (3 ,9), и найти ко
ординаты его вершин.
4.25. Даны уравнения двух сторон треугольника Зт — 2у + 1  =  0, т  — у +  
+ 1  =  0 и уравнение 2т  — у — 1 =  0 его медианы, выходящей из вершины, 
не лежащей на первой стороне. Составить уравнение третьей стороны 
треугольника.



4.26. Дано уравнение х  — 2у 4- 7 =  0 стороны треугольника и уравнения 
х + у —5 =  0 , 2т + у —11 =  0 медиан, выходящих из вершин треугольника, 
лежащих на данной прямой. Составить уравнения двух других сторон 
треугольника.
4.27. Составить уравнения сторон треугольника A B C , если даны одна 
из его вершин А  =  ( - 4 ,  —5) и уравнения двух высот 5х  4- Зу — 4 =  О, 
Зт 4- 8у +  13 =  0.
4.28. Составить уравнения сторон треугольника A B C , если даны одна 
из его вершин А  =  (4, —1) и уравнения двух биссектрис т  -  1 =  0, 
х  — у  -  1 =  0.
4.29. Зная уравнение стороны треугольника т  +  7у — 6 =  0 и  уравнения 
биссектрис т  +  у — 2 =  0, т  — Зу — 6 =  0, выходящих из концов этой 
стороны, найти координаты вершины, противолежащей данной стороне.
4.30. Составить уравнения сторон треугольника A B C , зная одну из его 
вершин В  — (2 ,6), а также уравнения высоты т  — 7у +  15 =  0 и биссек
трисы 7т +  у +  5 =  0, проведенных из одной вершины.
4.31. Составить уравнения сторон треугольника A B C , зная одну из его 
вершин В  =  (2, —1), а также уравнения высоты Зт — 4у 4- 27 =  0 и бис
сектрисы т  4- 2у — 5 =  0, проведенных из различных вершин.
4.32. Составить уравнения сторон треугольника A B C , зная одну из его 
вершин С  =  (4 , - 1 ) ,  а  также уравнения высоты 2т — Зу +  12 =  0 и ме
дианы 2т 4- Зу =  0, проведенных из одной вершины.
4.33. Составить уравнения сторон треугольника A B C , зная одну из его 
вершин В  =  (2, —7), а также уравнения высоты Зт +  у +  11 =  0 и меди
аны т  +  2у +  7 =  0, проведенных из различных вершин.
4.34. Составить уравнения сторон треугольника A B C , зная одну из его 
вершин С  =  (4 ,3), а также уравнения биссектрисы т  +  2у — 5 =  0 и 
медианы 4т +  13у — 10 =  0, проведенных из одной вершины.
4.35. Составить уравнения сторон треугольника A B C , зная одну из его 
вершин А  — (3, —1), а также уравнения биссектрисы т  — 4у +  10 =  0 и 
медианы 6т  +  10у — 59 =  0, проведенных из различных вершин.
4.36. Написать уравнения сторон треугольника, зная одну из его вер
шин (1 ,7 ) и уравнения 2т +  Зу - 1 0  =  0 т  -  2у +  3 =  0 перпендикуляров 
восстановленных в серединах сторон, выходящих из этой вершины.
4.37. Основанием равнобедренного треугольника служит прямая 2т +  
4- Зу =  0; его вершина находится в точке (2 ,6); тангенс угла при осно
вании равен |. Написать уравнения боковых сторон.



4.38. Вершина равнобедренного треугольника находится в точке (—7,15), 
а середина его основания в точке ( 1,3 ). Составить уравнения сторон тре
угольника, зная, что тангенс угла при основании равен 4.
4.39. Составить уравнения сторон параллелограмма A B C D , зная, что 
его диагонали пересекаются в точке М  =  (1 ,6), а стороны А В , В С , C D  
и D A  проходя соответственно через Р  =  (3 ,0), Q =  (6, 6), R  =  (5,9), 
S =  ( -5 ,4 ) ) .
4.40. Дана уравнение Зж+4у—12 стороны А В  параллелограмма A B C D , 
уравнение ж + 1 2 у  — 12 диагонали А С  и середина Е  =  ( —2, у )  стороны 
В С . Найти уравнения сторон В С , C D , AD .
4.41. Составить уравнения прямых, которые проходят через точку Р  =  
=  (2, —1) и вместе с прямыми 2х  — у  +  5 =  0, За; +  6у — 1 =  0 образуют 
равнобедренные треугольники.
4.42. Найти центр и радиус окружности, проходящей через точку (—1,3) 
и касающейся прямых 7х +  у  =  0, х  — у  +  8 =  0.
4.43. Найти центр и радиус круга, вписанного в треугольник со сторо
нами Зж — 4у — 2 =  0, 4ж -  Зу — 5 =  0, 5ж +  12у +  27 =  0.
4.44. Составить уравнения сторон ромба, зная точку М  =  (1 ,6) пере
сечения его диагоналей и по точке на трех его сторонах Р  =  (3 ,0) на 
стороне А В , Q  =  (6, 6) на стороне В С , R  =  (5 ,9) на стороне CD.
4.45. Составить уравнения сторон квадрата, зная его центр (1,6) и по 
точке на двух непараллельных сторонах (4,9) на стороне А В , (—5,4) 
на стороне В С . (Ответ: 4.45. Два решения: А\В\ : Зж +  Ъу — 57 =  0, 
ВгС 5 x - 3 y + 3 7  =  0-,C1D 1 : Зж +  5 у - 9  =  0, D\A\ : 5 ж -З у -1 1  =  0; 
А 2В2 : 9ж — у  — 27 =  0, В2С2 : ж +  9у — 31 =  0; C2D 2 : 9ж — у  +  21 =  0, 
D 2A 2 ж +  9у — 79 =  0).
4.46. Составить уравнение прямой, которая проходит через начало ко
ординат и вместе с прямыми ж — у  +  12 =  0, 2ж +  у +  9 =  0 образует 
треугольник с площадью, равной |.
4.47. Среди прямых, проходящих через точку Р  =  (3 ,0), найти такую, 
отрезок которой, заключенный между прямыми 2ж — у — 2 — 0 , ж +  у +  
+  3 =  0 делится в точке Р  пополам.
4.48. Составить уравнение прямой, проходящей через начало координат, 
зная, что длина ее отрезка, заключенного между прямыми 2ж—у + 5  =  0, 
2ж — у  +  10 =  0 , равна \/Ш.
4.49. Составить уравнение прямой, проходящей через точку С  — ( —5,4),
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зная, что длина ее отрезка, заключенного между прямыми гс+2у + 1  =  О, 
х  +  2у  — 1 =  0, равна 5.
4.50. Вершина треугольника находится в точке (2 ,9 ), а биссектрисами 
двух его углов служат прямые 2х  — Зу +  18 =  0, у  +  2 =  0. Написать 
уравнение стороны треугольника, противолежащей вершине.
4.51. Написать уравнения сторон равнобедренной трапеции, зная сере
дины ее оснований (1 ,1 ), (2 ,8 ) и точки (4, - 3 ) ,  (-1 5 ,1 4 ) на ее боковых 
сторонах.
4.52. Дано уравнение стороны ромба х  +  Зу — 8 — О и  уравнение его 
диагонали 2х +  у  +  4 =  0. Написать уравнения остальных сторон ромба, 
зная, что точка (—9, —1) лежит на стороне, параллельной данной.

§5. Уравнение прямой и плоскости в пространстве

5.1. Написать уравнение прямой в пространстве, проходящей через две 
заданные точки:
1) А  =  (2 ,5 ,3 ) и В  =  (3 ,1 , -2 ) ;
2) Л =  (2 ,1 ,4 ) и В  =  (4,1, —1)
5.2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку С  =  (2 ,1 , —2) 
и компланарной векторам а  =  { 1,5 ,2}  и b  =  {3 ,5 ,5 } .
5.3. Составить уравнение плоскости, проходящей через три заданные 
точки:
1) А  =  (2 ,1 ,1 ), В  =  (3 , -1 ,2 ) ,  С  =  ( -1 ,1 ,2 ) ;
2) А  =  (3 ,2 ,3 ), В  =  ( 1 , - 1 , - 2 ) ,  С  =  (3 ,1 ,0 ).
5.4. Найти каноническое уравнение прямой

Г 2х — Зу +  z  — 6 =  0 
\ Зх +  4у  — 2z =  0

5.5. Установить в каждом из следующих случаев, лежит ли данная пря
мая L  в  плоскости П, параллельна плоскости или пересекает ее; в по
следнем случае найти точку пересечения прямой и плоскости:
1) L  : *^ 2  =  " f  =  *=1, П : Зх +  5у -  z  -  2 =  0;
2) L : n±! =  t 2  =  J , n :  3 i  -  3 »  +  2г -  5 =  0;
3} L  : =  *=*, П : х  +  Зу -  4г +  1 =  0;
4) L  : *{2  =  "Ф  =  П : Зх -  у  +  2г -  5 =  0.
5.6. Установить в каждом из следующих случаев, лежит ли данная пря
мая L  в плоскости П, параллельна плоскости или пересекает ее; в по
следнем случае найти точку пересечения прямой и плоскости:
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. ч ,  /  Зх -  5у -  7z +  16 =  0 „
\ 2i  — у +  2 — 6 =  0 ' П : 5* - г - 4  =  °;
, 2* +  3y +  t e - 1 0  =  O П ; 4г +  17 =  0 
 ̂ x + y + z + 5 = 0  

, J х  +  2у +  3г 4-8  =  0 „
\ 5ж +  Зу +  2 -  16 =  0 ' П : 2 x - v - 4 2  -  24 =  0.

5.7. Установить какие из следующих пар прямых скрещиваются, парал
лельны, пересекаются или совпадают; если прямые параллельны или 
пересекаются , то написать уравнение содержащей их плоскости; если 
прямые пересекаются, то найти точку пересечения:

(  х  =  1 +  2t (  х  =  6 +  3t f x  =  l  +  2* (  x  =  - 2 t
1 ) {  У =  7 +  * , < у  =  —1 — 2*; 2 )<  у  =  2 —2 t , I  y  =  - 5  +  3 t;

z  =  Z +  4t [ z - - 2  +  t  [ z  =  ~ t  ( z  =  4

x  =  2 +  41 (  x  — 7 — 6* (  x  =  l  +  9t (  x  =  7 +  6t
3)  ̂ У =  - 6t  , I у  =  2 +  $t ] 4) < у =  2 +  6t , l y  =  6 +  4*;

=  - 1  -  8t  I z  =  12* I z  =  3 +  3* I z =  5 +  2*

x  =  t
у  =  - 8  -  4* , 

k z  =  - 3  -  3*

: =  —2 +  3i
6) {  y =  - l

4 2 = 4 - *

Г x  +  y — z =  0 
\ 2x -  у  +  2z  =  0

. 2y - z  +  2 =  0 
( x  — 7y +  3z — 17 — 0

5.8. Даны две плоскости 2 x + z  — 0 ,x + y + 3 z —5 — 0 и точки A  =  (2 ,1 ,1 ), 
В  — (1 ,0 ,3 ), С  =  (0 ,0 ,1 ), D  — ( - 1 ,5 ,1 ) ,  Е  =  (1 ,4 ,3 ). Установить какие 
из точек В , С , D , Е  лежат в одном двугранном угле с  точкой А , какие 
в смежных с ним углах и какие в углу к нему вертикальном.
5.9. Даны две точки А  =  ( —3 ,1 ,5 ), В  =  (5 ,4 ,2 ) и плоскость 2х — 4у +  
+  z  +  14 =  0. Установить пересекает ли данная плоскость отрезок А В , 
его продолжение за точку А  или за точку В?
5.10. Найти ортогональную проекцию точки М  на плоскость П:
1) М  =  (1 ,2 , —3), П =  6х  —y - f  3z —41 =  0;
2) М  =  ( - 7 , - 5 ,1 6 ) ,  П =  4х +  Зу — z +  7 =  0.
5.11. Найти точку симметричную точке М  относительно прямой L:
1) М  =  (1 ,2 ,3 ), i  =  =  t i l  =
2) M  =  (4, —5,6), L =  ф  =  =  *f*.
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5.12. В пучке, определяемом плоскостями Зх +  у  — 2z — б =  0, х  — 2у +  
+  Ъг — 1 =  0, найти плоскость,
1) проходящую через точку (2,3 , - 1 ) ;
2) перпендикулярную первой плоскости;
3) перпендикулярную второй плоскости.
5.13. Найти расстояние от точки (1 ,2 ,5 ) до прямой х  =  t, у  =  1 -  2t, z  =  
=  3 + 1.
5.14. Найти расстояние от  точки (1 ,3 ,5 ) для прямой

Г 2х  + « +  2 — 1 =  0 
\ Зх +  у +  2г — 3 =  0

5.15. Найти расстояние между двумя прямыми:
1) Ы  :=  { х  =  3 + 1,у  =  1 - 1,z =  2 +  21), L2 { х  =  - t , y  - 2  +  31,z  =  
=  3«}-
2) L l : =  { x  +  2 y - z  +  l  =  0 , 2 x - 3 y  +  z - 4 :  =  0 } ,L 2  =  { x  +  y  +  z - 9  =  
=  0, 2x  — у  — z  =  0}.
5.16. Найти расстояние между параллельными прямыми

х  — 2  у  ~t~ 1  z  х  — 7  у  — 1  z  — 3
3 4 ~  2 И 3 “  4 ”  2

5.17. Найти центр и радиус шара, вписанного в тетраэдр, ограниченный 
плоскостями координат и плоскостью И х  — 10у — 2z — 57 =  0.
5.18. Найти расстояние между диагональю куба и непересекающей ее 
диагональю грани, если ребро куба равно 1.
5.19. Составить уравнение прямой , проходящей через точку (1 ,0 ,0 ), 
отстоящей от оси 0Z  на расстояние \j\fb и образующий с осью 0Z  угол 
aiccos(2/3).
5.20. Составить уравнение плоскости, параллельной плоскости 2х  +  у  — 
4г +  5 =  0 и отстоящей от точки (1 ,2 ,0 ) на расстоянии у/{21).
5.21. Найти тот угол между плоскостями 8х  +  Ay +  z  + 1  =  0, 2х — 2у +  
+  z  +  1 =  0 , в котором лежит точка (1, 1, 1).
5.22. Найти косинусы углов между прямыми: L1 :=  {Зх +  у  — z  +  1 — 
=  0, Зх — у  +  z  =  0 }  , L2 :=  { х  — у  +  1 =  0 ,2х +  2у — 5z  + 1  =  0}.
5.23. Найти угол между прямой L  :=  { х  +  у  — z  =  0 ,2х -  Зу +  z  =  0 } и 
плоскостью Зх +  by  — 4z +  2 =  0.
5.24. Провести через точку пересечения плоскости х  +  у  +  z  — 1 =  0 
и с прямой у  =  1,х  +  1 =  0 прямую, лежащую в этой плоскости и 
перпендикулярную к данной прямой.
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5.25. Написать уравнение и найти длину d перпендикуляра, опущенного 
из точки (—3,13 ,7 ) на прямую

ж — 1 _ у —2 _  z  -  3 
3 - 4  =  1

5.26. Написать уравнение, общего перпендикуляра к двум прямым

х  — 1 у  — 2 _  z  — 3 х  — 1 _  у  г  + 1
8 “  ~ 4  Г "  ”  —2 —2 — 1

5.27. Определить взаимное расположение трех плоскостей в каждом из 
следующих случаев:
1). х  +  2у — 32 =  0, Зж +  6у — 9z +  10 =  0, 2ж +  4у — 6z — 1 =  0;
2). Ъх — 2у +  4 =  0, Зх +  z  — 5 =  0, 8х  — 2у +  z  +  7 — 0;
3). 6х +  2у + 1 2 ^  — 3 =  0, Ъу — 7z — 10 =  0, Зж +  у  +  6z  + 1 2  =  0.
5.28. Через точку (1 ,2 ,3 ) провести плоскость , перпендикулярную к 
плоскости 5х — 2 y + b z —10 =  0 и образующую с плоскостью я  —4у—82+  
+  12 =  0 угол 7г/4 .
5.29. Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую ^  =  
_  _  г и образующей угол тг/З с прямой L :=  { х  — у  +  z  — 0, х  — у  +  
+  2 z  =  0} .
5.30. Составить уравнение биссекторной плоскости того двугранного уг
ла между плоскостями ж — z  — 5 =  0, Зх +  5у — 4 г + 1  =  0 , в  котором 
лежит начало координат.
5.31. Написать уравнение биссектрисы тупого угла между прямой 
{ж — 2у — 5 =  0 ,у  — 4г +  14 =  0 }  и ее ортогональной проекцией на 
плоскость ж +  у  + 1  =  0.
5.32. Написать уравнение прямой, проходящей через точку (1 ,2 ,3 ) и 
пересекающей прямые

x _ y  +  l _ z  — 2 х  _  у  +  2 _  z
2 ~  - 2  1 И 4 “  0 “ 3-

5.33. Найти уравнение проекции прямой

ж - 2 _ у — 1 _ 2  
3 “  - 2  ~  1

из точки (1 ,2 ,1 ) на плоскость у  — 2z +  4 =  0.
5.34. Составить уравнение плоскости , проходящей через точку (2 ,3 ,1 )
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и пересекающей прямые L1 :=  {ж +  у  =  0, х  — у  +  z  +  4 =  О}, L2 :=  {ж +
+  Зу -  1 =  0 ,у +  z  -  2 =  0}.
5 .35. Через линию пересечения плоскостей 6я  — у  +  z  =  0, 5я +  Zz - 1 0  =
=  0 провести плоскость, параллельную оси ОХ.
5.36. Даны уравнения граней тетраэдра л + 2 у —3z—6 =  0 ,2 y+ 5 z—4 =  0, 
Зх +  2 +  1 =  0 ,х  +  2у =  0. Написать уравнение плоскости прохдящей 
через линию пересечения двух первых плоскостей параллельно линии 
пересечения третьей и четвертой плоскости.

§6. Канонические уравнения кривых и поверхностей 
второго порядка

6.1. Найти центр С  и радиус г  каждой из следующих окружностей;
1) х 2 +  у2 +  3у =  0;
2) х2 +  у 2 +  2х — Ау =  0;
3) Зх2 +  Зу2 — 6х +  4у — 1 =  0.
6.2. Определить тип кривой и ее расположение на плоскости:
1} 9х2 +  16у2 — 54х +  64у +  1 =  0;
2) 4л2 — у2 — 16л — 6у +  3 =  0;
3) Зл2 -  12л -  6у  +  11 =  0 ;
4) 25л2 +  9у2 — 100л +  54у — 44 =  0;
5) 4л2 — у2 — 16л +  6у  +  23 =  0;
6) Зл2 +  12л +  16у -  12 =  0;
7) 9л2 - 4 у2 +  36л -  16у +  20 =  0;
8) л2 +  л — 6 =  0-
6.3. Найти фокусы и соответствующие директрисы следующих линий:

1) f  + ^ =
2) — 2у2 +  8 =  0;
3) У =  I®2-
6.4. Найти фокус и директрису параболы Зл2 +  12л +  16у — 12 =  0.
6.5. Найти фокус и директрису параболы у =  ал2.
6 .6 . Написать уравнение эллипса, оси которого параллельны осям коор
динат, касающегося осей 0 Х  и 0Y  в точках (5 ,0), (0,3).
6.7. Написать уравнение гиперболы, проходящей через точку (1 ,2), асимп
тотами которой служат прямые у  =  ±^ х .
6 .8 . Написать уравнение параболы , вершина которой находится в точ
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ке (2 ,6), а ось параллельна оси О У , зная, что на оси ОХ эта парабола 
высекает хорду длины 6 .
6.9. Составить уравнение окружности проходящей через точки (1,1), 
(0 ,2) и касающейся окружности (х  — 5)2 +  ( у ~  5)2 =  16.
6.10. Составить уравнение окружности, проходящей через точку (1, —2) 
и точки пересечения прямой х —7у+ 10  =  0 с окружностью х2+ у 2-  2 х +  
+  4у — 20 =  0.
6.11. Написать уравнение линии второго порядка, фокус которой нахо
дится в точке (2, 0), соответствующая ему директриса имеет уравнение 
уравнение х  =  8 и экцентриситет е — \. Найти второй фокус и вторую 
директрису этой линии.
6.12. Написать уравнение линии второго порядка, фокус которой нахо
дится в точке (2, 0), соответствующая ему директриса имеет уравнение 
уравнение х  =  5, зная, что эта линия проходит через точку (10,6). Най
ти второй фокус и вторую директрису этой линии.
6.13. Написать уравнение линии второго порядка, фокус которой нахо
дится в точке (2, 0), соответствующая ему директриса имеет уравнение 
уравнение х  =  6, зная, что эта линия проходит через точку (—4 ,8).
6.14. Написать уравнение гиперболы, зная четыре точки (± 4 , ± 2 ) пере
сечения ее директрис и асимптот.
6.15. Написать уравнение гиперболы, зная ее фокус (—2,0), уравнение 
х  — 7  директрисы, соответствующей другому фокусу, угол между асимп
тотами arctg|, содержащий фокус гиперболы.
6.16. определить центр С  и радиус г  каждой из следующих сфер:
1) х2 +  у2 +  z2 — 2х +  4у — 6z — 22 =  0;
2) х2 +  у2 +  z2 — 6z  — 7 =  0.
6.17. Определить вид поверхности и ее расположение в пространстве:
1) 3x2 +  3y2 +  3z3 - 6 x  +  4 y - l  =  0;
2) Зх2 +  Зу2 - 6х  +  4 у - 1  = 0 ;
3) Зх2 +  3у2 -  3z2 -  6х  +  4у +  4z +  3 =  0;
4) х2 +  4у2 +  9z2 — 6х  +  8у  — 36z  =  0;
5) 4х2 -  у2 -  z2 +  32х -  122 +  44 =  0;
6) 3x2 - y 2 +  3z2 - 1 8 x  +  10y +  1 2 z + 1 4  =  0;
7) 6у2 +  бг2 +  5х +  6у  +  30z — 11 =  0.
6.18. Написать уравнение касательных к эллипсу % + fg =  1 i проведен
ных из точки (12, —3).
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6.19. Написать уравнение касательных к гиперболе х 2 — V  =  1 , прове
денных из точки (1,4).
6.20. Найти кратчайшее расстояние параболы у2 — 64х от прямой 4х +  
+  3у +  46 =  0.
6.21. Найти уравнения касательных к  эллипсу f j j+ g - =  1 параллельных 
прямой х  +  у  — 1 =  0 .
6.22. Гипербола, оси которой совпадают с осями координат, касается 
прямой х  — у  — 2 =  0 в  точке М ( 4 ,2 ). Составить уравнение гиперболы.
6.23. Доказать, что луч света, выпущенный из фокуса эллипса после 
отражения от эллипса пройдет через другой фокус.
6.24. Доказать, что луч света, выпущенный из фокуса гиперболы после 
отражения от гиперболы пойдет по прямой, соединяющей точку касания 
и другой фокус.
6.25. Доказать, что луч света, выпущенный из фокуса параболы после 
отражения от параболы пойдет параллельно оси параболы.
6.26. Линия второго порядка определяется уравнением х2 — 2у +  А(у2— 
—2х) =  0. Определить тип линии при изменении параметра А и найти 
ее расположение относительно данной системы координат.

§7. Классификация кривых и поверхностей второго 
порядка

7.1. Определить тип кривой, найти ее каноническое уравнение и найти 
каноническую систему координат:
1) 5х2 +  4ху +  8у2 — 32х — 56у +  80 =  0;
2) 5х2 +  12ху -  22х -  12у -  19 =  0;
3) х2 — 4ху +  4у2 +  4х — Зу — 7 =  0;
4) х2 — 5ху +  4у2 +  х +  2у — 2 =  0;
5) 4х2 — 12ху +  9у2 — 2х +  Зу — 2 =  0;
6) 9х2 — 4ху +  6у2 +  16х — 8у  — 2 =  0;
7) 8х2 +  6ху -  26х -  12у +  11 =  0;
8) х2 — 2х у  +  у2 — 10х — 6у +  25 =  0;
9) 2х2 — 5ху — 12у2 — х  +  26у -  10 =  0;
10) 4х2 — 4ху +  у2 — 6х  +  Зу — 4 =  0.
11) 2х2 +  4х у  +  5у2 — 6х  — 8у — 1 =  0 ;
12) х 2 — 12ху -  4у2 +  12х +  8у  +  5 =  0;
13) 9х2 +  24ху +  16у2 -  230х +  110у -  475 =  0;
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14) Зж2 4- жу — 2у2 — 5ж 4- 5у — 2 =  0;
15) 4ж2 — 12жу +  9у2 — 20ж +  ЗОу +  16 =  0.
7.2. Определить тип кривой ж2 +  2ажу +  у2 =  1 в зависимости от значе
ния параметра а.
7.3. Определить вид поверхности и ее расположение в пространстве:
1) z2 =  2жу;
2) г  =  ж у;
3) ж2 4- 2ж +  Зу +  4z +  5 =  0.
7.4. Доказать, что каждая из следующих поверхностей является поверх
ностью вращения, определить тип, написать каноническое уравнение, 
найти ось вращения:
1) ж2 — 2у2 4- z2 4- 4жу — 4yz  — 8zx  — 14ж — 4у +  14z  +  18 =  0;
2) 5ж2 +  8у2 +  5z2 -  4жу +  4yz  +  8zx  -  6ж 4- 6у +  6z  4-10 =  0;
3) 2жу +  2yz  +  2zx +  2х +  2у 4- 2z +  1 =  0;
4) Зж2 +  Зу2 +  3z2 +  2жу -  2жz  -  2yz — 2ж — 2у — 2z — 1 =  0;
5) 2ж2 4- 6у2 4- 2z2 4- 8жу -  4ж -  8у  +  3 =  0;
6) 5ж2 +  2у2 +  5z2 — 4жу — 4yz -  2гж +  10ж — 4у +  2z +  4  =  0;
7) ж2 +  у2 +  z2 — жу — yz  -  z x  — 1 =  0;
8) 4жу +  yz  +  Azx +  4ж -f  4у +  4z +  3 =  0.
7.5. Определить вид каждой из следующих поверхностей второго поряд
ка, написать ее каноническое уравнение и найти каноническую систему 
координат:
1) 4ж2 +  у2 +  4z2 — 4жу +  4yz -  8zx  -  28ж +  2у + 16z 4- 45 =  0;
2) 2ж2 +  5у2 +  2z2 — 2жу — 4жz  +  2yz +  2ж — 10у — 2z — 1 =  0;
3) 7ж2 +  7у2 +  16Z2 — Юху — 8yz  — 8z x  — 16ж — 16у — 8z  +  72 =  0;
4) 4ж2 +  4у2 — 8z2 — Южу +  4yz +  4zx — 16ж — 16у +  10z — 2 =  0;
5) 2ж2 -  7у2 -  4z2 +  4ху +  20yz -  16zx +  60ж -  12у +  12z -  90 =  0;
6) 7ж2 +  6у2 +  5z2 — 4жу — 4yz — 6ж — 24у +  18z +  30 =  0;
7) 2ж2 +  2у2 — 5z2 +  2жу — 2ж — 4у — 4z +  2 =  0;
8) 2ж2 +  2у2 +  3z2 +  4жу +  2yz +  2zx — 4х +  6у — 2z +  3 =  0;
9) ж2 +  5ж2 +  z2 +  2жу +  2yz +  6z x  — 2ж +  6у  +  2z =  0;
10) ж2 — 2у2 +  z2 +  4жу 4- 4yz — Югж 4- 2ж 4- 4у — 10z — 1 = 0 ;
11) 2ж2 +  у2 4- 2z2 -  2жу +  2yz 4- 4ж 4- 4z =  0.
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§8. Разные задачи по кривым и поверхностям второго 
порядка

8.1. Найти фокусы и директрисы гиперболы 2х у  =  а2.
8.2. Написать уравнение эллипса, для которого прямые х + у - 1 = 0 и  
х —у + 1  =  0 суть соответственно большая и малая оси и длины полуосей 
которого равны а =  2, Ъ — 1.
8.3. Написать уравнение гиперболы, зная ее ось 2х -  у  +  2 =  0, асимп
тоту у  =  0 и точку ( 1, 1).
8.4. Написать уравнение параболы, осью которой является прямая х  +  
+  у  +  1 =  0 и которая проходит через точки (0, 0) , (0 , 1).
8.5. Написать уравнение гиперболы, зная что ее асимптоты параллельны 
осям координат и что гипербола проходит через точки (0, 0), (2 , 1), ( 1, 2).
8 .6 . Составить уравнение равносторонней гиперболы ,зная ее фокус (2,0) 
и асимптоту х  =  1.
8.7. Составить уравнение гиперболы, зная, один из ее фокусов ( —2,2) и 
асимптоты 2х — у  + 1  =  0, х  +  2у — 7 =  0.
8.8 . Найти асимптоты гиперболы:
1) Зх2 +  7х у  +  4у2 +  5х +  2у — б =  0;
2) 2х2 +  бху — 12х — 18у +  5 =  0.
8.9. Написать уравнение эллипсоида с полуосями 4,2,1, для которого 
плоскости х +  у +  2 — 1 =  0 , х  -  у  -  2г  =  0, х -  у +  1 =  0, слу
жат плоскостями симметрии, причем большая полуось лежит на линии 
пересечения первой и второй плоскостей; средняя ось лежит на линии 
пересечения первой и третьей плоскостей, малая ось лежит на линии 
пресечения второй и третьей плоскостей.
8.10. Составить уравнение поверхности второго порядка, проходящей 
через точки (0, 0, 0), (1, 1, - 1), (0 , 0, 1), для которой плоскости х  +  у  +  
+  z =  0 , 2х  — у — 2 =  0, у  — 2 +  1 =  0 являются плоскостями симметрии. 
Найти каноническое уравнение поверхности.
8.11. Составить уравнение поверхности второго порядка, проходящей 
через точки ( 1, 0, 0), (0, - 1, 0), ( 1, 1, - 1), для которой плоскости х  +  
+  у +  2 =  0 , 2х  — у — 2 — 2 =  0 , у  — 2 +  1 =  0 являются плоскостями 
симметрии.
8.12. Написать уравнение кругового цилиндра, проходящего через точ
ку М , осью которого служит прямая L:
1) A f =  (1 , -2 ,1 ) .  L  : f  =  2fS =  a | )
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2) М  =  (1 ,1 ,3 ), L  : Й=1 „ 4 = 2  =  г=4.
8.13. Составить уравнение кругового конуса, вершина которого находит
ся в точке А , направляющий вектор оси е, а угол образующих конуса с 
его осью равен ip:
1) А  =  (1 ,2 ,3 ), е  =  { 2 ,2 , - 1 } ,  <Д=|;
2) А  = ( 2 , 1 , - 1 ) ,  е  =  {1 ,2 ,1 } ,  ¥>=|.
8.14. Написать уравнение параболического цилиндра с параметром р =  
— |, зная вершину О ' =  ( 2 ,1 , -1 )  параболы, получающейся при пере
сечении цилиндра плоскостью, перпендикулярной его образующим, на
правляющий вектор e'j =  {| , |, |} оси этой параболы и направляющий 
вектор =  {§ ,  —5, — § }  касательной к ее вершине.
8.15. Написать уравнение
1) параболоида вращения с параметром р  =  i ,  вершиной (1, 0, —1) и 
направляющим вектором оси вращения {| , |, —
2) эллипсоида вращения с полуосями 1, 2, 2, центром ( 1, 2, 0) и направ
ляющим вектором оси вращения { 2, 1, —1}.
8.16. Найти каноническое уравнение линии пересечения поверхности с 
плоскостью:
1) x 2 +  y2 - z 2 =  0, x - z  + 1 =  0;
2) 39" +  *4 + ^ " ==1> ж +  z +  =  0;
3) х 2 +  2у2 +  z2 +  4ху  — 2x z  — 4yz  +  2ж — 6z =  0, х  — z  =  0;
4) у2 =  2х, х  +  у  +  z  — 1 =  0;
5) x 2 +  y2 — z2 =  l ,  2ж + 2y +  z  — 1 =  0.
8.17. Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую =  
=  2£±1 =  | и касающейся сферы ж2 +  у2 +  z2 — 2ж — 4у — 6z — 67 =  0.
8.18. Составить уравнение сферы, проходящей через окружность х 2 +  
+  у2 =  11, г  =  0 и  касающейся плоскости х  +  у  +  z  — 5 =  0.
8.19. Написать уравнение касательной плоскости к эллипсоиду §§ +  f§ +  
+  у  =  1, проходящей через точку (12, —3, —1) и параллельной оси Oz.
8.20. Написать плоскости, проходящей через прямую — ’а~  — и 

касающейся эллипсоида fg +  12 +  i f  =  1-
8.21. Написать плоскости, проходящей через прямую =  | =  и 
касающейся гиперболического параболоида у  — =  2z.
8.22. Написать уравнение касательной плоскости к  поверхности 2ж2 +  
4- 5у2 +  2z2 — 2ху  +  6yz  — 4х  — у  — 2z =  0, проходящей через прямую 
{Ах  — 5у =  0, г  — 1 =  0}.
8.23. Найти касательную плоскость к поверхности 4ж2 +  6у2 +  4z2 +

20



+  4x z  — 8y  — 4г +  3 =  0, параллельную х  +  2у +  2 =  О.
8.24. Найти прямолинейные образующие поверхности S  в заданной точ
ке М :
1) S : = х 2 — у2 =  2z, М  =  (1 ,1 ,0 );
2) S : = x 2 +  y2 - %  =  1, М  =  (1 ,4 ,8 ).
8.25. Дан гиперболический параболоид у  -  ^  =  2z и плоскость 2ж +  
+  Зу — z  =  0. Написать уравнение плоскости, параллельной данной и 
пересекающей параболоид по паре прямых; найти эти прямые.
8.26. Найти точку пересечения прямолинейных образующих однополост
ного гиперболоида x2+ y 2 — z2 =  1, по которым его пересекает плоскость, 
параллельная х  +  у  — 2 =  0 , и определить угол между ними.
8.27. Дан однополостный гиперболоид ^  —1| =  1. Через его образу
ющую £=2 =  | =  | и точку (0 ,3 ,0 ) проведена плоскость. Найти вторую 
прямую линии пересечения этой плоскости с гиперболоидом.
8.28. Дан гиперболический параболоид ^  =  2z. Через его образу
ющую | =  | =  | и точку (1 ,1 ,1 ) проведена плоскость. Найти вторую 
прямую линии пересечения этой плоскости с гиперболоидом.
8.29. Найти прямолинейные образующие поверхности х2 +  у2 +  z2 +  
+ 2 х у ~ 2 х г —у г+ А х + З у —5г+А  =  0, проходящие через точку ( - 1, —1, 1).

§9. Ответы

5 3  =  4 Л 1 _ 2 ^ | ё д = 2 Т ь - 4 А К

1.6 . 1) тройка линейно независима; 2) тройка линейно зависима и с  =  
=  —2а +  ЗЬ; 3) тройка линейно зависима и вектор с  не представим как 
линейная комбинация а и Ь. 1.8 . { —4 ,10 ,3 }.
2.1 а) л/133; Ь) агссов (-^|д). 2.2. 30 -  15V2. 2.3. -1 9 ). 2.4. - f v ' i

2.5. 12. 2.6. А  — arccos В  =  arccos С  =  arccos )■ 2.7.
Длина \/1б, угол arccos(8/15). 2.8. Длина \/3/2 угол arccos(5/6). 2.11.
1) { —6, 6, —3}, 2) 1 7 /1 4 (2 ,3 — 1}. (2.12. 1) { 6,6 ,0 }; 2) ^ {3 2 , —34,13}.
2.13. (7 , - 5 ,9 } .  2.14. 1) 7; 2) 10.

3.1. 1) {4 , -2 6 ,  - 1 4 } ,  2) { -1 4 ,2 4 , -2 3 } .  3.2. { —^ , ^ 5 , —^ » -  3.3.1) 9;
2) 3 /2у/5. 3.4. 1) У  =  5/6 , А =  2) У  =  7/6, h =  3.5 ф -
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=  a r c s in ^ . 3.6. 1) a r c s i n ^ ,  2) a r c s i n ^ .  3.7. с  =  { | ,| , - § }  3.8. 

с  =  {1 , ■= » * +  = » ? %  3.9. d  =  {0, - 4  ^ } .  3.10. d  =  { - 4 , 4 , - 4 }.
3.11. d  =  { - + > + . + } ■

4 .1 .1),2),3) -  прямые параллельны. 4 .2  1) L\ :=  4ж —7 y + 13 =  0, L2 '■= 
=  7x +  4y -  2 =  0; 2) L j :=  Зх — у  +  14 =  0, L2 :=  x  +  Зу — 12 =  0.
4.3. x  — Зу — 7 =  0, 2ж +  5у — 3 =  0). 4 .4 .x -  у  — 7 =  0, ж — 2у =  0).
4 .5 . Л В : ж +  7у +  22 =  0, Л С  : х - у - 1 0  =  0, В С  : ж - 5 у - 1 4  =  0.
4 .6 . а) т в  : ж — 17у — 50 =  0; b) h e  =  7х — у — 64 =  0; с) =  
=  Зж +  у — 14 =  0; d) 5 д  =  12, е) отрицательно ориентирован. 4.7. а) 
т в  : 6х — у  — 19 =  0; b) h e  =  2х +  у — 13 =  0; с) 6а =  у  +  5 =  
=  0; d) £д  =  48, е) положительно ориентирован. 4 .8 . а) т в ■ ЗЗх +  
+  19у — 15 =  0; b ) h e  =  ж -  Зу — 47 =  0; с) 8а — х  — у  — 11 =  0;
d) 5д  — 60, е) отрицательно ориентирован. 4.9. 1) (2 , -7 ) ;  2 )(5 ,8).
4 .10 .1 ) М ' =  (2 ,3 ); 2) М ' =  ( -1 1 , -2 4 ) . 4 .11 D x =  ( - 5 ,7 ) ,  С\ =  (0,9) 
или Dx =  ( - 1 ,  - 3 ) ,  C i =  (4, - 1 ) .  4.12. В  =  (4 ,3 ), D  =  ( - 2 ,5 ) .  4.13. 
Пересекает продолжение за отрезка за точку В . 4.14. Прямая пересе
кает стороны А В  и В С  и продолжение стороны А С  за точку А. 4.16.
11 .4 .17 . х  +  7у — 10 =  0, 7 ж - у  +  30 =  0). 4.18. Зх +  у -  10 =  0-
4.19. 1) 4ж -  4у +  5 =  0), 2) х  +  у +  5 =  0. 4.20. Зж +  2у -  6 =  0, 
Зж +  8у  +  12 =  0. 4.21. ж =  2, х  -  Зу +  13 =  0. 4.22. 29ж -  2у +  
+  33 =  0. 4.23. С  =  (2,4). 4.24. ж +  у -  12 =  0; (0 ,0), (4 ,8 ), (2,10).
4.25. 5ж -  Зу -  1 =  0. 4.26. 16ж +  13у -  68 =  0, 17ж +  11у -  106 =  0.
4.27. Зж—5у —13 =  0, 8ж—З у+17 =  0, 2ж + у—7 =  0.4 .28 . 2ж—у + 3  =  
=  0, 2ж +  у —7 =  0, ж - 2 у - 6  =  0 -4 .29 . ( 2 ,-4 ) .  4.30. 4 ж -З у + 1 0  =  0, 
7ж +  у — 20 =  0, Зж +  4у — 5 =  0. 4.31. 4ж +  7у — 1 =  0, у  — 3 =  0, 
4ж +  Зу — 5 =  0- 4.32. Зж +  7у — 5 =  0, Зх +  2у — 10 =  0, 9ж +  11у +  
+  5 =  0. 4.33. ж -  Зу -  23 =  0, 7ж +  9у +  19 =  0, 4ж +  Зу +  13 =  0.
4.34. ж + у —7 =  0, ж + 7 у + 5  =  0, ж — 8у  +  20 =  0. 4.35. 2ж +  9у —65 =  
=  0, 6ж -  7у -  25 =  0, 18х +  13у -  41 =  0. 4.36. Зж -  2у +  11 =  0, 
2ж +  у — 9 =  0, ж +  4у — 1 =  0. 4.37. 5х — 12у +  62 =  0, ж — 2.
4.38. Основание 2ж — Зу +  7 =  0, боковые стороны 14ж +  5у +  23 =  0, 
10ж +  11у — 95 =  0. 4.39. ж +  2у — 3 =  0, 2ж — у  — 6 =  0, ж +  2у — 23 =  
=  0, 2ж -  у +  14 =  0. 4.40. 5ж -  12у — 6 =  0, 5 ж -1 2 у  +  36 =  0, 9ж +  
+  12у +  20 =  0. 4.41. ж — Зу — 5 =  0, Зж +  у — 5 =  0. 4.42. С\ =  ( -2 ,4 ) ,  
г , =  V 2 , С 2 =  ( - 3 ,1 ) ,  г2 =  2V2. 4.43. С  =  ( —|, —1), г  =  1. 4.44. 
А В  : х  +  2у — 3 =  О, C D  : ж +  2у -  23 =  0, BiC\ : 2х -  у  -  6 =  О,
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A\D\ : 2x  -  у  + 1 4  =  О, B 2C2 : 2х +  у  -  18 =  О, Л21 >2 : 2х +  у  +  2 =  0.
4.46. х  +  2у =  0, 23ж +  25у =  0. 4.47. 8ж — у  — 24 =  0. 4.48. Зж +  
+  у  =  0, х  Зу — 0- 4.49. Зж +  4у -  1 =  0, 7ж +  24у -  61 =  0. 4.50. 
4ж — у  -  5 =  0. 4.51. х  +  7у — 8 =  0, ж +  7у -  58 =  0, Зж — 4у -  24 =  
=  0 ,4ж +Зу+18 =  0. 4.52. ж +Зу+12 =  0, З ж - у - 4  =  0, З ж -у + 1 6  =  0.

5 . 1 . 2> Т “ “г  =  ^ Г -5 .2 . 15а: +  к - Ю г - 5 1  =  0.
5 .3 .1 ) x + 2 y + 3 z - 7  =  0; 2) 2 x - 3 y + z ~ 3  =  0. 5.4. *=* =  «=! =  5.5
1) Прямая и плоскость пересекаются в точке (0,0, —2); 2) прямая парал
лельна плоскости; 3) прямая лежит в плоскости; 4) прямая и плоскость 
пересекаются в точке (2 ,3 ,1 ). 5.6. 1) Прямая и плоскость пересекаются 
в точке (2 ,4 ,6 ); 2) прямая параллельна плоскости; 3) прямая лежит 
в плоскости. 5 .7  1) пересекаются в точке (—3,5, —5) и лежат в плос
кости 9ж +  10у — 7z  — 58 =  0; 2) скрещиваются: 3) параллельны и 
содержатся в плоскости 5ж — 22у  +  19z +  9 =  0; 4) совпадают; 5) парал
лельны и содержатся в плоскости 12ж — Зу +  8z  =  0: 6) пересекаются в 
точке (10, —1,0) и лежат в плоскости ж — 7у +  Зг — 17 =  0. 5.8. Точки 
А п  В  лежат внутри одного угла; точки С  и D  лежат в вертикальных 
углах, смежных с углом, содержащим точку А ; точка Е  лежит в угле, 
вертикальном к углу, содержащему точку А . 5.9. Плоскость пересекает 
продолжение отрезка А В  за точку А. 5.10. 1) (7 ,1 ,0 ), 2) (1,1 ,14).
5.11. 1) (9 ,2 ,11 ), 2) ( - 2 ,1 ,0 ) .  5.12. 1) 7ж +  * - 1 3  =  0; 2) 41ж -1 9у +  
+  522 -  58 =  0, 3) ЗЗо;+4у —52 —63 =  0. 5.13. ^/35/6. 5.14 / Й .  5.15.
1) 1 8 /V U 0 ; 2) 16/vT02. 5.16. 3. 5.17. Центр ( | , - § , - 3 ) ,  радиус §.
5.18. 1 /V 6 . 5.19. Четыре прямые ^  ~ \ ~  ±2 5.20. Два решения 
2х +  у  -  4г +  17 =  0, 2а; +  у  -  4г -  25 =  0. 5.21. атссов(-1 /3 ). 5.21. 
± 2̂ .  5.23. a rcsm (^ l^ ). 5.24. х  +  у  +  z  -  1 =  0, 2 -  1 =  0 5.25. 
a s  =  E d l _ » = 2, d _  7 5.26. о: =  - 1  +  4, у =  4 -  4, г  =  f  -  4t.
5.27. 1) Три плоскости попарно параллельны; 2) три плоскости об- 
разуют призму; 3) первая и третья плоскости параллельны; вторая их 
пересекает. 5.28. ж +  20у+  7 z - 6 2  =  0, x - z + 2  =  0. 5.29. два решения 
2 ж + у + г  +  8 =  0, 14ж +  1 3 у -1 1 *  +  20 =  0). 5.30. 8ж +  5 у - 9 *  - 2 4  =  0.

( 5ж +  у — 8z +  17 =  0,
5.31. х  =  1+1, 1/ =  —2 +  54, 2 =  3 -4 .5 .3 2 . | 12 l +  _  1б2 +  18 =  0.

.  -  Г у - 2 2 +  4 =  0, j  х - 9 у  +  5г +  20 =  0,
\ За: +  4р -  2 — 10 =  0. 5 '34 \ *  -  2у -  52 +  9 -  0. 5 '35 ' S» +

+  132 -  60 =  0. 5.36. 161 +  50у -  32 -  132 =  0.
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6 .1. 1) С  =  (О, г  =  §; 2) С  =  ( -1 ,2 ) ,  г =  ч/б; 3) С  =  (1, - | ) ,  г  =  
=  § .6 .3 . 1) F] =  (0, —4), d i : y =  —5; F2 =  (0,4), 2) F, =
=  (0 , -6 ) ,  * : » = - § ;  F i =  (0 ,6), < h '.y = \ ,  3) F  =  ( 0 ,§ ), d : у =
=  - 1 .  6.4. F  =  ( - 2 ,  |), i  : у  =  И. 6.5. F  =  (0 ,£ ) ,  d : у =  - £ .  6 .6 . 
f c f l .  +  =  i .  6.7. I 2 -  4y2 +  15 =  0. 6 .8 . 2x2 -  8x  +  3y -  10 =  0.
6.9. Две окружности x 2 +  (у  -  5)2 =  25, x 2 +  [y  -  45/4)2 =  (45/4)2
6.10. x 2 +  y2 - x  ~  3y -  10 =  0. 6.11. §§ +  §§ =  1, второй фокус (—2,0), 
вторая директриса х  =  - 8  6.12. 3т 2 -  у2 -  36т +  96 =  0, второй фо- 
кус (10,0), вторая директриса х  — 7. 6.13. у2 +  8ж — 32 =  0. 6.14. Два 
решения -  £  =  1, ^  -  й  =  1- 6.15. -  £  =  1. 6 .16.‘ 1) С  =
=  (1, —2,3), г  =  6; 2) С  = (0 ,0 ,3 ) ,  г  =  4. 6.17. 1) сфера (х - 1 ) 2 +  (у +  
+  |) 2 +  z2 =  2) круговой цилиндр (ж —1)2 +  (у +  |)2 =  3) круглый
конус (ж -  I )2 +  (у  +  |)2 -  (z -  D 2 =  0, 4) эллипсоид +

+  =  1; 5) однополостной гиперболоид +  ^  +  =  1; 6)

круговой конус (ж -  З)2 — +  (z  4- 2)2 =  1; 7) эллиптический парабо-
л о и д ж -1 0 =  6.18- З х + 4 у - 24 =  0, З ж -2 8 у -1 2 0  =  0).
6.19. ж =  1, 5 х - 2 у  +  3 =  0. 6.20- 2. 6.21. ж + у  ± 5  =  0- 6 .22 . f =  1.

7.1. 1) Эллипс £  +  £  =  1, а  =  (2 ,3), е'х =  ( £ ,  - £ ) ,  4  =  ( * ,  * ) ;

2) гипербола f  -  £  = д ,  о '  -  (1, 1), V , = f c | , - ^ j ) ,  <* =  ( - + ( ,  + ) ;
3) парабола j/ 2 =  Jg*', О' =  (3 ,2), е', =  ( -J J ,  е§ =  ( f c  - f a ) ;
4) пересекающиеся прямые ж — у — 1 =  0, ж — 4у +  2 =  0;
5) параллельные прямые 2ж — Зу +  1 =  0, 2ж — Зу — 2 =  0;
6) эллипс а£ +  £  =  1, О' =  ( - § ,  §), в) =  { * . * ) ,  в2 =  (“ Л - А ) ;
7) гипербола f  — £  =  1, О  =  (2, - 1 ) ,  е ) =  ( J , ,  + ) ,  в§ =  ( - ^ - ,  fad);

8) парабола j/2 =  4a/2i', О ' =  (2 ,1 ), е ) =  ( fa , fa ) ,  е§ =  ( - Jg, fa );
9)пересекающиеся прямые 2ж +  Зу — 5 =  0, ж — 4у +  2 — 0;
10) параллельные прямые 2ж — у +  1 =  0, 2ж — у — 4 =  0;
11) эллипс +  5§ ^  =  1, а  =  (§, J), в) =  ( fa , -  fa ), е§ =  ( fa , f a );
12) гипербола ^  =  1, O ' =  (0 ,1 ) ,  o', =  ( ^ j ,  ^ ) ,  e(, =  ( - ^ 5 , ^ ) ;

13) парабола у'2 — 10ж;, О' =  (—1,2), е'х =  (|, —|), е'2 =  (|, —|);
14) пересекающиеся прямые ж +  у  — 2 =  0, Зж — 2у +  1 =  0;
15) параллельные прямые 2ж — Зу — 2 =  0, 2ж — Зу — 8 =  0;
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7.3 . 1) круговой конус - х а +  г/2 +  У2 =  0, угол между образующими и 
осью конуса равен вершина (0, 0, 0) .направляющий вектор оси конуса

2) гиперболический параболоид х п — у 1 =  2z ;
3) параболический цилиндр ха  — by' =  0.
7.4. 1) Однополостный гиперболоид вращения щ  +  ^  щ  =  1, центр 
О' =  ( 1, 1, —1), направляющий вектор оси вращения (|,
2) параболоид вращения хп +  у12 =  §2. центр О' =  ( 1, 0 , —1), направля
ющий вектор оси вращения (|, |, — |);
3) двуполостный гиперболоид вращения f j2 +  fj2 ~  f j l  ~  Центр О' =
=  - \ ) ,  направляющий вектор оси вращения ( ^ , ^ ) ;

4) эллипсоид вращения х'2 +  у 12 +  ^  =  1, центр O' =  (1 ,1 ,1 ), направля
ющий вектор оси вращения (-^=, ^=);

5) двуполостный гиперболоид вращения ^  ^  щ  =  —1, центр О1 =
=  (—|, |), направляющий вектор оси вращения (^=, 0, —^ ) ж
6) круглый цилиндр х 12 +  у'2 =  |, линия центров *±1 =  | =  |;
7) круглый цилиндр х а +  у'2 =  I , линия центров х  =  у  =  z;
8) круговой конус х а +  у12 — 2,г =  0 , центр О' =  (—я, — —|), направ
ляющий вектор оси вращения
7.5. 1) Параболический цилиндр у® =  |х'; р =  §, О' =  (2 ,1 , —1). е'г =
-  (2 2 1ч / _  (2 _1   2\ _/ _  (1 2 2V

v.31 з ’ з ’̂ е2 — V3> з> зУ>ез ~  1з> з>з;>
2) эллиптический цилиндр ^  ^  =  1; О' =  (0 , 1, 0), e i =  (^=,

•“» “  <75' _  V i)' е з =  < 7 ,' -&>’
3) эллиптический параболоид х + г Д  =  2 z> =  (2> 2> 1), ет =  ( ^ ,  0),

4) гиперболический параболоид х'2 -  у12 =  2z\ O' =  (0 ,0 ,1 ), e i  =

=  <75'“ Я " 0) ’ =  w ! '  ~ 57s)' ^  =  й> 1>з);
5) эллиптический параболоид ^■ +  ут- -  2z, O' =  ( l ,2 ,3 ) ,e i  =  ( - 0 , 1 ) ,

6) эллипсоид ^ + 1 + | Л  =  1, О' =  ( 1, 2, —1), e i =  (§ ,§ ,§ ) ,  е ’2 =

=  ( y . - i ) . e i  =  ( l , - f . l ) ;
') двуполостный гиперболой ^  ^  ^

‘  ^  е з =  е з =  (0. 0, 1)*;
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8) эллиптический параболоид ^  ^  =  2z'; O' =  ( - ^ ,  - ^ , | ) ,  е [  =

“  У»' Л ’ ~ л ) ' е2 =  <Л' Л 'Л ^ °з  = (да - д а 0);
9) однополостный гиперболоид щ  +  ф  +  ф  -  1> О1 =  ( - 1 ,  —|, |), ei  —

= <Л' ~ Л ’ 7з)’ ®г “  <Л’ Л ’ Л>' «• "  < д а °,“  Л>;
10) гиперболический цилиндр ж'2—у'2 — \ ,0 ' =  (—1, 0, 0), е'х =  ( ^ ,  0, — ̂ ) ;

®2 — Т̂з’ _ 7з’ ез = ^7б’ Те’ Те)’
11) эллиптический цилиндр =  1 ,0 '  =  (—2, —2, 0), е'х =  (^=, 0, ^ ) ;  

ез = <“ Л ' Л ' л ) ' ез = <Л' Л ' _ л )
8.1. Fj =  (о ,о ) , dx : х  +  у — а =  0; ^  =  (—а, —а), dx : х  +  у  +  а =  0 .
8.2. 5ж2 +  б  х у  +  5у2 — 6ж — 10у — 3 =  0. 9.3. 4жу +  Зу2 +  4у — 11 =  0-
8.4. ж2 +  2жу +  у2 +  5х — у =  0. 8.5. Зху — 2ж — 2у =  0. 8 .6 . Два решения 
(ж -  1)(у +  1) =  1 /2 , (ж -  1)(у -  1) =  - 1 /2 .  8.7. 4ж2 +  бжу - 4 у2 -  26ж +
+  18у — 39 =  0. 8 .8 . 1) Зж +  4у +  14 =  0, ж +  у — 3 =  0; 2) ж =
=  3, у  =  — 1/Зх +  1. 8.9. +  fe+y^r1)2 =  1. 8 .10.
Однополостный гиперболоид 4ж2 — у2 — z2 — Южу — 10xz — у  — z  =  0; 
каноническое уравнение 12ж,г — 18У2 +  2z/2 =  1. 8.11. Две плоскости 
ж+ y + z i l  =  0. 8.12. 1) 8x2+ 5 y 2+ 5 z 2 — 4xy +  8 y z + 4 x z  +  16x +  14y +  
+ 2 2 z—39 =  0; 2) 2ж2+5 у2+ 5 г 2—4ху—2yz—4жг+20ж—8у—32zH-54 =  0.
8.13. 1) l l x 2 +  l l y 2 +  23z2 — 32жу +  16xz +  16yz — 6ж — 60у — 186z +
+  342 =  0, 2) —2ж2 +  10у2 — 2z2 +  16жу +  8x z  +  16yz — Збу — Збг =  0.
8.14. 4ж2 +  у2 +  4z2 -  4жу -  8x z  +  4уг -  28ж +  2у +  16г +  45 =  0. 8.15.
1) 5x2+8y2+ 5 z2—4xy+8xz+4yz—бж +бу+бг+Ю  =  0, 2) 10ж2+7у2+7г2+  
+4жу—4жг—2yz—28ж—32у+ 8г+ 34 =  0. 8 .16 .1 ) парабола с параметром 
р =  2) эллипс с полуосями | и 3) парабола с параметром р =

4) парабола с параметром р =  5) гипербола ^  =  1. 8.17.
8ж +  4у +  z —100 =  0, 2ж- 2у +  z - 2 8  =  0- 8.18. x2 +  y2 +  (z  +  l )2 =  12, 
ж2 +  у2 +  (z  +  4)2 =  27. 8.19. Зж +  4у -  24 =  0, Зж -  28у  -1 2 0  =  0. 9.20. 
z  =  2, ж +  2у =  8. 8.21. 2ж -  у  -  2z -  8 =  0, 14ж -  Зу -  6z -  144 =  0.
8.22. 4ж — 5у — 2z +  2 =  0- 8.23. ж +  2у -  2 =  0, ж +  2у =  0. 8.24.

=  =* _  j t i  _  i  o') —  =  ^  ^  2=1 — —
1 1 0 ’ 1 -1  V  0 1 2 ’ 8 — 15 —

=  *=8. 8.25. 2ж +  Зу — z  +  32 =  0, ^  ^  ^  =  “т г  =
8.26. Точки (1 ,1 ,1 ), (—1, —1, —1), угол |. 8.27. з=* =  «=* =  8.28.
д+48   И+36_____ z_ о o q  ж+1   1/+1 _  г -1  я+1 _  !/+! _  г-1

4 —3 -24 ' 1 —1 0 ’ 1 —1 X ’
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