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ПРОГРАММА КУРСА 
А ВТОМ ОДЕЛЬНЫ Е РЕШ ЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Ф ИЗИКИ

Тема 1. А нализ размерностей и подобие.
1.1. Размерность. Анализ размерностей. Параметры, определяющие класс 

явлений. Подобие. П-теорема.
Тема 2. П рименение анализа размерностей величин к постро­

ению точны х частных решений задач математической физики и 
механики. А втомодельны е решения.

2.1. Сильные тепловые волны.
2.2. Сильные взрывные волны.
2.3. Автомодельность. Промежуточная асимптотика.
Тема 3. А втомодельны е решения второго рода. М одифициро­

ванная задач а о  мгновенном тепловом источнике. Автомодельное 
реш ение второго рода.

3.1. Модифицированная задача о мгновенном тепловом источнике.
3.2. Прямое применение анализа размерностей в модифицированной за­

даче о мгновенном тепловом источнике.
3.3. Численный эксперимент. Автомодельная промежуточная асимпто­

тика. Автомодельное предельное решение.
3.4. Модифицированная задача о сильном взрыве. Прямое применение 

анализа размерностей в модифицированной задаче о точечном сильном 
взрыве.

3.5. Численный эксперимент. Автомодельная промежуточная асимпто­
тика. Автомодельное предельное решение.

3.6. Качественное исследование нелинейной задачи на собственные зна­
чения.

3.7. Задача о коротком ударе.
3.8. Численный эксперимент. Автомодельная промежуточная асимпто­

тика. Автомодельное предельное решение.
Тема 4. Классификация автомодельных зависимостей и авто­

модельных реш ений.
4.1. Полная и неполная автомодельность.
4.2. Автомодельные решения первого и второго рода.
Тема 5. Автомодельны е решения и бегущ ие волны. Полная и 

неполная автомодельность упругости и разруш ения.
5.1. Решения типа бегущих волн.
5.2. Ударная волна Бюргерса -  стационарная бегущая волна первого 

рода.
5.3. Пламя -  стационарная бегущая волна второго рода.



5.4. Задача о равновесии упругого клина под действием пары сил, при­
ложенной в его вершине.

5.5. Парадокс Стернберга -  Койтера. Промежуточная асимптотика ре­
шения неавтомодельной задачи.

5.6. Законы подобия хрупкого и квазихрупкого разрушения.
Тема 6. А втомодельны е решения. М етод подобия.
6.1. Общий вид автомодельных решений. Метод подобия.
6.2. Примеры автомодельных решений уравнений математической фи­

зики и механики.
6.3. Подход, основанный на решении функционального уравнения.
6.4. Уравнения, инвариантные относительно комбинаций преобразова­

ния сдвига и их решения.
Тема 7. Классический метод исследования симметрий ди ф ф е­

ренциальных уравнений.
7.1. Однопараметрические преобразования и их локальные свойства. 

Однопараметрические преобразования и их локальные свойства. Инфини- 
тезимальный оператор. Инвариант оператора. Преобразования на плоско­
сти. Формулы для вычисления производных. Координаты первого и вто­
рого продолжений.

7.2. Симметрии нелинейных уравнений второго порядка. Условие ин­
вариантности. Процедура расщепления по производным. Примеры поиска 
симметрий нелинейных уравнений математической физики.

7.3. Использование симметрий уравнения для поиска точных решений. 
Использование симметрий уравнения для построения однопараметриче­
ских решений. Процедура построения инвариантных решений. Примеры 
построения инвариантных решений нелинейных уравнений. Решения, по­
рождаемые линейными комбинациями допускаемых операторов.

7.4. Уравнения старших порядков. Однопараметрические группы Ли то­
чечных преобразований. Генератор группы. Инвариант группы. Локальные 
преобразования производных. Условие инвариантности. Процедура расщеп­
ления. Инвариантные решения.

7.5. Симметрии систем уравнений математической физики. Основные 
соотношения, используемые при анализе симметрий систем уравнений. Сим­
метрии уравнений гидродинамического пограничного слоя.

Тема 8. Н еклассический метод исследования симметрий д и ф ­
ференциальны х уравнений.

8.1. Условие инвариантной поверхности. Конкретные примеры: уравне­
ние Фитсхью -  Нагумо и нелинейное волновое уравнение.

Тема 9. Прямой метод подобия К ларксона -  Крускала.
9.1. Поиск автомодельных решений специального вида. Примеры по­

строения точных решений. Точные решения уравнения Бюргерса.



1. Анализ размерностей величин

1. Основываясь на анализе размерностей величин в задаче о движении 
математического маятника, показать, что в случае малых колебаний мате­
матического маятника для периода колебаний Т  справедливо равенство

Т  = С ^ Щ ,

где I -  длина нити подвеса (длина математического маятника), д — уско­
рение свободного падения, с -  постоянная величина.

2. Основываясь на анализе размерностей величин в задаче об истечении 
тяжелой жидкости через водослив, показать, что вес жидкости Q, протека­
ющей через водослив в единицу времени, как функция плотности жидкости 
р, ускорения силы тяжести д и напора h,

Q =  f{p>9>h)

может быть представлена в виде

Q =  С и 3' 2/.3' 2,

где С  -  константа, определяемая в ходе решения задачи либо опытным 
путем.

3. Задача о глобальных свойствах планетной атмосферы. Глобальные 
свойства планетной атмосферы определяются

1) средней поверхностной плотностью поступающей в атмосферу за еди­
ницу времени солнечной энергии q\

2) радиусом планеты т\
3) постоянной Стефана -  Больцмана а, определяющей при заданной 

температуре уходящий поток излучения;
4) теплоемкостью газа планетной атмосферы при постоянном давлении

Cpt
5) теплоемкостью газа планетной атмосферы при постоянном давлении

Сы
6) угловой скоростью вращения планеты и>\
7) ускорением силы тяжести планеты д;
8) массой m  столба газа планетной атмосферы, имеющего единичную 

площадь основания.
Размерности этих параметров в классе M L T 9  (9 -  размерность темпе­

ратуры) таковы:

[?] =  М Т '3, [г] =  L, [сг] =  М Т ~ Ч - \  [9] =  L T - \
Ы  =  Ы  =  Ь3Т - 2Г \  м  =  Т ~ \  [m] =  M L -2.



Найти четыре параметра подобия.
4. Опираясь на анализ размерностей величин, показать, что перепад 

давления Р  на концах трубки при стационарном протекании через трубку 
различных жидкостей: воды, хлороформа, бромоформа, ртути, этилового 
спирта и др., как функция времени т  заполнения сосуда данного объема 
V, плотности р и коэффициента вязкости жидкости д,

Р = П т ,У ,р,ц)

может быть представлен в виде функции одной переменной

П =  Ф(ПХ), П =  Р /( р т - ‘), П, =  p / ln r V - 2'3).

5. Показать, что уравнение Прандтля в теории плоского ламинарного 
пограничного слоя в несжимаемой жидкости

dip d2iр dip dip д^ф
dy dxdy d x  dip dy3

для функции тока ф {х,у), связанной с компонентами вектора скорости u, v 
равенствами

и  = dф /dy, v =  —dф /dx  

допускает автомодельное представление решения

ф = л/ u U ^ x f

или, если ввести в качестве аргумента автомодельную переменную г/ =

ф =  y/vUooXtp^q).

Показать, что функция p{rj) удовлетворяет обыкновенному дифферен­
циальному уравнению третьего порядка

р "  + рр "  -  О

и граничным условиям

р  =  0, р ' — 0 при 77 — 0, 

р  2 при tj оо.



2. М етод подобия

1. Используя метод подобия, найти решения типа бегущей волны уравнения 
Бюргерса

2. Используя метод подобия, найти решения типа бегущей волны нели­
нейных уравнений теплопроводности

3. Используя метод подобия, найти решения типа бегущей волны нели­
нейных волновых уравнений

4. Используя метод подобия, найти решения типа бегущей волны нели­
нейных уравнений

5. Используя метод подобия, показать, что следующие уравнения не 
имеют решений типа бегущей волны

a )u )f  =  [ w w x )x  +

b)wtt -  (wwx)x + t 2.

6. Используя метод подобия, найти точные решения типа бегущей вол­
ны уравнения Борна -  Инфельда

(1  — Щ |)щ п  +  2 w xw tvjxt —  (1  +  u>l)wtt —  0.

7. Показать, что уравнение Кортевега- де Фриза

га* +  wwx — awxx.

a)uit — {wv}s)x,
b)wt +  awx =  (wwx)X)
c)wt = (wwx)x + a.

a) wtt =  (wwx)x ,
b)w« -  [f(w )w x]x .

wt +  wtxx — &wwx =  0

имеет следующее решение типа бегущей волны

А
z  = х  — Xt,



где го и А -произвольные постоянные.
8. Используя метод подобия, найти решение типа бегущей волны урав­

нения Буссинеска

Wtt +  +  bwxxxx — 0.

9. Используя метод подобия, рассмотреть уравнение теплопроводности 
с нелинейным источником степенного типа

wt =  awxx +  bwn

и показать, уравнение допускает введение автомодельной переменной £ =  
x t-1/2 и автомодельное решение вида

„  =  С =  й-1/2,

где функция U (£} удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

aU ^ + l i U ' - i  + P ^ U  + bU".

10. Используя метод подобия, рассмотреть нелинейное уравнение

wtt ~  a\uTw^\x ,
которое встречается в задачах волновой и газовой динамики, и показать, 
уравнение допускает введение автомодельной переменной С =  и
автомодельное решение вида

w ~ tmU(С), С ~  x t" ? ™ '1

(m -  любое).
11. Найти автомодельные решения нелинейных уравнений теплопровод­

ности

a)wt =  а(ггш1)1,
b)wt = a{wnwx)x,
c)tut = a(ewwx)x.

12. Найти автомодельные решения нелинейных уравнений теплопровод­
ности с источником

a)wt = ax~n(xnwwx)x + b.
b)wt ~  ax~n(xnwwx)x + bwmj
c)wt ~  a(x’‘tna:)I  +  bwk,
d)wt =  a(wnwx)x + bxk.



13. Найти автомодельное решение задачи о диффузионном погранич­
ном слое на плоской пластине, которая описывается уравнением

4ayx~^^w x +  ay2x~^^w y — wyy

и граничными условиями

w — w\ при i s O ,  vj =  ша при у  0, w -» при у  +оо.

14. Найти автомодельные решения нелинейных волновых уравнений

a)wtt = a(wwx)x + b,
b)wtt =  a(wnwx)x +  bwk,
c)w„ =

15. Найти автомодельные решения нелинейных уравнений

a)wt =  f{w xx),
b)wtt =  [f{wx)]x ,
c)wtt =  / ( ^ n ) .

16. Найти автомодельные решения однородного и неоднородных урав­
нений Монжа -  Ампера:

a ) Юху — UJxxWyy,
b)w2xy =  wxxwyy +  ахп,
c)wly = w sxwvy + ayxn.

17. Найти автомодельные решения уравнений типа Кортевега -  де Фри­
за:

a)wt + у}Х1Х +  awwxbt~lw — О,
b)wt +  wxxx +  awnwx =  О,
c)wt +  wXIX + a(wx)n - 0.

18. Найти автомодельное решение уравнения Буссинеска

Wtt +  a(vjwx)x + bwxxxx =  0.

19. Показать, что нестационарное уравнение теплопроводности

дги д Г

допускает автомодельное решение вида 

w = w (z ), 2 =



а функция w(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

[Д ги Н ' +

20. Прказать, что нестационарное уравнение теплопроводности с источ­
ником

d t dx [ dx \ 

допускает автомодельное решение вида

1 к - п  — 1
ш = ‘ “ W, z = xt’ р = — к'

а функция и  (г) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

а(иии ) '— q zu '+ Ьи —ри = 0.

21. Показать, что уравнение Бюргерса

dw d2w , dw
m = a a ^  + bw a i

допускает автомодельное решение вида

w = t~ l!2u{z), z  =

а функция u(z ) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

22. Показать, что потенциальное уравнение Бюргерса 

dw d 2w /  d w \ 2

a t = 0 * ?
допускает автомодельное решение вида

ш =  «(*), z  = x t -V 2,

а функция u(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

аи" + b(u')2 +  ^zu ' =  0.



23. Показать, что уравнение нелинейной фильтрации

dw  _  d 2w  /  ЗиЛ* 
d t а д х2 /

допускает автомодельное решение вида

.р / \ .о (k +  2)g +  1w — tvu iz ), г  =  x t4, р =  —  -----------
к

q -  любое, а функция и(г) удовлетворяет обыкновенному дифференциаль­
ному уравнению

а{и')ки" — qzv! + ри.

24. Показать, что волновое уравнение

dw  д  Г, , диП
d t2 д х  i  д х \

допускает автомодельное решение вида

w = w(z), z  = x j t ,

а функция w(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

25. Показать, что уравнение теплопроводности с источником

d 2w d2w
w + a? = aw

допускает автомодельное решение вида

w =  х 2^ г~’̂ и(г), z  = y j x ,

а  функция u(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

„  21! п 2 (1 +  п) , 2 (1 +  п) „1 +  z2)u" - --- ------- '-zu’ +  ^ -  аи =  0.
1 — n  (1 — п)г

26. Показать, что уравнение трансзвукового течения газа

d2w dw d2w  _  
д х2 + а ду ду7



допускает автомодельное решение вида

w = x~5k~2u{z), z  =  х ку,

к -  любое, а функция u(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциаль­
ному уравнению

а к2
- — - и'и" +  - — - z 2u" -  bkzv! +  3(3fc +  2)u =  0.
К -f* 1 К +  1

27. Показать, что уравнение Кортевега де Фриза 

dw d3w dw
т  = a s ^  + bw e i

допускает автомодельное решение вида

w  — t~2/3u (z), z  =

а функция u(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

28. Показать, что уравнение пограничного слоя

dw d 2w d w d 2w _  d3w
dy dxdy d x  dy2 °  dy3

допускает автомодельное решение вида

w =  г Л+1и(г), z =  х ху,

А -  любое, а функция u(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциаль­
ному уравнению

(2А -f 1)(и')2 — (А +  1)гш" =  а



3. М етод обобщенного разделения переменных

1. Получите решения с аддитивным разделением переменных следующих 
уравнений

a )f{x )w l  4- g(y)u>} -  fti(x) +  кг[у),
b )f(x )w x + g(y)vjy =з аш,
c) [Я*)"*]* +  [s(y)w»]y =  0.
d) [ f {x)wx]x + [g{y)wy]y = aw,
e)wt — awxx +  +  c,
f )w t  =  [ / ( i j w j j  +  awl +  bW’
g)wt = a(eXwwx)x +  beXw,
h)wt =  aw lx,
i)wu = a(eXwwt )x + b, 
j )w tt +  awt = b(eXwwx)z , 
k)w xt =  a{eXtuwx)x + beXw, 
l)wtt = wxxx +  f(w x) +  aw.

2. Получите решения с мультипликативным разделением переменных 
следующих уравнений

a)u;t =  a(wwx)x + bw,
b)u>t =  a(wwx)x + bw2,
c)wt =  a(wnwx)x + bw,
d)wt ~ a(wnwx)x +  6w)n+1 4- cw,
e)wtt =  a( wnwx)x,
f)w tt = a(wnwx)x + bw,
g)wtt = a(wnwx)x + bwn+l,
h)wtt — a(ti/ntt)x)i. +  W n41 +  cw,
i)Wxt =  a(wnwx)x +  6uj"+1.

3. Найдите решение с обобщенным разделением переменных нелиней­
ного уравнения первого порядка

wx = w \ — aw2 +  f(x )w .

Решение следует искать в виде

w = tp(x) + 1р(х)еХу.

4. Найдите решение с обобщенным разделением переменных нелиней­
ных уравнений теплопроводности

a)wt =  a(wwx)x,
b)wt =  a(wwx)x + b,
c)wt =  a(wwx)x +  bw.



Вид решения:
w = f{ t ) x  + g{t)

и
w  =  f { t ) x 2 + g(t)x  +  h(t).

Ь. Найдите решение с обобщенным разделением переменных нелиней­
ных уравнений теплопроводности (значение п =  1 соответствует решению 
с осевой симметрией, п  =  2 -  решению с центральной симметрией)

a)uit = ax~n(xn‘wwx)x,
b)wt = ax~n(xnwwx)x + b,
c)wt — ax~n(wxnwx)x +  bw.

Вид решения:

6. При каком значении параметра а  нелинейное уравнение

Wt =  Т о ю  +  aw2 +  b 

имеет решение с обобщенным разделением переменных вида 

w = f ( t ) x 3 +  g(t)x2 +  h(t)x + p(f)?

7. Найти решение с обобщенным разделением переменных нелинейного 
уравнения

wt ~  wxx + w l + aw2.

Решение искать в виде

a)w = f{ t)+ g { t)e Xx,
b)w =  f ( t )  +  g(t) sh(Ax),
c)w = f ( t )+ g ( t )c h { \x ) ,
d)w  =  /(£) +  g(£) sin(Ax +  C).

8. Рассмотреть нелинейное уравнение четвертого порядка для функции 
тока

dw д  . ди> д . . ЛЛ d2w d2w , .
W A"') = ‘'AA”' A w = w +w  (1)

Найти точные решения уравнения с разделяющимися переменными вида 

w  =  <р{х)+ф{у)



(использовать метод дифференцирования). Показать, что подстановка 

w = <р{х) + ф(у)

в исходное уравнение позволяет получить следующее функционально-диф­
ференциальное уравнение

~  А у у у  =  А ' А  +  А ж

4. Симметрии нелинейных уравнений  
второго порядка

1. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты урав­
нения Бюргерса и потенциального уравнения Бюргерса

a)щ  + wwx = аи/хх,
b)vjt +  awl — bwxx

2. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
обобщенного уравнения Бюргерса

wt + f{w )w x = awxx

3. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
нестационарных уравнений теплопроводности с нелинейным источником

a)u»{ =  a(wwx)x -I- bw,
b)wt — a{wwx}x +  bw2,
c)wt — awxz + f{w ).

Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех
/ М -

4. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
нелинейных уравнений

a)wt =  wxx +  a(wx)2,
b)wt =  wxx + aw(wx)2.

5. Показать, что уравнение околозвукового течения газа

wxwxx +  wyy =  О

допускает операторы



х 1 = ах , х 2 = ду, х 3 =  аш,
X i  =  ydw, Х$ = хдх + 3wdw, X§ = ydy — 2wdw

и найти соответствующие инварианты.
6. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 

уравнения движения нелинейной вязко-пластической среды

u>t = f (w x)wxx.

Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех 
/(» .)■

7. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
нелинейного уравнения теории фильтрации

Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех
/К).

8. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
нелинейного телеграфного уравнения

Wtt +  f{y j)Щ ~  awxx.

Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех 
f(w ).

9. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
нелинейного уравнения теплопроводности в анизотропных средах:

№ )> » .]*  +  [sfeH lif =  h(w).

Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех 
/(я ) , д(у) при произвольной функции h(w).

10. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
уравнения Калоджеро

wxt =  wwxx + f(w x).

Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех

/м .
11. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 

нелинейного уравнения

wu = f ( w xx).



Провести классификацию симметрий последнего уравнения для всех
/М -

12. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
уравнения минимальных поверхностей

(1 +  Wy)ivxx ~  2wxwywxy +  (1 +  V)l)Wyy =  0.

13. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
уравнения Борна -  Инфельда

(1 -  w2)w xx +  2wxwtwxt -  (1 + w \)w n = 0.

14. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инварианты 
неоднородных уравнений Монжа -  Ампера

а № У ~  ^ XxW yy  =  / ( * ) ,
b)wly - w xxwyy = y f (x ) ,
c)wly -  wxxwyv ~  y2f{x ), 
c)w2y -  wxxWyy =  e*/(a0-

Провести классификацию симметрий уравнений для всех f (x ) .

5. Использование симметрий для поиска 
точны х решений

1. Найти инвариантные решения следующих уравнений

a)wxwxx +  vjyy — О,
b)uitt + f{w )w t -  awxx,
c)uixt =  f{w ),
d)wxt = wwxx + f(w x),
e)wti =  f{w xx),
/ ) ( 1 +  w2)wxx -  2wxwyvjxv +  (1 +  w 2x)wyy -  0,
g ) ( l  -  u > t)w xx  + 2 w x w tw xt -  (1 +  w l)w tt =  0,
h)w 2y -  wxxu!yy ~  0 .

2. Найти инвариантные решения следующих уравнений

a)xwx + ywy - awxx +  /(w ),
b)xwx +  y u iy  =  wxx +  wyy +  f(w ).

3. Найти инвариантные решения уравнений параболического типа



a)wt + wwx — awxx,
b)wt — wxx +  a(wx)2,
c)wt — wxx + aw(wx)2,
d)wt = a(wwx)x + bw,
e)wt — a(wwx)x + bw2,
f ) w t + f(w )w x = awxx,
g)wt = awxx + f{w ),
h)wt =  f (w x)vjxx,
i)w t ~  [f (w x)wx]x .

6. Уравнения старших порядков
1. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные ре­
шения уравнения Кортевега-де Фриза

wt +  wxxx — 61uwx =  0.

2. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 
решения модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза

Wt +  Wxxx — Qw2Wx =  0.

3. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 
решения уравнений типа Кортевега-де Фриза

a)wt + wXxx +  awwx 4- bt~^w — 0,
+  wxxx +  — 0,

c)Wt +  Wxxx +  a'u'i =  0.

4. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 
решения обобщенного уравнения Кортевега-де Фриза

Щ +  wxxx +  f{w )w £ ~  0 .

Провести классификацию симметрий уравнения для всех f{w ).
5. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 

решения уравнения, которое встречается в гидродинамике вязкой жидко­
сти

wzt + w l~  wwxx =  vwxxx.



6. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 
решения уравнения, которое встречается в гидродинамике вязкой жидко-

«1,1 +  -  1 1 %  =  « « !„ , +  /(1).

Провести классификацию симметрий уравнения для всех f ( t) .
7. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 

решения уравнения стационарного безградиентного гидродинамического 
пограничного слоя

WyWxy — U>XWyy =  VJyyy.

8. Найти допустимые инфинитезимальные операторы и инвариантные 
решения уравнения стационарного градиентного гидродинамического по­
граничного слоя

WyWsy -  WxWyy -  VJyyy +  f (x ) .

Провести классификацию симметрий уравнения для всех /(т ) .

7. Симметрии систем уравнений  
математической физики

1. Показать, что координата С22 продолженного оператора 

v  д  д  д  д  ,  д  д  , д t
X  =  ( a i  + v a i  +  c aS  +  x a i  +  с' а Д  +  + х ' э ^ , + ХЩ  +

а я  а а  я  а 
+С пэ ^  +  <12а ^  +  <22Ж ^  +  Х11л Д  +  Х12а^ , +

вычисляется по формуле

С22 =  Суу +  ^ y u l ly  +  2 ( yvVy +  ( uuUy  +  2 CuvUyVy +  ( w v l  +  (и и уу +  —

-Uz fey  +  ZuyUy +  2ZyyVy +  iuyUy +  +  2^ut)Uj,Uj, +  ZuUyy + ,̂vvV2y +
+ZvVyy) -  Uy (r/yy -1- r]uyUy + 2T}yvVy +  T)VyUy + rjuuv?y + 2r)uvUyVy + г)иЩу+

+VvvVl + VvVyy) -  2uXy +  €ully +  -  2Uyy (ijy +  T/uUy +  7]vVy) .

2. Рассмотреть систему уравнений стационарного пограничного слоя

UUX + WUy + f ( x )  = Uyy,
и х 4- vy = 0.



Показать, что расщепление условий инвариантности по независимым 
переменным приводит к двум переопределенным системам уравнений. Пер­
вое условие инвариантности приводит к следующим уравнениям:

и хи Ху : 3f„  =  0

ЩЧзщ '■ 2€ч ~  Щ  ^  0
и ху П у  +  Cv "  о
и* : U  =  o,.2„ . Ux lly . 2£uu —  Vvv ~  0

Л  .UxUy . U  -  1r,uv »  0

и  г Vuu -  0
и 2 . v£v -  2uT}v -  Cuu -  2£yv =  0
и хи у : г + e

5
аз I -a

5 1 + II о

vr}u +  2т)уи -  Cuu =  0
u xvx : < u  =  0
u yvx : ur)v =  0
Щ  : (,yy ~  v£y -  v£b -  u£x -  2 fj]„  +  2щ у +  f£u +  (  +  2Q V =  0

u y : T)yy +  VT)y -  UTjx +  Z frju -  2^  +  X -  ®
v x : u C v = 0
1 : / ^ - C y y  +  « C ,  +  < y - / C u  +  2/ %  =  0 .

Второе условие инвариантности приводит к следующим уравнениям:

*4 ■ =  О
Щ ■ Xu -  Цх =  О
V- : Су -  Су =  О
1 : Сг +  Ху =  О’

3. Показать, что координаты третьего продолжения инфинитезималь- 
ного оператора определяются формулами



Cll2 — Схху +  (тхшЩ  +  2  £xywWx  +  2£xu)wWx Wy +  2£zww xy  +  CywwWx +  
+(www U>lvy +  2£wwWx Wxy +  £ywWxx  +  £wulWyW zx  +  £wWxxy-  
~ 2wxx (£xy +  ZxwWy + £yv,Wx +  £wwWxWy + £wWxy) -  
~ w xy (6 ra  +  %£xww x  +  iw aiW l +  ^ n )
- 2 u i xy (l)Xy +  TjxwWv +  T)ywWx  +  TjWVJw xw y +  T)wWxy)  -
- W y y  (r)xx  +  2r)xww x  +  Tjwww l  +  Tjww zx ) -

-W t {kxzy + txxwWy +  2£xywWx + 2£xwulWxUly + 2£XblWxy +  £ищю1+
+  ftuw w w lw y  +  2£wwlVx Wxy +  £jm WyV)xx  +  iy W xx +  £ww XTy )  -

- W y  (v x xy  +  VxxwWy +  2 i)xyww x  +  2rjxtimiw x Wy +  2Tjxww xy  +  J7u,wyw * +
+  V w w uw lw y  +  2r/wwWx Wxy +  T)ywWyWxx +  rjyVJxx +  r}wVJx xy ) -
- W x x y  ( 2 f i  +  2£ww x +  T}y +  Tjww s ) -  w xxx  +  £ww y ) -  2 w xyy {i)z  +  f]ww x) ,

Cl22 — Czyy +  CyyviWx +  2^XyblUI у +  2 (lyWwy jI U)y +  2(^yWUIXy  +  £Ilu,1)U ^ +
+(www W xw l  +  2£wwWx Wxy +  CxwWyy +  ( wwW xVJyy +  CwWXy y -
- W x x  (fyj, +  2£ywWy +  i www l  +  £wU!yy) -

~ w xy [Vyy +  ZrjywWy +  VwyjW^ +  VwWyy)
- 2 w xу  (fxy +  £yww x +  £xwWy +  riwww xWy +  £ww xy) -
- 2 Wyy (Tjzy +  T]ywW x +  TluxVJy +  IJuuW xW y +  riww x x ) -  

—W x (fxyi, +  £zyu>Wx  -I; £xywW x  +  £yyjyjWx  4“ f y u t ^ n ”b 
H x z w W y  +  ZwWWz W Xy +  IwxW xy  +  £ZVJWWx Wy +  £wxWxy +

+ ZxmwWxWy +  i ^ w lb J y  + ZvuWxxWy + £wwWxWxy) -
- W y  {rjxyy +  r\xywW y  +  rjyywW x  +  TjvmoWx Wy +  T)ywW Xy +  T}wxyWy +  rjw zUlyV+
+  TjwwyWx Wy +  r/wwwWz W% +  r)wwW yWXy +  TjuuWzWyy +  T)wyWXy  +  T}wwW yWxy) -  
- W z y y  ( f r  +  fwUJi +  2 %  +  2 T}wW y) -  2w XXy  {fy +  -  w xyy (T}x +  tjww x ) ,

C222 — £yyy +  ЗСуущШу +  3£ywwWy +  3 £ywWyy +  3 £wwwywyy +  Cwtuw1uy+
+C v,Wyyy -  3 w Xy (fyy +  2£ywWy +  £www ^ +  £wWyy ) -  
— buiyy (jjyy +  2Цу-uiVJy +  r)wwWy +  TlujUlyyj —

-W x {L,jy+3£yyWwy -\-Z£yWWwy+ZiyWwvv-\-£mvjwv?y^-Z^wwwyvjyy+^wwyv) -  
- W y  (Vyyy +  3VyyWtUy +  3r}ywww l  +  3TjyWWyy +  r]wwww l  +  3riwwW yW yy+J]a VJyyy) -
- 3 w Xyy {£y +  £y,wv ) -  3w yyy (rjy +  r)wW y) .



8. Прямой метод подобия Кларксона -  
Крускала

1. Показать, что уравнение Бюргерса

и, +  иих = ихх

допускает решение специального вида

u (x ,t)  =  A (x ,t)  +  B (x ,t)U (z{x ,t) ) ,

где z -  автомодельная переменная.
Показать, что функции A (x ,t ) и B (x ,t )  могут быть найдены таким 

образом, что

u (x ,t)  = ^x (b t  -f &о)-1 +  a.x{bt +  ^ ( г )]>

z(x , t) = -a (b t  +  b(j)"l 2̂x, 

а функция U(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

и'' + ш+и)и‘- ^  = (1.
2. Показать, что уравнение Бюргерса

щ  +  иих = ихх

допускает решение специального вида

и (х , t ) =  А (х , t ) +  B (x ,t )U (z ( x ,t )),

где z  -  автомодельная переменная.
Показать, что функции A (x ,t)  и В (х , t) могут быть найдены таким 

образом, что

«(ж,*) =  - j -  + b0x(bax +  ct + d y l [U{z) -  3],
£>о £>о он +  а

z(x , t) =  b + ln(bit +  a) +  ln&o(bo® +  ct + d)~l , 

а функция U[z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

3 _  4 у  +  и г + UU' + U" =  0.



3. Найти автомодельные представления решений обобщенных уравне­
ний Бюргерса

j  > О,
, JU

b)ut +  U +  ~  =  и хх,
\ о **c)щ  +  и  их — ихх,

d)ut +  иих + f ( x ,  t) = g{t)u хх,
e)и t + u0ux + f ( t )u a =  g(t)u xx.

4. Показать, что уравнение Бюргерса

ju J > 0

допускает автомодельное представление вида

4 (1 ,0  =  ^  +  ? 1 ”- 1/2 +  Ьо*-1/21 / и ,  
2ъ Оо 

г =  -bfjxt~1/2 + d(,ta,

где функция U (г) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

U" + UU' -  XU + az =  О,

где константы а  и j  связаны соотношением

5. Показать, что уравнение Бюргерса

2щ + и  их + —  = ихх

допускает автомодельное представление вида

u (x ,t)  = t~l/2U{z), 
z = x t

где функция U(z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

6. Показать, что уравнение Бюргерса

U| +  и2их = иХ1 
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допускает автомодельное представление вида

u { x , t ) = r V 2U(z), 
г = х Г 1>\

где функция U (г) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

и « -  u ‘V ' +  +  i u  =  0.

7. Показать, что уравнение Бюргерса

щ + иих + f ( x , t )  ^ g ( t ) u xx

допускает автомодельное представление вида

u (* ,t)  =  - x B '{ t ) /B ( t )  + K (t) + B{t)U (z), 
z  = —xB (t) /g (t)  + D(t),

где функция U (z) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав­
нению

U" + UU' +  azU' -)- F (z) -  0, 

а  функции g(t) и f ( t )  удовлетворяют уравнениям 

g(t)D ' + aB 2D  - К В  =  0, 

д' = а В 2,

«"■*> = [{%У ■- ( % 1 - к ' + ^  -  я~1в3рМ-
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