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Предисловие

В а ш е м у  в н и м а н и ю  п р е д л а г а е т с я  п е р в а я  ч а с т ь  м о н о г р а ф и и  п о  о с н о в н ы м  о р т о г о н а л ь н ы м  

ф у н к ц и я м  и  и х  п р и л о ж е н и я м .  Э т а  р а б о т а  п о - с в о е м у  у н и к а л ь н а ,  п о т о м у  к а к  о р и е н т и р о в а ­

н а ,  в  п е р в у ю  о ч е р е д ь ,  н а  к о н к р е т н о г о  ч и т а т е л я  -  п р и к л а д н о г о  м а т е м а т и к а  и  п р о г р а м м и ­

с т а  -  д л я  с о з д а н и я  а д е к в а т н ы х  м о д е л е й ,  о п т и м а л ь н ы х  а л г о р и т м о в  и  н а п и с а н и я  и с х о д н о г о  

к о д а  с  м и н и м а л ь н ы м и  в ы ч и с л и т е л ь н ы м и  и  р е с у р с н ы м и  з а т р а т а м и  п р и  р е ш е н и и  ч а с т н ы х  

з а д а ч .  Т е м  н е  м е н е е  м а т е м а т и ч е с к и й  а п п а р а т ,  п о л о ж е н н ы й  в  о с н о в у  р а б о т ы ,  -  т е о р и я  о р т о ­

г о н а л ь н ы х  м н о г о ч л е н о в  и  р я д о в  Ф у р ь е  -  и м е е т  б о л ь ш о й  т е о р е т и ч е с к и й  и н т е р е с .  П о э т о м у  

а в т о р ы  н а д е ю т с я ,  ч т о  д а н н а я  р а б о т а  б у д е т  и н т е р е с н а  б о л е е  ш и р о к о й  а у д и т о р и и .

П о д  о с н о в н ы м и  о р т о г о н а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и  э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  т и п а ,  о т р а ж е н н ы м и  в  

н а з в а н и и  р а б о т ы ,  н а  д а н н о м  э т а п е ,  п о н и м а ю т с я  к л а с с и ч е с к и е  о б о б щ е н н ы е  м н о г о ч л е н ы  

Л а г е р р а  Ь ^ ( т , ^ ) ,  м н о г о ч л е н ы  Я к о б и  Р к * ' в \ т , ^ ) ,  з а д а н н ы е  н а  и н т е р в а л е  т Е  [0 ,  т о )  с  и с ­

п о л ь з о в а н и е м  с о о т в е т с т в у ю щ е й  з а м е н ы  э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  т и п а  и  в в е д е н и е м  в а р ь и р у е м о ­

г о  п а р а м е т р а  м а с ш т а б а  7 . М а т е м а т и ч е с к и м  а с п е к т а м  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  э к с п о н е н ц и ­

а л ь н о г о  т и п а  и  и х  с в о й с т в а м  з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш е  в н и м а н и я  у д е л е н о  в  т е к с т е  м о н о г р а ф и и  

в  с о о т в е т с т в у ю щ и х  р а з д е л а х .  Г л а в н ы м  о б р а з о м  о р т о г о н а л ь н ы е  ф у н к ц и и  э к с п о н е н ц и а л ь ­

н о г о  т и п а  п р е д н а з н а ч е н ы  д л я  п р и б л и ж е н и я  ф у н к ц и й  /  ( т ) ,  з а д а н н о й  н а  п о л о ж и т е л ь н о й  

п о л у о с и  т Е  [0 ,  т о ) ,  д л я  к о т о р о й  с п р а в е д л и в о

В о п р о с ы ,  к а с а ю щ и е с я  п о с т р о е н и я  м о д е л е й  / ( т )  и  и х  р а з л о ж е н и я  в  р я д ы  Ф у р ь е ,  а  т а к ж е  

р а з р а б о т к и  с о о т в е т с т в у ю щ и х  а л г о р и т м о в  о п т и м и з а ц и и  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч  п р и б л и ж е н и я ,  

б у д у т  р а с с м о т р е н ы  в  п о с л е д у ю щ и х  г л а в а х .

С т р у к т у р а  п р е д л а г а е м о й  ч а с т и  м о н о г р а ф и и  р а з р а б о т а н а  с  у ч е т о м  д а л ь н е й ш е г о  п р и л о ­

ж е н и я  к  п о с т р о е н и ю  м а т е м а т и ч е с к и х  м о д е л е й  ч е р е з  р а з л о ж е н и е  в  р я д ы  Ф у р ь е .  В  ц е л о м  

п е р в а я  ч а с т ь  р а б о т ы  о х в а т ы в а е т  с л е д у ю щ и е  в о п р о с ы :

•  а н а л и т и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  в о  в р е м е н н о й  о б л а с т и ;

•  о с н о в н ы е  и  р а с ш и р е н н ы е  с в о й с т в а  в о  в р е м е н н о й  о б л а с т и ;

•

а ^  ( ш а х ( / ( т ) ) )  =  0 ; И ш т /  ( т )  ^  0 ; ц ( т ,  у ) б т  <  т о .
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• основные и расширенные свойства в частотной области;

Каж дый из приведенных разделов содерж ит следующие этапы:

— частные случаи 0-5 порядков;
— графическая интерпретация частных случаев при заданных параметрах.

На сегодняшний день насчитывается большое число справочников, посвященных опи­
санию специальных функций и ортогональных многочленов. Среди наиболее распростра­
ненных следующие: I.S. Gradshteyn, I.M. Ryzhik «Table o f Integrals, Series, and Products» 
(2007); Y .A . Brychkov «H andbook o f Special Functions: Derivatives, Integrals, Series and 
Other Form ulas»(2008); NIST Handbook o f mathematical functions (2010); М. Абрамовиц, 
И. Стиган «Справочник по специальным функциям» (1979); А.П. Прудников, Ю .А . Брыч- 
ков, О.И. Маричев «Интегралы и ряды »(т. 2,3) (1983).

В свою  очередь авторы хотели бы обратить внимание в предлагаемой монографии на 
класс анализируемых функций и на специфику конечных формул, что несомненно опре­
деляет их новизну. Более того, в рамках данной работы введен ряд новых понятий и 
определений, которые имеют значительный практический интерес и расширяют теорию 
ортогональных многочленов в целом.

На данный момент неоднократно проводилась апробация предлагаемых в монографии 
формул для построения математических моделей как для создания масштабных проектов
- систем «D ata Mining», где требуется одновременная обработка больших потоков данных, 
так и для создания актуальных на данном этапе развития информационных технологий
- мобильных приложений на базе таких платформ как iOS, Android, и т.д., основными 
требованиями которы х являются сниженные ресурсные затраты, высокая скорость вы­
полнения операций и низкие требования к объему используемой памяти.

С труктура монографии, способ представления материала, фактический материал и гра­
фические интерпретации являются исключительно авторскими.

А вторы  выраж ают больш ую признательность к.ф.-м.н. Л.П. Усольцеву за ценные за­
мечания и внимательное отношение к работе на различных этапах ее формирования.

С.А. Прохоров 
И.М. Куликовских
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Часть I

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА





Г л Э т В З .  1

Аналитические представления во 
временной области

Определение.
К л а с с и ч е с к и е  о р т о г о н а л ь н ы е  м н о г о ч л е н ы  ф к ( х )  я в л я ю т с я  р е ш е н и е м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  

[2 , 4 , 1 3 , 18]
( а х 2 +  Ьх +  с ) ф к ( х )  +  ( й х  +  е )ф 'к ( х )  — к ( й  +  (к  — 1 )а )ф и  ( х ) =  0

и  п р и  з а д а н н ы х  п а р а м е т р а х  д а н н о г о  у р а в н е н и я  и м е е м  т р и  о с н о в н ы х  к л а с с а  м н о г о ч л е н о в :  Я к о б и ,  о б о б ­

щ е н н ы е  Л а г е р р а  и  Э р м и т а .  О с т а н о в и м с я  н а  р а с с м о т р е н и и  о р т о г о н а л ь н ы х  м н о г о ч л е н о в  Я к о б и  Р ( а , в \ х )  

и  о б о б щ е н н ы х  м н о г о ч л е н о в  Л а г е р р а  Ь ( а '1 ( х )  [2 , 4 , 1 3 , 1 6 , 1 7 , 19 ].
Е с л и  а  =  — 1, Ь =  0 , с  = ф  й  =  —а  — в  — 2  и  е  =  — а  +  в ,  и  и м е е м  о р т о г о н а л ь н ы е  м н о г о ч л е н ы  Я к о б и  

[13, 16]

с  в е с о в о й  ф у н к ц и е й  ц { р к ’в ) ( х У} ( х )  =  (1  — х ) “ (1  +  х ) в , у д о в л е т в о р я ю щ и е  у с л о в и ю

/  Р  { а ’в ) ( х ) Р Па ’в ) ( х ) п Р а ’в)(- х ) } ( х ) й х  =  2 " + в + 1 Г ( а  +  к  +  1 ) Г ( в  +  к  + 1) ,  
/ _ !  Р  ( х ) Р п  ( х ) М ( х )  к ! ( а  +  в  +  2 к  +  1 ) Г ( а  +  в  +  к  +  1 ) ° к

г д е  5 к п  -  символ Кроненкера . П р и  к  =  п  п о с л е д н е е  с о о т н о ш е н и е  и м е е т  в и д  ||Рйа ’в ) |2 и  н а з ы в а е т с я  н о р ­
м о й  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  Я к о б и .

Е с л и  а  =  0 ,  Ь = 1  с  =  0 ,  й  =  — 1 и  е  =  а  +  1 ,и м е е м  о б о б щ е н н ы е  о р т о г о н а л ь н ы е  м н о г о ч л е н ы  Л а г е р р а  

[13, 16]

с  в е с о в о й  ф у н к ц и е й  1х {ь<к ) ( х ) } ( х )  =  х а е - х , у д о в л е т в о р я ю щ и е  у с л о в и ю

/  Ь {ка ) (х )Ь П а ) ( х ) ^ { ь ^  ( х ) } ( х ) й х  =  к ! Г ( а  +  к  +  1 ) 6 к, п . 
¿ 0

ш о е  с
т о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  Л а г е р р а .
П р и  к  =  п  в ы ш е п р и в е д е н н о е  с о о т н о ш е н и е  о б о з н а ч а е т с я  ^ Ь ^ ^ 2 и  н а з ы в а е т с я  н о р м о й  о б о б щ е н н ы х  о р т о -
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В  п о с л е д у ю щ е м  о р т о г о н а л ь н ы е  м н о г о ч л е н ы  ф к (х ) , з а д а н н ы е  н а  и н т е р в а л е  [0, ж )  с  и с п о л ь з о в а н и е м  з а ­
м е н ы  э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  т и п а ,  о п р е д е л и м  к а к  о р т о г о н а л ь н ы е  ф у н к ц и и  э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  т и п а  ф к ( г , ^ ) -  

З а м е н ы  п е р е м е н н ы х  а р г у м е н т а  х  =  / ( г , ч ) ,  п о з в о л я ю щ и е  о п р е д е л и т ь  ф у н к ц и и  Я к о б и  и  о б о б щ е н н ы е  
ф у н к ц и и  Л а г е р р а  [3 , 9] п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л и ц е  н и ж е .

Н а з в а н и е  м н о г о ч л е н а О б о з н а ч е н и е  

ф к ( т , 7 )

З а м е н а  а р г у м е н т а  

х  =  /  (т ,7 )

О б о б щ е н н ы е  Л а г е р р а  

Я к о б и Р ка ,в )  +  3 )

х  =  7 т 

х  =  1 — 2 в х р ( —с у т )

1.1 Аналитические соотношения 
для ортогональных функций

М  =  £  ©  - Ф  е х р ( -  Ж ) .
з=0

Частные случаи для функций 0-5 порядков:
¿0  С о т ) =  ехр И-  7  Ф

¿ 1 (т . т ) =  е* р ( - -2 - ) (1 -  т т ) ;

¿ 2 (т  т ) =  ехр ( - 7 )  (т 2т2 -  4т т  +  2 )/ 2;

¿3  (т, т )  =  ехр  ̂— у у )  (6 — 187т  +  972т 2 — 7 3т 3 ) / 6;

¿ 4(т, 7 ) =  ехр ( - у у )  ( т 4т 4 — 1б7 3т 3 +  7272т 2 -967 т  +  24)/24;

Ь5 (т,-у) =  е х Д  — — ̂  (120 — 6007т  +  6007 2т 2 — 2007 3т 3 +  25 х 

х 7 4т 4 — 7 5т 5) / 120.

Рис. 1.1. Вид ортогональных функций Лагерра 0-5 порядков; 
7  =  4

р . ,  4 Щ - , )  =  £  ( к  - 1)  - ф  е Щ - т ) .
з=0

и ф
¿ 0 1)(т>т) =  ехрИ—7 ) )

С Ф + т У

3<1) (

2 )

: ехр ( —7 ) (2 — 1т);

^2 Чт >т) =  ех7 —7 )  ОЛ2 — 6т т  +  6 ) /2 ; 

3<1) (  )  и Тт  ф^3 (т, 7 ) =  ехр ^ — т(24 — 36дт + 1 2 д т  — д т ) / 6 ;

¿ 41) (т, 7 ) =  ехр  ̂— 7 7 )  (7 4т 4 — 2073т 3 +  12072т 2 — 2407т  +

+  120)/24 (  )
¿ 51) ( т ,7 ) =  е х р ( — (720 — 18007 т  +  12007 2т 2 — 3007 3т 3 +

Рис. 1.2. Вид ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 
порядков; 7 =  4  а  = 1

к
11.3] 4 Щ - , )  =  £

з = 0

к  +  2)  ( —ут) й 
-к — 8  8 (—д

( )
С Ф + т Т  ': ехП  — 7 Ф

ь 12)(т,-у) =  ехр(

С Ф т , 7 )  =  ехр(

¿32)(т ,т )  =  ехр(

С Ф т , 7 )  =  ехр( 

+  360)/24; 
Ь52)(т ,7 )  =  ехр (

(3 — т т ) ;

(7 2т 2 — 87 т  +  12)/2;

) (60 — 607т  +  1572т 2 — 7 3т 3) / 6;

- \ )  (7 4т 4 — 2473т 3 +  1807 2т 2 - 4807т +

1 Т  ̂(2520 — 42007т +  21007 2т 2 — 4207 3т 3 +
2

+  357 4т 4 — 7 5т 5) / 120.

2



1.1 Аналитические соотношения для ортогональных функций

Рис. 1.3. Вид ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 
порядков; Y =  4  а  =  2

м  4 ‘ V x ) = £ ( k + а )  ' - F - exp ( -
2 У

Частные случаи для функций 0-5 порядков:

¿ 0“ ) ( т . y ) =  exp (  -  7  у

а) (— Y) =  exp ( -  222 )  (а  + 1  -  YT);

a ) (—,Y ) : e x p f - 7 )  (y 2t 2 -  2(а  +  2)y t  +  (а  +  1)(а  +  2));

(t , Y) =  6 exP(

2
YT у 

’ ”2” 4
а  +  1)(а

а  +  3 )y t  +  3 (а  +  3 )y 2t  2 — y 3 t 3)) 
a ) ,_  1 ...__ д YT

( (а  +  1)(а  +  2)(а  +  3) — 3 (а  +  2) х

(t , Y) =  24 exp — 2̂ )  (y4t 4 — 4 (а  +  4 )y 3t 3 +  6(а  +  3) х

i +  4 )y 2t 2 — 4 (а  +  2 )(а  +  3 )(а  +  4 )y t  +  (а  +  1 )(а  +  2) х 
t +  з ) (а  +  4 ));

) ( t , y ) =  1^0 ex^ — ^ )  ( (а  +  1 )(а  +  2 )(а  +  з ) (а  +  4) х120
а  +  5) — 5 (а  +  2 )(а  +  3 ) (а  +  4 )(а  +  5 )y t  +  10(а +  3 ) (а  +  4) ; 
а  +  5 )y 2t  — 10(а +  4 )(а  +  5 )y 3t  3 +  5 (а  +  5 )y 4t  4 — y 5t  5).

б)

Рис. 1.4. Вид ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: a) y  =  4  а  G [0; 5]; б) y  £ (0; 5], а  = 1

[1.51 Р < - ‘ П т (т.-,) =  ±  Q ( k +  -  - / 2/ 2) ( - 1) ' х

/  (45 +  1) \
Х e x ^ -------2-------- Yr  ) '

д у
P0-1/2’ °) (t , y ) =  exp f  — YT ^о ч • ? / j т   ̂ 2 У’

p 1 - 1/2’0)(t , y ) =  e x ^  — 7 )  (1 — 3 exp( —2y t ) ) / 2; 

( - i / 2,o )(
2 

YT У
P2 ( t ,  y )  =  exp i  ) (3 — 30 exp( —2y t ) +  35 х

: exp (—4 y t )) / 8 ;
э(— 1/2’0) (— y ) =  e x 4  — Y— — (5 — 105 exp( —2y t ) +  315 :

х exp (—4y— ) — 231 exp( —6y — )) /16;

p( — i / 2,o) (—? Y) =  exp( YT у
(35 — 1260 exp( — 2y — ) +  6930 х

: ex p (—4y—) — 12012 exp (—6y — ) +  6435 exp (—8y — )) /128;
d( — i / 2,o) (— y ) =  exp  ̂— Y^^) (63 — 3465 exp( —2y — ) +  15015 :

: ex p (—4y—) — 45045 exp( —6y — ) +  109395 e x p (—8y — ) — 46189 х 
: exp( —10y— ))/256 .

L

а

4 2

X5

X
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Рис. 1.5. Вид ортогональных функций Якоби 0-5 порядков;
Y =  1  с = 2  а  =  —1 /2  в  =  0

k k k I
[1 .6] L eg k (T , j ) =  5 3  ( s )  (  s О ( - 1 )S  exP ( - ( 2 s  +  1) y 0 -

s=0
Частные случаи для функций 0-5 порядков:
L ego(—, y ) =  ex p (—y — );
Legi (t , y ) =  ex p (—y — ) (1 — 2 exp( —2y — )) ;

Leg2 ( t ,  y ) =  ex p (—y — ) (1 — 6 exp( —2y — ) +  6 exp (—4y — ));

Legz (t , y ) =  ex p (—y — ) (1 — 12 exp( —2y — ) +  30 exp (—4y — ) —

— 2 0 exp( —6y — ));
Leg4(—, y ) =  ex p (—y — ) (1 — 20 exp( —2y— ) +  90 ex p (—4y— ) —

— 140exp( —6y — ) +  70 exp (—8y —));
Leg5 (— y) =  ex p (—y — ) (1 — 30 exp( —2y — ) +  210 ex p (—4y — ) —

— 560exp( —6y — ) +  630exp(—8y — ) — 252exp(—10y— ))■

Рис. 1.6. Вид ортогональных функций Лежандра 0-5 
порядков; 7 = 1  с = 2

[■.г: р г - т (тп) = £  ( 8 ) (к + + 1/2/2) ( —■ ) • -
з=0 ‘

(  (48 +  3) \
X е х р 1 ---------2------1 т \.

и )
р о<1/ 2,0) ( т , 7 ) =  ехр ( — 3 2т ) ;

Р1<1/ 2'0) ( т ,7 ) =  ехр И— 3 |т  )  (3 — 5ехр ( —27 т  ) ) /2 ;

р ( 1/2>0) (т, у )  =  ехр ^-----2 )  (15 — 70 ехр( —27 т ) +  63 х

х ехр (—47т ) ) /8 ;

Рз(1/ 2,0) (—, y ) =  exp ^------2~  )  (35 — 315 exp( —2y — ) +  693 х

х exp (—4y— ) — 429 exp( —6y — )) / 16;

P4(1/2’0) (t , y ) =  exp -̂ —)̂  (315 — 4620 exp( —2y — ) +  18018 х

х exp (—4y— ) — 25740 exp( — 6Y—) +  12155 exp (—8y — ))/1 2 8 ;
P5(1/ 2,o) (—, y ) =  exp  ̂— 3y—)  (693 — 15015exp( —2y—) +  45045 х

х exp (—4y— ) — 218790 exp( —6y — ) +  230945 exp (—8y — ) — 88179 х 
х exp (—10y— ))/256 .

Рис. 1.7. Вид ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 
Y = 1  с =  2  а  =  1 /2  в  =  0

М  P l i m (T,Y ) =  £  ( 7  + +  0 ) ( - 1 ) - х
s=0

х  e x p (—(s  +  1) y t )  •

Частные случаи для функций 0-5 порядков: 
p o(1’0)(—; Y) =  exp ( —Y— У

P̂1(1’0) (— y) =  ex p (—y — ) (2 — 3 exp (—y —));

P̂2(1’0) (— y) =  ex p (—y — ) (3 — 12 exp (—y — ) +  10 exp( —2y — )) ;

P̂3(1’0) (— y) =  ex p (—y — ) (4 — 30 exp (—y — ) +  60 exp( —2y— ) —
— 35 ex p (—3y —));
P4(1’0) (t , y ) =  ex p (—y — ) (5 — 60 exp (—y — ) +  210 exp( —2y — ) —

— 280exp(—3y — ) +  126exp(—4y — ));
P^1 ’ o) (— y) =  ex p (—y — ) (6 — 105 e x p (—y — ) +  560 exp( —2y—) —

— 1260 ex p (—3y — ) +  1260exp(—4y — ) — 462exp (—5y — ))■

Рис. 1.8. Вид ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 
Y = 1 ,  с = 1 ,  а  = 1 ,  в  =  0
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м  ■ > „ ) = £  ( k ) ( k + + + 2) ( —D - x
-= 0

x  e x p ( —(2s +  3) j t ). 
Частные случаи для функций 0-5 порядков:
p o(2’o )(—; Yy =  exp ( —3y — );
p12’0) (—, y ) =  ex p (—3y — ) (3 — 4 exp( —2y —));

P^2’0) (— y) =  ex p (—3y— ) (6 — 20 ex p (—2y— ) +  15 exp (—4y— )) ;

Р̂з(2’0) (— y) =  ex p (—3y— ) (10 — 60 exp( —2y— ) +  105 х 

х exp (—4y—) — 56exp( —6y — )) ;
P4(2’0) (t , y ) =  ex p (—y — ) (15 — 140 exp( —2y— ) +  420 х 

х exp (—4y—) — 504exp( —6y — ) +  210exp(—8y —));
P^2’ o) (— y) =  ex p (—y — ) (21 — 280 exp( —2y — ) +  1260 х 

х exp (—4y— ) — 2520exp( —6y —) +  2310 exp (—8y — ) — 792 х 
х exp (— 10y — )) •

Рис. 1.9. Вид ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 
Y =  1, с = 2  а  =  2  в  =  0

[1 .Ю 1 Р Г ' ( Т Л )  =  £  ( k ) ( k +  +  +  “ ) (  —1) - x
-=0

x  e x p ( —(2s +  а  +  1) c j t / 2) . 

Частные случаи для функций 0-5 порядков:

p 0 °,’o ) ( t , y ) =  exp (—(а  +  1)cy —/2 );
р ( а ’0) (—, y ) =  exp ( — (а  +  1)с2 —/ 2) ( а  + 1  — (а  +  2) exp( — cyt)) ; 

Р2(а ’0) (t , y ) =  exp( —(а  +  1)с2 —/ 2) ( ( а  +  1 )(а  +  2) — 2(а  +  2) х 

х (а  +  3) exp( — cy— ) +  (а  +  3 )(а  +  4) exp( — 2cy—)) /2 ;
Р3(а ’0) (t , y ) =  exp( —(а  +  1)с2 —/ 2) ( ( а  +  1)(а  +  2)(а  +  3) —

— 3 (а  +  2 )(а  +  3 )(а  +  4) exp( — cy— ) +  3 (а  +  3 )(а  +  4 )(а  +  5) х 
х exp( — 2cy— ) — (а  +  4 ) (а  +  5 )(а  +  6) exp (—3cy— )) / 6;
Р4(а ’0) (t , y ) =  exp( —(а  +  1)с2 —/ 2) ( ( а  +  1 )(а  +  2 )(а  +  3) х 

х (а  +  4) — 4 (а  +  2 )(а  +  3 ) (а  +  4 )(а  +  5) exp (— ) +  6(а  +  3) х
х (а  +  4 ) (а  +  5 ) (а  +  6) ex p (—2cy— ) — 4 (а  +  4 ) (а  +  5 ) (а  +  6) х 
х (а  +  7) exp (—3cy— ) +  (а  +  5 ) (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 ) х 
х ex p (—4cy— )) /2 4 ;
Р5(а ’0) (t , y ) =  exp( —(а  +  1)cy —/ 2) ( ( а  +  1)(а  +  2)(а  +  3) х 

х (а  +  4 ) (а  +  5) — 5 (а  +  2 )(а  +  3 ) (а  +  4 )(а  +  5 ) (а  +  6) х 
х ex p (— —ут) +  10(а +  3 ) (а  +  4 )(а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7) х
х exp( — 2cy— ) — 10(а +  4 ) (а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 ) х 
х ex p (—3cy— ) +  5 (а  +  5 ) (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9) х 
х ex p (—4cy— ) — (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8)(а  +  9 )(а  +  10) х 
х ex p (—5cy— )) / 120.

м и  р Г 2 7 ) =  £ Q f  + s +  ^ ( —i ) - x  
-=0

x  e x ^  —(2s +  1) j t )

Частные случаи для функций 0-5 порядков:
p o(° ’1 ) ( t ,y ) =  exp( —Y—у

P̂1(0’1) (—, y ) =  exp (—y —)(1 — 3 exp(—2y — ));
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э<0,1)2
э<0,1)

(т, 7 ) =  ех р (— —т)(1 — 8 ехр( —27т ) +  10 ехр( —47т ));

(т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 15 ехр( —27т ) +  45 ехр( —47т ) —
— 35 ехр( —67т ));

э<0,1) (т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 24 ехр( —27т ) +  126 ехр( —47т ) —

— 224ехр( —67т ) +  126ехр(—87т ));
э<0,1) (т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 35 ехр( —27т ) +  280 ехр( —47т ) -
- 840 ехр( —67т ) +  1050 ех р (—87т ) — 462 ехр( — 107т ).

Рис. 1.11. Вид ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 
7 =  1, с =  2, а  =  0  в  = 1

[1 .12 ] р ? ,2) ( т ,7 ) =  Е  О С  +  8 +  У 1)- 
•=0

X е х р ( —(2в +  1 )7 т ).

Частные случаи для функций 0-5 порядков:
э<0,2) 
0
(0 ,2)

(0 ,2)
2
(0 ,2)

(т, 7 ) =  ех р (— -'■(т);

(т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 4 ехр( —27т ));

(т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 10 ехр( —27т ) +  15 е х р (—47т ));

(т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 18 ехр( —27т ) +  63 ех р (—47т ) —
— 56ехр( —67т ));

(0 ,2) (т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 28 ехр( —27т ) +  168 ехр( —47т ) -
- 336ехр( —67т ) +  210ехр(—87т ));

(0 ,2) (т, 7 ) =  ех р (—7 т)(1  — 40 ехр( —27т ) +  360 ехр( —47т ) —

Рис. 1.12. Вид ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 
7  = 1  с =  2, а  =  0  в  =  2

ЦЛ8| Р Г ^ ^ Е  П ( к  +  ‘  +  ( —1)

X е х р (—(28 +  1 ) с 7 т /2 ) .

Частные случаи для функций 0-5 порядков:
э<0,в)0
э<0,в)

э<0,в)

(т, 7 ) =  ехр( —С7 т / 2);

(т, 7 ) =  ехр( —С7 т / 2) (1 — (в  +  2) ехр (— ));

(т, 7 ) =  ехр( — срт/2) (1 — 2(в  +  3) ехр( — срт) +  (в  +  3) х 

х (в  +  4) ехр( — 2срт) /2 ) ;
Р<°в )  (т, 7 ) =  ехр( —с7 т / 2) (1 — 3 (в  +  4) ехр( — срт) +  3 (в  +  4) х 

х (в  +  5) ехр( —2с7 т ) /2  — (в  +  4 )(в  +  5 )(в  +  6) ехр (—3с7 т ) /6 );
) + 3 ( в  +  5) хз<0,в)(

‘ 4 )(т , 7 ) =  ехр( —с7 т / 2К 1 4 (в  +  5) ех р (— )
2(в  +  5 )(в  +  6 )(в  +  7)
5 )(в  +  6 )(в  +  7 )(в  +  8) ехр(

х (в  +  6) ехр( — 2с^т) - 
х ехр (—3с7 т ) /3  +  (в  -
р ( ° ,в) (т, ^ ) =  ехр( —с7 т / 2^ 1  — 5 (в  + 6) ехр( — срт)

х (в  +  7) ехр( —2с7 т ) — 5 (в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8) ехр(- 
+  5 (в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8 )(в  +  9) ехр (—4с7 т ) /2 4  — (в  - 
х (в  +  8)(в  +  9 )(в  +  10)е х р (—5с7 т ) / 120).

—4срт ) /2 4 ); 
+  5 (в  +  6) х 
-3срт) / 3 +  
Н 6)(в +  7) х

б )

з

4

5

к

X

X

з

4

5
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Рис. 1.13. Вид ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7  =  1, с =  2, в  £ [0; 5], а  =  0; б) 7  £ (0; 2], с =  2, а  =  0  в  =  1

1.2 Аналитические соотношения
для производных ортогональ­
ных
функций

1.14
9 Ь к (т, у )  

дт =  — (¿0N,• =  1

к)  ( —1 т)•

+

■ э/ (э  — 1)! 

1  ( к) ( —

- +

¿ 0  Ь—7 )  е х р (•=0
е х р ( — ^

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков: 
8 Ь0 (т,-у) 7  и утф
 =  —- е х р 1—т р

: ехр ( — ~2 )  (1 т — 3 );

дт 2
д ^ 1 (т ,7 ) =  7 

дт 2

дЩ ^ 1  =  — 4 е х ^  — д )  (7 2т 2 — 87 т  + 1 0 ) ;

 З д ^  =  12 ехрИ— ~ 2 ) (7 3т3 — 157 2т2 +  547 т  — 42);

дЬ4,̂т  7 ) =  — 48 ехрИ— “2 ) (7 4т4 — 247 3т3 +  1687 2т2 —

— 3847т +  2168 

дЫ(тГ1)  =  ^  ех р И— ̂  ) (7 5т 5 — 357 4т 4 +  4007 3т 3 —
дт 240

— 180072т 2 +  30007т — 1320).

Рис. 1.14. Вид 1-ой производной ортогональных функций
Лагерра 0-5 порядков; 7  = 1

дт 2
д 2 Ьк(т, 7 ) 2 ( ( к\ ( —1 т)• 2

[1.151  2 =  7^ ( ( 2)! +
8 (8  — 2 )!

к)  ( —7
7  ( Э ) Т Т 7 + 1  ¿ 0  Т 7 )  е х р ( —? ) .•=1 •=0

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:
д 2Ь0(т, у )  =  7  

дт2 4
д 2Ь1(т,у) =  — 7 2 _

е х р - 7 т У
2 ) '

дт* — т ех р ( —д ) (7 т  — 5);
д 2Ь2 (т,у) у~

дт2 - у  ехр ( — -8 )  (7 2т2 — 127 т  +  26)

дт2
у!
24

д  ¿ 3(т,1 ) =  1  _ е х ^  — (7 3т 3 — 217 2т 2 +  1147т  — 150);

д '2 Ь4 (т,у ) у 2 , ут у 4 4
=  9 6 ехЧ — Д 1(7 тдт2

— 1056дт +  984); 
д 2Ь&(т,у) ~2

( — Т ^ )  (7 4т 4 — 327 3т 3 +  3127 2т 2 —

дт2
7
480

(  ^т\г 5 5 , с 4 4 , 3 3ехр ^----— ̂ ( 7  т — 457 т +  6807 т

— 4200-у т2 +  102007т — 7320).

Рис. 1.15. Вид 2-ой производной ортогональных функций
Лагерра 0-5 порядков; 7 = 1

11.161
д 3 Ьк(т, 7 ) 

дт 3 ( ¿ 3  +

3+5е( Э)к )  ( —1 т)  ̂ 2 + 3  ■ 'р (  к )  ( —1 тУ  1 
э )  (э  — 2)! 4 ~ 1  7э )  (э  — 1)!

+

+ 8  Е  о  — 7 )  е х р ( —? ) .
•=0

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д 3 Ь0 (т,у)

дт3
д3 ¿1 (т, у )  =  7  

дт3 8
д 3 ¿ 2 (т, у )  =  _  '  

дт 3

1  (  7 т\
7 ехЧ  — Д 7  

ехрИ— 2̂  ) ( т т — 7);

48дт3
д 3 ¿ 4 (т, у)  

дт 3
— 23047 т  +  3096);

3 3

16 

ехр

ехр  ̂— “2” )  (7 2т 2 — 16дт +  50);

37 
’ 192

^— т р )  (7 3т 3 — 277 2т 2 +  1987т  — 378);

(  1 Т \(  4 4 лп 3 3 , ггм 2 2ехр ^----2 /  т — 407 т + 5 0 4 7  т —

д  ¿ 5 ( т ,7 ) 7  и 7 т V  5 5 кк 4 4 . ЛПАП 3 3
— д 7 —  =  7 0 ехЧ ^ ^ 2 ) ( 1 т  — 557 т  +  1040^ т
- 82807 2т 2 +  270007т — 27720).
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Рис. 1.16. Вид 3-ой производной ортогональных функций 
Лагерра 0-5 порядков; 7 = 1

[1 .17] д п Ьк (т, 7 )
дт п 

к

=  ( —■̂  е х р (  — ^  Е  П  2 - *  X

X
( —1 т )• -  п+*

Е  0  \ 0(э  — п + П)! ’•=0

*=0

если э — п  +  П >  0 ;

иначе.

Частные случаи для н-ой производной функций 0-5 порядков:

7 т х = ( —Х "  е х р (—= ) ¿ д ' х

( ( —7 т ) -п +  
х < (—п  +  j y .

0 ,
д пЬ 1 (т, 7 )

¿ = 0

если —п  +  j  >  0;

дт п — Г  е х р (  — 2
¿ = 0

(  (  — т)- п += + ^  0I -------------— , если — п +  7 >  0; ,
х \ ( —п +  7). ’ '  -  ' +

0 ,
)1- п +  \( —7 т)

+  < (1 — п  +  7)!
0,

д п¿2  (т, 7 ) 
д т  п

если 1 — п  +  7 >  0;

=  ( —7 Г  ехр ( — Е
¿ = 0 о  2 -  х

/  (  ( —7т)- п +  , _  0I —-------------:— , если —п +  7 >  0; ,
х \ ( —п  +  7)! ’  ̂ -  ’ +

0 ,
—2( —7 т ) 1-п +  1 + _  0

+  )  “ Е Л Е Т , если 1 — п +  7 >  0  ++  < (1 — п  +  о)! +
0,

Г ( —7 т )2-п +  2 , _  0 \
+  (2 — п +  7)! , е“ и 2  — п +  7 >  0  I;

0,

д п¿3  (т, 7 ) 
дт п =  ( —7 Т  е х р (  — Е )  Е ( 7 )  2- 

( —7 т  ) -п +

¿ = 0

если —п +  7 >  0
х 1 ( —п + 7)!0 ,

— 3 (—7 т ) 1-п+  1 + ^  0
^   ̂ ^  Е Е Т , если 1 — п +  7 >  0  ++  < (1 — п  +  7)! +

0,

(  3 (—7 т)2 - п +з 2 | _  0
, I :— , есл и 2 — п  +  7 >  0; ,

+  < (2 — п  +  7)! ' +
0,

Г ( —7 т ) 3-п +  3 _  0 \
+  (3 — п +  7)! , еСЛи3 — п +  7 >  0  I;

0,
д п¿ 4 (т, 7 ) 

дт п ¿=0

если —п  +  7 >  0

=  ( —7 )^ е х р ( —Л )  £ (  « )  2-

( —7 т  ) - п +
( —п  +  7)! ’

0,
Г 4 (—7 т ) 1 - n +¿

(1 — п  +  7)! ,
0,

Г 6( —7 т ) 2 -п +з
(2 — п +  7)! ,

0,
Г 4 (—7 т ) 3 -п +з

(3 — п +  7)! ,
0,

( —7 т )4 -п +  4 _  0—------------------— , есл и 4 — п  +  7 >  0;
(4 — п  +  7)! ’ ^  -  ’

0,

если 1 — п  +  7 >  0;

если 2 — п  +  7 >  0;

если 3 — п  +  7 >  0;

д п ¿ 5  (т, 7 ) _ 
дт п

(  [  ( —7 т)-

( —7 )П е х р (  — Л )  £  п  2 
2 ¿=0 7

n+¿
если —п  +  7 >  0;

{  ( —п +  7)!
0 ,

’ 5 (—7 т ) 1 - n +¿
(1 — п  +  7)!

0,
Г 10( —7т )2 - n +¿

(2 — п  +  7)!
0,

Г 10( —7т  )3-п+

если 1 — п  +  7 >  0;

если 2 — п +  7 >  0;

+  7 / 0  , л| - ^ л и 3  — п +  7 >  0  ++  < (3 — п  +  7)! +
0,

Г 5 (—7 т ) 4 -п + '  4 _  0
, \ :— , есл и 4 — п  +  7 >  0; ,

+  < (4 — п  +  7)! ' +
0,

Г ( —7 т )5 -п + 3 5 _  0 \
+  \ (5 — п +  7 )! , е“ и 5 — п +  7 >  0  I.

0,

х

X

+ +

+ +

+ +

+

- ¿ X

X

+ +

X

+ +

X
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Рис. 1.17. Вид п-ой производной ортогональных функций
Лагерра 2-ого порядка; п =  0..5, 7 =  1

д Ь (1) (т, 7 )
[1.181  — 7 ( ’ =  —7

к +  1)  ( —1т)•
дт ( Е (  к — к)•=1 к -  э (э  -  1)!

+

+  2
1 ^  ( к +  1)  ( —7 т) Л  (
2 к — е —•=0

е х р ( — 2т ) -

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:

< —¥  )
дL 01)(т, 7 )

дт —2 ех р (

д^11)(т, 7 ) =  7
дт 2

д ь21 )(т ,7 )

ехр (  — ? )  (^т — 4);

дт 4 ех р (

дЬз дт '  7 ) =  12 ехр (  — ̂ т  ) (т3 т  3 — 187 2т2 +  847 т  — 96);

д^41) (т, 7 ) =  _  _7
д т  48

— 7207т +  600);
д^51) (т, 7 ) =

д т  240
— 30007 2т 2 +  66007т  — 4320).

7 /  1 т\,  4 4 по 3 3 2 2
— 4 в ехН  — ~ ^ ; ( 7 т  — 287 т +  2407 т  —

ехр  ̂— —- 0  ( т 5т 5 — 4074т 4 +  54073т 3 —

Рис. 1.18. В и д  1-ой  производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7  =  1, а  = 1

11.191 д 24 Х)( т ’ 7)к 
дт 2 ! ( е (  к — к)•=2

к +  1)  ( —1т)•
к -  э (э  -  2)!

+

+  у  (к  +  1 ) ( —7 т )  +
+  ^ <  vk — 7  (э  — 1)! +  •=1

• -1

+ 1 Е  (к  +  1)  е х р ( — ? ) .
•=0

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:
д2ь01) (т ,7 )

дт2 4

д2ь 11) ( т ,7 ) =  _  7
дт 2

д2ь21) (т ,7 )

7 [  7 т\
т ехЧ —

ехр ( —~ 2  ) ( т т — 6);4

8  ехК — 2̂ )  (т2т  2 — 1 4 т т + 38);дт2

д т2 — 24  ехр ( — 4 )  (' 2т 3 — 247 2т2 +  1567 т  — 264);
д2ь31) (т ,7 )

д 2ь41) (т ,7 )
дт2 96

— 16807т  +  2040)
д 2ь51) (т ,7 )  =  _

дт 2

2 (  )7 (  7 Т \ { 4 4 ос 3 3 , ,.по 2 2

96  ехр 8— ) (7 т — 367 т +  4087 т  —

480 (  —722)  (7 5т 5 — 507 4т 4 +  8607 3т 3 —

— 624072т 2 +  186007т — 17520).

Рис. 1.19. В ид 2 -ой  производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7 = 1  а  = 1

д 3 ь 7  (т, 7 )
[1.201  " Л  ’ =  —7 3

к +  1)  ( —1 т)•
дт 3 ( ¿ 3 (  к + 1)•=3 к -  э ( э -  3)!

+

3+  -  V  ( к +  1)  — тУ- 2
2 ¿ Л  к — 7  (э  — 2)! +  - т р  ( к + 1)  ( —1 тУ  

7 \ к -  э )  (э  -
+

1 Е  (к  +  1)  (—7 )  е х р (  — ? ) .•=0+  8

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д '3 ^ 01)(т,1 ) 

дт 3
3 <1)

7 ехр —-22
д  ¿1 Ч С  7 ) 7  (  7 т ) / 0,
 дт3-------=  - 8  ехр ( ——  7  — 8);

— 16 ехр ( —2 т) (т2т  2 — 1 8 т т + 66);
д3ь21 )(т ,7 )

дт3

7

2

8
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д 3 Ь(31\т ,7 ) _  7 3 
дт3 48 ех

д3ь41) (т ,7 )  =  _  7 1
д т 3 192

— 33127т +  5400);

р  ̂ ( т 3т 3 — 3072т 2 +  2527т  — 576);

(  1 т\ ( 4 4  л л 3 3 .  гг, л 2 2  ехр  т — 447 т +  6247 т —

д3ь51)(т ,7 )
дт 3

1140072т 2 +  435607т — 54720).

1
960

(  1 т\( 5 5 4 4 . 10СП 3 3ехр ----— — (7 т — 607 т +  12607 т

Рис. 1.20. Вид 3-ой производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7 =  1, а  = 1

11.211
д " ^ ( т ,  7 ) 

дт п =  ( —У Г  е х р (  — 5 )  Е  П  2 - * X
*=0 П

— т у - п +*

•=0 0 , иначе.

Частные случаи для н-ой производной функций 0-5 порядков: 

— 7 ) .  е х р (  — 7  ) Е ( п ) х
¿=0

( ( —7т )- п +1 
х < ( —п  +  7)! 

I 0,
дпь11) (т ,7 )

если — п  +  7 >  0;

иначе.

дт п ( —^  е х р ( — ̂  Е  ( ? )  2

2( — 1т ) — n+¿

| ( —п  +  7)!

[ ( —1 т)1 - п +> 
(1 — п +  7)! ,

0,

если — п  +  7 >  0;

если 1 — п  +  7 >  0;

дПЛ 1 )(т ,т )
дт п

3( — 1т )
| ( —п  +  7)!

' 3 (—7 т) 1 - n +¿

( —^  е х К  — ? )  Е  2-

п +  7 >  0

+ (1 п  +  7 )!
0,

Г ( —1т)2 - п +з
Л  (2 — п +  7)! ,

0,

если 1 — п +  7 >  0; 

иначе 

если 2 — п  +  7 >  0;

иначе I

д пь31) (т ,7 )
дт п

(  4 (—7 т ) - n +¿

( — ̂  е х К — Б  Е  2

( п + 7 )!
1 °  ,
6( -1 т) 1- n+¿

(1 п + 7 ) ! ,
0,

4( -1 т) 2- n+¿

(2 п + 7 ) ! ,
0,

( —1 т )3 -  п■+¿

2 ¿=0

п +  7 >  0

1 п +  7 >  0

2 п +  7 >  0

+  (3 п +  7 )!
I 0,

д пь 4 1) (т,-/)
дт п ( — ̂  е х р (— ? )  Е  ( Р  2-

'  Г 5 (—^т) - n +¿
I (—п  +  7)! ,

Г 10( —7 т ) 1 -n +¿
(1 — п +  7)! ,

0,
Г 10( —7 т )2 - п +з

(2 — п +  7)! ,
0,

Г 5 (— -ут)3

2 ¿=0

если — п  +  7 >  0;

если 1 — п  +  7 >  0;

если 2 — п  +  7 >  0;

, ч -, если 3 — п  +  7 >  0; ,
(3 — п +  7)\ 1 7 -  ! +

0,

: ( —^ ) 4 -П + 3 4 +  ^  0 \——-, есл и 4 — п  +  7 >  0;
+  (4 п  +  7 )!

I 0,
д п ь51 )(т ,7 )

дт п ( — ̂  е х р (— Р )  £  п  2-

/ ( в — ут]- +

х  1 I ( —п  +  7)! '

Í 15( —^т ) 1 -n +¿ 
(1 — п +  7)! ,

0
Г 20( —7 т)2- п + '

(2 — п +  7)!
0

Г 15(—7 т)3—n + j

(3 п +  7 )!
0

\6— г т ^ т Е
(4 — п +  7)! ,

0
[ ( —

(5 — п  +  7)! ,
0

2 ¿=0

если — п  +  7 >  0;

если 1 — п +  7 >  0;

если 2 — п +  7 >  0;

если 3 — п +  7 >  0;

если 4 — п +  7 >  0; 

иначе 

если 5 — п +  7 >  0; 

иначе /

¿ х

+X

+ +

+ +

X

+X

+ +

+ +

+

X

X

+

+
¿ X

+ +
+X

+ +
+

+ +
X

+
+X

+
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Рис. 1.21. Вид п-ой производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 2-ого порядка; п =  0..5, 7 =  1, а  =  1

д Ь (2) (т , 7 )
[1.221 — 7 ( , =  —7

к +  2)  ( —7 т )•
дт ( Е (  к — 5•=1 к -  э (э  -  1)!

+

+ 72 Е  ( к — 2)  — Л  е х р ( — ) .•=0

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
д L 02)(т, 7 ) 7 (  1 т)
— д т ^ ~  =  — 2 ехЧ —
д Ь (2) (т, 7 )

ехр (  — ? )  ( -  — 5);дт

д ь22 ) (т ,7 )
дт

дL 32)(т, 7 ) 7 (  1 т ) , 3 3 2 2 . 1ап.
— дт—  =  1 2 ехр ^ —Л / ( т т  — 217 т  +  7т — 180);

4  ехр ( — ̂ 2^) (7 2т 2 — 127 т  +  28);

д ь 42)(т, 7 )
дт 48

12007т +  1320);
1

1 (  'Ут\(  4 4 00 3 3 , оол 2 2ехр ^ ^ у ( ^  т  — 327 т  + 3 2 4 7  т

д ь52 ) (т ,7 )
дт 240

1т\ , 5 5 . _ 4 4 , 3 3 2  т —457 т +  7007 т —

- 462072т 2 +  126007т — 10920).

Рис. 1 . 2 2 .  В и д  1 - о й  производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7  =  1, а  =  2

д 24 2 )(т ,7 )
- 5 ^ = ^ < Е  ( к — 2)  •=2

к +  2)  ( —7 т )• -  
к — э )  (э  — 2)!

+

+  Л  ( к +  2)  ( —7 т ) -
+  ¿ А  к — э )  (э  — 1)!

+

4 е  ( к + 2)  — С  е х р ( —? ) .•=0+  4 ;
Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков: 

д2 ¿р2) (т, 7 ) 7 2 „ (  1 т )
дт2 

д 2ь12)(т,-у) 
дт 2

д27 2)(т ,7 )
д т  2

ехр (—:

—т  ехК —л ) ( т т — 7);

- 8  ехр ( — -тт )  (7 2т2 — 167 т  +  52)

д2ь 32) (т, 7 ) 7 2 (  7 т  Ч 3 3 2 2
 д т2-------  =  — 2 4 ехН  —~ ^ ) (т  т  — 277 т  +  204тт — 420);

д 2 Ь(42)(т,1 ) I 2 (  1 т ) ( 4 4 40 3 3 + 2 2
 дт2-------  =  ^ ехЧ  — =  ) (~, т  — 407 т  + 516^ т  —

— 24967 т  +  3720);
д2^52)(т,1 ) I 2 (  1 т V  5 5 4 4 . 1 ПЙП 3 3
 8 = -------  =  —^ ехН  — Л / ( 7 т  — 557 т  +  1060^ т  —

— 88207 2т 2 +  310807 т  — 36120).

Рис. 1.23. В ид 2 -ой  производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7 =  1, а  =  2

|1.24|
д 3 ь к ) (т, 7 )~'к 

дт 3 — 1
( С  к + 2)

к +  2)  ( —7 т Е - 3

3+  -  V  ( к +  2)  ( —^ т ) -
2 ¿ 2  к — э )  (э  — 2)!

к — э )  (э  — 3)!

к

+

+  -  V  ( к +  2)  ( —^тУ- 1 +
+  4 Л  7  — э )  (э  — 1)! +  •=1

+  8 -8 Е 0 ( к + 2) — С  е х К —•=0

у г \
2 ) '

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д '3 L 02)(т, 1 ) 

дт 3 
а3 г.(2)

е х р ( —л ) ;

д  ¿1 )(т , 7 ) 1  (  7 т ) /
 дт3—  =  Т е х р (  — ̂ ) (^т — 9 );
д3ь22 ) (т ,7 )

дт3 — 16 ехК —4>т ) (7 2т 2 — 207 т + 84);

п

4

3



20 Аналитические представления во временной области

д3^32) ( т ,7 ) Т3 (  1 т V  3 3 „ „  2 2 .
 д Х  = 4 8 ехН  — ~2 ) ( 1  т — 33^ т +  312т т  — 828);

д3ь42) (т ,7 )
дт 3

- 45607 т  +  8712); 
(т, 7 ) 7 '

 ̂ (^4т 4 — 487 3т 3 +  7567 2т 27 / 7 ^ ,  4 4
192 ехЧ  — Т  “  т

д3ь52 ) (т ,7 ) 7 3 (  7 т  V  5 5 4 4 . ™  3 3
 дт3------- =  960 ехН  — ^ 2 ) (1 т  — 65^ т +  15007 т

151807 2т 2 +  663607т — 98280).

Рис. 1.24. В и д  3 -ой  производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7 =  1, а  =  2

[1.251
д ” ь ( 2) (т, 7 )

д т  п

' Г /к  +  2\ I -— :— ----------
(к  — , )  С *  — п  + П)!

=  ( — , ) .  е х р (  — ? )  £  ( р 2 - *
*=0 ^

( —■ут )• - " + *

•=0

если э — п  +  П >  0 ;

иначе.

Частные случаи для н-ой производной функций 0-5 порядков: 

2 7 7 2  =  ( — е х р ( — -2 - ) Е  (п ) х
¿ = 0

( ( —7т )- п +'  
х < (—п  +  7)! 

I 0,
д пЬ (2)(т,^)

если — п  +  7 >  0;

иначе.

дт п ( —^  е х К  —? )  Е  2

3( — 1т ) -  п+3

х  1 0 , ( п  +  7 )!

Г ( —7 т )1 -п + ' 
Л  (1 — п +  7)! ,

I 0,
дПь22 ) (т ,7 )

если — п +  7 >  0;

если 1 — п  +  7 >  0;

( —^  е х К  — ? )  Е  2-

6( — 1т ) - п +3
если — п +  7 >  0;

х 1 ( —п  + 7)!0 ,

Г 4( — ) 1 -п + ' 1 + _  0
^   ̂ ^ ------- Г“Л Т , если 1 — п +  7 >  0  ++  (1 п +  7 )! +

0,

( ( —1 т)2 - п +'  
Л  (2 — п  +  7)!

0,

если 2 — п  +  7 >  0;

д пь32)(т ,7 )
дт  п ( — е х К — ? )  Е  22 '=0

п +  7 >  0
/  | 10( —-ут) - п + '

х 1 1 (—п  + 7)!0 ,
Г 10( —7 т ) 1 -п + ' 1 + _  0

+  )  ~Тл-------ЛЛТ- ,  если 1 — п  +  7 >  0  ++  (1 п  +  7 )! +
0,

Г 5 (—1 т)2 -п + ' 2 + _  0
, ) :— , есл и 2 — п  +  7 >  0; ,

Л  (2 — п  +  7 )! ' +
0,

Г ( —1 т)3 -п + ' 3 _  0 \
+  (3 — п +  7)! , еС™ 3 — п +  7 >  0  I;

0,
Г (2)д пЬ42) ( т ,7 )
дт п ( — 7 )П е х р (— ^  Е  ( Р  2-

2 '=0 

если — п +  7 >  0;| 15(—-/т ) - п + '
( —п  +  7)! ,

' 20( —7 т) 1 -п + '
(1 — п  +  7)! ,

0,
' 15( —7 т )2 - п + '

(2 — п +  7)! ,
0,
6( —7 т  )3 -п + '
—-----------------— , есл и 3 — п  +  7 >  0;

(3 — п +  7)! ’ 7 -  ! +
0,

: ( —^ ) 4-П + ' 4 +  ^  0 \——-, есл и 4 — п  +  7 >  0;

если 1 — п  +  7 >  0;

если 2 — п  +  7 >  0;

+  (4 п  +  7 )!
I 0,

д п ь52)(т,1 )
дт п ( — ̂  е х р (— Л )  £  О  2-

(  21( —1 т)- п + '

х  N  ( —п + 7)! ’

Í35( —^т ) 1- п+ '
(1 — п  +  7)! ,

0,

\ 35 (—7 т)2 - п+'

(2 — п  +  7)!
0,

\ 21( — ^т)3 - п+'

(3 п +  7 )!
0,

[ 7 (—1 т)4 -п + ' 
(4 — п +  7)! ,

0,

[ ( —1 т)5 -п + '
(5 — п  +  7)! , 

0,

2 ¿=0 

если — п +  7 >  0;

если 1 — п  +  7 >  0;

если 2 — п  +  7 >  0;

если 3 — п  +  7 >  0;

если 4 — п  +  7 >  0; 

иначе 

если 5 — п  +  7 >  0;

иначе /

— 3 X

X

X

+

+

X
+

X

X

+

+
— з у

+ +
+

+ +

+ +
у

+
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Рис. 1.25. Вид п-ой производной ортогональных функций
Сонина-Лагерра 2-ого порядка; п =  0..5, 7 =  1, а  =  2

н  - к !  д 4 “ ) ( т ,Е> ( (к  +  7 ( —Yт ) • 1 ,
[1 -26] — дт—  =  —^ 4 Д к — э )  (э  — 1)! +( Е (  к — у•=1

+ 2  ¿ ( к — а )  (—2 ? ) е х к —? ) ■
•=0

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
д4 ° °  ( т ,7 ) 7  (  1 т)
— дт—  =  —2 ехЧ —
д ь 1а) (т, 7 ) =  7 

д
¿(а)

дт 2
— ехр ( — (т т  — а  — 3 );

д Т У  (т, 7 ) 7
дт  —4  ехр ( — 4 )  (т 2 т 2 — 2 (а  +  4 )7 т  +  а2 +  10) ;

дЬ32 тГ/) =  12  е х р (  — ^ )  (7 3т 3 — 3 (а  +  5)7 2т 2 +  3 (а 2 +

+  9а +  18)7т — а 3 — 12а2 — 41а — 42);
Т4а ) (т ,7 )

дт 48 V 2
+  6(а 2 +  11а +  28)7 2т 2 — 4 (а 3 +  15а2 +  68а  +  96)7 т  +  а 4 +  18а3 +  
107а 2 +  258а  +  216)

=  — 77 ехр “ “2“ )  (74т 4 — 4 (а  +  6)7 3т 3 +

-5“ ) ( т , 7 ) 7 /  7т\ ( 5 5 . /  . . .  4 4— ехр —^ )  У  т — 5 (а  +  7)7 т +
дт 240

+  10 (а2 +  13а +  40)7 3т 3 — 10(а3 +  18а2 +  101а +  180)7 2т 2 +  
5 (а 4 +  22а3 +  167а2 +  530а +  600)7 т  — а 5 — 25а4 — 225а3 —
935а 2 1814а  1320

1.27 д 24 а ) ( т , 7 )
дт 2 =  Г ( Е (  к — а•=2

к +  а )  ( —■ут)•
к — э /  (э  — 2)!

+

• -1
+  7 ^  ( +  ( —1т) +
+  чк — У  (э  — 1)! +  •=1

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:
д2 ¿ра) (т, 7 ) 

дт 2 =  4 т  е х р (
Тт у  

" 2 ) 1

+  4  Е ( к — а )  — 4  ех р ( —2 ? ) .•=0
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д 2 ь 1а ) ( т , '
дт 2

д 2 ь 2а ) (т,1 ) =  7 2 
дт 2 

+  26); 
д 2 ь3Т ) (т , 7 )

дт 2

ехр (  — т )  Ь т — а  — 5);

 ̂— ”2” )  (^2т 2 — 2(а  +  6)7 т  +  а 2 +  11а  +- ехр , 
8 2

^4 ехК — Д  )  ^ 3т3 — 3 (а  +  7 )т2 т2 +  3(а2 +
3 2+  13а +  38) 7 т  — а 3 — 18а2 — 95а — 150);

д 2ь 4а ) ( т ,7 )
дт 2

7_
96

■ут > 
~~2 у

ехр ^  — — (7  т — 4 (а  +  8)7 т +  6(а  +
2 2 3 2 3+  15а +  52)7 т — 4 (а  +  21а +  134а +  264)7т +  а  +  26а +  

+  227а 2 +  802а  +  984)

д 2ь5а ) ( т ,7 ) '^ ехр  ̂ (7 5т 5 — 5 (а  +  9)7 4т 4 +  10 х
дт2 480 2

х (а 2 +  17а +  63 )73т 3 — 10(а3 +  24а2 +  179а +  420)72т 2 +  
+  5 (а 4 +  30а3 +  311а2 +  1338а +  2040)7 т  — а 5 — 35а4 —
— 445а3 — 1555а2 — 7114а — 7320) .

4

Рис. 1.27. Вид 2-ой производной ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7  =  1, а  Е [0;5]; б) 7 Е (0; 5], а  =  1

1.281
Д ф ф д  _  7  Ь ( к +  а )  ( — 3

дт 3 =  —1 ( ¿ ( к + а )•=3 к — эУ (э  — 3)!
+

3 Е '  ( к +  а )  ( —7 т )• 2 + 3 ( к +  а )  ( —7 т )• 1
7  \к -  э )

' (к  +  а\ '  ' - / -
+  2 7 2  7 к — э )  (э  — 2)! + 4  • =  Vк — э )  (э  — 1)!

+

+ 8  Е  ( к — а ) д 0  д —?  ) .•=0

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков: 
а3 г (а ) (д  ¿ 0 а ) (т, 7 ) 7 (  1 т)

=  д ех р ( —

7 3 (  7  т
— Д  ехК  —ф  Ь т — а  — 7);

д т3

д 3ь 1а) ( т ,7 ) _  7 3
дт3

д 3 Ь(2а ) (т, 7 ) 7 3
ехр  ̂— 7̂7)  (7 2т 2 — 2 (а  +  8)7 т  +  а 2 +  15а +

+  50

д37  )(т , 7 ) 7 3 (  1 т) ( 3 3 3( + 9) 2 2 + 3( 2 ,
 дт3---------=  —^ ехН —Д у  х  т — 3(а  +  9)7 т + 3 (а  +

+  17а +  66)7 т  — а 3 — 24а2 — 173а — 378) ; 
д 3Ь(4а ) (т, 7 ) 7 '

дт3 192 ехН — (~^т 4 — 4 (а  +  10)^ ^  +  6 ( а  +

+  395а2 +  1874а +  3096); 
д 3ь5а ) ( т ,7 ) '

дт 3 960 ех^  (1&т5 — 5 (а  +  11)74т4 +  10 х
х (а 2 +  21а +  104)73т 3 — 10(а3 +  30а2 +  281а +  828)7 2т 2 +
+  5 (а 4 +  38а3 +  503а2 +  2770а +  5400)7т — а 5 — 45а4 — 745а3 - 
— 5715а2 — 20494а — 27720) .

дт3 16

+  19а +  84)7 т  — 4 (а  +  27а +  224а +  576)7т +  а  +  34а +
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д 3ь [ а ) ( т ,7 ) 
дт 3

д 3ь [ а ) ( т ,7 ) 
дт 3

200

400

а)

7 т

б)

Рис. 1.28. Вид 3-ой производной ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7 =  1, а  Е [0;5]; б) 7  Е (0; 5], а  =  1

1.291
д п Ь ^ \ т ,  7 ) 

д т  п =  ( — - ) п е * > (  — ? )  Е  П ^ 'X

к , , Г — 7 ^ -  п+*

«  е  ( к — а  Я  ■
•=0 0,

*=0

если э — п  +  П >  0 ; 

иначе.

Частные случаи для н-ой производной функций 0-5 порядков:

Т Т ^ —У  ех р ( — Л  ) Е  ( " ) х
¿ = 0

(  ( — т т ) - п +'
{  ( —п  +  7 )! ,
I 0,
д пь 1а ) ( т ,7 ) 

дт п

если — п  +  7 >  0;

иначе.

( —^  е х р ( — ?  ) Е  (п  )  2

| (а  +  1)( — 1т ) 
{  ( —п  +  7)!
I 0,
( — 1т ) 1- п + '

п +  7 >  0

+  (1 п +  7 )!
I 0,

дПь2а ) ( т  7 ) 
дт п

если 1 — п +  7 >  0;

( —^  е х р ( — Тт) Е  ф  2

(а  +  1)(а  +  2)( — ут)
2 ( —п  +  7)!

+

0 ,

(а  +  2)( — гт )1-
(1 — п  +  7)!

0,
Г ( — 7 т )2- п + '

Л  (2 — п +  7 )!
0,

¿=0

если — п +  7 >  0;

иначе

если 1 — п +  7 >  0; 

иначе 

если 2 — п +  7 >  0; I

иначе /

+

д п ь 3а ) ( т ,7 )
дт п

(а  +  3 )!( — ут) - п + '

х  6а !( п +  7 )!
0,

) 1- п +3

если — п  +  7 >  0;

(а  +  2 )(а  +  3 )( — ут)
+ 2(1 — п +  7)

если 1 — п +  7 >  0;

0 ,

Г (а  +  3 )( — П )2-
+  < (2 — п  +  7)!

I 0,
(  ( —7 т )3- п + '

Л  (3 — п +  7)!
I 0,

д п ¿ 4 *) (т, 7 )

если 2 — п +  7 >  0;

иначе

, если 3 — п +  7 >  0;

иначе

=  ( —^  е х р ( — Тт.) Е  2

(а  +  4 )!( — ут) -  п + '
если — п  +  7 >  0;

х \ 24а !(—п  +  7)!
0,

Г (а  +  3 ) !(—1 т)1 -п + '  1 , ^ п
, I ----------------- г -, есл и 1 — п  +  7 >  0: ,

+  4 6(а  +  1)!(1 — п +  j ) ! , •' -   ̂ +
0 ,

Г (а  +  3 ) (а  +  4 ) (—1т)2 - п + '
Л  2(2 — п +  7)!

, 2 п +  7 >  0

0 ,

Г (а  +  4 ) (—'ут)3 -п + '

+  < (3 — п  +  7)!
I 0,
Г ( —1т)4- п + '

+   ̂ (4 — п +  7)!
0 ,

-, есл и 3 — п +  7 >  0;

, есл и 4 — п +  7 >  0;

дПь5а ) ( т  7 ) 
дт п =  ( —7)^  е х р ( — ^  7  2- '

2 ¿=0 7

0

00
1

а 22
3

44

- ¿ X

+

+

+

- ¿ X
¿ X.

+X.

+¿ X.

+
+X.

X
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(а  +  5 ) !(—1 т)- п + '  + _  0
I -------------    , если — п  +  7 >  0: ,
< 120а !( — п +  7)! ~  +

0 ,
(а  +  5)!( — ут) 1 -  п+3

, » - , - ~ ^ , если 1 — п  +  7 >  0: ,
+  < 24(а +  1)!(1 — п +  j ) ! , •' -   ̂ +

0,
(  (а  +  5 ) !(—1 т)2 -п + '  о , ^ п

, I ----------- гл----------------г -, если 2 — п +  7 >  0: ,+  < 6(а  +  2)!(2 — п +  7 )! '  ̂ -  ’ +

(а  +  4 )(а  +  5 )( — ут )3 
2(3 — п +  7)!

-, если 3 — п +  7 >  0;

(а  +  5)( — ут )4 г 
(4 — п +  7)!

-, есл и 4 — п +  7 >  0;

{  ( — ¿ т)5 -п + ' 5 ^  0
.X. )  если 5 — п  +  7 >  0+  < (5 — п  +  7 )!

0,

б)
Рис. 1.29. Вид п-ой производной ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) п =  0..5, 7 =  1, а  Е [0;5]; б) п  =  0..5,

7 Е (0; 5], а  = 1

+ +к
0

+ +
0

0

[1.301
д Р г( - 1/ 2,0)

/с
дт

(т  7 ) 7  ̂  ( к) ( к +  э — 1/ 2)
=  2 э А  э — 1 /2  А•=0 '

X ( —1)•(4э +  1 )е х р ^  — (4э +  1) ~ут .̂

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
о т-,( — 1/2,0)/ \д Р 0 \т,-у) _  1

дт
дР 1( - 1/ 2,0) (т, 7 )

— 2 ех р (  — д ) ;

д Р

дт
(- 1/2,0)

( т ,7 )  =  _  1_
дт 16

— 150ехр( — 27т ) +  3);

1

ехр ( — ( 15 ехр( —2 тт) — 1);

ехр  ̂— т р  )  (315 ехр( — 47т ) —

д р 3-1 /2 ,0 )(т, 7 ) ехр
■̂ т \

дт 32 2
— 2835 ехр (—47т ) +  525 ехр( — 27т ) — 5

(3003 ехр( — 67т ) -

дР4( -1 /2 '0)(т , 7 ) 
дт "256 ех^  —^ Р  ( 109395ехр ( —87 т ) —

156156 ехр( — 67т ) +  62370 ехр (—47т ) — 6300 ехр( — 27т ) +  35)

дР 5( - 1/ 2’0) ( т ,7 )
дт

512 ехр  ̂ (969969 ехр( —107т ) —

— 1859715 е х р (—87т ) +  11 7117 0ех р (-67т ) — 270270 х 
х ехр (—47т ) +  17325 ехр( — 27т ) — 63).

хчи сл овой  эквивалент, характери зую щ ий  п ор ядок  кривой  
ш агом  в вы бран ном  диапазоне. Н апример, парам етр  а  £  [0; 5]: 
а  =  5.

Рис. 1.30. Вид 1-ой производной ортогональных функций 
Якоби 0-5 порядков; 7  = 0 ,  25, с =  2, а  =  —1 /2  в  =  0

при изменении анализируем ого парам етра с  равном ерны м  
(0 ) - кривая при значении а  =  0  (5) - кривая при значении
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11.311
д 2Р (  1 /2 ’0 )( т ,т )  7 2 V -» ( к) ( к +  э — 1/ 2)

дт2 Е/к\ ( к +  э — 1/ 2\ 
( э Х  э -  1 /2  ) Х

X ( — 1 У (4 э  +  1)2 е х р ( —(— 77  7
Частные случаи для ‘2-ой производной функций 0-5 порядков:

д 2р ( -1/2,0)(т,7 ) 7 2 '
- д т - 2 -------------=  Т ех7  2 г< —

д 2Р1( -1 /2 '0)( т ,7 ) 2

дт2 
2Р (- 1/2,0)

— ехр — у у  ̂  (75 ехр( — 2 у т ) — 1) ;

д Рг ( т ,7 ) _  37'

2
■ут )

дт2 )
— 250ехр( —2 у т ) +  1);

32 ехД — - ) { 945ехр( —41 т ) -

д 2Р3( -1 /2 '0)( т ,7 ) 
дт 2 ехХ—X) (39039ехр ( —67 т) —

— 25515 ехр— 47т ) +  2625 ехр( — 2 у т ) — 5
2 (- 1/2,0) 2д Р4 (т,7) _  1

512 ехН  — ( 1859715 ехр( —87 т ) —дт
— 2030028 ех р (—67т ) +  561330 ехр— 4 у т ) — 31500 ехр— 2 у т ) +
+  35)

Р (- 1/ ,0)д Р5 ( т ,7 )
дт 'Ш !4 ехХ — (2263261ехр ( —107т ) —

— 3512795 е х р (—87т ) +  1691690 ех р (—67т ) — 270270 х 
х ехр— 4 у т ) +  9625 ехр— 2 у т ) — 7).

Рис. 1.31. Вид 2-ой производной ортогональных функций 
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2, а  =  —1 /2  в  =  0

1 .321
д 3 р (  1 /2 ,0 )(т ,7 ) ^  7 3 к ( к) ( к +  э — 1/ 2)

=  8 Д  7 А  э -  1 /2  )дт3 •=0

3X ( — 1 Г (4 э  +  1) 3 е х р (  — (4э +  1) ^т^.

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
3 (- 1/ ,0)д 3 Рг ( т ,7 )

дт3
1

— Т ехр
д 3Р1( - 1/ 2'0) ( т ,7 ) _  7 3

дт3
д 3Р2( - 1/ 2,0)(т , 7 )

16

X Х>
ехХ — (375ехр ( —27 т) — 1);

7
д т 3 -  6 4 ехХ —Х ) ( 25515ехр ( —4^т) —

— 1875 ехр( —27т ) +  3) ;
3 (- 1/2,0) 3 (  )д Р ъ  (т, 7 ) 7 /  /

 дт3-----------  =  128 ех р ( — У  )  (507507ехр( —67 т ) —
— 229635 е х р (—47т ) +  13125 ехр —  27т ) — 5);

д3Р4-1 /2 ,0 ) ( т ,7 ) 1 ехр
■ут \

(31615155 ехр— 87т ) -
дт3 1024 2

— 26390364 ехр —  67т ) +  5051970 ехр— 47т ) — 157500 ехр— 27т ) +
+  35)

д 3 р 5 1/2,0) (т, 7 ) 973 (  ) /
 д У  =  У 4 8 е х р (  —у ) ( 47528481ех р (—107т ) —

— 59717515 е х р (—87т ) +  21991970 ехр— 67т ) — 2432430 х 
: ехр— 47т ) +  48125 ехр —  27т ) — 7).

Рис. 1.32. В ид 3-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  2, а  =  —1 /2  в  =  0

[1 .331
д п р  ( —1/ 2,0) 7  7 )

дтп

к 1

( —2 ) п е  С )  X

X С  +  — —/ Г У 1« 4 ’  + 1 ) ”  е х р (  — 7

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:

( =  ( —2  X  е х р (—? ) ;
дп Р0(-1 /2 ,0 )(т , 7 )

дт п
дп Р,(-1 /2 ,0 ) (т, 7 ) 1 (  7  ) п
 д У  =  — 2  7  7  ех7  2

х ехр( —27 т ) — 1);
д п Р(  1/ 2,0) ( т ,7 ) 1 /  п /  ^т ^
 д У  =  8  7 2 )  ех р7  - у

х ехр— 47т ) — 30* 5п ехр— 27т ) +  3) ; 
дп Р3( - 1/ 2'0) ( т ,7 ) =  1

д Т  =  — У  V 2 !  ' " г \ 2
х ехр( —67т ) — 315* 9п ех р (—47 т ) +  105* 5п ехр — 27 т ) — 5);

7 Х ) ( 3 * 5 п х

)  (35* 9п х

7 4 п е х р ( — /231* 13п х

^ р 4- 1/ 2’0) ( т ,7 )
дт п

х  ех р (—87т ) — 12012* 13п ехр( —67т ) +  6930* 9п ех р (—47т ) —
— 1260* 5п ехр( —27т ) +  35) ; 
д п Р5( 1/ 2’0) ( т ,7 ) =  1 (  7 ) п

д Т  =  — 256 V 22 *"'г \ 2
х ехр—  107т ) — 109395* 17п ехр— 87т ) +  90090* 13п х 
х ехр— 67т ) — 30030* 9п ехр— 47т ) +  3465* 5п ехр— 27т ) — 63).

¿ 8  7  2 )  П е х Д  — ? )  /6435* 17п

- 7  2 )  "  е х 7  — У )  /46189* 21п

X
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Рис. 1.33. Вид п-ой производной ортогональных функций 
Якоби 2-ого порядка; п =  0..5, 7  =  0, 25, с =  2, а  =  —1/2,

в = 0

1 .3 4
дЬ вдк (т, 7 ) 

дт =  — г £ (  3 ( Г )  ( —« • X  •=0
X (2э +  1) е х р (—(2э +  1 )7 т ).

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков: 
д L egо(т, 7 )-----_------  =  - 1 ехр( — -(т);

дт
дЬвд1 (т, 7 ) 

дт
дЬвд2 (т, 7 )

дт
+ 1 )  

дЬвд3 (т , 7 ) 
дт

+  36ехр ( —27т ) — 1);

 д4( ,^ ) =  —^ ехр (— —т)/630  ех р (—87т ) — 980 х
дт

х ехр( —67т ) +  450 ехр (—47т ) — 60 ехр( —27т ) +  1); 
дЬвд5 (т , 7 )

=  7 ехр (— —т)(6 е х р ( —27т ) — 1);

=  ~ х  ехр (—7 т ) (30 ехр— 47т ) — 18ехр( —27т ) +

=  7 ехр (— -рт) (140 ехр — 67т ) — 150ехр( —47т ) +

дт
=  7 ехр (—7 т ) (2772 ехр( — 107т ) — 5670 х

ехр (—87т ) +  3920 ехр( —67т ) — 1050 ехр (—47т ) +  90 х 
ехр( —27т ) — 1).

Рис. 1 . 3 4 .  В и д  1 - о й  производной ортогональных функций
Лежандра 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2

[1.351
д 2 Ьвдк (т, 7 ) 

дт 2 = ^  £  С ) ( т  •=0
X (2э +  1) 2 е х р (—(2э +  1 ) 7 т ) . 

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:
д Ьед0 (т,д) 2=  7 ехр (— );

дт 2 
д 2Ьед1 (т, 7 ) 

дт 2

 д2(  ,^ ) =  2 ехр (—7 т ) /150 ех р (—47т ) — 54 ехр( — 27 т ) +
дт 2

+ 1)  
д 2Ьвд3(т , 7 ) 

дт 2
х ехр (—47т ) +  108ехр( —27т ) — 1 
д 2Ьед4(т,- '/ )_  2

—7 2 ехр (—7 т ) (18 ехр( —27т ) — 1) ;

=  —7 2 ехр (—7 т ) (980 ехр( —67т ) — 750 х

д т2
=  7 2 ехр (—7 т ) (5670 ехр— 87т ) — 6860 х

х ехр— 67т ) +  2250 ехр— 47т ) — 180 ехр —  27т ) +  1); 
д 2Ьед5(т, 7 )

дт 2
—7 2 ехр— 7 т ) (30492 ехр—  107т ) — 51030 :

х ехр— 87т ) +  27440 ехр— 67т ) — 5250 ехр— 47т ) +  
+  270ехр( —27т ) — 1).

Рис. 1.35. В и д  2 -ой  производной ортогональных функций
Лежандра 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  2

[1 .361
д 3 Ьвдк (т, 7 ) 

дт 3 = — "3 £ (  экт) ( - ) •  X•=0
X (2э +  1) 3 е х р (—(2э +  1 ) 7 т ) .

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д 3Ьед0(т , 7 ) 3
 дт3--------- =  — Г ехр( — ГтУ,

д 3 Ьвд1 ( т , 7 )
дт 3

д 3 Ьед2 (т, 7 ) =  
дт 3

х ехр— 27т ) +  1 
д 3 Ьед3 (т, 7 ) 

дт 3

: 7 3 ехр (—7 т ) (54 ехр— 27т ) — 1) ;

: —7 3 ехр— 7 т ) (750 ехр— 47т ) — 162 :

=  7 3 ехр— 7 т ) (6860 ехр— 67т ) — 3750 х

ехр— 47т ) +  324 ехр— 27 т ) — 1)
д Ьед4 (т, 7 ) 

дт 3
=  —7 3 ехр— 7 т ) (51030 ехр— 87т ) — 48020 х

ехр— 67т ) +  11250 ехр— 47т ) — 540ехр( —27т ) +  1);
д ¿ е д 5(т , 7 ) 

дт 3
: 7 3 ехр— 7 т ) (335412 ехр—  Ю7 т ) — 459270 :

п
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: ехр (—87т ) +  192080 ехр( —67т ) — 26250 ех р (—47т ) +  810 х

Рис. 1.36. Вид 3-ой производной ортогональных функций
Лежандра 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  2

[1.371
д п Ьвд к ( + 7 ) 

дт п - ( —п т  © с  7  ( —ч^
•=0

X (2э +  1)п е х р (—(2э +  1 )7 т ). 

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:

(— Л  ехр ( — ут);

- ( — 1)п ехр ( —7 т ) (2* 3"  ехр( —27т ) — 1) ;

д пЬед0 (т, 7 ) 
д тп

8ПЬед1(т ,7 )
дт п

 д2( ,^ ) =  ( —^ )п ех р (— ) /6* 5п ехр (—47т ) — 6* 3п
дт п

х  ехр( —27т ) +  1);

 д3( ,^ ) =  —( —^ )п ех р (—7 т ) /20* 7п ехр( —67т ) —
дт п

— 30* 5п ехр (—47 т) +  12* 3п ехр( — 27т ) — 1) ; 
д пЬед4(т, 7 )

дт п
( —7 )п ех р (—7 т ) (70* 9п ехр( —87т ) — 140* 7п х 

х ехр( —67т ) +  90* 5п ехр( —47т ) — 20* 3п ехр( — 27т ) +  1) ;

 д5( ,^ )  =  —( —^ )п ех р (—7 т ) /252* 11п ехр( —107т ) —
дт п

— 630* 9п ехр( —87 т) +  560* 7п ехр( — 67т ) — 210* 5п ехр( —47 т) +  
+  30* 3п ехр( —27т ) — 1).

Рис. 1 . 3 7 .  В и д  п - о й  производной ортогональных функций
Лежандра 2-ого порядка; п  =  0..5, 7  =  0, 25, с =  2

дР ^ 1/ 2,0) (т , 7 ) /  Л( к ) ( к +  э +  1/ 2'
дт —Л ОС2 э м  э +  1 /2

11.38] „ -— -  =  —+  > ( и  I X

X ( —1©(4э +  3) ехр ( — 4 *" 2 "' ̂ т  ̂•
—

( 4 э +  3) _ 
2

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
дР |(1/ 2,0) (т, 7 ) 37 (  37 т  ) 0----------------  = -------- е х р ---------- ):

д Р
д

(1/2,0)
2

(т, 7 ) _  7

д Р
д

(1/2,0)
4

(т  , 7 )
дт

: ехр( — 27т ) +  45);

ехр ( — © ! г )  (3 5 ехр ( —2^т ) — 9);

16 ехр ( — T¡ Т )  / 693ехр ( —47 т) — 490

д Р (1/2,0)
3— д т̂ ,7 )  =  32 е х ^  — (6435 ехр( —67т ) — 7623 :

ех р (—47т ) +  2205 ехр( —27т ) — 105);
дР41 /2,0)(т ,7 )  =  _  ( _  ©7

дт 256 ехН  2^ ехр   ̂ /230945 ехр— 87т ) —

— 386100 ехр —  67т ) +  198198 ехр— 47т ) — 32340 ех р (—27т ) +
+  945)

дР51/2,0) (т , 7 ) 7  (  37т  \ /
 дт =  512 ехр (  — 7 )  (2028117ехр ( —107т ) —

— 4387955 х ехр— 87т ) +  3281850 ехр — ) 7 т ) — 990990 х 
х ехр— 47т) +  105105 ехр— 27т ) — 2079).

Рис. 1.38. В и д  1 -ой  производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2, а  =  1 /2  в  =  0

„ з в |  =  ^ е © ( к + + © 7
дт 2 4 •= 0 Уэ' 4 э +  :

X ( — 1 © (4 э  +  3) 2 е х р (  — (4э + 3) ттт̂ .

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:
2 (1/2,0)д2Р (т , 7 ) 97 /  37т )

дт-2----------  =  ^ ех р 1 —~ 2 - ) - '

д2Р1(1/2,0)(т  , 7 ) 
дт 2

д2Р2(1/2,0)(т  , 7 ) 1

дт2 =  32
х ехр— 27т) +  135)
д2Р (1/2,0)

— 2  ехр ( —T ^Т )  / 245ехр ( —27 т ) — 27);

2 /  3лт \
2 ехр \— - ^ )  (7623 ехр— 47т ) — 3430 х

) (т  , 7 ) — 6 4  ехр ---------  ̂ /96525 ехр —  67т ) —дт2 64 V 2
- 83853 ехр— 47т ) +  15435 ехр— 27т ) — 315);

п
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д2Р4(1/2,0)( т , 7 ) У ехр (4387955 ех р (—87т )
дт2 5 1 2 " ' ^  2

— 1447875 ехр( —67т ) +  2180178 ехр— 47т ) — 226380 ехр — 27т ) +
+  2835)

д2Р5(1/2,0) (т, 7 ) 972 (  37т  ) /
 д т5----------- =  — 1024 ехр (  —^ Г )  (46646681ехр ( —10^т ) —

— 83371145 ехр( —87т ) +  49227750 ехр( —67т ) — 10900890 х 
х ехр( —47т ) +  735735 ехр( —27т ) — 6237).

Рис. 1.39. В и д  2 -ой  производной ортогональных функций 
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2, а  =  1 /2  в  =  0

1.40
д 3 Р ( 1/2 ,0\ т ,у )  7 3

дт3
^  ( к ) ( к  +  э +  1/ 2)  ч,
8 7 0  V э А  э + 1 / 2 /

X ( —1)•(4э +  3) 3 е х р (  — (4э + 3) ут^.

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д3Р0(1/2,0) (т, у)

д  3 
1/2,0)

д т 3 
,3 Р (1/2,0) (

27у (  37 т\ 
 8— ехр I ---------):

д3Р1(1/2,0) (т, 7 ) 7 (  37 т )
1в ехЧ  —^ ;

2

1715 ехр( —27т ) — 81);

д 3Р,
ехр ^ 2— ) (83853 ехр (—47т ) -‘ 2 ) (т,д ) 7  (  37 т '

 дт3------------=  — ^ “ 4  —- Г .
— 24010 ехр( —27 т ) +  405) ;

д3Р3(1/2,0)( т ,7 ) 7 3 (  37 т )
 дт3------------=  т ех р (  — ^ )

— 922383 ехр (—47 т ) +  108045 ехр — 27т ) — 945
3 (1/2,0) 3д Р4 Ч т ,7 )  =  _ _7 

=  1024

1447875 ехр( —67т ) •

ехр( — 3Ч  )  / 83371145 :д  3 1024 2
х ехр (—87т ) — 86872500 ехр( —67т ) +  23981958 ех р (—47т) — 
— 1584660 ехр — 27 т ) +  8505);

д3Р5(1/2,0) (т, 7 ) 
д т 3

973 37т  )
1072873893

х ехр— 107т) — 1584051755 ехр— 87т ) +  738416250 х
х ехр— 67т) — 119909790 ехр— 47т) +  5150145 ехр— 27т) — 
18711) .

Рис. 1.40. В и д  3 -ой  производной ортогональных функций 
Якоби 0-5 порядков; 7 = 0 ,  25, с = 2  а  = 1 / 2  в  =  0

11.411
п р (1/ 2,0 )(т  „л , ... п к

) ( т ■ 1 )
дтп

С  +  + 1 / 12/2 ) ( - ^ ) ' ( 4 »  +  3 )п е х ^  — ^ - , г ) -

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:
дп  Р0(1/2,0)(т, 7 ) 3п (  7 ) п (  37 т  )

---------------------- =  3 I —V  ехЧ  —дт п
д п Р1(1/2,0) (т , 7 ) 1 (  7  ) п (  37т1 1

дт п
— 3* 3п ) ; 
д п Р2(1/ 2,0) (т ,7 )  =  1 ( _  у

дтп 8 V 2
— 70* 7п ехр( —27т ) +  15* 3п );

1 (  Т \пд п Р3(1/2,0) (т , у )

— 2 ( — 2 ) Г1ехК  (5 * 7"  ехр ( —2^т ) —

ехр ^----- 2— ̂  /63* 11п ехр (—47т ) —

(  — Т )  /42929* 15п х

х ехр( —67т ) — 693* 11п ехр( —47т ) +  315* 7п ехр( —27т ) - 
-  35- 3п) ;
д п Р41/2,0)(т  , 7 ) 1

, - 2  П е х р ( — 32 т  )|
дтп 128 V 2 2 *4  2 2

х ехр— 87т ) — 25740* 15п ехр( — 6ут) +  18018* 11п ехр (—47т ) - 
— 4620* 7п ехр— 27т ) +  315* 3п ) ; 
д п Р5(1/2,0) (т ,у )  1 (  у  ) п

дтп =  — 256 V 2 /  е х р 7 ~  2 ¡ '
х ехр—  107т ) — 230945* 19п ехр— 87т ) +  218790* 15п х 
х ехр— 67т ) — 90090* 11п ехр— 47т ) +  15015* 7п ехр— 27т ) — 
693-3п) .

12155* 19п х

П ехр Г — ^ /88179* 23п х

х
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Рис. 1.41. Вид п-ой производной ортогональных функций 
Якоби 2-ого порядка; п  =  0..5, 7  =  0, 25, с =  2, а  = 1 / 2 ,  в  =  0

ц . « 1  ¿ ( к ) ( к  + + + 1) ( - l ) • x
•=0

X (э +  1) е х р (—(э  +  1 )у т ) .

дт

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
дР 0(1,0)(т , 7 ) ( )-   =  —1 ехр( — -(т);

д
э (1,0) ( .

: 27 ех р (—7 т ) (3 е х р (—7 т ) — 1);дР11,0)(т  , 7 ) 
дт

дР 2(1,0)(т Л
дт

+ 1  

дР 3(1,0)(т Л
дт

+  15 ехр (—7 т) — 1);

—37 ехр (—7 т) (10 ехр( —27т ) — 8 ехр (—7 т) +

: 47 ех р (—7 т ) (35 ехр (—37т ) — 45 ехр( — 27т) +

д Р (1,0)(т  ,7 ) 
дт

=  —57 ехр (—7 т ) (126 ех р (—47т ) — 224 х

х ехр (—37т ) +  126ехр( —27т ) — 24 ех р (—7 т ) +  1);
д р (1,0) (т  ^)
 5-------------   =  67 ех р (—7 т ) (462 ехр— 57т ) — 1050 х

д
х ехр— 47т) +  )40  ехр— 37т) — 280 ехр— 27т) +  210 х

Рис. 1 . 4 2 .  В и д  1 - о й  производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  1, а  =  1, в  =  0

1.Л З ,  5 ! р Т т 1 > = у .  ¿ ( к ) ( к + ; + 1) < - .> • *
•=0дт 2 э + 1

X (э  +  1) 2 е х р (—(э  +  1 )7 т ). 

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:
д2р 0(1,0)( т,'7) 2 ( )— 7 ехр— ^т);

дт 2 
д2Р1(1,0)( т , 7 ) 

дт 2 
д2Р<1,0)( т , 7 ) 

дт 2
+  1)

д2р31,0)( т ,7 )
дт 2

=  —2 ^ 2 ехр—  ̂ т) (6 ехр—  ) — 1) ;

=  372 ех р (—7 т ) (30 ехр— 27т ) — 16 ехр—  ) +

=  —472 ех р (—7 т ) (140 ехр— 37т ) — 135 х

х ехр— 27т) +  30 ехр— ^т) — 1)

: 572 ехр— 7 т ) (630 ехр— 47т ) — 896 :д 2Р41,0)( т ,т )
дт 2

х ехр— 37т) +  378 ехр —  27т ) — 48 ехр— -ут) +  1);
д 2 р (1,0) (т  «Л о

5-----  — ----- - =  —67 ехр— 7 т ) (2772 ехр— 57т ) — 5250 :
дт 2

: ехр— 47т) +  3360 ехр— 37т ) — 840 ехр— 27т ) +  70 х 
: ехр— ^т) — 1).

Рис. 1.43. В и д  2 -ой  производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  1, а  =  1, в  =  0

1141| ^ ( э ) ( к + + + к) < _ 1) •x

•=0
X (э  +  1) 3 е х р (—(э  +  1 )7 т ). 

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д3р 0(1,0)( т,1 ) 3 ( ) д т 3------- = -----У ехр(  Ут У,

д3Р (1,0) (т , 7 ) =  2_3
дт 3 

д 3Р (1,0)

=  27 ех р (—7 т ) (12 ехр (—7 т ) — 1);

д3Р21,0)( т , 7 )
—-----  — -- =  —37 ех р (— -ут)(90ехр( —27т ) — 32 х

д  3
х ехр— у т ) +  1);
д3 р (1,0) (т  ^)
 3  —    =  473 ех р (—7 т 4560 ех р (—37т ) — 405 х

д т  3
х ехр( — 2 у т ) +  60 ех р (—у т ) — 1); 
д 3Р41,0)( т , 7 )

дт 3
—573 ехр— 7 т ) (3150 ехр— 47т ) — 3584 :

х ехр— 37т) +  1134 ехр— 27т ) — 96 ехр— ■ут) +  1)

п
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д3Р51,0)(т  ,7 )  
д т 3

: 673 ехр (—7 т ) (16632 е х р (—57т ) — 26250 х

: ехр (—47т ) +  ;!3440 ехр— 37т ) — 2520 ехр( —27т ) +  140 х 
ехр— 7 т) — 1).

Рис. 1.44. Вид 3-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 = 0 ,  25, с =  1, а  =  1, в  =  0

11.451
д п р ( 1’0) 

дт п
(т■ 7 )

- ( _ Y ) n ^  О С + Г )  X•=0
X ( — 1 ) 0 э  +  1)п е х р (—(э  +  1 )7 т ) .

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:

( — Г)П ехр ( — гт ) ;д п Р(1,0)(т , 7 ) 
д т п 

д п р ( 1,0)(т , 7 ) 
д т п 

дп Р2(1,0)(т  , 7 )

: — ( —7 )П ех р (—7 т)(3* 2п ехр (—7 т ) — 2);

: ( —7 )п ехр—  3) /10* 3п ехр( —27т ) — 12* 2п х

ехр— 7 т) +  3); 
(1,0)
3___
д т п

дп р (1,0)(т  ^)
3 -------,  =  —( —7 )п ехр—  ) (35* 4п ехр— 37т ) —

т п
— 60* 3п ехр( —27т ) +  30* 2п ехр (— -) — 4); 

: ( —7 )п ех р (—7 т ) (126* 5п ех р (—47т ) —

— 280* 4™ ехр (—37т ) +  210* 3п ехр— 27т ) — 60* 2п ехр—  ) +  
+  5)

д " Р 41,0) ( т ,7 )
дт п
лп ,

дп Р5(1,0) ( т ,7 ) 
дт п

гп ,
: —( —7 )п ех р (—7 т ) (462* 6п ех р (—57т ) —

— 1260* 5п ех р (—47т ) +  1260* 4п ехр (—37т ) — 560* 3п х 
х ехр( —27т ) +  105* 2п ех р (—7 т ) — 1).

Рис. 1.45. Вид п - о й  производной ортогональных функций
Якоби 2-ого порядка; п  =  0..5, 7  =  0, 25, с = 1  а  =  1  в  =  0

1.461
д Р ^ ’0) (т,1 )

дт = - £ ( Ж  +++ ^ (-)э + 2

X (2э +  3 )е х р (  —(2э +  3) 7 ^ .

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
д Р (2,0)( 

дт
д Р {  (т, 7 )

дт

д Р ( 2,0) (т,-у)

-3 7  ехр— 37т );

)/ ехр (—37т  ) ( 2 0 ехр( —27т ) — 9);

дт
х  ехр— 27т ) +  18);

—■у ехр— 37т ) (105 ехр— 47т ) — 100 :

дР32,0)(т ,7 )
дт

)/ ехр (—37т ) (504 ехр— 67т ) — 735

х ехр— 47т ) +  300 ехр— 27т ) — 30);

дР42,0)(т , 7 )
дт

- 7  ехр— 37т ) (2310 ехр— 87т ) — 4536 х

х ехр— 67т ) +  2940 ехр— 47т ) — 700 ехр —  27т ) +  45)
дР5(2,0)(т ,7 )  

дт
- 7  ехр— 37т ) (10296 ехр— 107т ) — 25410 х

: ехр— 87т ) +  22680 ехр— 67т ) — 8820 ехр— 47т ) +  1400 х 
: ехр— 27т ) — 63).

Рис. 1.46. В ид 1-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с = 2  а  =  2, в  =  0

п

X

дт п
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[ '• 4 4  =  7 '  £  © С  + +  +  2) < - 1>•x
•=0

X (2э +  3) 2 е х р ( —(2э +  3 )7 т ) .  

Частные случаи для ‘2-ой производной функций 0-5 порядков:
д 2Р0(2,0) (т ,у )  2
-------- дт2----------=  97 ехр ( —3т т ) ;

д 2Р1(2,0) ( т ,7 ) 
дт 2

д 2р 2(2,0) ( т ,7 )

=  —у 2 ехр— 37т ) (100 ехр( —27т ) — 27);

дт 2
х ехр— 27т ) +  54)

' ехр (—37т ) (735 ехр— 47т ) — 500 :

д 2р32,0)(т ,7 )  
дт 2

=  ~е2 ехр— 37т ) (4536 ехр — 67т ) — 5145 х

: ехр— 47т ) +  1500 ехр— 27т ) — 90);

=  7 2 ехр— 37т ) /25410 ехр— 87т ) — 40824 х 

х ехр— 67т ) +  20580 ехр— 47т ) — 3500 ехр —  27т ) +  135);
д 2р 5(2,0)(т , 7 )

д 2Р4(2,0)( т ,7 ) 
дт 2

дт 2
—7 2 ехр— 37т ) (133848 ехр —  107т ) —

— 279510 ехр— 87т ) +  204120 ехр— 67т ) — 61740 х 
х ехр— 47т ) +  7000 ехр— 27т ) — 189).

7 р 7 0)(т ,7 )
дт 2

100  '

-200 Г

-300
0

Р (2,0)
Р4

р (2,0) Р2
р (2,0) 
Р0
р (2,0) 
Р1

Р (2,0)

р (2,0)
Р5

Рис. 1.47. В и д  2 -ой  производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2, а  =  2, в  =  0

и .481  = - , - 3 £  ос у+ у- « ^
•=0дт 3

X (2э +  3) 3 е х р ( —(2э +  3 )7 т ) .

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д 3 Р( 2,0) (т",7 ) '

дт 3
д 3р 1(2,0)( т ,7 )

дт 3

д 3Р2(2,0)(т ,7 )  
дт 3

х ехр— 27т ) +  162 
д 3 Р3(2,0) (т, 7 ) 

дт 3

=  —277 ехр— 37т );

=  7 3 ехр— 37т ) /500 ехр— 27т ) — 81);

=  — 7 3 ехр— 37т ) /5145 ехр— 47т ) — 2500 :

=  7 3 ехр— 37т ) (40824 ехр— 67т ) — 36015 х

х ехр— 47т ) +  7500 ехр— 27т ) — 270);
д 3Р4(2,0)( т ,7 ) 

дт 3
=  —7 3 ехр— 37т ) (279510 ехр— 87т ) -

- 367416 ехр— 67т ) +  144060 ехр— 47т ) — 17500 ехр —  27т ) +

+  405
д3 р (2,0) (т  ^)
 5  —    =  7 3 ехр— 37т ) (1740024 ехр—  107т ) —

дт 3
— 3074610 ехр— 87т ) +  1837080 ехр— 67т ) — 432180 х 
х ехр— 47т ) +  35000ехр —  27т ) — 567).

Рис. 1.48. В и д  3 -ой  производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  2, а  =  2, в  =  0

[1.491
дп  Р  (2>0) к___

дт п
(т 7 )

= — ) п £  О С  + + + 2)

X ( —1 )У 2 э  +  3 )п е х р ( —(2э +  3 )7 т ) .

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:

=  ( —37 )п ехр— 37т );
д п Р( 2,0) (т,7 )

дт п
дп р 1(2,0)( т ,7 )

дт п
— 3* 3п); 
дп р<2,0)( т ,7 )

дт п
— 20* 5п ехр— 27т ) +  6* 3 
д п р ( 2,0) (т,7 )

дт п
— 105* 7п ехр— 47т ) +  60* 5п ехр— 27т ) — 10* 3п

=  —( —7 )п ехр— 37т ) (4* 5п ехр —  27т ) —

=  ( —7 )п ехр— 37т ) /15* 7п ехр— 47т ) —

) +  6* 3п ) ;

— ( —7 )п ехр— 37т ) /56* 9п ехр— 67т ) —

(— ■у)пехр— 37т ) (210* 11п ехр— 87т ) —дг>Р42,° ) (т ,т )
дт п

— 504* 9п ехр —  67т ) +  420* 7п ехр— 47т ) — 140* 5п ехр— 27т ) +  
+  15* 3п); 

д п Р(ап Р5(2,0)(т ,7 )
дт п

— ( —7 )п ехр— 37т ) (792* 13п ехр—  107т ) —

— 2310* 11п ехр— 87т ) +  2520* 9п ехр— 67) )  — 1260* 7п х 
х ехр— 47т ) +  280* 5п ехр— 27т ) — 21* 3п) .

X

т
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Рис. 1.1У. Вид 11-ой производной ортогональных функций 
Якоби 2-ого порядка; п  =  0..5, 7 =  0, 25, с =  2, а  =  2, в  =  0

11.501
дР ,(а ,0)

(т■ 7 ) _ С1  ^  ( к ) ( к  +  э +  а ) ( 
2 - Д  Ч э Д  э +  а  )дт э + а

X (2э +  а  +  1) е х р ( —(2э +  а  +  1 ) с 7 т /2 ) . 

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:

д р ° a •0)(т, 7 ) = ___
дт

дР'1'а,0) (т, 7 )
дт 2

х  (а  +  3) ехр— с-ут)) ;
с7

дт 4
2

(а  +  1)с7 
2

ехр( — (а  +  1)с7 т / 2);

д р 2(“ ,0)(т, 7 )

ехр ( —(а  +  1)с7 т / 2) ( (а  +  1)2 — (а  +  2) х 

е х р /—(а  +  1)с7 т / 2) / ( а  +  1)2(а  +  2) —

2(а  +  2 )(а  +  3 )2 ехр( —с7 т ) +  (а  +  3 )(а  +  4 ) (а  +  5) ехр—  ));
д Р

(а  - 
( а, 0)

— д l!'т, 7 ) = —12 ехр /—( а + 1)ст т /2 ) / ( а + 1 )2 (а + 2) х

: (а  +  3) — 3 (а  +  2 )(а  +  3 )2(а  +  4) ехр (— ) +  3 (а  +  3 )(а  +  4) х
: (а  +  5)2 ехр( —2с7 т ) — (а  +  4 )(а  +  5 )(а  +  6 )(а  +  7) ехр— 3с7 т ));
д Р ( а, 0) (т, 7 )

дт — 48 ехр /—(а  +  1)с7 т / 2) / (а  +  1)2(а  + 2)

х (а  +  3 )(а  +  4) — 4 (а  +  2 )(а  +  3) (а  +  4 ) (а  +  5) ехр—  ) +
+  6(а  +  3 )(а  +  4 )(а  +  5 )2(а  +  6) ехр —  2с7 т ) — 4 (а  +  4) х 
х (а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7)2 ехр )—3с7 т ) +  (а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7) х 
х (а  +  8)(а  +  9) ехр (—4с7 т )) ;
д р 5(а,0)(т, 7 ) 

дт
ехр( — (а  +  1 )с-ут/2 ) ( (а  +  1)2

(а  +  2) (а  +  3 ) (а  +  4 ) (а  +  5) -  5 (а  +  2 ) (а  +  3 )2(а  +  4) х  
(а  +  5 )(а  +  6) ехр— с^т) +  10(а +  3 )(а  +  4 ) (а  +  5 )2 х 
(а  +  6)(а  +  7) ехр( —2с7 т ) — 10(а +  4 )(а  +  5 ) (а  +  6) х 
(а  +  7)2 (а  +  8) ехр— 3с7 т ) +  5 (а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8) х 
(а  +  9)2 ехр— 4с7 т ) — (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9) х 
(а  +  10)(а  +  11) ехр (—5с-ут)) .

д р к;а ,0 )(т ,7 )

5

т 0
а)

д р ка ,0 )(т ,7 )

10

20

0, 4
0, 8

1, 2
1, 6

7 т

б )

Рис. 1.50. Вид 1-ой производной ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 = 0 ,  25, с =  2, а  Е [0; 5], в  =  0; б) 7  Е (0; 2],
с =  2 а  =  1 в  =  0

п

Г

X

0
0

0
а0

4 232
2 414

И .и , 8 2 р Г  ^  0 (
•=0

к к + э +  а  
э э + а ) xдт 2

X ( — С ^ э  +  а  +  1) 2 е х ^ —(2 э +  а  +  1)с 7 т / 2) .2э +  а  +  1) ехр - ( 2 э +  а  

Частные случаи для 2-ой производной функций 0-5 порядков:

д 2 р ( а,0) (т,-у) =  (а  +  1)2с27 2 
дт2 4

д 2Р1(а ,0) (т, 7 ) ^  с27 г

е х ^  — (а  +  1)с7 т / 2);

дт2 4
х (а  +  3)2 ех р (— )) ;
д 2 Р2(а ,0) (т, 7 ) =

дт2 8

ехр( — (а  +  1)с7 т / ^  ((а  +  1) — (а  +  2) х

ех р ( — (а  +  1 )с~/т/2 ) ( (а  +  1)3(а  +  2)
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— 2(а  +  2 )(а  +  3)3 ехр—  с)т) +  (а  +  3 ) (а  +  С)(а +  5)2 х 
х ехр( —2с7 т )) ;
д 2 р  (а ,0) ( т  (с2 2

 ^дГ2— "  =  — ехИ  — (а  +  1 )с7 т/2) ( (а  +  1) (а  +  2) х

х (а  +  3) — 3 (а  +  2 )(а  +  3 )3(а  +  С) ехр( — с^т) +  3 (а  +  3) х 
х (а  +  С )(а +  5 )3 ехр( —2с7 т ) — (а  +  С)(а +  5 ) (а  +  6)(а  +  7)2 х 
х ехр (—3с7 т )) ;
д 2 р (а>0)(т  ^) с— 2
 4 дТ 2— !  =  —  ех^ — (а  +  1 )с7 т/2) ( (а  +  Х) (а  +  2) х

х (а  +  3 )(а  +  С) — С(а +  2 )(а  +  3 )3(а  +  С )(а +  5) ехр( — с^т) +
+  6(а  +  3 ) (а  +  С)(а +  5 )3(а  +  6) ехр( —2с7 т ) — С(а +  С )(а  +  5) х

х (а  +  6)(а  +  7 )3 ехр (— Зс+т) +  (а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 ) х
х (а  +  9 )2 ехр (— Ас̂т));
д2 р  (а>0)(т  - )  с— 2
 ^дГ 2— !----  =  ~С8 0  ех^ — (а  +  1 ) с т г /2 ) ( (а  +  Х) (а  +  2) х

х (а  +  3 ) (а  +  С )(а +  5) — 5 (а  +  2 )(а  +  3 )3(а  +  С)(а +  5 ) (а  + 6) х 
х ех р (— г-ут) +  10(а +  3 ) (а  +  С)(а +  5 )3(а  +  6)(а  +  7) х 
х ехр( —2с7 т ) — 10(а +  С )(а +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )3(а  +  8 ) х 
х ех р (—3с7 т ) +  5 (а  +  5 ) (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9 )3 х 
х ехр (—Сс7 т ) — (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9 )(а  +  10)(а  +  11)2 х 
х ех р (—5с7 т )).

Рис. 1.51. Вид 2-ой производной ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7  =  0 , 25, с =  2, а  Е [0; 5], в  =  0; б) 7 Е (0; 2],
с =  2, а  =  1, в  =  0

[1.521 дЗРка’0)(Т’^  =  -  ^  ( к ) ( к  +  5 +  а ) ;
дт 3

X ( — 1) в (2 « +  а  +  1)3 е х р ( - (2 « +  а  +  1 )е~(т/ 2 ) . 

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
3 р (а ,0)д Р( (т, 1 )

дт 3 
3 р (а ,0)

3 3 3(а  + 1) с -у
8

ехр( — (а  +  1) с д т /2);

д 3Р (т ,1 )
дт3 8

— (а  +  2 )(а  +  3 )3 ехр (— ) —

ех р ( — (а  +  1)с~/т/2 ) ( (а  +  1)4

д 3 Р( а 0') (тГ/) 
дт 3 16

■ ех р ( — (а  +  1)с7 т / 2) ((а  +  1)4(а  + 2) —

■ 2(а  +  2 )(а  +  3)4 ехр( —с д т ) +  (а  +  3 ) (а  +  С)(а +  5 )3 х
х ехр( —2с д т )) ; 
д 3 Р( а ’0) (тГ/)

дт 3 С8
е х р  — (а  +  1 )с-уг/2 ) ( (а  +  1)4(а  +  2) :

: (а  +  3) — 3 (а  +  2 )(а  +  3) (а  +  С) ехр( —с д т ) +  3 (а  +  3 )(а  +  С) х
(а  +  5) ехр( —2 сд т ) 
ех р (—3 сд т )) ;

дт 3

(а  +  С) (а  +  5 ) (а  +  6) (а  +  7)3 х

д3 Р
192

ехр - (а  +  1) сут/ 2  ̂( (а  +  1)4 (а  +  2) х

х (а  +  3 ) (а  +  С) — С(а +  2 )(а  +  3) (а  +  С )(а +  5) ехр (— ) +
+  6(а  +  3 )(а  +  С )(а +  5)4(а  +  6) ехр( —2 сд т ) — С(а +  С)(а +  5) х 
х (а  +  6)(а  +  7)4 ехр (—3 сд т) +  (а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 ) х 
х (а  +  9)3 ехр (—С сдт));

3 р (а ,°)д3Р ( т ,7 )
дт 3 960

ехр ( — (а  +  1) ( (а  + 1)4 (а  +  2) х

: (а  +  3 ) (а  +  С )(а +  5) — 5 (а  +  2 )(а  +  3)4(а  +  С)(а +  5 ) (а  + 6) х 
: ех р (—с^т) +  10(а +  3 ) (а  +  С )(а +  5)4(а  +  6)(а  +  7) х 
: ехр( — 2 сд т) — 10(а +  С )(а +  5 )(а  +  6)(а  +  7)4(а  +  8 ) х 
: ех р (—3 сд т ) +  5 (а  +  5 ) (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9)4 х 
: ехр (—С сдт) — (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9 )(а  +  10)(а  +  11)3 х 
: ех р (—5 сд т )).

с37 3

3 3  с 7

3 3 с 7
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Рис. 1.52. Вид 3-ой производной ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 = 0 ,  25, с =  2, а  Е [0; 5], в  =  0; б) 7  Е (0; 2],
с =  2 а  =  1 в  =  0

, , 5 3 ,  =  ( -  =  ) п £  ( к ) ( к +  +  +  а ) x
з=0

X ( —1) в( 2э +  а  +  1) п е х р (—( 2э +  а  +  1)с 7 т / 2) .

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:
д n р ° а ’ 0)(т, 7 ) (  с 1  ) п / ( + 1) /2)
 дтп =  7  у )  ехЕ —(а  +  1)с7 т /2 );
д п р 1(а ,0 )(т ,7 ) (  с 1  / ( + п+1
 дтп =  ( — ехЕ —(а  +  1)ст т /2 ) ( (а  +  ^  —

— (а  +  2 )(а  +  3 )п ехр — с д т )) ; 

д  Р‘2дт} Т,'1') =  ( — у )  ехр / —(а  +  1)с7 т /2 ) / (а  +  1)п+ 1 х

х (а  +  2) — 2(а  +  2 )(а  +  3 )п+ 1 ехр (— с) +  (а  +  3 ) (а  +  4 ) (а  +  5 )п х
х ехр— 2 с-ут));

д  Р3д т} Т, ’1 ') =  ( — )  ехр / —(а  +  1)с7 т /2 ) / (а  +  1)п+ 1 х

х (а  +  2 )(а  +  3) — 3 (а  +  2 )(а  +  3 )п+ 1 (а  +  4) ехр( —с д т ) + 3  х 
х (а  +  3 )(а  +  4 )(а  +  5 )п+ 1 ехр— 2с7 т ) — (а  +  4 )(а  +  5 )(а  +  6) х 
х (а  +  7)п ех р (—3с7 т )) ;

д  Р ^  =  ( — )  ехр /—(а  +  1)с7 т / 2) / (а  +  1)п+ 1 х

х (а  +  2 )(а  +  3 ) (а  +  4) — 4 (а  +  2 )(а  +  3 )п+ 1(а  +  4 )(а  +  5) х 
х ехр—  суг) +  6(а  +  3 ) (а  +  4 )(а  +  5 )п+ 1 (а  +  6) ехр —  2с7 т ) — 
— 4 (а  +  4 )(а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )п+ 1 ех р (—3с7 т ) +  (а  +  5 )(а  +  6) х 
х (а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9 )п ехр (—4с7 т)^ ;

д  =  ( — )  е х р /—(а  +  1 )с-ут/2 )/ (а  +  1)п+ 1 х

х (а  +  2 )(а  +  3 ) (а  +  4 ) (а  +  5) — 5 (а  +  2 )(а  +  3 )п+ 1(а  +  4) х 
х (а  +  5 ) (а  + 6) ехр( —с д т ) + 1 0 (а  +  3 ) (а  +  4 )(а  +  5)п+ 1(а  +  6) х 
х (а  +  7) ехр( —2с7 т ) — 10(а +  4 )(а  +  5 )(а  +  6)(а  +  7 )п+ 1 х 
х (а  +  8 ) ех р (—3с7 т ) +  5 (а  +  5 ) (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8)(а  +  9) п+ 1 х 
х ехр (—4с7 т ) — (а  +  6)(а  +  7 )(а  +  8 )(а  +  9 )(а  +  10 )(а  +  11)п х 
х ехр— 5с7 т )).
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Рис. 1.53. Вид и-ой производной ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) п  =  0..5, у  =  0, 25, с =  2, а  Е [0; 5], в  =  0; б)
п =  0*5, у  Е (0; 2], с =  2, а  =  1, в  =  0

1.54
дР , (0,1)

(■В 7 )
дт =  - 1- < Ш к + э + ^ ( - ‘ )

X (2э +  1) е х р ( —(2э +  1 )7 т ).

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
700,1) ( т , ; )Р0(

т
—■у ехр— 7 т );

=  7 ех р (—7 т ) (9 ехр( —27т ) — 1) ;

=  —^ ехр— 7 т  ) (50 ехр— 47т ) — 24ехр— 27т ) +

д р ( 0,1) (т,-у) 
дт

дР 2(0 ,1 )(т ,Т) 
дт

+ 1 )  
д р (0,1) (т  7 )
 3    =  7 ех р (— —  ) (245 ехр— 67т ) — 225 ехр( —47т ) +

т
+  45 ехр— 27т ) — 1) ; 

дР40,1)(т ,7 )  
дт

х  ехр— 67т ) +  630 ехр— 47т ) — 72 ехр— 27т ) +  1);

—-у ехр— 'ут) (1134 ехр— 87т ) — 1568 :

Р (0,1)
( т ,7 )

т
у ехр— -ут) (5082 ехр— 107т ) — 9450 :

х ехр— 87т ) +  5)80 ехр— 67т ) — 1400 ехр— 47т ) +  105 х 
х ехр— 27т ) — 1).

Рис. 1.54. В ид 1-ой  производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  = 1

м ч  8 ! р 7 т ) = у ¿ 0 ) 7 э

X (2э +  1) 2 е х р ( —(2э +  1 )7 т ).

Частные случаи для ‘2-ой производной функций 0-5 порядков:
д 2 р ° 0,1)(т, Т) 2 ( ) дт  ̂ =  7 ехр( — гт );

д2Р1(0,1)(т , 7 ) _  2
т2

д2Р2(0,1)(т , 7 )

=  ~еехр (—7 т ) (27 ехр— 27т ) — 1);

—  —    =  7 ехр—  тт) (250 ехр— 47т ) — 72 х
т2

ехр— 27т ) +  1);

=  —7 2 ехр—  —  )/1715 ехр— 67т ) — 1125 хт2
д2р30,1)(т ,7 )

х ехр— 47т ) +  135 ехр —  27т ) — 1)
д 2Р40,1)(т , 7 )

дт 2
: 7 2 ехр— ^т) (10206 ехр—  87т ) — 10976 :

X
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X ехр( — 67т ) +  3150ехр (—С7 Т) — 216ехр( — 27т ) +  1);
д2р (0,1)(т  ^)
 5  — -—  =  — 7 2 ех р (— (̂т ) (55902 ехр( — ) — 85050 :

дт 2
х ехр (—87т ) +  С1160 ехр( — 67т ) — 7000 ех р (—С7 Т) + 3 1 5  х 
х ехр( — 27т ) — 1).

Рис. 1.55. Вид 2-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 = 0 ,  25, с =  2, а  =  0  в  = 1

и «  д 3р " : ‘ 3( т ' 7 ) -  - т з £  © с + « + 1) ( - ч -дт 3

X (2 « +  1) 3 е х р ( - ( 2 «  +  1) 7 © .

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:

-7  ехр( — );д 3 р 0° ’ 1\т, 7 )
дт 3

д 3 р ( 0-1) (т, 7 ) 
дт 3

д3 р^0, 1) (т, 7) 
дт 3

х ехр( — 27т ) +  1); 
д3р3(0,1)(т , 7 ) = _  

дт 3
х ехр (—С7 Т) +  С05 ехр( — 27т ) — 1) ;

7 3 ех р (— ут) (81 ехр( — 27т ) — 1) ;

—7 3 ех р (—^т ) (1250 ехр (—С7 Т) — 216 :

5 ех р (—7 т ) (12005 ехр( — 67т ) — 5625 :

д3 р 0̂,1) (т, 7 ) 
дт 3

- 7 3 ех р (— -ут) (9185С ех р (—87т ) — 76832 х

ехр( — 67т ) +  15750 ехр (—С7 Т) — 6С8 ехр( — 2^т ) +  1);
д3р 5(0’ 1)( т ,7 )

дт 3
: 7 3 ех р (— -ут) (61С922 ехр( — ) -

— 765С50 ехр (—87т ) +  288120 ехр( — 67т ) — 35000 ехр (—С7 Т) +  
+  9С5 ехр( — 27т ) — 1).

Рис. 1.56. Вид 3-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  = 0 ,  25, с = 2  а  =  0  в  = 1

1.57
д п р к°’1) ( т , 7 ) © ©  ( к \ { к  +  « +  ©

- ( - ) п £  О С + « + 0й—0
X ( - 1 © ( 2 «  +  1)п е х р ( - ( 2 «  +  1 )7 © . 

Частные случаи для н-ой производной функций 0-5 порядков: 

( — г)п ехр( — г г );^ р ( ° ’ 1) (т,7 )
дт п 

д п р ( ° ' 1) (т,7 )
дт п ( —7 )П ехр ( —1 Т К 3 - 3"  ехр( —27 т  ) — 1) ;

( —у ) п ехр (— ут) ( 10* 5П ех р (—С7 Т) — 8 * 3П х
д п р 2(0>1) ( т ,7 )

дт п
х  ехр( — 2ут) +  1 
д п р 3(0>1) ( т ,7 ) _ 

дт п
— С5* 5П ехр (—С7 Т) +  15* 3П ехр( — 27т ) — 1 

д п р4(0,1) ( т ,7 )
дт п

— 22С* 7П ехр( — 67т ) +  126* 5П ехр (—С7 Т) — 2С* 3П ехр( — 27т ) +  
+ 1)

р (0 1 )(т  ^)
 5--------- ,  =  — ( —у ) п ехр( — ) (С62* 11п ехр( ) —

дт п
— 1050* 9П ех р (—87т ) +  8С0* 7П ехр( — 67т ) — 280* 5П ехр (—С7 Т) +  
+  35* 3П ехр( — 27т ) — 1).

( —у ) п ех р (— у —) (35- 7П ехр( — 67т ) - 

+ 15* 3П ехр( — 27т ) — 1 —

( —у ) п ехр( — ) (126* 9П ехр (—87т ) -

Рис. 1.57. Вид н-ой производной ортогональных функций
Якоби 2-ого порядка; п  =  0 ..0  у  =  0, 25, с = 0  а  =  0  в  = 1

П .5 6 , < 7 :2 > - _ 7  £  (© ) ( ©  + «  +  2) ( - „ . х
й—0дт

X (2« +  1) е х р ( - ( 2 «  +  1 )7 © . 

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
д р 0(0 ,2 )(т ,7 ) ( )-   =  — у  ехр( — УТ ) ;

дт
д р (0,2) (т  ^)
 1——    =  у  ехр (—ут) ( 12ех р (—2 ут) — 1);

дт

д р ( 0 ’2) (т,7 )
дт

—у  ехр (—ут) (75 е х р (—С7 Т) — 30 ехр( — 27т ) +

X

п
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: 7  ехр (—7 т ) (392 ехр— 67т ) — 315 ехр—  47т ) +

+ 1
дР30,2) (т ,7 )

дт
+  54 ехр— 27т ) — 1);

д р (0,2) (т  ^)
 4---------  —  =  —^ ехр—  —  ) С1890 ехр— 87т ) — 2352

т
х ехр— 67т ) +  840 ехр— 47т ) — 84 ехр— 27т ) +  1);

Р (0,2) (т, 7 )
=  7 ехр—  -ут) (8712 ехр— 107т ) — 14850 х

: ехр— 87т ) +  8400 ехр— 67т ) — 1800 ехр— 47т ) +  120 х
т

Рис. 1.58. Вид 1-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  =  2

1.59
д 2 р ( ° ’2) ( т ,7 )

дт 2 =  1 Е О Г  +  э +  2)  — :̂  й=0

X (2э +  1) 2 е х р ( —(2э +  1 )7 т ).

Частные случаи для ‘2-ой производной функций 0-5 порядков:
д 2 Р( 0,2) (т,7 ) 2 ( ) '--------  — -  =  7 ехр( —7 т );

д 2 р (0,2) (т  ^)
 ^дт2— !—  =  — '/2 ехр( — '/тК 36ех р ( —27 т) — 1);

д 2р (0,2 )(т  -л
 2---- -— ----- =  7 ехр (—7 т ) (375ехр (—47т ) — 90 х

дт 2
х ехр— 27т ) +  1);
д 2 р (0,2) (т  ^)
 3---- -— ----- =  —7 2 ехр (—7 т)(2 7 4 4 ех  р( —67т ) — 1575 хдт2

х ех р— 47т ) +  162ехр( —27т ) — 1);
д 2р (0,2) (т  ~) о
 4---- -— ----- =  7 ехр—  —  )(17010ехр— 87т ) — 16464 хдт2

х ех р— 67т ) +  4200 ехр— 47т ) — 252 ехр —  27т ) +  1) ;
д 2Р5(0,2)( т ,7 ) 

дт 2
—7 2 ехр— -ут) (95832 ехр— 107т ) — 133650 :

х ех р— 87т ) +  5 )800ех  р( —67т ) — 9000ехр— 47т ) +  360 х 
х ех р— 27т ) — 1).

Рис. 1.59. В ид 2-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  =  2

(1.601 д 3р к ° : ! ( т , 7 ) = —7 з £  (  э ) (  к + э + 2) ( —1) 8дт 3

X (2э +  1) 3 е х р ( —(2э +  1 ) 7 0 -

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д 3 Р( 0,2) (т,1 ) 

дт 3
д3Р1(0,2)( т ,7 ) =  _3 

дт 3 
д3Р2(0,2)(т, 7 )

—7 3 ех р (—7 т );

7 3 ех р (—7 т ) /108 ехр— 27т ) — 1) ;

=  —^ ех р— 7 т )(1 8 7 5 ех р (—47т ) — 270 хдт3
ех р— 27т ) +  1);

3д3Р3(0,2) (т, 7 )
дт3 : 7 ех р (—7 т ) (19208 ех р (—67т ) — 7875 :

х ех р— 47т ) +  486ехр( —27т ) — 1)
д 3Р40,2)(т , 7 )

дт 3
—7 3 ехр— -ут) (153090ехр— 87т ) — 115248 :

х ех р— 67т ) +  21000ехр(—47т ) — 756ех р( —27т ) +  1);
д3 р (0,2) (т  ~)
 5  —    =  7 3 ех р (— ) (1054152 ехр—  107т ) —дт3

— 1202850 ехр— 87т ) +  411600 ехр —  67т ) — 45000 ех р (—47т ) +  
+  1080ех р— 27т ) — 1).

Рис. 1.60. В ид 3-ой производной ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  =  2

X

х.
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11.611
д п Р ( ° ’2 ) (т,1 ) , © \ ( к  +  « +  2А

дт п = - > "£0(к+ ;+ 2>
X ( - 1 ) 8(2 « +  1 )п е х р ( - ( 2 «  +  1)7 т ) .  

Частные случаи для п-ой производной функций 0-5 порядков:
д п р ( 0'2) (тГ/)

дт п
д п р ( 0 ’ 2) (т,7 ) 

дт п
д п р 2° 12)(т,-у)

( —7 )П ехр ( — );

: — ( —у )п ех р (—^т ) (С* 3п ехр (—2 у т ) — 1) ;

—---------    =  ( —у )п ех р (—^т ) (15- 5П ехр (—Сут) — 10- 3п х
дт п

х  ехр( — 2у т ) +  1);

— ( — р (— ехр( — ) (56* 7П ехр( — 6у т ) —

— 63* 5П ех р (—Сут) +  18* 3П ехр( — 2 у т ) — 1) ;
д п р (0,2)(т  ^)
 4--------- ,----  =  ( —у )п ех р (— -у) (210- 9П ех р (—8у т ) —

дт п
— 336* 7П ехр( — 6у т ) +  168* 5П ехр (—С ут) — 28* 3П ехр( — 2 у т ) +
+ 1— 

д п р ( 0 ’ 2)(т, у)

д п р 3(0'2)(т , 7 )

дт п

дт п ,
: — ( —у )п ехр( — ) (792• 11п ехр (— 10у т ) —

— 1650- 9П ех р (—8у т ) +  1200- 7п ехр( — 6у т ) — 360- 5П ехр (—С ут) +  
+  С0* 3П ехр( — 2 у т ) — 1) ■

1.621
д Р (0 ,в ) ,

к (т, 7 )
дт -  -  ?  £ (  З Г У  ) ( - ) ^  ■=0

X (2 « +  1) е х р ( - ( 2 «  +  1)с7 т / 2 ) .

Частные случаи для 1-ой производной функций 0-5 порядков:
д р 0°'в ) (т,7 )

дт
др*1(0,в) (т, у ) 

дт 
(0,в)

с7  / )
— - у  ехр ( — с'7т/‘2 )'->

с-у
" Т
с-уд  р ( 0 ,в) (т, у )

дт 2
+  5 (в  +  3 )(в  +  С) ехр( — 2 с у т ) /2 ) ;

ехр ( — с^т/2  ̂ (1 — 3 (в  + 2) ехр( — с^т)) ; 

ехр( — с-ут/2  ̂ (1 — 6(в  +  3) ехр( — с-ут) +

ехр( — с^т/2^ (1 — 9 (в  +  С) ехр( — с^т) +
др 3 °,в) (т, у ) с - у

дт 2
+  15(в +  С )(в +  5) ехр( — 2с у г )/2  — 7 (в  +  С )(в +  5 )(в  +  6) х
х ехр (—3 с у т ) /6); 
д р (0 в ) (т  ^) с у
 4 д^ ’----  =  — * 2  ехК — сТт /2 ) ( 1 — 12(в +  5 )е х р ( — сУТ) +

+  15(в +  5 )(в  +  6) ехр( — 2с7 т ) — 1С(в +  5 )(в  +  6)(в  +  7) х 
х ехр (—3с7 т ) /3  +  3 (в  +  5 )(в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8 ) е х р (—Сс7 т ) / 8);

д р (0,в) (Т ^) с~
 5—г - =  — —  е х р (—с7 т / 2) ( 1 — 15(в +  6) ехр( — сут) +

дт 2
25(в +  6)(в  +  7) ехр( — 2с7 т ) — 35(в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8 ) х 
х ехр (—3с7 т) /3  +  15(в +  6)(в  +  7 )(в  +  8 )(в  +  9) ех р (—Ссут) /8  — 
— 11(в +  6)(в  +  7 )(в  +  8 )(в  +  9 )(в  +  10)ех р ( —5сут ) / 120).

п

Рис. 1.61. В и д  п -ой  производной ортогональных функций
Якоби 2-ого порядка; п  =  0..5, у  =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  =  2
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[1.631 д 2р ^ (т ’ 7 ) =  ^  £  ( э ) ( к + ээ +дт2

дт 2
2 р (0,в)

X ( —1)5(2э +  1) 2 е х р ( —(2э +  1)с7 т / 2 ) . 
-ой производш

- ехр (—с-ут/2 у,

Частные случаи для ‘2-ой производной функций 0-5 порядков:
д 2 р ( 0,в) (т'~/) - 2~2

д 2Р, (т,1 ) _  с27 2
дт2 4

д 2 Р2

ехр (—с^т/2  ̂ (1 — 9(в  +  2) ехр( — с^т)) ; 

ех р / —с у т /2 ) /1  — 18(в +  3) х
дт2 4 )

х ехр— с^т) +  25(в +  3 )(в  +  4) ехр— 2с^т) /2 )  ;

д2Р3(0,в )( т ,7 )
- ехр (—с^т/2^ (1 — 27(в +  4) :дт2 4

с ехр —  с^т) +  75(в +  4 )(в  +  5) ехр( — 2с^т) /2  — 49(в  +  4 )(в  +  5) х 
< (в  +  6) е х р (—3с7 т ) / 6);
д2Р40,Э)(т ,7 ) - ехр (—с^т/2^ (1 — 36(в  +  5) :дт2 4
; ехр( — с^т) +  75(в +  5 )(в  +  6) ехр —  2с у т ) — 98(в +  5 )(в  +  6) х 
; (в  +  7) е х р (—3с7 т ) /3  +  27(в +  5 )(в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8 ) х 
: ехр— 4с7 т ) / 8);

,2 р (0,в) ( т ,7 ) - е х р (  — с'ут/2  ̂ [1 — 45(в  +  6) ех р (—с-ут) +
д2Р5

дт2 4
+  125(0 +  6)(в  +  7) ехр( —2с7 т ) — 245(0 +  6 )(0  +  7 )(0  +  8 ) х 
х ех р (—3с-ут/3 +  135(0 +  6 )(0  +  7 )(0  +  8)(в  +  9) е х р (—4с7 т  ) /8  - 
— 121(в +  6)(в  +  7 )(в  +  8)(в  +  9 )(в  +  10)е х р (—5с7 т  ) / 120).

2 р (0,в)
д  Р,2 р (0,в)

к__
дт 2

40

30

20

10

0

(т ,1 )

т 0

а)

э 2 р: (т ,1 )

А  :

дт 2
' Г :

600
' " 1 1

400 ' '   ̂ " '

у б  уА  ' '  ' 1 „ " _
200

0 , 4

б)
Рис. 1.63. В и д  2-ой производной ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7  =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  Е [0; 5]; б) 7 Е (0; 2],

с =  2 а  =  0 в  =  1

2 2  с 7

в0 4
3

4
1 т
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11.641
д 3 р ( ° ’в ) (т,у)

дт 3
с 37 3 ( к) ( к +  э +  в )

8 э / 'й=0
3X ( —1) в(2э +  1)3 е х р ( —( 2э +  1)е7 т / 2) . 

Частные случаи для 3-ой производной функций 0-5 порядков:
д 3 р 0° ,в) ( т ,7 ) 

дт 3
д3р 1(0,в) ( т ,7 )

дт 3
х ехр( — с-ут)) ; 
д3Р2(0,в) (т, 7 )

дт3

- ехр ( — с-ут/ 2) ;

- ех р / — с у т /2 ) /1  — 27(в +  2)

- ехр ( — сут/2^ (1 — 54(в  +  3) :

х ехр( — сут) +  125(в +  3 )(в  +  4) ехр( — 2с-ут) / 2 ) ;

д 3р3(0,в )(т , 7 )
- ехр (—сут/2^ (1 — 81(в  +  4) х

дт3 8
: ехр( — сут) +  375(в +  4 )(в  +  5) ехр( — 2с7 т ) /2  — 343(в +  4) х 

(в  +  5 )(в  +  6) ех р (—3с-ут) / 6);
д 3 р ( ° ,в )(тГ/)

дт 3 8
- ехр (—сут/2^ (1 — 108(в +  5) :

: ехр( — с-ут) +  375(в +  5 )(0  +  6) ехр( — 2с-ут) — 686(в  +  5) х 
: (в  +  6 )(в  +  7) ехр (—3с7 т ) /3  +  243(в +  5 )(в  +  6 )(0  +  7 )(в  +  8 ) х 
: ехр (—4с7 т ) / 8);
д 3 Р ( 0,в ) (т,у) 

дт 3
ехр -сут/2) (1 — 135(в +  6) х

: ехр( — с-ут) +  625(в +  6 )(0  +  7 )ехр ( — 2с-ут) — 1715(0 +  6) х 
: ( в  +  7 )(в  +  8) ех р (—3с7 т ) /3 + 1 2 1 5 (в  +  6)(в  +  7 )(0  +  8)(в  +  9) х 
: ехр (—4с7 т ) / 8 — 1331(0 +  6 )(0  +  7 )(0  +  8 )(0  +  9 )(0  +  10) х
: ехр (—5с7 т ) / 120).

с -у

с -у у.

8
с -ус -у у. 88

3 3с 7
8

1.65
8 п Р ( 0 ,!3 \т, 7 ) (  ) п ^  ( к) ( к +  э +  0 -

дт п
_  (  е у\  п ^  / к  [ к  +  э +  р\
=  V 2 )  ¿ э .V э А  э /  й =  0

( —1) 8(2э +  1) п е х р ( —( 2э +  1)е7 т / 2) . 
Частные случаи для н-ой производной функций 0-5 порядков:

д п р 0° ,в) (т, 7 ) (  с~/)  п / /2)
— дт-п—  =  I —т )  ех р (—с1т/2 ) '
д п р 1(0,в) (т, 7 ) =  , с7  )

дтп V 2 V
х ехр( — с-ут)) ;

ехр( — сут/2) (1 — 3 п (0  +  2) х

дПр2(0,в ) ( т ,7 ) =  (  су  ) п р / т /2) / 1 2 3п ( в +
 дтп =  ( —”2 /  ех р ^—сДт /2 ) ( 1 — 2*3 (в  +  3)

х ехр( — сут) +  5 п (0 +  3 )(в  +  4) ех р (—2с7 т ) /2 )  ;

ехр( — сут/ 2  (1 — 3* 3 п (0  +  4) х
д п р3°>в') (т, 7 ) (  с у  \г

дтп V 2 /
х ехр (—сут) +  3* 5п (0  +  4) х
х (в  +  5) ехр (—2с-ут) /2  — 7 п (в  +  4 )(в  +  5 )(в  +  6) ехр (—3с7 т ) /6 ); 

д ПР4(д е ) (Т ,7 )  =  (  — с ^ )  п ех р / — сут/2)/ 1 — 4* 3 п (0  +  5) х

х ехр( — сут) +  3* 5п (0  +  5 )(в  +  6) ехр( — 2с7 т ) — 2* 7 п (0  +  5) х 
х ( в  +  6)(в  +  7) ехр (—3с7 т ) /3  +  9п (0  +  5 )(в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8) х 
х ехр (—4 с7 т )/2 4 ); 
д  п р ( 0,в )(т,у)

дт (  — Д )  ехр / — сТт /2 ) / 1 — 5 * 3 п (в  +  6)

ехр( — сут) +  5* 5п (0  +  6)(в  +  7) ехр( — 2сут) — 5* 7 п (0  + 6) х 
(в  + 7 ) ( в  +  8) ех р (—3с7 т ) +  5* 9п (0  +  6)(в  +  7 )(в  +  8 )(в  +  9) х 
ехр (—4с7 т ) — 11 п (0  +  6)(в  +  7 )(в  +  8)(в  +  9 )(в  +  10) х 
ехр (—5с7 т  ) / 120).
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Рис. 1.65. Вид п-ой производной ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) п  =  0..5, у  =  0, 25, с =  2  а  =  0  в  Е [0; 5]; б)
п  =  0.".5, у  Е (0; 2], с = 2  а  =  0  в  = 1

1.3 Аналитические соотношения
для неопределенных интегралов 
от ортогональных функций

г 2 к к
[1 .6 6 ] у  Ь к (т,у)Ат  =  - ^  ехр ( - 0 )

х у ( 2 У  т—  .

7=о  0  (« -  У)1

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций 
0-5 порядков:

У  Ь0 (т,1 )ат =  — :2 ехр ( — 0 ) ;

У  L l ( т ,7 )dт =  2  ех0  — 0 )  ( т т  +  1);

У  L 2( т ,7 )dТ =  —- е х0 — 0 )  (У Т 2 + 2) ;

У  L з (т ,7 )dт =  3— е х 0  — 0 )  (7 3т  3 — 37 2т  2 +  67 т  +  6);

У  ¿ 4 ( т ,7 ^ т  =  — ех 0  — 0 )  (7 4т 4 — 87 3т  3 +  2С7 2Т2 +

+  2С)!
у  ^ (т , 7 м т = 6 0 ^ ех0 —0 )  у у  5 — 157 4т 4 + 8° 7 3т 3 —

— 1207 2т 2 +  1207 т  +  120).

Рис. 1.66. Вид неопределенного интеграла от  ортогональных 
функций Лагерра 0-5 порядков; у  =  8

Г 2 к к
[1 .67 ] у  тЬк ( т , т У т  =  -  ^  ехр ( - 0) Х0«) (-Y)■X

■+1 (  2 т ■+1 —
( * +  «  Е ( ; )  ( т л - ) ■

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

У  т Ь 0 (т , 7 М т  =  —^ 2  е х р ( — 0 ) (т т  +  2 ) ;

У  т Ь 1 (т, 7 )dт  =  -72 е х 0  — 0 )  (У  т2 +  37 т  +  6);

У  т Ь 2(т, 7 )dт  =  — —  ех 0  — 0  )  (^Зт3 +  272т 2 +  1° 7 т  +

+  2 0) !
У  т Ь3(т , ~№т =  3^2  е х0  —т у )  У 4т 4 — 7 3т 3 +  127 2т 2 +

- С2ут +  8С);
1

1272
У  тL4(т,y)dт =  — 12_ 2 е х р  г  К Г г(  — (7 5т 5 — 67 4т 4 +  2С7 3т 3 +
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- 487 2т 2 +  2167 т  +  432);

/ т L 5(т, 7 7  =  60^2  ехр ( — (т 6 т 6 — 1375т 5 +  7074т 4 —

— 407 3т 3 +  3607 2т 2 +  13207 т  +  2640).

Рис. 1.67. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Лагерра 0-5 порядков; 7 =  8

Г О к ь
[1 .6 8 ] у  т2 Ьк С т ^ Ц т  =  — -  е х р ( — 2^ ) 1 ^  ( э ) ( — X

2 2  2 \7 т е+ 2 - з
(э  +  1 )(э  +  2) £ ( - )  (э  +  2 — , ) , '

7=0

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
4

У  т2 Ь0 (т, -у)Ат =  — —  ехр (  — 2 т )  (72т 2 +  4 тт  +  8);

У  т2Ь 1 (т, 2 )Ат =  —  ехр  ̂— 2^-^ (7 3т 3 +  57 2т 2 +  207 т  +  40);

У  т 2¿ 2(т, 7 )4т = -----3 ехр  ̂—2^2^ (74т 4 +  47 3т 3 +  267 2т2 +

+  1047 т  +  208);

У  т 2Ь3 (т, 2 )Лт =  --3 ехр (  — 7 4 )  Л т 5 +  7 4т 4 +  267 3т 3 +

1507 2 т2 +  6007 т  +  1200);

I
У  т 2Ь5(т,-у)6т

т ¿ 4 (т, 7 )4т = ----------- ехр ,
4  ̂ ’ "  127 3 V 2

7 4т 4 +  16073т 3 +  98472т 2 +  39367т +  7872);

т 2^ 5 (т,7 )Ат =  ^ ех^  — Y— )  (2  т 7

(  —Y— )  ( ^ т 6 — 475т 5 + 3 2  х

 ̂— “2“ )  ( т 7т 7 — 1176т 6 — 6875т 5 +

- 8074т 4 +  124073т 3 +  7320-у т +  292807т  +  58560).

Рис. 1.68. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Лагерра 0-5 порядков; 7 =  8

Г 2 к к
[1 .69 ] у  т2 Ьк ( т , 7 ) а т  =  — -  е х р ( — 2 2 )  ^  ( у ( —7 )S x

^±3 (  2 ) 7 тs± 3 —j
x  (э  +  1 )(э  +  2 )(э  +  3) Х ^  ( _ )  ( +  3 лГ •7  (э  +  3 — з )!

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от

- ( )
У  т3Ь 0( т ,7 )ат =  —--4 е х р ( — 7 4 )  (73т 3 +  67 2т 2 +  247 т  +  48);

У  т3¿1  (т, 2 )2 т =  —4 ехр  ̂—2 2̂  ̂( т 4т 4 +  77 3т 3 +  427 2т 2 +

-4 1687 т  +  336);

^  т3 ¿2  (т, 7 )4т = ----4 ехр  ̂— У т )  ( т 5т 5 +  67 4т 4 +  507 3т 3 +

- 3007 т 2 +  12007 т  +  2400);

тЪ̂ 3 (т,1 )Ат =  2 ^ ех^  —- у ^ (- 6т6

- 3787 3т 3 +  22687 2т 2 +  90727 т  +  18144);

У  т3Ь3 (т,2 )Ат =  334 е х р ( — У г )  (^^т6 +  37 5т 5 +  487 4т 4 +

У  т3 Ь4 (т, 2 )Ат -

х  7 !
У  т 3Ь5(т, -у)Ат

2887 5т 5 + 
1330560).

" 1 2 7  ехр ( —'2 ) (1 'Тт 7 — 276т 6 + 48 х

: +  3847 4т 4 +  30967 3т 3 +  185767 2т 2 +  743047 т  +  148608);
1 (  ^Т \(  8 8  г- 1 7 7 , ^ . 6 6 ,- ехр ( — — ](7  т  — 97 т +  747 т +

607‘4 2
+  28875т 5 +  348074т 4 +  27720-у3т3 +  16632072т 2 +  6652807т +

Рис. 1.69. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Лагерра 0-5 порядков; 7 =  8

Г О к ь
[1 .70 ] у  тп Ь к (т, 2 ) Ат =  — -  е х р ( — 2 ^  ^  ( —Y)S x

(э  +  га)! 2 7 2 у  тв + п —7

X э! 7=Л 7  (э  +  га — 3 ) !.

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от
функций 0-5 порядков:

[  п , 2п! (  -ут)  ( 2 )   ̂ т п _ ^
7 т  пЬ 0( т ,7 )ат  =  —2 2 ехр (  — ТУ )  ^ (

7 '  2 '  7  7  (п — 3) ! ’

У тПЬ 1( т ,7 )ат  =  — - ехр ( —2 )  ( ы - |

П+ 1
— 7 ( п +  1)! У2  (

2 у  т п - з
7  ( п —3 )!

2 ) 7 т 1+п ^
7^  (1 +  п — з)\ У
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1 Т ”Х 2(Т, 7 МТ =  — 2 е х р ( — У )  п ф  ( 2' 2  \ з т

4 У  (п — У

' + 1 ( 2 ) з Т 1+ п _ з 1
27 (п +  1)! ^  (7 ) 2 1  (п +  2)! х

Е
3=0

- 2 чз т2+ г —3

У  (1 +  п — j ) !  2

- У  (2 +  п — j )!

У  т г Lз(т,y)dт =  ех0 —
ут

! Е
- у  3 т г —3 

" У  (п — j ) !

г + 1 ( 2 ) 3 Т1+ г —3 3
37 (п + 1)! £ ( - )  (1 +  п — ^  +  2 7 2(п +  2)! х

3=0

х У ( 2  4 3 Т2+ п - з 
х 3=0  0  (2 +  п — Л!

— 0 3(п +  3 ) ! £  0 3 - 3 - ----------
6 “ 2 (3 +  п — j ) !

У  ТnL 4(т,Y)dт =  — 2  ех0 — -2 

2 ч 3 т 1+ г —3

п !
3 = 0

*2 ч 3 тг —3 

" У  (п — j)!

г +1
— С7 (п +  1)!

3=0
п+ 2 (  2 ч 3 т 2+ г —3

х Е

У  (1 +  п — Л !
+  37 (п +  2)! х

3=0 - У  (2 +  п — 2)! 3

О тг +  3 ( -3, 3 + п —3

3 7 ( "  +  3 ) ' Е ( 2 ) 3 Т

1 г +4
+  У 74 (п +  С)! £ ( 2 ^ 3 Т

У  (С +  п — 7)!

/ тг L 5 (т, 7 )dт =  ехр Г—
у V !

' У  (3 +  п — 7 )!

У  (п — У

' + 1 ( 2 ) 3 Т1 + г  3
57 (п +  1)! У 2  ( у  (1 + п —  +  57 2(п +  2)! х

3=0 '■ У  (1 +  п — j) !
г +2 2\ 3 Т2 + г  —3

X V
3 = 7 У  (2 +  п — У
_ г+4

+  07 4 (п +  С)! £( 2 ч Т

5 3 ( +  о)! V "4 (  2 ) 3  Т— 3 7  (п +  3)! ^  ( -

7  /  (С +  п — j ) !  120

у )  (3 +  п — j)\ 

у5(п +  5)! х

Рис. 1.70. Вид неопределенного интеграла н-ого рода от 
ортогональных функций Лагерра 2-ого порядка; п =  0..5, 

у  =  8

[1.71] =  - 2 е х 0 -  0 )  £  (к -  «)  X
■—0

X - ) ■ Е (2 У т—
Т=о 7  ( « -  У

Частные случаи для неопределенного интеграла от  функций 
0-5 порядков:

У  =01)(т , 7 )<Зт =  — 2  ех0 — Ут);

У  L l1) ( т , 7 )dт =  2 ех0 — 0 ) Т;

У  L 2l)(т , 7 )dт =  — 2  ех0 — У )  (7 У 2 — 27 т  +  2);

У  L 3l)(т , 7 )dт =  3 ех0 — 0 ) Т (7 2у2 — 67 Т +  12);

/■
— С8у т  +  2С);

У  У 1 )(т ,7 М т ^

— 3607 Т +  360).

У ) ( т ,7М т  =  — ех0 — У )  У У  — 127 3 У  + С87 2 У  —

—  е х р ,
60 2

^— ̂ ) т  ( у 4 г 4 — 2° 7 3т  3 +  1С°7 2т 2

Рис. 1.71. Вид неопределенного интеграла от  ортогональных 
функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; у  =  8  а  = 1

[1.72] У  т Ь (1) (т , т 7 т  =  -  2 ех0 -  0 )  Е  ( к У  3 ) X
■—0

■+1 /  2 \з т ■+1 -7  
X ( - ! ) ■ ( «  +  1) £  ( - )  — ------- .

7=о У  ( « +  1 -  з )!
Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от

- ( )
У  т Е ) ( т ,7 У т  =  — к2  ехр ( — 3 3 )  (7 Т +  2);0

У  тL(l ) (т, 7 )d т  =  2 2  е х р ( — У )  (7 2т  2 +  27 т  +  С);

У т У 1)(т , 7М т  =  — ех0— 0) (7 3у3 +  67 Т +  12);
7"

У  т L 3l ) ( т , 7 )d т  =  ех0 — 0 )  У У  — С7 3у3 +  127 2т2 +

+  2С7 Т +  С8 );

У  т L 4l ) ( т , 7 )d т  =  — 12^ 2  ехр ( — 0 )  (7 5у 5 — 1074У  + С0 х

: у  т 3 +  1207 т  +  2С0);

/ т L (l) (т , 7 )dт =   ехр ,
5 '■ ’ "  60у2 V 2( — у )  (~*т6 — 1875т 5 +  120 х

х у  т — 2С°7  т  +  36°7  т  +  72°7 т  +  1СС0).

у.

+

4+г — 3

г  — 33 Т

3 + г —3
+

4+г — 3
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Рис. 1.72. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7  =  8  а  = 1

Ц.781 / r 24 V , ) d r  =  - j W - Y T J Z C  + )  x
J Y 2 s=0 k *

S+2 /  2 \ j Ts + 2 - j  
x  ( - Y)s (s  +  1 )(s  +  2) (_)

j =0 V 7  (s  +  2 -  j ) ! '

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

J  т 2L o ) iт, Y)dT =  ex p ( - Y ^ )  (- 2 -  2 +  4Yt  +  8 );

j  т2L^1) (t , - ) d -  =  —з exp  ̂— -2- 'j ( - 3- 3 +  4—2t 2 +  I67T +  32);

J  т2L 21) (- ,  Y )d -  =  — —  exp ( — 02- )  (y 4t 4 +  2- 3т 3 +  1 8 -2t 2 +

+  7 2 -t  +  144);

j  т 2L 31) (t , - ) d -  =  —  e x ^  — y ^ )  (y 5- 5 — 2y 4t 4 +  20y 3t  3 +

- 96y2t 2 +  384y -  +  768);

J  - 2l 41) (t , - ) d r  =  ~  12y 3 exp
1

12Y3
^— -2 -  ̂(y 6- 6 — 8y 5t 5 +  40 x

Y4t  4 +  80y3t  3 +  600y2t 2 +  2400—t  +  4800);

J  -  2l 5 1)(t , Y )d - =  96_ e x p (  — Y— 3j  ( - 7 т7 — 1 6 -6t  6 +  108 x 

< y 5- 5 — 120y4t 4 +  840y3t 3 +  4 3 20 -2t 2 +  17280-t +  34560).

Рис. 1.73. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7  =  8  а  = 1

[1.74] j  T3L (1) ( t , 7 )dT =  -  2 exp ( -  -  * )  x

s+3 3 / 2 \ j t  s+ 3 j
x  ( - j ) s (s  +  1) (s  +  2) ( s  +  3 ) ^ ( - )

j =0 \ y  (s +  3 -  j ) !

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от

- ( )
!  т3ь 01) (т, 7 )3 т  =  — —  е х р ( — 22- )  (7 3т 3 +  6-'/2т2 +  247т +

+- 48) (  )
j  т3 ь У  (т, 7 )ат =  —  е х р (  — 22-) (7 4т 4 +  6-'/3т3 +  36-у2т2 +

+  1447т +  288);
j  т3ь21) (т, 7 )3 т  =  — —  е х р ( — 22-) (7 5т 5 +  474т 4 +  38-у3т3 +

+  22872т 2 +  9127т +  1824);

J  т3Ь31) (т, 7 )3т =  3—4 ехр  ̂— -2р) (7 6т 6 +  3674т 4 +  264 х 

7 3т 3 +  15847 2т 2 +  63367т  +  12672);

У т 3l 41)(t  Y)d -  =  —12-4  exp (— t ) (y 7- 7 — 6y 6- 6 +  48 x

Y5t 5 +  240y4- 4 +  2040y3t 3 +  12240-2t  2 +  4 8 960 -t +  97920);

У  т3l 5 1)(t , Y )d -

x y 6- 6 +  48y5t 5 - 
+  420480—t  +  840960).

60 -4  0x K  — Yf )  (y 8t 8 — 14y7- 7 +  104 x

Рис. 1.74. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков;

7 =  8  а  = 1

[1.75] ¡ т п4 1)(T,7 )dT =  -  2e x p ( -  Y \ Е  С  -  S\X
2

Y  ■ “  • s=0

x  ( - Y ) s  М П !  E /  2 \ j ^ + j . 
1 n  ' А Д У  (s  +  n  -  j ) !s !

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

2п! (  ( 2 )  ̂ тп ~ 3

2 У -^ 0 ^у )  (п — j) !
j  т n L 01  ( t , - ) d -  =  — ̂  ex p ( — У - )  ¿ (  ̂

У  тrlL l1)(т, Y)dT =  — 2 exp ( — 2 2  )  (п\
2 (  y — \ / . v-^ (  2 \ j  тn j

У  (n — j ) \
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У  r L 52) (T>7)dr =  6 Y  ex p ( — С т 6 -  23y5t 5 +  190 X

: j 4 t 4 — 580y3t 3 +  720y2t 2 +  З6О7 Т +  720).

Рис. 1.77. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7  =  8  а  =  2

[1 .78 ] f r 24 2>(T) 7 )dT =  -  2 е х р ( - ^ )  £  ( I  +  >
s =  0

( 2 \ j  r s+ 2 - j  
X ( - Y ) s (s  +  1 )(s  +  2 ) ^ ( - )

j =0 v 7 /  (s +  2 -  j ) !

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ф ун к ци й  0-5 п орядков:

J  Т 2L 0 ) ( t , Y)dT =  — Y3 exK — "2^) (Y2 f  2 +  4YT +  8);

J  t 2l ] 2) (t ,  7 )dT =  -33 exp ( — 4 )  (y 3 —3 +  3 j 2T2 +  127 t  +  24);

j  t 2L22) (t , 7 )d f  =  з e x ^  — Y— ̂  (7 4t 4 +  127 2t 2 +  487 t  +

+  96);

j  T2 L f )(T,Y )d
1

7  ex p v 2
( — (Y5T5 — 5y4t 4 +  20y3t 3 +

- 60y  t  +  240y — +  480);

j  T2 L 4 )(T, Y)dT =  — j Y  exp ( — Y f )  (Y6f  6 — 12Y5f  5 +  60 X 

X y 4t 4 +  360y2t 2 +  1440yt +  2880);

j  T2l 52 )(t> Y)dT =  960 exp ( — 0 0  ) (Y7f 7 — 21Y6f 6 +  168 X 

X y 5—5 — 420y4t 4 +  840y3t 3 +  2520y2t 2 +  10080y— +  20160).

Рис. 1.78. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7  =  8  а  =  2

[1 .79 ] j  т34 2) (т, 7 )d r  =  -  2 ехр ( -  +  S ) X
s=0

s+3 3 / 2 \ j  r  s+ 3 j
X ( - Y ) s (s  +  1 )(s  +  2 )(s  +  3 ) ^ ( - )

j =0 V 7  (s +  3 -  j ) !

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ф ун к ци й 0-5 порядков:

!  т 'iL°°''>(т, Y)dт =  — —  е х р (  — Т т )  ( 7  =3 +  67 2т 2 +  2С7 Т +

+- С8) (  )
j  т ^ 1 2)(т, 7 )dт =  —  е х р ( — (7 4т 4 +  57 3т 3 +  307 2т 2 +

+  1207 т +  2С0);

j  т 3L 22)(т, 7 )dт =  — —  е х р ( — 4 )  (7 5т 5 +  27 4т 4 +  287 3т 3 +

168y2t  2 +  672yt +  1344);

 т ex p .
3y4 V 2

(  YT\r 6 6  0 5 5 , on 4 4 ,(— “^ J (Y  t — 3y  t +  30y t +J T 34 2)(T>Y)d'

9 180y3t  3 +  108' 

j  T3 l 4 2 ) ( t , Y)dT =  — ^  ex 4 — (Y7 f 7 — 10Y6 f 6 +  60 X

< y 5—5 +  120y4t 4 +  1320y3t 3 +  7920y2t 2 +  31680y— +  63360) 

j  — 3 L (2) ( t ,  Y)d— =  6 Y  ex p (  — d f )  (Y8 t 8 — 19y7t  7 +  154 X

- 262080y t  +  524160).

Рис. 1.79. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7 =  8  а  =  2

[1 .80 ] I  т п 4 2 )(т , 7 )а т  =  -  2  ехр ( -  +  2 )  X
■—0 -

X - ) ■  М П !  у п ( 2 ) 7 т- + п - 7 .
2! 7=0 1 2  ( 2 + п  -  з)!

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

f  т nL02) (t , Y)dT =  — —  e x 4  — £ )  j
J Y v 2 У Vy j ( "  — j)\

J  L [2) ( t , Y)dT =  — Y ex4 — 4 )  ( " ! ^  ( _  1
'2  )  j  тn j
Ky J ("  — j ) !

Y т6 — 252y  т5 +  1680y4t 4 +  10920y3t 3 +  65520y2t 2 +
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а)

0 , 1 

—0 , 2 

—0, 3

5

7 т

б)
Рис. 1.81. Вид неопределенного интеграла от ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7  =  8  а  Е [0; 5];

7  Е [5; 10], а  = 1

[1 .82 ] у тЬ(а) (т, 7 Д т  =  — 2 ехр ( —  ̂)  Е  С — “ )X

1+1 (  2 \7 т  в+ 1—7
X ( - Г )3(э +  1) Е ( - )  (— ------ - .7  ( э +  1 — з )!

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:
!  тЬ(0а ) (т,-у) 6 т =  — -22 е х р ( — (7 т  +  2);

J  ть 1 а ) (т, 7 Д т  =  —  ехр (  — 2 2  ̂  (7 2т 2 — (а  — 3)7 т  — 2а +  6); 

J 7 )^т  =  — ^  ехр (— - у )  (7 3т3 — 2(а  — 1)7 2т2 +

+  (а 2 — 5а  +  10)7 т  +  2 а 2 — 10а +  20);

j  т Ь3“ ) ( т ,7 Д т  =  Л  ехр ( — :̂Т- )  (т 4т 4 — (3а  +  1)7 3т 3 +

+  3 (а 2 — а  +  4)7 2 т2 — (а 3 — 6а 2 +  23а — 42)7 Т — 2 (а 3 +  6а 2 —
— 23а +  42 ));

У  т ь4“ ) ( т , т Д т  =  — ехр ( — "2Т )  (1 &т5 — 2(2а  +  3 )7 4т 4 +

+  2 (3 а 2 +  5а +  12)7 3т 3 — 4 (а 3 +  11а — 12)7 2т 2 +  (а 4 +  6а 3 +  
+  35а2 — 126а +  216)7 т  +  2 (а 4 — 6а 3 +  35а2 — 126а +  216)) ;

У  тЬ5а) (т,’У)Лт =  ехК — "2т )  (т 6т 6 — (5а +  13)75т 5 +

+  10 (а2 +  4а  + 7 ) 7 4т 4 — 10(а3 +  4 а 2 +  15а +  4 )7 3т 3 +  5 (а 4 +  2 а 3 +  
+  23а2 — 26а +  72)7 2т 2 — (а 5 — 5 а 4 +  45а3 — 235а2 +  )9 4а  —
— 1320)7 т  — 2 (а 5 — 5 а 4 +  45а3 — 235а2 +  794а — 1320)).

а)
Рис. 1.82. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7 =  8,

а  Е [0; 5]; б) 7 Е [5; 10], а  = 1

0
6

7 2
8
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[ . .8 3 ,  ¡ т Ч ^ т , - , ) *  =  - 7 р ( - 0 ) Е ( ©  +  >
1 2 — 0 к 2

■+? /  2 \ з  т ■ + 2 - 7  
X  ( - 1 У ( 2  + 1 ) ( 2  +  2 ) ^  ( - )  ( + 2 .

7 = 0  7  ( 2  +  2 -  з )!

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от
- ( )
J  Т2L0“ )(т , 7 )dт =  — ^  ехр ( — \ )  С - 2 +  С7 Т +  8 );

У  Т2L l“ )(т , 7 )dт =  —  ехр ( — ̂ 2- )  (7 3 —3 — (а  — 5 )7 2=2 —С

(а  — 5 )7 -  — 8(а  — 5 ));

У  Т2L : t )(т, Y)dт =  — ^  ехр ( — 7 = )  ( з 4 - 4 — 2(а  — 2)Т3 - 3 +

■ (а 2 — 9а +  26 )72т  2 +  С (а2 — 9а +  2 6 )7 - +  8 (а 2 — 9а +  26));

(7 5т  5 — (3а  — 1)7 4т  4 +/
+  (3
х- (

-

1 (  7 Т >
3 7  ехЧ —

+  (3 а 2 — 9а +  26)7 3т 3 — (а 3 — 12а2 +  65а — 150)7 2т 2 — С х 
(а 3 — 12а2 +  65а — 150)7 т  — 8(а 3 +  12а2 — 65а +  150)) ;

1 (  1 Т \ ( 6 6 —  ч 5 52L (а)

/

(т, 7 )dт =  — ех4 — 7 = )  Ь 6 - 6 — С(а +  1)7

+  а  +  16)74т  4 — С (а3 — 3 а 2 +  22а — С0)7 3т 3 +
- 1Са3 +  107а2 — С78а +  98С)7 2- 2 +  С(а4 — 1Са3 +  10' 
С78а +  98С)7 -  +  8 (а 4 -  1Са3 +  107а2 — С78а +  98С))

т +

2 9 “ ) ( т ,7 )dт :т  2L;
1

6О7 3
ехр

+  2 (5а2 +  15а +  3С)7 5- 5 — 10(а3 +  2 а 2 +  17а — 8 )7 4т 4 +  5 х 
х (а 4 — 2 а 3 +  39а2 — 118а +  2С8)7 3Т3 — ( а 5 — 15а4 +  1С5а3 — 9С5 х 
х а 2 +  381Са — 7320)7 2т 2 — С (а5 — 15а4 +  1С5а3 — 9С5а2 +381С х 
х а  — 7320)7 т  — 8 (а 5 — 15а4 +  1С5а3 — 9С5а2 +  381Са — 7320)).

Т 0

а)

Рис. 1.83. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7 =  8,
а  7 [0; 5]; б) 7  € [5; 10], а  = 1

[1 .84 ] ! т3 Ь (а)(т, 7 )<1т  =  -  2 ех р ( - )  Е  ( к  +  2 4

Т 3 /  2 т ■+ 3 -7
X ( - 7 0 ( 2  +  1)(2 +  2 )(2  +  3 ) ^  ( - )  ( + 3 з)!.

7=0 7  ( 2 +  3 -  з )!

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:
У  т3L°a ) (т, Y)dт =  — —  ехр (  — -27)  (7 3- 3 +  67 2т 2 +  2С7 Т +

+- С8)
34 “  ) ( - , 7 м т = 2

х (а  — 7)7 2т 2 — 2С(а — 7)7 -  ~  С8(а  — 7 ));

У  Т3L 2“ )(т , З )й-Т =  — ^  ехр ( — 7 =  )  (7 5 -5 — 2(а  — 3)7 4 - 4 +

+  (а 2 — 13а +  50 )73т  3 +  6 ( а 2 — 13а +  50 )72т  2 +  2С(а2 — 13с
+  50)7 т  +  С8 (а 2 — 13а +  50 ));

(— -1= )  (74- 4 — (а  — 7)7 3- 3 6 х

/ т 3 L 3а ) (т, 7 ^ т  =

(а 2 — 5а  +  16)74т  4 3(а

( —7 = )  ( з 6- 6 — 3 (а  — 1)^ 5- 5 + 3 х

- 18а2 +  131а — 378)7 3т  3 — 6(а 3 —
— 18а2 +  131а — 378)7 2т  2 — 2С(а3 — 18а2 +  131а — 378)7 т  —
—- С8(а 3 — 18а2 +  131а — 378));

/
-3 г( а ) (т , 7 ^ т  = — 0 ^ 4  ех4 —7 = )  ь 7 - 7 — 2(2а + 1) х

х 7 6т 6 +  6(а 2 — а  +  8 )7 5т 5 — С (а3 — 6а 2 +  С1а — 96)7 4т 4 +
+  С(а4 — 22а3 + 2 2 7 а 2 — 1262а +  3096)7 3т 3 +  6(а 4 — 22а3 + 227  х

: а 2 — 1262а +  3096)7 2т 2 +  2С(а4 — 22а +  227а" 
(а 4 22а 3 +  227а 2 1262а

1262а +
- 3096)7 т  +  С8 (а 4 — 22а3 +  227а2 — 1262а +  3096));

/
-  ̂ 5“  ) (т , 7 )dт =

1
607 4 > (— 7 ^ )  (7 8- 8 — (5а +  9)7 7т 7 +  

2 (5 а 3 — 115а +  1СС)7 5- 5 +  5 (а 4 —+  2 (5а2 +  10а +  37)7 6т  6 
— 6а 3 +  71а2 — 306а +  696)7 4т  4 — (а 5 — 25а4 +  325а3 — 2615а2 +  
+  1251Са — 27720)7 3т  3 — 6(а 5 — 25а4 +  325а3 — 2615а2 +
+  1251Са — 27720)7 2т  2 25а 4 +  325а 3 -  2615а 2 +  

4 3 2
2С( а 5

+  1251Са — 27720)7 т  — С8(а 5 — 25а4 +  325а3 — 2615а3 +  1251С х
х а — 27720)).

2

(5а +  11)7 — +

1

4
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Рис. 1.84. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7 =  8,
а  Е [0; 5]; б) 7 Е [5; 10], а  = 1

[1 .85 ] ^ " 4 “ ) ( т , 7 Ц т  =  — 2  ехр ( —7 )  £ ( к  — ^  x
в= 0

X ( —7 ) .  Е (  2 у  ^ + 7 .
э! 7 = 0  7  (э  +  п  — ])\

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/ т  "  ь(0а) (т, 7 )а т  =  — т ехр ( —т )  ¿ ( 2  У

/ тГ1ь 1“ ) ( т ,^ )а т  = — 2 е х р ( —^Тт) п ! ^ ( 2
✓ О ч -' 2 \ з т
' Г  (п — j) !

(а  +  1)7 (п +  1)! Е
' 2 ч з т1 + п - 3

- 7  (1 +  п — д

/ тrlL 2“ ) ( т , 7 )dТ =  — 2 е х р ( — Y¡C)  п ! Е  ( 2
, О ч -2 з т

' Г  (п — j) !

п+ 1 / 2 ) з т1 + п~ з
— (а  +  2)7 (п +  1)! Е  ( _ )  (Т У ------ 77 +

3=0 У  (1 +  п — j )!
1 П / 2 \ з т  2+ 

+  (а  +  1)(а  +  2)7 2(п +  2) ! -  ] Т  ( -
4 3= 0к 1  (2 +  п — j ) !  I ’

. п . - _п2 з т
!  т П ̂ 3 ^  (т, 7 )^т  =  — 4 х р ( — 1 Т )  п ! Е  ( 2' Г  (п — j)!

п+ 1 / 2 ) з т1+п~ з 
— (а  +  3 )7 (п +  1) ^  ( - )  — -------- -  +

з=0 7 (1 +  п — j )!
1 п+ 2 /2  ) з т2+

+  (а  +  2)(а  +  3 )7 2(п +  2) !4 Х ;  ( - )  УТТ---------- 774 “  ^ I 3 (2 +  п — j ) !

1 п+3 / 2 \ з т 3+п- з
-  (а  + 1)(а  +  2 )(а  +  3 )7 3(п +  3 ) !-  Е ( ^  7 T r + n —j)!.

-  т г1ь4“ ) ( т , 7 У Т =  — 2 е х р ( — 7  )  ^п! Е (  2
' Г  (п — j ) !

— (а  +  4 )7 (п +  1)! ^
2 з т1
7  (1 +  п — j)!

+

1 п + 2 ( 2 у  т2+ п —
+  (а  +  3 )(а  +  4 )7 2(п +  2) !4 Х ;  ( - )  72T ---------77

4 з=0 4 V  (2 +  п — ^)!

1 п+ 3 ( 2 ) з т 3+п- з
(а  +  2 )(а  +  3 ) (а  +  4 )7 3(п +  3 ) !-  £ ( - )  (3 +  п — д.)!

1 п+4 / 2 \ з т 
+  (а  +  4 )!7 4 (п +  4 ) !^ - у  Е

з=0
4+ -  з

24а! Т У 7 (4 +  п — j ) !  ) ’

/ тГ14 “ ) ( т , 7 У т  =  — 2 е х р ( —7 )  п ^  ( 2
,п . п' 2 \ з т
' 7  (п — Л !

(а  +  5 )7 (п +  1)! Е (
7  (1 +  п — д

1 п7 2 (  2 ) з т 2
+  (а  +  4 ) (а  +  5)7 2(п +  2) !7 Е \  / ГО^ Л|

4 з=0  47 '  (2 +  п — Д

3 1 7 7  2 ) з т  3+ '1_з'
— (а  +  3 )(а  +  4 ) (а  +  5 )7 3(п +  3 ) !— ] Г у  '

36 з=0  7  (3 +  п — j) !

+  (а  +  4 )!7 (п +  4)! Е ' 2 чз т 4
576(а + 1 ) !  з=0\ Д  (4 +  п — j) !

— (а  +  5 )!7 5(п +  5 ) !^ ° ° - т E  714400а! з = 7  Д  (5 +  п — j)!

+

1+ - зз т

+
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Рис. 1.85. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) п  =  0..5,
7  =  8  а  € [0; 5]; б) п  =  0..5, 7  € [5; 10], а  =  1

11 .861 ( - ) = -  е 0 С ) ( к +  -  б 1/ 2)  X
■ =0

2 ( - 1 У  —  ( 4  (4 2 +  1) ^
X еХ И  ^

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций 
-

-

-

-

, ( - 1/ 2,0)

, ( - 1/ 2.0)

, ( - 1/ 2.0) ,

(—, 1 )^  = — -  ех4 —4 ) ;

1 (  1 — \
=  — —  ех7  — ̂ у 5 — 3 ехр( —27 т  ) ) ;

( т ,7 )d т =  — ехК — 4 )  (27 — 5Сехр ( —27 т ) +

- 35 ехр— Су—));

/ )( —1/ 2,0) ( =  — ю с  е х р (  — -2- ̂  (65 — 273 х

х ехр— 27т ) +  С55 ех р (—С7 Т) — 231 ехр— 67т ));

I  Р4—1/ 2’0 )(т , 7 Мт  =  — ех4 — З- )  (595 — С28С х

х ехр— 27т ) +  13090 ехр— С7 Т) — 15708 ехр— 67т ) +
+  6С35 ехр— 87т ));
|  р5 — 1/ 2,0 )(т , 7 М — — 1—  ехр Г — — ") (1323 — 1С553 х 

26887 V 2 ) к
х  ехр— 27т ) +  70070 ех р (—С7 —) — 1С5530 ехр —  67т ) +  
+  135135 е х р (—87т ) — С6189 ехр— 1° 7 —)).

Рис. 1.86. Вид неопределенного интеграла от  ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2, с =  2, а  =  —1/2, в  =  °

М Ч  / т Р < — °> < т ,,М т  =  - £  ( к ) ( к +  - 7 2) ,

(42 +  1) 2т 4
x (  —1) в ехр(^ -  -— 2— “ Тт 

ые случаи для ш
-

(  2 7 4 1 т ( 4 2  +  1) +  7  (42 +  1) 2 ,
Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от

У  —р 0( 1/2'0)(т,4 )<\т =  — 7  ех4 — 7 = )  (7 Т +  2 );

У  т Р 1(—1/ 2,0) ( т , 7 Мт  =  — 25^2 ехр ( —4 ) (50 — 6 х

: ехр( —27т ) +  у — (25 — 15 ехр— 27т )) ) ;

[  т Р^ 1/ 2,0) ( — , у)3т =  2 —-Г- \У 2 ^ 4  162°72 V 2
: ехр( —27т ) +  350ехр (—С7 Т) +  ут(1215 — 2С30ехр( —27т ) +  

1
1575 ехр— С7 Т))) 

! ТР'
(— 1/ 2,0) /  \ 13 \ Т ,у )^ Т =

Г ехр^ — 7=^  (2С30 — 972 

(1215 -  2С30 ехр ( -

- ехр^ — 7=^) (76059
608С07 2 V 2

63882 ехр( —27т ) +  59150 ехр— С7 Т) — 20790 ехр— 67т ) +

0

2

г
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+  7 т(38025 — 159705 е х р (—27т ) +  266175 ехр— 47т ) — 
— 135135 ехр— 67т ))) ;

/ ’ э ( - 1/ 2,0) (т, 11834550 -
108201607 2 V 2 /

— 17041752 ехр— 27 т ) +  28928900 ехр— 47 т ) — 24033240 х 
х ехр( —67т ) +  7528950 ехр— 87т ) +  7 т(5917275 —
— 42604380ехр— 27 т ) +  130180050ех р (—47 т ) — 156216060 х 

- ехр— 67т ) +  63996075 ехр— 87т )) ) ;

/ (- 1/2,0) (т,
< — ¥  )  х1871251207 2

( 184201290 — 405242838 ехр — 27 т ) +  1083982900 х 
ехр— 47 т ) — 1558626300 ехр( — 67 т ) +  1106755650 х 
ехр— 87 т ) — 306233070 ехр —  107т ) +  7 т (92100645 — 
1013107095 ех р (—27 т ) +  4877923050 ехр— 47 т ) — 
10131070950 ехр( — 67 т ) +  9407423025 ехр— 87 т ) — 
3215447235 ехр( —107 т ))) .

¡ тР

Рис. 1.8Т. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2  с = 2 ,  

а  =  —1 /2  в  =  0

[1.88] т 2р( — 1/2’0)(т,1)Ат =

-  е (  ос:  -  - ту- » -  е х р (.-=0

X

3 , (4э +  1) \
- е х р  2 г м  X

+
8т

+
16

.ч7 (4э +  1) ' 7 2(4э +  1) 2 7 3(4э +  1 )3 ,
Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от

-
!  т 2 р ( - 1/ 2,0) (т2Р0( 1/ 2,0) (т, ■y)dт = -----3 е х р ( — / т )  (^2т2 +  47 т  +  8 );

/ 2 РГ 172’ ° ) ( т , 7 Х т  =  — ̂  ех р ( — 1-2 )Т 2 -Р1 1000 - 2 4 х

х ехр( —27т ) +  (т(500 — 60 ехр( —27т )) +  (125 — 75 х
X ехр— 27 т )))

/ ̂2 0 ( - 1/  2,0) / ч ,т Р2 (т,Y)dт =
1

-е х р ; — (437400 -

/

7290073 ” '1' V 2 
34992 ехр —  27т ) +  7000 ехр— 47т ) +  7т(218700 — 87480 х 
ехр— 27т ) +  31500 ехр— 47т )) +  7 2т 2(54675 — 109350 х 
ехр— 27т ) +  70875 ехр— 47т ))) ;

.2 р ( - 1/ 2,0) (т, ■y)dс
1

< — ¥ )  х355914007 3
х ( 177957000 — 29896776 ехр— 27 т ) +  15379000 ех р (—47 т ) — 
— 3742200 ехр — 67 т ) +  7 т (88978500 — 74741940 ехр — 27 т ) +  
+  69205500ехр— 47 т ) — 24324300ехр— 67 т )) +  7 2т 2 х 
х (22244625 — 93427425 ехр — 27 т ) +  155712375 ехр— 47 т ) —

-  79053975 ехр— 67 т ))) ;

/ .2 р ( - 1/ 2.0) (т, 7 )dс ________ 1________  (  7 Т \
' 1076064912007 3 6хП  2 )  х

х (470778399000 — 135584178912 ехр( — 27 т ) +  127865738000 х 
х ехр— 47 т ) — 73541714400 ехр — 67 т ) +  17617743000 х 
х ехр— 87 т ) +  7т(235389199500 — 338960447280 ехр— 27 т ) +  
+  575395821000 ехр— 47 т ) — 478021143600 ехр— 67 т ) +
+  149750815500 ехр— 87 т )) +  7 2т  2(58847299875 —
— 423700559100 ехр— 27 т ) +  1294640597250 ехр (—47 т ) —
-  1553568716700 ехр — 67 т ) +  636440965875 е хр (—87 т )) ) ;

/
.2 р ( - 1/ 2,0) (т, 7 ^ т

130267152288007 3 V 2
х (51292691213400 — 22568784133896 ехр( — 27 т ) +
+  33538430926000 ех р (—47 т ) — 33385775346000 ехр— 67 т ) +  
+  18128657547000 ехр— 87 т ) — 4060650508200 ехр — 107 т ) +  
+  7 т (25646345606700 — 56421960334740 ехр( — 27 т ) +
+  150922939167000ех р (—47 т ) — 217007539749000 х 
х ехр— 67 т ) +  154093589149500 ехр— 87 т ) —
— 42636830336100 ехр— 107 т )) +  7 2т  2(6411586401675 —
— 70527450418425 ехр— 27 т ) +  339576613125750 ехр— 47 т ) —
— 705274504184250 ехр— 67 т ) +  654897753885375 х 
х ехр— 87 т ) — 223843359264525 ехр — 107 т ))).

I'

Рис. 1.88. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7 =  2  с = 2 ,  

а  =  —1 /2  в  = 0

1.89 ■3р( —1/ 2,0)т3р к (т, у )ёт =

-  Е (  X  +  - - Л - « '  ехК -
(

3=0
2т 3 12т 2

7 (4э +  1) +  7 2(4э +  1) 2 +  
48т

+  - +

(4э +  1) 
2

96

7 ^  X

.7 3 (4э +  1) 3 7 4 (4э +  1)4 ,
Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ф ^^^^^й ^^5 ^ ^ртдков:

[  3г,(-1/2,0),  Ч, 2 (  3 3 , с 2 2 .J т р 0 / ’ (т , 7 )d т  =  — ̂ 4 ех^ — —  ) ( 1  т +  67 т +

+  247т  +  48);
! т 3 р ( - 1/ 2,о) (т , 7 М т = — ^ —1 1  ̂ (30000 —

2 2

1
625^4

— 144ехр( —27т ) +  7 т(15000 — 360 ехр— 27т )) +  ^*т* (3750 —
— 450 ехр— 27т )) +  7 3т 3(625 — 375 ехр— 27т ))) ;

! Т3р 2( - 1/ 2,0) ( т , 7 Х т  =  — 1093500^4 ех р ( — Y¡C)  (39366000 -

- 629856 ехр— 27т ) +  70000 ехр— 47т ) +  -ут(19683000 -

41

X
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— 157С6С0ехр(—27 т  ) +  315000 ехр— С7 —)) +  7 т  2(С920750 —
— 1968300 ех р (—27 т  ) +  708750 ех р (—С7 т )) +  7 3—3(820125 —
— 16С0250 ех р (—27 т ) +  1063125 е х р (—С7 т ))) ;

У 3 „ (  — 1/2.0) , 1 (  1 Т )г Р ъ  (т , 'уЫт =  е х р  х
У 3 4 "  69С03230007 4 V 2 )

х (208209690000 — 69958С558С ехр( —27 т ) +  1999270000 х 
х ехр (—С7 Т) — 336798000 ехр( —67т ) +  ^т (10С10С8С5000 —
— 17С89613960ехр( —27 т ) +  8996715000 ехр— С7 —) —
— 2189187000 ехр— 67 —)) +  7 2—2(26026211250 — 21862017С50 х 
х ехр— 27 т ) +  202С2608750 ехр— С7 —) — 711С857750 х
х ехр— 67 —)) +  7 3—3(С337701875 — 182183С7875 ехр( —27 т ) +
+  30363913125 ехр (—С7 т ) — 15С15525125 ехр —  67 —))) ;

У 3 „ (  —1/2.0) ч 1 (  3 Т )  ../ — Р4 (—, 7 )d т = ---------------------------------- г е х р  хУ 4 4 "  3567155183280007 4 V 2 )
х (9363782356110000 — 539353863711936 ехр— 27 т ) +
+  282583280980000 ехр— С7 —) — 112518823032000 ехр( — 67 т ) +  
+  20612759310000 ехр— 87 т  ) +  7 — (С681891178055000 —
— 13С838С6592798С0 ехр( —27 т ) +  127162С76СС10000 х
х ехр— С7 —) — 7313723С9708000 ехр— 67 —) +  175208С5С135000 х 
х ехр— 87 т )) +  7 2т 2(1170С7279С513750 — 1685С8082С099800 х 
х ехр( —27 т ) +  2861155719922500 ех р (—С7 т ) —
— 2376960136551000 ехр( — 67 т ) +  7СС635930073750 х
х ехр— 87 т )) +  7 3—3(195078799085625 — 1С0С567353С16500 х 
х ехр— 27 т ) +  С291733579883750 ехр— С7 —) —
— 5150080295860500 ехр( —67 —) +  2109801801875625 х 

ехр( —87 т  )) ) ;

/ .3 Р( — 1/ 2.0)

х ехр^ — Х - )  (71С1С813976С1682000 — 628С50362992С68016 х 
х ехр( —27 т ) +  518839526С25220000 ехр— С7 —) —
— 357561653955660000 ехр( — 67 т ) +  1С8С73705309930000 х 
х ехр— 87 т ) — 26922112869366000 ехр — 107 —) +
+  7 — (35707С06988208С1000 — 1571125907С811700С0 ехр( —27 т  ) +  
+  233С777868913С90000 ех р (—С7 —) — 232С150750711790000 х 
х ехр— 67 —) +  1262026С9513СС05000 ех р (—87 т ) —
— 2826821851283С3000ехр( —107 —)) +  7 2—2 х
х (89268517С705210250 — 196390738С351С62550ехр( —27 т ) +
+  5253250205055352500 ех р (—С7 т ) — 7553С89939813317500 х 
х ехр— 67 —) +  536361260С321221250 ех р (—87 т ) —
— 1С8С081С71923800750ехр— 107 —)) +  7 3—3 х
х (1С8780862С50868375 — 1636589С86959552125 ехр —  27 т ) +
+  7879875307583028750 ех р (—С7 т ) — 1636589С869595521250 х 
х ехр— 67 —) +  15196902378910126875 ехр— 87 т ) —
— 5-9С285151733302625 ехр— 107 —))).

! г  Р

(т ,
1

30228С92688С30С00074

г 3 к

Рис. 1.89. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2, с = 2 ,

а  =  —1 / 2  в  = °

[1 .90 ] !  тп Р {к - 1 /2 ’0) (т,1 ),\т =

=  -  Е  ( 7  +  -  —̂ 2) (  — ^)-  е х р ( -  “ Е  ут ) x

П . -

X Е -
' = ° ( »  -  3 )<

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

[ — Пр (  — 1/2,0) ( т , ^ т  =  — ̂ е х р ( — 2̂г  ̂  ( 1 У  - Е - Е  
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Е
\
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у
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2 )  

2 )

V
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С

п — п — 3
Е -------- 7-----------
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ехр ( —21 —) Е ------------- / с  \
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35п! Л

+----- ^  ехр ( —С7 Т) 2 _̂
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/
5п!
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2
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Е  7—16 3
3= 0 (п — з ) ! (

V
105п!

16 ех р (—27 —) Е --------------7 X 7 3 + 1  +
3 = 0 (п — з ) ! \ - у )

—п 3315п! Л
+ ехр ( —С3 Т ) Е   /  „ ч ,

16 3= 0 (п — з ) ! ^ )
\

— —  ехр( —67 —) Е  ---------- — -------+
16 ^ ^ ( п  — з)! ( ^ ) 3 + 1 у

У  т п Р(  — 1/ 2,0)(т, 7 )d т  =  — ехр ( — 2 — )  х

35п! п  —п —3

^  3 = 0 (п  — З ) ! ® 3
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315n!
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3465n!

exp— 27т ) Е
- о  (n — ; ) ! ( ^ ) 3+

т
+  ^ ^ ex p (—4Тт ^  /9 y \  J +

j = 0 (n — ¿ ) ! ( y )

3003n!
exP( —6YT) E '

32 "  ' ' ' j = 0 (n — j ) !  ( 1E  ) j + 1 +
2

6435n !
+------^ 7 ^  exP( —87 т ) 2_^128 - ( n —7 7 7

J  Tn P(  1/2’0)(т, Y)dT =  — exp(~

/
63n! "  тn—J
256 +  (  7

j = 0 (n — j ) ! ( j )V
3465n!

256

15015n !

exp (—27т ) E
- o  (n — j ) ! [ 4 y2

+  exp (—47 т  : > E  /  97 v + i
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256

ex p (—67т ) E
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2
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Рис. 1.90. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 2-ого порядка; п =  0..5, 7 =  2, 

с =  2  а  =  —1/ 2  в  =  0

[1-91] í  L eg k ( r , 7 )d r  =  - Е  ( ^ )  ^  +  ^  x
s =  0

( —1) S 

x  Y + + + e x p ( - ( 2 s  +  1 ) y t ) '

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций
0-5 порядков:

/Lega (т, 7 )dт =  exp (—7 т );
7

J  L e g i ^ ^ ^  =  — 3— ex p (— 7т)(3 — 2exp ( — 27т ));

/L eg 2 (т, 7 )dт =  — —  exp— 7 т)(5 — 10 exp— 27т ) +  6 X 
57

X exp— 47т ));

Leg3 (т, 7 )dт =  ex p (—7 т )(7  — 28 exp— 27т ) +  42 X
J 77

exp (—47т ) — 20exp( — 67т ));
1

L Ьед^т,  7 )dт =  exp— 7 т)(9  — 60 exp— 27т ) +  162 X
J 97

X exp— 47т ) — 180exp— 67т ) +  7 0 exp— 87т ));
[  L eg ^ ^ ,  7 )dт =  — exp— 7 т)(11 — 110 exp— 27т ) +  462 X

J 117
X exp— 47т ) — 880 exp— 67т ) +  770 exp— 87т ) — 252 X

Рис. 1.91. Вид неопределенного интеграла от  ортогональных
функций Лежандра 0-5 порядков; 7 =  2  с = 2

к

[Г .» 2] J r L eg k (T, Y)dT = -  Е  0  С + 0 (- 1)Sx

x e x p ( - ( 2s +  1) y t )  j
( Y (2s +  1) +  Y2( 2s +  1) 2 )  '

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:
J  rL eg o (r , j ) d r  =  -  —  exp (— j r )( j r  +  1);

J  r  Legi (т, j ) d r  =  — 9- ^  exp ( — ут )(9  — 2exp( —2 j r ) +  j r  (9 —

— 6 exp( —2j r )) ) ;

J  r L e g 2 (r,  j ) d r  =  — ——^ exp (—j r ) (75 — 50 exp( —2 j r ) +

-0 18 exp— 4j r ) +  j r (75 — 150 exp— 2 j r ) +  90 exp— 4j r )) ) ; 

j  тLegз(т,Y)dт =  — 7 3 ^ 2  ex p (— j r ) (735 — 980 exp —  2 j r ) +

+  882 exp— 4 j r ) — 300 exp— 6j r ) +  7 т (735 — 2940 exp— 2 j r ) +  
+  4410exp (—4 j r ) — 2100 exp— 6j r )) ) ;

’ n — jт

т

n—jт

2

n—jт

— j

n — jт
+
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/ тЬед^^т, 7 )dт =  —- - ехр (——у—) (12835 — 6300 :
2835 2

х ехр( —2-у—) +  10206 ех р (—С7 т) — 8100 ехр( —67т ) +  2С50 х 
х ехр (—8-у—) +  1 — (2835 — 18900 ехр( —2-ут) +  51030 ех р (—С7 т) —
— 56700 ехр( —67т ) +  22050 ехр (—87т ))) ;

У  тLeg5 (т, 7 )dт =  — 38И 5^2 ехр ( — 1Т) (38115 —

— 127050 ехр( —27 т ) +  320166 ехр (—С -у—) — С35600ехр( —6 -у—) +  
+  296С50 ех р (—87т ) — 79380 ех р (—1° 7 —) +  -ут (38115 —
— 381150 ехр( —2-у—) +  1600830 ех р (—С7 —) — 30С9200 х
х ехр( —67т ) +  2668050ех р (—87т ) — 873180ех р (—1° 7 —))).

/  тLegk (—, - у ) ^
L eg 5

Рис. 1.92. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от
=  2 с =  2

[1 .93 ] !  т2 Ь едк (тп )Ат =  -  ¿ 0  ( +  2)  ( - 1 Г

X е х р ( - ( 2 2  +  1 )7 т )  ( -
V '

■ =0 
т-2

7 (22  +  1)
+

2т 2
+-----777----ГЛ77 +

.7 2 (22 +  1 )2 7 3(22 +  1) :

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

Г 2 1 2 2J т Lego(т, 'y)dт = -----3 ехр (—'ут)(-у т + 27т +  2);

j  т2Legl(т, y)dт =  — 2 7 3  ®хр(— 1—) (5С — Сехр —  27т ) +

/
-у—(5С — 12 ехр( —2' у—) +  7 2т 2 (27 — 18 ехр( —2' —)) ) ;  

1
т Leg2 (т, 7 )d т = - ехр (—7 т ) (2250 — 500 х

1125 3
х ехр( —2-у—) +  108 ехр— С7 т ) +  -у— (2250 — 1500 ехр— 2-у—) +  
+  5С0ехр(—С7 Т)) +  7 2—2(1125 — 2250ехр( —27т ) +  1350 х
X ехр( —С7 —)) );

У  —2 Legз(т, у ^ т  =  — т 7 5 ^ 3 ех р (— ч— )(15С350 —

— 68600 ехр— 2 -у—) +  370СС ехр— С -у—) — 9000 ехр— 6 -у—) +
+  -¡— (15С350 — 205800 ехр( — 27 —) +  185220 ехр— С7 —) —
— 63000 ехр— 67т )) +  7 2т 2(77175 — 308700 ехр— 27т ) +

- С63050ехр(—С7 Т) — 220500ехр— 67т ))) ;

т2 Leg4 (т, = ------------------ ехр—  - ) (1786050 —, и  8930257 3 ^  Л
— 1323000ех р (—2^т ) +  1285956ех р (—С7 т ) — 729000 х
х ехр— 6-у—) +  171500 ехр— 8-у—) +  1 —(1786050 — 3969000 х 
х ехр— 2-у—) +  6С29780 ех р (—С7 Т) — 5103000 ехр— 67т ) +
+  15С3500 ехр— 8 -ут)) +  7 2—2(893025 — 5953500 ехр — 27 т  ) +

/

+  1607СС50 ехр— С ут) — 17860500 ехр— 6 ут) +  69С5750 х
х ехр( —87 Т)) ) ;

Iт2 Leg5 (т, y)dт =  ^  ̂ —3 ехр— у —) (26С136950 —
132068С75 3

— 293С85500 ехр— 2 у —) +  СС3750076 ехр— С у —) — С312СС000 х 
х ехр— 67т ) +  228266500 ехр— 87т ) — 50009С00 ехр — 10ут) +  
+  у — (26С136950 — 880С56500 ехр — 2у —) +  2218750380 х
х ехр— Су—) — 3018708000 ехр —  67—) +  205С398500 х 
х ехр— 87Т) — 550103С00ехр( —1° 7 —)) +  у 2—2(132068С75 —
— 132068С750 ехр— 2 у —) +  55С6875950 ех р (—С7 —) —
— 10565С78000 ех р (—6 у —) +  92СС793250 ехр— 8 у —) —

Рис. 1.93. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Лежандра 0-5 порядков; 7 = 2, с =  2

[1-94] У  т3 Ьедк (т, у ) Лт =  -  Е  ( ^ ) С  +  2) ( - 1 )
■ =0

3, , /  т3 3 т 2
x  ехр ( - (22 +  1)7 7  I ^  +  2 ,„  . _ ,2 +

у (22 +  1) у 2 ( 2 2  +  1)2

6т  6
+-----^ ----ТЛ77 +

.7 3(22 +  1)3 у 4 (22 +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

у  1
—3 Leg° (т, уЫ — = ----- - ехр (— — )(у 3т 3 +  3 7 2т 2 +  6-у— +  6);4

/ т 3 Legl (т, 7 ^ — = ---------- ехр ( —^— К 162 — С ехр( —27—) +27 4

+  ^— (162 — 12 ехр —  27—) +  7 2т 2 (81 — 18 ехр— 2 —)) +  7 3т 3 х
(27 — 18ехр( —27т )) ) ;

/ Т3 Leg2 (т, 7 ^ — =  — 5625^4 ех р (— 1—) (33750 — 2500 х

х ехр— 27т ) +  32Сехр(—С7 Т) +  -у— (33750 — 7500 ехр —  2-у—) +
+  1620 ехр— С - ут)) +  7 2—2(16875 — 11250 ехр— 2 - —) +  С050 х 
х ех р (—С7 т )) +  7 3т 3(5625 — 11250 ехр— 2-ут) +  6750 х
х ехр( —С7 Т)) ) ;

/ т 3 Legз (т , 7 ^ — = ------------------- ехр— у —) (16206750 -
М34 ’ "  27011257 4 4 А

— 2С01000 ехр( —2 у —) +  77792Сехр(—С у —) — 135000 ехр( —6 у —) +  
+  у — (16206750 — 7203000 ехр— 2 у —) +  3889620 ехр— С у —) —
— 9С5000 ехр — 6 ут)) +  у 2—2(8103375 — 1080С500 ехр— 2 у —) +
+  972С050 ех р (—С7 —) — 3307500 ехр— 67т )) +  у 3—3 (2701125 —
— 1080С500 ехр — 2 у —) +  16206750 ехр— С у —) — 7717500 х
х ехр( — 67 Т)) ) ;

/ т3 Leg4 (т, 7 ^ — =  — 93767625—4 ехр— 'ут) (562605750 —

1

X ■X
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-  138915000 ехр— 27т ) +  81015228 ехр (—47 т ) -  32805000 х 
х ехр— 67т ) +  6002500ехр(—87т ) +  т (562605750 —
-  416745000 ехр( —27т ) +  405076140ехр(—47 т ) — 229635000 х 
х ехр( —67т ) +  54022500ех р (—87т )) +  7 2т 2(281302875 —
-  625117500ехр( —27т ) +  1012690350 ех р (—47 т ) — 803722500 х 
х ехр( —67т ) +  243101250ехр (—87т )) +  -у3т3(93767625 —
-  625117500ехр( —27т ) +  1687817250 ех р (—47 т ) -
-  1875352500 ех р (—67т ) +  729303750 ех р (—87т )) ) ;

/ т Ьеп5 (т, 7 )0т  = -----------------------------ехр (—7 т) X
4 ' 1525390886257 4 4 '

х (915234531750 — 338975752500ехр( —27 т ) +
+  307518802668ехр(—47 т ) — 213465780000 ехр( —67т ) +
+  87882602500 ех р (—87т ) — 15752961000 ехр— 107 т ) +
+  7 т (915234531750 — 1016927257500ехр( —27 т ) +
+  1537594013340 ехр— 47 т ) — 1494260460000 ехр( —67т ) +
+  790943422500 ех р (—87т ) — 173282571000 ехр— 107 т )) +
+  7 2т 2 (457617265875 — 1525390886250 ехр( — 27 т ) +
+  3843985033350 ехр— 47 т ) — 5229911610000ехр( —67т ) +
+  3559245401250 ех р (—87т ) — 953054140500ехр( —107 т )) +
+  7 3т  3(152539088625 — 1525390886250 ехр( — 27 т ) +
+  6406641722250 ехр— 47 т ) — 12203127090000ехр( —67т ) +  
+  10677736203750 ехр (—87т ) — 3494531848500ехр( —107 т ))) .

У  т3 Ьедк(т, ^)Лт

Рис. 1.94. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Лежандра 0-5 порядков; 7  =  2, с = 2

[1 .95 ] !  тп Ь едк {т,^)Ат =  ( « )  ^  +  « )
з=0

х  е х р ( - ( 2 в +  1 )т т )  £
3=0 (п  -  j ) \ ( 7 ( 2« +  1 ))

3+ 1 '

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

[  тпЬед0 (т,-у)+т =  — —  ех р (— '/т) V  ° Т
7 'У А — Г\ "У (п — ЗУ-

J  тп Ьед\ (т, 7 )dт =  — ехр (—7 т ) х

х ( п  V ------- тП-3 +  —
^ 3=0 (п — З )^ 7 ) 3

— п- ехр( —27 т) --------- т  , - з+1
з = 0 (п — З )^ 3 7 )

^  тnL eg2 (т,Y)dт =  — ехр (—7 т ) х

х п! V  ^  3 -+ 1 —
^ 3 = 0 (п — З ) ! ( т )  -

п т п—з
— 6п !ехр ( —27 т ) У2 ------------- ------— Т +

3=0 (п — З)! ( 37 )

п тп—з \
+  6п! ехр ( —47 т ) у ;  ------------- -----— ;

3=0 (п — З )^ 5 7 )  )

^  тnLegз(т,Y)dт =  — ехр (—7 т ) х

х (п !  ^ -
3=0 (п — Л ф )

12п! ехр( —27т ) £
-=0

+  30п! ехр (—47т ) £

- + 1
тп —3

(п — з)! ( £  
тп—з

)3 + т

(п —З )! ( 5 3 /
тп —3

)3 + т

(п — З)! ( 7Т
)3 + т— 20п! ехр( —67т ) £

3 = 0

J  тпLeg4 (т, Y)dт =  — ехр (—7 т )

х (п !  ^ -
(п — З)! ( т )

р(—2+т) V  
-=0

+  90п! ехр (—47т ) £

20п! ехр ( — 27 т ) У 2  ------------- ------з+ Т  +
3=0 (п — З )^ 3 7 )

(п — З ) ! ^ )  3-=0 (п — З

— 140п! ехр( — 67 т ) V  -Х _  +
3=0 (п — З)! ( 77)

п тп — - \
+  70п! ехр( —8т т ) X ) ------------- -— -з + т  ;

з=° (п — З)! [ 9+ )  }

^  тnL eg5 (т,Y)dт =  — ехр (—7 т ) х

/ _П ~п — 3
х  п! V  ■

^ -= 0 (п — з ) ! (̂ 7 )
— 30п! ехр( — 27т ) £

(п — З)! ( 37 ) -
л  +

+  210п! ех р (—47т ) £ - — ^ л - г т
3=0 (п — З )! [5+ )

— 560п! ехр( —67т ) £
3=0 (п — З) ! ^ ) 3

н  +

+  630п! ехр( —87 т)-------------------- -— --+ ■  —
3=0 (п — З)![9+^

п ̂  тп — 3
— 252п! ехр( —107 т) ------------- -— — т

3 = 0 (п — з ) ! (1 1 т )

П— 3т

X

п — 3т

п — 3т
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Рис. 1.95. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от 
ортогональных функций Лежандра 2-ого порядка; п  =  0..5, 

7 = 2, с =  2

11.961 ■ p < ™ < t , y > .  -  £  / 7  +  +  + / / 2\ х

2 ( - 1) s 
Y<4s +  3)

(  (4s +  3) \
е х Ы -------2-------- Yr  у

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций
0-5 порядков:

/  р о1/2'0 )(т , Y)dT =  — 3 Y ex p ( — Т ) ;
1(1/ 2,0) /1W  (t , Y)d— : - 7Y ex7 — 3 2— ) (7 — 5 exp( —2 y t ));

(1/ 2,0) /
; ( — Y)dT :

X exp (—2y т) +
-9 63 exp (—4y — ));

/  Рз(1/ 2’0)(т, Y)d

44

1

exp ( — Т )  (55 — 110 x

exp — —  )  (175 — 675 X 
120y  V 2 /

9 exp( —2y т) +  945 ex p (—4yt ) — 429 exp( —6y t ));

j  P i1/ 2>0)(T, Y)dT =  — — ̂ F )  (1995 — 12540 X

< exp( —2y t ) +  31122 e x p (—4yt ) — 32604 exp( —6y t ) +  12155 X 
exp (—8 y t  ));

51/ 2-0)(t , Y)dT =  — 2 9 4 i7 ex p ( — 3^ )  (5313 — 49335 X

X exp( —2y t ) +  188370 exp (—4y t ) — 335478 exp( —6y t ) +
+  279565 e x p (—8y t ) — 88179 e x p (—10y t )).

/

"

X

Рис. 1.96. Вид неопределенного интеграла от  ортогональных
=  2 с =  2 а  =  1 /2 в  =  0

[1.97| f r p ™ < r , T)d r  -  -  £  Q  ( к +  +  +  2/ 2 )  х

х ( - 1 ) -  е х р ( - <4s 2L 3 > y t  ) (  £ s + 1 ) + )■

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

j  т р 0(1 /2 ,0 )(т, Y)dT =  — 9̂  exp ( — (3y t  +  2 );

/  t P 1(1/ 2,0 ) (t , Y)dT =  — 1 4 Y 2 exp ( — )  (98 — 30 X

X exp( — 2yt ) +  Y— (147 — 105 exp( —2y t )) ) ;

/  TP2(1/2,0) ( t , Y)dT =  — 101,14y 2 eXK — ^ t )  (8470 — 7260 X

X exp( —2y t ) +  2646 exp (—4y t ) +  y t (12705 — 25410 exp( —2yt ) +  
-9 14553 ex p (—4y— )) ) ;

f  tP 3 1/ 2,0) (t , Y )d— = ---------------   exp ( ----— )  (134750 —
J 3 V "  138600y  2  ̂ 2 J K

— 222750 exp( —2y t ) +  198450 exp (—4y t ) — 66066 ex p (—6y t ) +
+  Y— (202125 — 779625 ex p (—2y t ) +  1091475 exp (—4y— ) —
— 495495 exp( —6 y t ) ) ) ;

f  tP 4 1/ 2,0) (t , Y )d— = -------------------exp ( ----- —  )  (9728950 —
J 4 ^  u  8895040y2 V 2 / l

— 26208600 exp( —2y —) +  41392260 exp (—4y — ) — 31799768 X
X exp( —6y t ) +  9359350 ex p (—8Y—) +  y t (14593425 — 91730100 X 
X exp( —2yt ) +  227657430 ex p (—4yt ) — 238498260 exp( —6y t ) +
-9 88913825 exp (—8Y— ))^

f  TP( 1/2’0) (t , Y)dT = ------------ 1------- 2 X
J 5 4 "  495313280y 2

X e x p ( — (595923790 — 2371533450exp( —2y — ) +
+  5762238300 exp (—4 y t  ) — 7525666148 exp( —6y — ) +
+  4951096150 ex p (—8 y t  ) — 1290058770 exp( —10 y t  ) +
+  y t (893885685 — 8300367075 exp( —2y t ) +  31692310650 X 
X ex p (—4yt ) — 56442496110 exp( —6y t ) +  47035413425 X 
X ex p (—8y —) — 14835675855 exp( —10y—))).
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Рис. 1.9Т. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2  с = 2 ,  

а  =  1 /2  в  =  0

1.98 .2 р (1/ 2,0)т  2р к (т, у ) ё т  =

-  Е (  кХ +,  7 Г ) < - 1 ) -  е х р ( - ^  тт) х

) .

2т 2 8т  16
х  I ^ ~ — +------¡ТТ.---- Г+Т+ +  ■7 (4 «  +  3) 7 2(4 « +  3) 2 7 3(4 « +  3) 3

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:
!  т2 р (1/ 2,0) (

- 8 );

т р 0Ч ^ и ^  ^ т  =  — _7__  ех ^  ) (9^ т " +  127 т  +

/ т 2р 1(1/ 2,0) ( т , 7 )^  =  — 30877з ехН — ^ ^ К 2744 — 360 х 

ехр( —27 т) +  7 т (4116 — 1260 ехр( —27 т) +  7 2т 2 (3087 — 2205 х
ехр ( —27 т  ) ^

> Р 2(1/2’0) (т , 7 )dт =  —  1 37т -

1

/ — ^ ) (97 2т2 +  127 т  -

< — 3? ) ( 2 7

/ 608760
23478847 3 V 2

— 958320 ехр( — 27 т ) +  222264 ех р (—47 т ) +  7 т (3913140 —
— 3354120 ехр( — 27 т ) +  1222452 е хр (—47 т )) +  7 2т 2(2934855 —
— 5869710 ехр( —27 т) +  3361743 ех р (—47 т)) —

(  2 „ (1/ 2,0) ,  1 -  37 т  ЛIт Ро (т, 7 )d т = ----------------------- е х р -------------- х
У 3 4 "  1600830007 3 V 2 /

х (207515000 — 147015000 ехр — 27 т ) +  83349000 ехр— 47 т ) —
— 20348328 ехр— 67 т ) +  7 т(311272500 — 514552500 х 
х ехр— 27 т ) +  +458419500 ехр— 47 т ) — 152612460 х 
х ехр— 67 т )) +  7 2т 2(233454375 ------ 900466875 х
х ехр— 27 т ) +  1260653625 ехр— 47 т ) — 572296725 х 

ехр— 67 т ))) ;

/ .2 р (1/ 2,0) ( С 37 т\
К ' 1952016528007 3 V 2 /

х (284669077000 — 328655844000 ехр — 27 т ) +  330310234800 х 
х ехр— 47 т ) — 186092242336 ехр( — 67 т ) +  43240197000 х 
х ехр— 87 т ) +  7 т(427003615500 — 1150295454000 ехр— 27 т ) +  
+  1816706291400 ехр— 47 т ) — 1395691817520 ехр— 67 т ) +
+  410781871500 ехр— 87 т )) +  7 2т 2(320252711625 —
— 2013017044500 ехр— 27 т ) +  4995942301350 ехр— 47 т ) -  

- 5233844315700 ехр— 67 т ) +  1951213889625 ехр— 87 т ) ) -

/ .2 р (1/ 2,0) (т, 7 )dт =  — ;
/ _  3Г7- -

2500019483808007 3 V 2 )
х (401044792194200 — 683997677649000 ехр( — 27 т ) +
+  1057601217582000 ехр (—47 т ) — 1012924560856208 х 
х ехр— 67 т ) +  526103476899000 ехр— 87 т ) —

— 113241358830600 ехр— 107 т ) +  ^т (601567188291300 —
— 2393991871771500 ехр( —27 т ) +  5816806696701000 х 
х ехр— 47 т ) — 7596934206421560 ехр— 67 т ) +
+  4997983030540500 ехр— 87 т ) — 1302275626551900 х 
х ехр—  107т )) +  7 2т 2(451175391218475 — 4189485775600125 х 
х ехр( —27 т ) +  15996218415927750 ех р (—47 т ) —
— 28488503274080850 ехр— 67 т ) +  4997983030540500 х 
х ехр— 87 т ) — 1302275626551900ехр( — 107 т ) ) -

/ т

Рис. 1.98. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7 =  2  с = 2 ,  

а  =  1 /2  в  =  0

11.991 т 3 р  (1/ 2,0) 

к

т3 р к чл> ( т , 7 ) ё т

-  Е ( X  +  +  ^ ( - Ч - е х р ( -з =  0 1

(4 « +  3)
7 ^  х

2т3 12т2\/ |   _|________________ 1_
ч7 (4 «  +  3) 7 2(4 « +  31 )2

48т 96
+  7 3 (4« +  3) 3 +  7 4 (4 « +  3)4 >

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

2 - 37 т  -  /г, 3 3 , 0 2 23 р(1/2>0)(I
+ 247т +  16) 

/ т 3р '

277'
ехр(— ̂ г ) (97 3т3 +  187 2т2 +

3 р (1/2,0)(т  I7 )d т :

/ 3 (1/2,0)т Р 2 (т ,Y )d т =  — -

-------------- е х р ( — )  (38416 —
2160974 V 2 /

- 2160 х ехр— 27т ) +  ^т(57624 — 7560ехр— 27т )) +  7 2т 2 х 
(43218 — 13230ехр— 27 т )) +  7 3т 3(21609 — 15435 х
ехр( —27 т  ) ^

1 (  3 7 т -
1807870687 4 ех2  2 )  х

х (401749040 — 63249120 ехр( — 27 т ) +  9335088 ехр (—47 т ) +  
+  7 т(602623560 — 221371920 ехр( — 27 т ) +  51342984 х 
х ехр (—47 т )) +  7 2т 2(451967670 — 387400860ехр( — 27 т ) +
+  141193206 ехр (—47 т )) +  7 3т 3 (225983835 — 451967670 х 
х ехр( — 27 т ) +  258854211 ехр (—47 т )) —

/  3 „(1 /2 ,0 ), 1 -  37 т  Лт Р /  (т, 7  )dт = --------------------------- е х р -------------- X
У 3 4 "  616319550007 4 V 2 /

х ( 159786550000 — 48514950000 ехр( — 27 т ) +
+  17503290000 ехр (—47 т ) — 3133642512 ехр( — 67 т ) +
+  7 т (239679825000 — 169802325000 ехр( — 27 т ) +
+  96268095000 ехр (—47 т ) — 23502318840 ехр( — 67 т )) +
+  7 2т 2 (179759868750 — 297154068750 ехр( — 27 т ) +
+  264737261250 ех р (—47 т ) — 88133695650 ехр( — 67 т )) +

2

1

X.
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/ ’
+  7 3 —3(8987993С375 — 3С66797С6875 ехр— 27 т ) +
+  С853516С5625 ехр— С7 —) — 22033С239125 ехр— 67 —)) ) ;

-/2,0) ,  N . 1 (  37 Т )  ^(—, 7  )dт = -----------------------------------   е х р ------------- Xк ' 1С279000902320007 4 V 2 )

х (С16С708596510000 — 20606721С1880000ехр( —27 т ) +
+  1317937836852000 ехр— С7 —) — 5СС505901075136 х 
х ехр— 67 т ) +  9988С855070000 ех р (—87 т ) +  7 — х  
х (62С706289С765000 — 7212352С96580000 ехр— 27 т ) +
+  72С8658102686000 ехр— С7 —) — С08379С258063520 х 
х ехр— 67 т ) +  9С8906123165000 ехр— 87 т )) +  7 2т 2 х 
х (С685297171073750 — 12621616869015000 ехр — 27 т ) +
+  19933809782386500 ех р (—С7 т ) — 1531С228С67738200 х 
х ехр— 67 т ) +  С50730С085033750ехр(—87 т )) +  7 3т 3 х 
х (23С26С8585536875 — 1С725219680517500ехр( —27 т ) +
+  365С531793С375250 ех р (—С7 —) — 382855711693С5500 х 
х ехр— 67 —) +  1С273129602606875 е х р (—87 т )) ) ;

[  т 3Р5(1/ 2,0) (т, Y)dт = --------------------------------   4 х
У 5 4 ’ "  С20615778053276960007 4

х ехр^ ( 13С9С7562125С26358000 —
— 98639305093762290000 ехр( — 27 т ) +  970560637375001С0000 х 
х ехр— С7 —) — 6816779709650108598С ехр( —67 —) +
+  279518777276С3870000 ехр— 87 т ) — С97016323907503С000 х 
х ехр—  107 т ) +  7 т (202С213С3188139537000 —
— 3С5237567828168015000 ехр( —27 т ) +  533808350556250770000 х 
х ехр— С7 —) — 511258С782237581СС880 ехр— 67 —) +
+  2655С2838С12616765000 ехр— 87 т ) — 571568772С9362891000 х 
х ехр—  107 т )) +  7 2т 2(15181600739110С652750 —
— 60С1657С369929С026250ехр( —27 т  ) +  1С6797296С029689617500х 
х ехр (—С7 —) — 19172192933390930С3300 ехр( —67 —) +
+  1261328С82С59929633750 ехр— 87 т ) —3286520СС183836623250х 
х ехр( —107 —)) +  7 3т 3(75908003695552326375 —
— 70С86003С3158С3030625ехр( —27 т  ) +  269128376738776С298750х 
х ехр (—С7 —) — С7930С82333С7732608250 ехр( —67 —) +
+  399С206861123110506875 ехр— 87 т ) —
— 12598328360380С0389125 ехр( —107 —))).

!'

Рис. 1.99. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2, с = 2 ,  

а  =  1 /2  в  = °

[1 .100 ] !  тп р Ц /2 '0 ) (т,1 )Ат =

Ек ( к) ( к +  2 +
Л Д  2 + 1/

X Е

Д 1^  ехр ( -  (42 + 3) Тт )  x

' = ° ( »  -  3 ) <

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/ — -Р 0 1' 2-0)( г , „ а т  =  — Щ 1 .х р (—5 2 : )  ¿ (  3 -  )  Т
2 3=0  37 (п — Л ! ’

У  тn̂ P( 1/2•0) (т,■y)dт =  — ехр^ — 0у Г ) 

/
3п! 7  тп —3

7  и  о . —у ? )  ' + 1 ‘

5п! ;
\

ех р (—27—) N ' ------------------------г-тр2 ^ ̂  /7^ \ 3 + 1
3 = 0 (п — 3 ) ! Д )  )

т'-р2 - /2,0 Н—, ! ^ )  =  — е х р ( — 0У Г )  х¡ т ; Р2(1/ 2,0) ( т ,7 Ц  

/
15п!

8

2

£
(п  — з Ч 3? ) ’

35п!
С

Т ; —3
ехр( —27 —

3= 0 (п — з ) ! \ - у )
3+1 +  

\

( 117 \ 3+ 1 
- 0 (п — 3 ) ! (  )

т ' р 3- ' - - - ' ( т , 7 )dт =  — ех7 — Х - )  хI — ; Р3(1/ 2,0) ( т ,7 Ц  

/
35п! Е

“  3= 0 (п  — + ' ( 3 ? ) " '
315п! % 7  Тп —3

ехр( —27 —) ^  ------------- 7 7„  ч 3 + 1 +16
3 = 0 (п —

693п!
+  7 7 ех р (—С7—) ? 0 -------  7 1 7  3 + 1

3= 0 (п — Д Д )

С29п!
16 ехр( — 67 —) ‘

з - (п — Л ! ( Д  )  ,

/  (1/ 2.0Ь  ч, (  37 Т )— Р4 (т, 7 )dт =  — ехр (  —  ) х
2

/
315п! - А  тп —3

£
128 - 0 (п — з ) ! . ^ ) " 1

П!т

X

)

X
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1155п!
32

9009п!

ехр— 27т) Е

+  64 ехр ( —47 т  ) Е

6435п!
32

ех р ( —67 Т) е

12155п! 
128 '

(п - X ¥) 
т — 3

3+1 1

(п - X 7
тп 3

у  + 1

(п - XX
тп—3

 ̂3 + 1

'1

' - ( ■  — 7 7 ) ,
У  т " Р 5(1/ 2’0) ( т ,7 )а т  =  — е х р (— 3у Т )  х

/
693п!

Е
г п — 3

256 3=0 (п — 9 ) 0 У  + 1V
15015п!

256

45045п!
128

109395п!
128

230945п!

ехр( — 27 т ) Е  -------------------- ч з +
з= 0 (п — о ) !\ -2 )

1 +

ехр— 47т ) Е
*=° (п —

п тп — 3
ехр( —67 т :>Е -------Т 157 Ч з + 1 +

з= 0 (п — Л ! [ ^ )

+  ^ ех р (—■
2

Рис. 1.100. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 2-ого порядка; п =  0..5, 7 =  2, 

с =  2  «  =  1/ 2  в  =  0

Ц Л О Ч  / рГ' < - №  =  - Е (У + + + ’ )Х  V 8 + 1

е х р ( -< 8  +  1) 7 р .

(т, 7)ДТ =  -  2 _̂  I II - I х
з=0

( - 1 ГУ'  - 1__
7<8 +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций 
0-5 порядков:

J  р о(1,° ) ( т , т М т  =  — ~  ехр( Т т ) ;

1
^7 
1

[ 2 " Ч т , 7 )^ т  =  — —37
ехр( —27т ));

J  р 1(1,0 )(т , 7 )3т =  — —  ехр( — п )(4 — 3 е х р( — п ) ) ;

Р р21,0) (т , 7 )dт =  ех р (—7 т)(9  — 18 ехр (—7 т ) +  10 х
У З7

/■Рз( ’ ) (т , 7 )dт =  ех р (— 8)(16 — 60 ех р (—7 т ) +  80 х
47

ехр( —27т ) — 35 ехр (—З7 т));

/■р41,0) (т , ^ А х  =  ех р (—7 т)(25  — 150 ех р (—7 т ) +  350 х
57

: ехр( —27т ) — 350ехр(—37т ) +  126ехр(—47т ));

1

/■Р.(1,0) (т , 7 )dт =  ехр( —7 т)(36 — 315 ехр( —7 т) +  1120 х
67

: ехр( —27 т) — 1890 ехр (—37т) +  1512 ехр( —47 т) — 462 х

1

Рис. 1.101. Вид неопределенного интеграла от ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2  с =  1, а  =  1, в  =  0

[1.102] I  тР р°0 (т, 1)АТ = -  Е  (8) С  +++ ^

X ( - 1 ) 8 е х р ( - <8 +  1 )7 т )
т 1

+
7<8 +  1) 1 7 2<8 +  1)2 .

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
-

У  т р 0(1’0 )(т , 7 )d т =  — —  ехр( — П )(7 т  +  1);

[  тР1(1,0) (т, y)dт = --------  ех р (—ут) (8 — 3 ехр (—7 т) +  ут(8 —у 1 472
-  6 ехр ( — гт )) ) ;

-
тР 21,0) ( т , 7 )d т =  — 9—^ ех р (—7 т) (27 — 27 ехр (— т) +  10 х

х ехр( —27т ) +  —ут(27 — 54 ехр (—7 т ) +  30 ехр( —27т )) ) ;

^  тРз(1, 0) ( т , 7 )d т =  — 48—̂  ехр (—7 т ) (192 — 360 ехр (—7 т ) +

+  320 ехр( —27т ) — 105 ехр (—37т ) +  7 т(192 — 720 ех р (—7 т ) +  
+  960 ехр( —27 т) — 420 ехр( —37 т)) ) ;

п — зт

~зт
+

X
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/ тР 41,0)(т, Y)dт =  —
1507 :

- ехр— 7 т ) (750 — 2250

х ехр— ут) +  3500 ехр —  27т ) — 2625 ехр— 37т ) +  756 х
х ехр— 47т ) +  ут(750 — 4500 ехр— 7 т ) +  10500 ехр— 27т ) — 
— 10500 ехр— 37т ) +  3780 ехр— 47т )) ) ;

У  т Р 5(1,0)(т> т У т  =  —18 0 )7  0хр ( — 1т)( 1080 — 4725 х

х ехр— ут) +  11200 ехр— 27т ) — 14175 ехр— 37т ) +
+  9072 ехр— 47т ) — 2310 ехр— 57т ) +  7т(1080 — 9450 х 
х ехр— ут) +  33600 ехр— 27т ) — 56700 ехр— 37т ) +  45360 х 
х ехр (—47т) — 13860ехр( —57т ))).

Рис. 1.102. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2  с = 1 ?  

а  = 1  в  =  0

[1 .103 ] !  т2р^ ' о0(т, 1 ) <\т =  8  8 у 1) :
3 ¿=0 8 8 +  1

X ( - 1 ) 8 ехр ( -< 8  +  1)7 т ) ^ -

+

Л <8 +  1)

2т

+

+
У  <8 +  1)2 у <8 +  1)3 .

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от
—

2 р (1,0) /   1  , _\,_.2_2
—

—

6 р 0^  (т , 7 )d т  =  ——  ехр(—ут)(у т +  27т  +  2);уз
1

473
т2 р1(1’0) (т, y)dт =  — - —3 ех р (— ) (16 — 3 ехр (— ) +

- ут(16 — 6 е х р (—^т) +  7 т (8 — 6 ех р (— )));

/ т  2р У 0) (т, у)<&т :
1

2773
ехр (—7 т) (162 — 81 ех р (—7т) +

+  20 ехр( — 27т ) +  ут(162 — 162 ех р (—ут) +  60 ехр( — 27т )) +
- 7 2т2 (81 — 162 ехр (— ут) +  90 ехр( — 27т ))) ;

/ т  2Р3(1-0) (т, у)<&т : - ех р (—ут) (2304 — 2160 :
28873

х ехр (—7 т) +  1280 ехр( — 27т ) — 315 ехр (—37т ) +  7т(2304 — 
— 4320 ех р (—7т) +  3840 ехр( — 27т ) — 1260 ехр (—37т )) +
+  7 2т 2(1152 — 4320ех р (——ут) +  5760ехр( — 27т ) — 2520 х 

: ехр( —37 т )) ) ;

/ т  2Р У 0) (т, у)<&т :
1

- ехр (—ут) (45000 — 67500 х
450073

х ехр (—ут) +  70000 ехр( — 27т ) — 39375 е хр (—37т ) +  9072 х 
х ехр (—47т ) +  ут(45000 — 135000 ехр (—ут) +  210000 х 
х ехр( — 27т ) — 157500ех р (—37т ) +  45360ех р (—47т )) +  у 2т2 х 
х (22500 — 135000 ех р (—ут) +  315000 ехр( — 27 т ) — 315000 х

х ех р (—37т ) +  113400 ехр (—47т ))) ;

^  т2 Р'51,0) (т, у)&т =  — 5400—3 ехр (—у-г) (64800 — 141750 х

х ехр (—ут) +  224000 ехр( — 27т ) — 212625 ех р (—37т ) +  108864 х 
х ех р (—47т ) — 23100 ехр (—57т ) +  ут(64800 — 283500 х 
х ех р (—ут) +  672000 ехр( — 27т ) — 850500 ехр (—37т ) +
+  544320 ехр (—47т ) — 138600 ехр (—57т )) +  у 2 т2 (32400 —
— 283500 ехр (—ут) +  1008000 ехр( — 27т ) — 1701000 ехр( — 37т ) +  
+  1360800 ехр (—47т ) — 415800 ех р (—57т ))) .

I -

Рис. 1.103. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; у  =  2  с = 1 ,  

а  = 1  в  = 0

[1 .104 ] ! т3р 2 0 ) (т , 7 У т  =  -  ¿ ( 8) ( к + + + 1)

X ( - 1 ) 8 е х р ( - <8 +  1 )7 т )  ^
т 3 3т 2

7<8 +  1) +  7 2 <8 +  1) 2 +

6т  6

+  7 3 <8 +  1)3 +  Т4 <8 +  1)4 .

т, у  )^т =  — 54  ̂ ехр (—ут) (972 — 243 ехр (—ут) +

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от
—
[  т3 Р01,0) (т, у ) —т =    ехр( — ут) (у 3т 3 +  372т 2 +  67т  +  6);

У у

^  т3 Р^1,0) (т, у )  (—т =  — 8 -  ехр( — ут) (96 — 9 ехр( — ут) +

+  ут(96 — 18 ехр (—ут) +  у 2т2(48 — 18 ехр (—ут)) +  7 3т 3(16 —
— 12ехр ( —ут) ) );

У  т3 р ¡ 1’ 0)(т,Y )d

+  40 ехр( — 27т ) +  ут(972 — 486 ехр (—ут) +  120 ехр( — 27т )) +
+  у 2т 2(486 — 486ехр (—ут) +  180ехр( — 27т )) +  7 3т  3(162 —
— 324 ехр (—ут) + 1 8 0  ехр( — 27т ))) ;

J  т3 Р'31,0) (т, 7 ^ т  =  — 1152—— ехр (—у-г) (27648 — 12960 х

х ех р (—ут) +  5120 ехр( — 27т ) — 945 ех р (—37т ) +  ут(27648 —
— 25920 ехр (—ут) +  15360 ехр( — 27т ) — 3780 ехр (—37т )) +
+  у 2т2(13824 — 25920 ех р (—ут) +  23040 ехр( — 27 т ) — 7560 х 
х ех р (—37т )) +  7 3т 3(4608 — 17280 ехр (—ут) +  23040 х 
х ехр( — 27т ) — 10080 ехр (—37т ))) ;

[  т3 Р—1,0) (т, 7 )d т = ----------------ех р (—ут) (2700000 —
У 4 4 ’ "  9000074  ̂ П

— 2025000 ехр (—ут) +  1400000 ехр( — 27 т ) — 590625 х 
х ех р (—37т ) +  108864 ехр (—47т ) +  ут(2700000 — 4050000 х 
х ех р (—ут) +  4200000 ехр( — 27т ) — 2362500 ех р (—37т ) +
+  544320 ехр (—47 т )) +  7 2т 2 (1350000 — 4050000 ехр (—ут) +

1

X

2
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+  6300000 ехр— 27 т ) — С725000 ехр— 37 —) +  1360800 х 
х ехр (—С7 т )) +  7 3—3(С50000 — 2700000ех р (—7 т ) +
+  6300000 ехр( —27т ) — 6300000 ех р (—37т ) +  2268000 х
х ехр ( —С7 —)) );
!  — 3р5(1 ,0 )(т,7 )dт =  — 10й0100^4 ех р ( —7 — )(3888000 -

4 ' 1080007 4
— С252500 ех р (—7 —) +  СС80000 ехр( —27 т ) — 3189375 х
х ехр (—37т ) +  1306368 ехр— С7 Т) — 231000 ехр (—57т ) +
+  ^ т (3888000 — 8505000 ехр (—7 —) +  13СС0000 ехр( —27 т ) —
— 12757500 ехр— 37 т ) +  65318С0 ехр— С7 —) — 1386000 х 
х ехр— 57т )) +  7 2т 2(19СС000 — 8505000ехр—  ) +
+  20160000 ехр— 27 т ) — 25515000 ехр— 37 т ) +  16329600 х 
х ехр— С7 Т) — С158000ехр(—57т )) +  7 3—3(6С8000 —
— 5670000 ех р (—7 —) +  20160000 ехр — 27 т ) — 3С020000 х
х ехр— 37т ) +  27216000 ехр— С7 Т) — 8316000 ехр— 57т ))).

I —3

Рис. 1.104. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2, с =  1,

а  =  1 в  =  0

[1.105| / т . . Р < ‘ '0) ( т . - ,М т  =  -  £  ( 7  +  +  + ‘ )
3 ¿=0 2 2 +  1

( - 1 ) 8 ехр ( - (2 +  1) 7 т )  Е
п\тп 3

з= 0 (п  -  j ) ! ( y ( 2 +  1) )3 +

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/  Т n р ° 1’ 0)(т,Y)dт =  — 2 п1 ехр ( —7 —) Е  ( - )3  С- -----— ;
}  7  3=0 = '  (п — з)!

^  — п р 11,0) (—, 7 )dт =  — ехр— у —) х

х ( 2п! Е  — ; —3  ) - + 1 —
^ 3 = 0 (п — Л ф )  3

п Тп — 3 \
— п! ехр( —7 —) ] Т  (  )  3+1 ;

3=0 (п — з ) ! {2 1 у ^  )

^  —п Р^1.0) ( ) ,  7 )dт =  — ехр— ^т ) х

х ( 3п! Е  ТП—3 +  —
^ 3=0 (п — з ') ! ( т ) 3

;  Т;  — 3
— 12п! ехр( —7 — ) Е ------------- (— - 3  +

3=0 (п — з ) ! ( 2 т )

+  10п !е х р( —27 — ) Е  ----3 г
3=0 (п — ¿ ) ! ( 3 7 )

^  — ; Р3(1,0) (т, 7 )dт =  — ехр (—7 т ) х

х ( Сп! Е  -П —3 +  —
^ 3 = 0 (п — Л ф ) 3 3

— 30п! ех р (—7 —) ^  ^

+  60п! ехр( —27т ) Е
(п - / ) ! ( 2 7 )  3 + Г

Т п — 3

0 (п - з ) р 37^

Т п — 3

3 = 0 (п — з)! 7 7  

J  т ; Р(1,0) (т , 7 )dт =  — ехр (—7 т ) х

х ( 5п! Е  —П̂ 3 +  —
^ 3 = 0 (п — Л ! ( 7 ) 3

— 60п! ех р (—7 —) ^  ^
3=0 (п — з ) ^ 2 7 ^

Т п — 3

К +

+  210п !е х р( —27 т  ) Е ~  /  \7 + 1
3 = 0 (п — з ) р 3 7 )

— 280п! ехр (—37т ) Е
3=0 (п — з ) ! ( с 7 ) 3

н  +

+  126п! ехр( —С7 —̂ 7 ------------- (— )3 + г
3 = 0 (п — з)! р 7 )  _

^  — п р^1.0) (т, 7 )dт =  — ехр— ^т ) х

/ ;  —п — 3
х  6п! V --------------------г-ру-

^ 3 = 0 (п — л ф )  3

— 105п! ехр (—7 —) ^  ^
3 = 0 (п — з )^ 2 7 ) 3

Л  +

+  560п! ехр( —27т ) Е
(п — з ) р 3 ^  3

— 1260п! ехр ( —37 —] ) Е ------------- (— )3+ Г +
3 = 0 (п — Л ф - ^

+  1260п! ехр (—С7 Т)
3=0 (п — з ) р 5 7 ) 3 

— С62п! ехр (—57т ) Е
3=0 (п — з ) р 6 ^ 3

п

;  — 3)

X

;  — 3)
X

-3)



1.3 Аналитические соотношения для неопределенных интегралов от ортогональных
функций 63

Рис. 1.105. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 2-ого порядка; п  =  0..5, 7 =  2, 

с =  1, а  =  1, в  =  0

[ .Л О в , / р - 0) ( т , , М т  =  -  ± ( 8 ) С  + + + 2),эк 2,0) (т, Т )й т =  - ^ ( 1 1  _ IX
з=0

( - 7У'  - 1__
7 (28  +  3)

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций
—

8 + 2  

е х р ( -  (28 +  3 )у т ) .

>о(2•0)( т ,7 )dт =

(т, 7 )dт =  ех р (—37т)(5  — 4 ехр( — 27т ));
57

—

— Р1

!  Р( 2 ’0) (т,-У^т =  

х ехр (—47т ));

/

1
37

ех р (—37т );

(2,0)

,(2,0) (т, 7 )dт =

ех р (—37т)(1 4  — 28ехр( — 27т ) + 1 5  х

ех р (—37т)(3 0  — 56ехр( — 27т ) +  108 х

/
ехр (—47т ) — 135 ехр( — 67т ));

1
э—2’0) (т, 7 )dт =  ехр (—37т)(55  — 308 ехр( — 27т ) +117

+  660ехр(—47т ) — 616ехр( — 67т ) +  210ех р (—87т ));
^  р52’0) (т, 7 )dт =  —— — ехр (—37т)(91  — 728 ехр( — 27т ) +

137
+  2340ехр (—47т ) — 3640ехр( — 67т ) +  2730ехр (—87т ) — 792 х 
х ехр( —107т )).

Рис. 1.106. Вид неопределенного интеграла от ортогональных
функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2  с = 2  а  =  2  в  =  0

[1 .107 ] у  т р(2’° ) ( т , т 7 т  =  -  ¿ 0  ( 8)  ( к +  + +  2)  х

х ( - 1Г  е х р ( - (28+ 3 )7 т  ̂  ̂ ¿ + 3 ) +  7 2(28:+ 3 ) ^  •

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/т P о(2,0)(т, 7 )dт 

j  т Р 1(2,0) (т, 7 )dт

- ехр (—37т )(3 7 т  +  1);

- ех р (—37т ) (25 — 12 ехр( — 27т ) +

1
~9^2 

1
~75^2

-— 7 т(75 — 60 ехр( — 27т ))) ;
у т Р (2,0) 1

х ехр( — 27т ) +  225 ех р (—47т ) +  7 т(1470 — 2940 ехр( — 27т ) +
+  1575 ехр (—47т ))) ;

j  тР3 (2 , 0 )(т, 7 )dт =  — 28357 2 °х р (—3 ^ т) (3150 — 6804 х

х ехр( — 27т ) +  6075 ехр (—47т ) — 1960 ехр( — 67т ) +  7 т(9450 —
— 34020 ехр( — 27т ) +  42535 ехр (—47т ) — 17640 ехр( — 67т ))) ;

J  тР —2,0) (т, ~^т  =  — 38115^2 ех р (—37 т ) (63525 — 213444 х

х ехр( — 27т ) +  326700 ехр (—47т ) — 237160 ехр( — 67т ) +
+  66150ехр(—87т ) +  хт (190575 — 1067220 ехр( — 27т ) +

- 2286900 ехр( — 47т ) — 2134440 ехр( — 67т ) +  727650 ехр (—87т )))

тР2^’и 1 (т, =  — 735— ехр(—37т ) (490 — 588 х

/ ’т Р 5(2,0)(т, 7 )dт =  — -
1

- ехр (—37т ) (1366365 —
58558572

— 6558552 ехр( — 27 т ) +  15057900 ех р (—47 т ) — 18218200 х 
х ехр( — 67т ) +  11179350ехр(—87т ) — 2744280ехр( —107т ) +
+  ^т(4099095 — 32792760 ехр( — 27 т ) +  105405300 ехр (—47 т ) — 
+  163963800 ехр( — 67т ) +  122972850 ехр (—87т ) — 35675640 х

Рис. 1.107. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7 = 2  с =  2, 

а  =  2 в  =  0

[1Л081 / т р ' Л т . ^ т  = - £ ( 7 +  + + 2)

х  ( - 1 ) ' е х р < - (2< +  3 )‘ ' т >11 7 5 7 + з )  +

2т  2
+  7 2(28 +  3) 2 +  7 3(28 +  3) 3 .

1

X

2
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Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/  Т 2 р ° 2'0)(т, l )dт =  — " ” " ( °~ Т )(9 ~2—2

j  — 2Рг(2,0) (—, 7 ^ — =  ■
11257 3

ex p (—37 т  )(97 2г  2 +  67 т  +  2); 

ex p (—37 т ) (250 — 72 х

exp( — 27 т ) +  7 т(750 — 360exp( — 27 т ) +  7 2т 2(1125 — 900 х

exp (—3 7 т) (34300 — 24696 х

X exp ( — 27 т ) ) ) 

/ т * к
2 р (2>°) (т, 7 )^ т  =

123480 х
308700 х

7717573
х exp( — 27т ) +  6750exp(—47т ) +  7 т(102900 - 
х exp( — 27т ) +  47250 exp (—47т )) 7 2t 2(154í
х exp( — 27т ) +  165375 ex p (—47т )) —

Тт2 P p ’0) (т, 7 )dT =  —---------------ex p (—37т ) (661500 —J  3 V "  89302573 ^  1 п
— 857304 exp( — 27т ) +  546750 ex p (—47т ) — 137200 exp( — 67т ) +  
+  7 т(1984500 — 4286520 exp( — 27т ) +  3827250 exp (—47т ) —
— 1234800 exp( — 67т )) +  7 2t  2(2976750 — 10716300 exp( — 27т ) +  
+  13395375 ex p (—47т ) — 5556600 exp( — 67т )) —

Тт2 p42,0) (т, 7 )dT = ----------------------- exp (—37т ) (146742750 —
J 4 v '  13206847573 n

— 295833384 exp( — 27т ) +  323433000 ex p (—47т ) — 182613200 х 
х exp( — 6 7 т) +  41674500 ex p (—87т ) +  7 т(440228250 —
— 1479166920exp(—2 7 т) +  2264031000 ex p (—47т ) —
— 1643518800 ex p (—6 7 т) +  458419500 exp( —8 7 т)) +
+  7 2t 2 (660342375 — 3697917300 exp( — 2 7 т) +  7924108500 х 
х exp (—47т ) -  7395834600 exp( — 6 7 т) +  2521307250 х 
х exp ( —87 т ) ) );

/ ’ з (2,0) (т, 7 )dT
1

- ex p (—37т ) х
2637767632573

х (41031940950 — 118171989936 exp( — 2 7 т) +  193795173000 х 
х exp (—47т ) — 182364182000 ex p (—6 7 т) +  91558876500 х 
х exp (—8 7 т) — 19017860400 exp( — 107т ) +  7 т(123095822850 —
— 590859949680 exp( — 2 7 т) +  1356566211000exp(—47т ) —
— 1641277638000 exp( — 6 7 т) +  1007147641500 exp (—8 7 т) —
— 247232185200 exp( — 107т )) +  7 2t  2(184643734275 —
— 1477149874200 exp( — 2 7 т) +  4747981738500 exp (—47т ) —
— 7385749371000 exp( — 6 7 т) +  5539312028250 exp (—8 7 т) —
— 16 07009203800 exp( — 107т ))) .

I

Рис. 1.108. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2, с  = 2 ,

а  =  2 , в  =  0

[1 .1 0 9 ] ¡ г 3 Р ( 2 ’°\т, 7 )d r  =  -  £  Q  f  +  +  +  2)

х  ( - ! )3 е х К - ( 2 s  +  3) 7 т ) | +  7 2(2s +  3)2 +

6т  6
+  Y3 (2s +  3) 3 +  y 4 (2s +  3)4 )■

1

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/ -
х 7 Т +  2);

J  т 3Р̂1(2,0) (—, Y )dт =  —

т3 Po(2,0) (т, 7 )dT =  — —  4 exp (—37т ) (973t 3 +  972t 2 +  6 х
2774

1
- ex p (—37т ) (1250 — 216 :

562574
х exp( — 27т ) +  7 т(3750 — 1080exp( — 27т ) +  7 2t 2(5625 — 2700 х 
х exp( — 27т )) +  7 3т 3(5625 — 4500 exp( — 27т  )) —

[  т3p̂ 2(2,0) (т, 7 )dT =  —------------------exp (—37т ) (1200500 —
J 2 V J 270112574 n

— 518616 exp( — 27т ) +  101250 exp( — 47т ) +  7 т(3601500 —
— 2593080 exp( — 2 7 т) +  708750 ex p (—47т )) +  7 2t  2(5402250 —
— 6482700 exp( — 2 7 т) +  2480625 e x p (—47т )) +  7 3т 3(5402250 —
— 10804500 exp( — 2 7 т) +  5788125 exp (—47т ) ) -

f  т3 P3(2,o) (t , 7 )dT = -------------------- - ex p (—37т ) (69457500 —
J 3 4 "  9376762574 4 A

— 54010152 exp( — 2 7 т) +  24603750 ex p (—47т ) — 4802000 х 
х exp( — 6 7 т) +  7 т(208372500 — 270050760 exp( — 2 7 т) +
+  172226250 exp (—47т ) — 43218000 exp( — 6 7 т)) +
+  7 2t 2(312558750 — 675126900ex p (—2 7 т) +  602791875 х 
х ex p (—47т ) — 194481000 exp( — 67т )) +  7 3т 3(312558750 — 
1125211500 exp( — 2 7 т) +  1406514375 exp (—47т ) —
— 583443000 exp( — 6 7 т ) ) ) ;

j  т3P4(2’0) (t , 7 )dT =
1

- ex p (—37т ) х
15253908862574

х (169487876250 — 205012535112 exp( — 2 7 т) +  160099335000 х 
х exp (—47т ) — 70306082000 exp( — 6 7 т) +  13127467500 х 
х exp (—8 7 т) +  7 т(508463628750 — 1025062675560 exp( — 2 7 т) +  
+  1120695345000 exp (—47т ) — 632754738000 exp( — 6 7 т) +
+  144402142500 ex p (—8 7 т)) +  7 2t  2(762695443125 —
— 2562656688900 exp( — 2 7 т) +  3922433707500 exp (—47т ) —
— 2847396321000 exp( — 6 7 т) +  794211783750 ex p (—8 7 т)) +
+  7 3т 3 (762695443125 — 4271094481500 exp( — 2 7 т) +
+  9152345317500 exp (—47т ) -  8542188963000 exp( — 6 7 т) +

- 2912109873750 exp (—8 7 т) ) -

/ .3 P (2,0) ( 1
— -  exp( —37т ) X 

39606081001987574 v ’
х (616094593364250 — 1064611457333424 exp( — 2 7 т) +
+  1247071938255000 ex p (—47т ) — 912732730910000 х 
х exp( — 6 7 т) +  374933599267500 exp (—8 7 т) —
— 65896886286000 exp( — 107т ) +  7 т (1848283780092750 —
— 5323057286667120 exp( — 2 7 т) +  8729503567785000 х 
х exp (—47т ) — 8214594578190000 exp( — 6 7 т) +
+  4124269591942500 ex p (—8 7 т) — 856659521718000 х 
х exp( — 107т )) +  7 2t 2(2772425670139125 —
— 13307643216667800 exp( — 2 7 т) +  30553262487247500 х 
х exp (—47т ) — 36965675601855000 exp( — 67т ) +
+  22683482755683750 ex p (—87т ) — 5568286891167000 х 
х exp( — 107т )) +  7 3т3(2772425670139125 —
— 22179405361113000 exp( — 2 7 т) +  71290945803577500 х 
х exp (—47т ) — 110897026805565000 exp( — 6 7 т) +

X

3
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+  83172770104173750ех р (—87т ) -  24129243195057000 х 
X ехр (—107т ))) .

/

Рис. 1.109. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  2, с =  2, 

а  =  2, в  =  0

[ . . н о ,  / т - р г ><т , , № = - е ( Х + ; Г )

х < - 1 )8 е х р ( - < 2« + 3)7 т )  ^
7=0 <п -  7 )| (7 <2з +  3 ) )

7+1 '

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

/  т п Р02,0)(т, х р—  =  -  —  ехР( —7 т) Е  ( 3 “ )  Г ---- ЕГ;У 7  З7 У (п — з)\

Jт ( рГ2,0) (т, 7 ^ т  =  — е х р ( - 37т )

1 (  тп- з
3П! ^  ------------- (  N,- + 1 —

3 = 0 (п — з У \ 3 )

— п\ ехр( —27т ) ^   ̂ -=0 (п — 7) ^ 57^

J  тп р 22,0') (т, 7 )dт =  — ехр (—37т )

6п ^   т---------
^ 3=0 (п — з)\(3г/)

20п\ ехр( —27т ) Е т п — з

,=0 (п — 7)\ ( 57 ) '  

(  тп — 3

К  +

+  15п\ ехр (—47т ) Е -  , 3  73+1
3=0 (п — ¿)\(77^

J  тпРз(2,0) (т, 7 )dт =  — ехр (—37т ) х

I (  —П—3
х  10п \

у  3=0 (п — 7 ) ^ 37)

60п\ ехр( —27т ) Е
3=0 (п — 7)\ (5 7 ) 3

Н +

+  105п\ ехр ( 47 т ) у ; ------------- (— ) + ■
3 = 0 (п — 7) ^ 77)

— 56п\ ехр ( 6 7т ) ^ 2  ---------—(  )Т+Г
3=0 (п — 7) ^ 97^

^  т(  Р^2,0) (т, 7 )d т =  — е х р (—37т ) X

1 п тп - 3
15п\ У ' -----------------------------—

3= 0 (п — 7 ) 1( 37 )

— 140п\ ехр( —27т ) (п —7 ) \ ( 57 у
т (  — 3

Г 1

(п — 7) \(77)
т ( —3

г

(п —3 ) \(97 /
т (  — 3

г

+  420п\ ех р (—47т ) Е
3=0

— 504п\ ехр( —67т ) ^  ^
3=0

+  210п\ехр(—87т )
3=0 (п — 7) ^ 117^" ' ^

^  т(  Р5(2’0) (т, 3 )тт =  — е х р (—37т ) X

X ( 21п\ Е  т'( - -  -+Г —
^ 3= 0 (п — 7 ) ^ 3 ^  3 +

(  т(  — 3
— 280п\ ехр( 27 т) ^ 2  ------------- (----) + Г +

3 = 0 (п — 7 ) 3 5 7 )

+  1260п\ ехр (—47т ) Е
(п — 7')\(77) 33=0 (п — 7

— 2520п \ех р ( —67 т ) Е  ------------- (----т т е т  +
3=0 (п — 7 ) 3 9 7 )

— 2310п\ ех р (—87т ) Е
3=0 (п — 7)\ ( 117) 3

Рис. 1.110. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 2-ого порядка; п =  0..5, 7  =  2, 

с =  2, а  =  2  в  =  0

х

\̂ п - 3п!Т

— 3т

X

( - 3т
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, . . т ,  / р г ' ^ х т = - е О С : ; ! “ ) «

2(  1 )5
х  —  ------------------ - е х р ( - ( 2 2  +  а  +  1)с 7 т / 2) .

с ^ ( 2 2  +  а  +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций 
0-5 порядков:

2 ( )
’ е х р (—с-^т (а  + 1) / 2);

е х р (—сYТ(а  +  1 )/2 ) (а  +  3 —

- ехр ( — — (а  +  1 )/2 ) (а 2 +  7а +

>(а, 0) (
/■
j  P1(a ’0) ( r , 7 )dr  =

— (а  +  2) exp( — c-ут}) ;

/■
+  к

/■

>(а, 0) (

с у (а  +  1) 
2

cY(a +  3)

1
’ с у (а  +  5)

10 — 2 (а 2 +  7а +  10) exp( — с^т) +  ( а 2 +  7а +  12) exp( — 2 c y t )) ;
)(а, 0) ( exp( — c j t (а  +  1) / 2) (а 3 +

3cY (a +  7)

+  12а2 +  41а +  42 — (За3 +  39а2 +  150а +  168) exp (—c y t ) +

+  (За3 +  42а2 +  183а +  252) exp( — 2 c y t ) — (а 3 +  15а2 +  74а +  
120)e x p (—3 cy t  )) ;

/■
>(а,0)( 1

12cY(а +  9)
(—cyt (а  +  1) / 2) (а 4 +

+  1528а +  1440) exp( — c yt ) +  (6а 4 +  132а3 +  1026а2 +
+  3348а +  3888) exp( — 2cyt) — (4 а4 +  96а3 +  836а2 +  3144а +  
+  4320) exp( —3c yt ) +  (а 4 +  26а3 +  251а2 +  1066а +  1680) X

exp (—4cyt ))

5(а ,0 )(т? Y)dT =
1

6 0 c y ^  + 11)
e x ^  — cyt (а  +  1) / 2) (а 5 +

+  25а 4 +  225а 3 +  935а 2 +  1814а  +  1320 (5а 5 +  140а 4 +  1455а 3 +
+  7060а2 +  15940а +  13200) exp( — c yt ) +  (10а5 +  310а4 +
+  3650а3 +  20450а2 +  54540а +  55440) exp( — 2cyt ) —
— (10а5 +  340а4 +  4470а3 +  28460а2 +  87920а +  105600) X 
X exp (—3cyt ) +  (5 а 5 +  185а4 +  2685а3 +  19135а2 +  67030а +
+  92400) ex p (—4 c y t ) — (а 5 +  40а4 +  635а3 +  5000а2 +  19524а +
+  30240) e x p (—5cyt)). 

/ (а,0) т, y )ат

- 0, 1

0 , 2

1, 5

2 , 5
3 4 

Y т

б)

Рис. 1.111. Вид неопределенного интеграла от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) y  =  2  а  Е [0;5]; б) Y £ (1; 3, 5],
а  = 1

и л » ,  / т р Г > ( т , , М т  =  - Е  © ( ‘  + + + а )
s=0

X ( —1) s e x p ( — ( 2s +  a  +  1 ) е7 т/2 ) X

2т 4
X +  -

/ 0

X (y t (а  +  1) +  2); 

j  т ^ 1а,0) (т, Y)dT =

c y (2s +  a  +  1) c 2y 2 (2s +  a  +  1 )2

го интеграла 1-oro  po

exp( — cyt (а  +  1 )/2 ) X

)■
Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

гР0(“ >0)(т ^ М т  2
c ^ 2^  +  1)2

2
c2y 2^  +  1 )(а  +  3)2

X ex p (—cyt (а  +  1 )/2 ) (2 (а  +  3) — 2 (а  +  3а +  2) exp( — c y t )  +
+  y t ( а 3 +  7 а 2 +  15а +  9 — (а 3 +  6а 2 +  11а +  6) exp( — c yt ) ) ) ;

S' э (а , 0) (
c2Y2(а  +  1 )(а  +  3 )(а  +  5 )2

X exp (—cyt (а  +  1 )/2 ) (2 а 4 +  30а3 +  162а2 +  370а +  300 — (4 а4 +  
+  52а3 +  228а2 +  380а +  200) exp( — c yt ) +  (2 а4 +  22а3 +  86а 2 +  
+  138а +  72) exp( — 2 c y t ) +  y т(а 5 +  16а4 +  96а3 +  266а2 +  335а +  
+  150 — (а 5 +  32а4 +  192а3 +  532а2 +  670а +  300) exp( — c yt ) +  
+  (а 5 +  16а4 +  98а3 +  284а2 +  381а +  180) exp( — 2c y t )) ) ;

f  2I тР 3 (а , 0)(т , Y)dT =  2—  :—- ч2 /---------. 2 „--- :— Xc^Y2(а  +  1)2(а  +  3 )2(а  +  5)2
1

(а  +  7)-
- exp (—cyt (а  +  1 ) /2 )^   ̂  ̂(2 а 6 + 6 0 а 5 +  734а4 +

+  4680а3 +  16382а2 +  29820а +  22050) — ( а  +  3  (6а 6 +  156а5 +
а + 1

/а  +  5
а + 2

)  (6а 6 +  132а5 +  1098а4 +  4344а3 +  8538а2 +  7812а +

2646) exp( — 2c yt ) — ( а  +  £  (2 а 6 +  36а5 +  254а4 +  888а 3 +  
а + 3

т

+  18а3 +  107а2 +  258а +  216 — (4 а4 +  80а3 +  548а2 +

3

1
0

2

1
л

X

+К

+
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+  1380а 2 +  1380 а  +  С50) ехр ( —3сYТ)^ +  YТ (  (  +  )  (а 7 + 3 1  х 

х а  6 +  397а 5 +  2707а 4 +  10531 а 3 +  23101 а 2 +  25935а +  22050) —

— ( а  +  0  (3а 7 +  87 а 6 +  1023а 5 +  62С3 а 4 +  20985а  3 +  379С1 а 2 +  
^а +  1/

+  33285а +  11025) ехр( — сYТ) +  ( а  +  £  (3а 7 +  81 а 6 +  879 а 5 +
V а  +  2/

+  (917 а 4 +  15129 а 3 +  25251 а 2 +  20853 а  +  6615) ехр( — 2сYт) —

— С  +  3 ) (а 7 +  25а 6 +  253а5 +  1333а 4 +  3907а3 +  6283а 2 +

- 5055 а  +  1575) ех р (—3сYт)^ ;

/' Э(а ’0) (т , Y )dт =  —
2Y2( а  +  1)2( а  +  3)2 (а  +  5)2

1
( +  7)2( +  9)

-ех р ( — ( а + 1 ) /2 ) Г Г  +  ^(2 а  8 +  96 а 7 +

+  2812320 а  +  1786050) — ( а  +  7  (8 а 8 +  352 а 7 +  6С96 а 6 +
+  1

+  65056 а 5 +  381С2С а 4 +  1312672 а 3 +  250С672 а 2 +  2308320 а  +  
+  793800) ехр( — сYТ) +  ( “  +  (12а 8 +  С80а7 +  7920а6 +

+  69600 а 5 +  351336а4 +  1026720 а 3 +  1669680 а 2 +  1360800 а  +
+  С28652) ех р (—2с^т) — ( а  +  Л  (8 а 8 +  288а 7 +  С256а6 +

V а  +  3/
+  3350С а 5 +  15262С а 4 +  С08288а3 +  618912 а 2 +  С79520а +
+  1С5800) ех р (—3сYт) +  ( а  +  ^  (2а 8 +  6С а 7 +  856 а 6 +  6208 а 5 +

V а  +  С/
+  26С76а4 +  6726Са3 +  9807)а  2 +  73920а +  22050) х

х ехр (—СсYТ)^ +  YТ (  (  +  )  ( а 9 +  С9а 8 +  1036 а 7 +  1236С а 6 +

+  91С1С а 5 +  С31926а 4 +  129С76С а 3 +  23С9036 а 2 +  2299185а +
+  893025) — ( а  +  5)  (С а 9 +  188 а 8 +  3776 а 7 +  С2272а 6 +  288296 х 

V а  +  1/
х а 5 +  1228С72а4 +  32213СС а 3 +  С911168а2 +  23859380 а  +

+  1190700) ехр( — с (̂т) +   ̂ +  2)  (6 а 9 +  270 а 8 +  5160а7 +

+  5С600 а 6 +  3С9668а 5 +  1391700 а 4 +  3С016С0 а 3 +  С85С600 а 2 +
+  3616326 а  +  1071630) ехр( — 2сYт) — ( а  +  7  (Са9 +  172а 8 +

V а  +  3/
+  3136а7 +  316С8 а 6 +  193576 а 5 +  738328 а 4 +  1738С6С а  6 +
+  2С05952а2 +  1751220 а  +  510300) е х р (—3 с Y т )+  ( а  +  7  (а 9 +

V а  +  С/
+  С1 а 8 +  716а7 +  6956 а 6 +  С117С а 5 +  15276С а 4 +  35172Са3 +
+  С7828Са2 +  3С3665а +  99225) ехр (—Сс^т) ) ;

/'т Р 5(“ ’0) (т, Y )dт :
2

с2Y2( а  +  1)2( а  +  3)2 (а  +  5)2

( а  +  7 )2( а  +  9 )2( а  +  11 )
- ехр (—с̂ 1—(а  +  1) / 2) Г (  +  )  х

+  36738020а  '  +  129С55760 а " +  291833082а* +  379583820 а  +
+  216112050) — ( а  +  7  (1 0 а 10 +  660а9 +  19010а 8 +  313200а7 +  

V а  +  1/
+  32С83С0 6 +  21969720 5 +  96919700 4 +  270305520 3 +
+  -С3302690а 2 +  370962900 а  +  120062250) ехр( — с^т) +

+  ( а  +  2)  (2 0а10 +  12С0а9 +  33220а 8 +  503200а7 +
+  С73С760 а 6 +  28629520а5 +  111281960 а 4 +  2705СС800 а 3 +
+  (87329620а 2 +  2901С52С0 а  +  86ССС820) ехр( — 2сYт) —

— С  +  3 ) (2 0а10 +  1160а9 +  28900а8 +  518522С0а7 +
+  3511720 а 6 +  19550000а5 +  70171880а4 +  1587С6080 а 3 +
+  (13958680а 2 +  153073800 а  +  СС10С500) ех р (—3сYт) +

+  ( а  +  0  (10 а 10 +  5С0а 9 +  12530а8 +  163920а 7 +  13331С0 а 6 +V а  +  С)
+  700С520 а 5 +  23907380а4 +  518522С0а3 +  67575010 а 2 +
+  С71С7100а  +  133С0250) ехр (—Сс~/т) — ( а  +  10)  (2 а 10 +  100 х

V а  +  5 /
х а 9 +  2170 а 8 +  26800 а 7 +  207556 а 6 +  10С6680а5 +  3С53380а4 +  
+  7287600а 3 +  9296СС2а2 +  638СС20 а  +  1786050) х

х ехр (—5сYт)^ +  YТ (  (  +  )  ( а 11 +  71 а 10 +  2235 а 9 +  С88778 х

х а 8 +  С88778а7 +  3939078а6 +  83096890 а 5 +  83096890а 4 +
+  (106СС621 а 3 +  335708С51 а  2 +  2978С7935 а  +  108056025) —

— ( а  +  0 ( 5  а 11 +  3С5 а 10 +  10С95 а 9 +  185115 а 8 +  2093970 а 7 +
V а  +  1/

+  15857370а6 +  81С1СС30 а 5 +  280532310а4 +  627109625 а 3 +
+  850С35С85а2 +  616С75С75а +  180093375) ехр( — с^т) +

+  ( а  +  2)  (10а11 +  670а10 +  19710а9 +  33С650а8 +  3625380а7 +
+  26151660а6 +  12721С780 а 5 +  С13С77300 а 4 +  870026610 а 3 +
+  1113396670а2 +  768585510 а  +  216112050) ехр( — 2сYт) —

— ( а  +  0 ( 5  а 11 +  650 а 10 +  18510а9 +  303630 а 8 +  3173220 а 7 +
V а  +  3 /

+  22066020а6 +  1035109С0 а 5 +  32С97С620 а 4 +  662590770 а 3 +
+  -25393)30а 2 +  557810550 а  +  15С365750) ехр (—3сYт) +

+  ( а  +  0 ( 5  а 11 +  315 а 10 +  8695 а 9 +  1383С5 а 8 +  1С0С210 а 7 +V а  +  С)
+  9501390 а 6 +  С3С7С030а5 +  133509330 а 4 +  267122585 а  3 +
+  -276610)5а 2 +  218832075а +  60031125) е х р (—Сс~/т) —
— ( а  +  106 ( а 11 +  61 а 10 +  1635 а 9 +  25335 а 8 +  251178 а 7 +

V а  +  5 /
+  166С898а  +  7С83С30 а  ° +  22637390 а "  +  СС730021 а 
+  5С3226С1 а 2 +  36007335а +  9823275) ехр (—5сYт))■

1
х

(2 а 10 +  1С0 а 9 +  С330а8 +  778С0 а 7 +  6978СС0 а 6 +  6978СС0 а 5 +

2
х4

х

X
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11. И » ,  / т ’ р < - 0><т,1№ = - е 0 ( ‘ + ; + “ )в +  а  

2т 2
х  <- 1 ) 8 ехр ( - <2  ̂+  а  +  1) с7 т / 2) -

\ с 7 <2« +  а  +  1)
+

+
8т

+
16

с 2 у 2 <2 в +  а  +  I ) 2 с 37 3 (2з +  а  +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

J  т2 р 0°,,0)(т, 7 )^

+ 4с7 т (а

с37 3 (а  +  1)3 
2'7  т (а  + 1) ); 

j  т2рГа,0) (т, 7 )dт
с37 3 (а  +  1)2

ехр( — с7 т(а +  1) / 2) (8 +  

ехр( — с7 т (а  +  1) / 2 )(8  +

+  4с7 т (а с 7 т (а  +  ^  ) +  - г — ---- — —
с37 3(а  +  3 )3

х
2  2  2  /: ехр( — с7 т(а  +  3 ) /2 ) ) ( а  +  2)(8  +  4с7 т (а  +  3) +  с 7  т (а  +  3) );

/ 2 р (а10).(т, 7 )dт =  —
с 3 7 3 (а  +  1)

- е х р ( —сут(а  +  1) / 2)

2 2 2 2 с 7  т (а  +  1) ) +х (а  +  2 ) (8 +  4с 7 т ( а --------------   .     , с373(а  +  3)3

х ех р (—с7 т(а  +  3 ) /2 ) (а  +  2)(8  +  4с7 т (а  +  3) +  с27 2т 2 х

- ехр (а  +  5 ) /2 ) ( а 2 +  7а + 1 2 ) :х (а  +  3) )  33-—
с37 3(а  +  5 )3 

х (8 +  4с7 т (а  +  5) +  с27 2т 2(а  +  5 )2);

! т  2 р 3а '0) ( т , 7 ) <\т = —с37 3 ( а + 1 ) 3 е х р ( —с 7 т  ( а + 1 ) / 2 ) х

а + 3 2 2 2 2) 6 
с 7 т (а  +  ^  -7 ^ 3  хс 3 7 3 (а  +  3) 3с

ехр — с7 т(а +  3 ) /2 ) ) ( ^ (8 +  4с7 т (а  +  3) +  <

(а  +  3 )2) —
с °7 3 (а  +  5)' ехр ( — с7 т(а +  5 ) /2 ) ( ^  + 2)  х

х (8 +  4с7 т (а  +  5) +  с27 2т2(а  +  5 )2) +----- —— ------—  хс 37 3(а  +  7 )3

ехр ( — с-ут (а  +  

(а  +  7)2 );

а + 6
а + 3

/ -2р4“ -0)( т ,7 Хт, 7  )dт =  —
с3 7 3 (а  +  1)

2 2 2  а  +  7) +  с 7  т х

- е х р ( —сут(а  +  1) / 2)

2 2 2 2 с 7  т (а  +  1) ) +  -
( а  +  4 118 +  4с7т ( а  + 1 1  +  с 7  т (а  + 1 1  1 +
с37 3(а  +  3 )3

: е х р (— сут(а  +  3 ) /2 )^  (8 +  4с7 т (а  +  3) +  с27 2т 2 х
12 , . _  ( а  +  6)х  (а  +  3)2 —

с 37 3(а  +  5)
- ехр (—0 7 т(а  +  5

(8 +  4с7 т  (а  +  5) +  с2 7 2 т  2(а  +  5 )2) +  ■
а +  7)

с °7 3(а  +  7)

а + 2

х

х е х р (—с7 т(а  +  7 ) /2 )  ̂  ̂ (8 +  4с7 т (а  +  7) +  с27 2т 2 х
2 / / . _  , . ) ( а  +  8)х  (а  +  7)2 —

с 37 3(а  +  9)
- ехр (—с7 т(а  +  9

+ 4
(8 +  4с7 т  (а  +  9) +  с27 2т  2(а  +  9 )2)

(
х (

2Р5(а,0) (т, 7 Мт, 7  )dт =  —
с3 7 3 (а  +  1)

- ех р (—с7 т(а  +  1) / 2))

а + 5 2 2 2 2 с 7  т (а  +  1) ) +  -
10

с 3 7 3 (а  +  3) 3

е х р (— с7 т(а  +  3 ) /2 )^  (8 +  4с7 т (а  +  3) +  с27 2т 2 х

х (а  +  3)2) — с37 3(20+ 5)3 е х р ( —с7т(а +  5 ) / 2^ а  +  2  х+ 2

(8 +  4с7 т  (а  +  5) +  с27 2т  2(а  +  5 )2) +
20

х е х р (—с7 т (а  +

х  (а  +  7)2 10

а + 8
а + 3

с 37 3(а  +  7 )3

а  +  7) +  с2 х

с 37 3(а  +  9)
- ехр (—с7 т(а  +  9

а  +  9)  
а + 4

(8 +  4с7 т  (а  +  9) +  с27 2т  2(а  +  9 )2) +

х ех р ( —с7 т (а  + 1 1

х  (а  +  11)2)

а +  10 
а + 5

с 37 3(а  +  11)3

X
2 х

х

х

х

2
х.

х.

X2
К

X

К

X X.

2 2 2  а  +  11) +  с 7  т х



1.3 Аналитические соотношения для неопределенных интегралов от ортогональных
функций 69

[1.1141 / т 3Р Г > ( т . - , М т  =  - Е  +  +  +  а )

х  ( - 1) в е х р ( - ( 2 2  +  а  +  1) с у т / 2) х 

(  2 т3 12т 2^ I _______________  + ______________________ |_
I с7 (22  +  а  +  1) с 27 2(22 +  а  +  1)2

+
48т

+
96

с 37 3 (22 +  а  +  1 )3 с 47 4 (22 +  а  +  1)4О-
Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

—3р o(a ,0) ( т ,Y)d т  = 2
с4 Y4( а  +  1)

•ехр( — ( а +  1) / 2) х

(48 +  2СсYт( а  +  1) +  6с + — ( а  +  1) +  ( а  +  1) );

ехр ( — ( а +  1) / 2) х—3 р ( а ,0) ( - ,  Y )dт = 2
с4 Y4( а  +  1)

х (48 +  2СсYт( а  +  (.) +  6с Y — ( а  -6 1) +  с у  т  ( а  +  1) ) +

+  с4Y4( 2  +  3 )4 ехр ( — ( а +  3 ) /2 )  (а  +  2) (С8 +  2СсYТ(а  +  3) +

+  6с У 2—2( а  +  3 )2 +  с У 3—3( а  +  3 )3 ) ;

J  — 3 Р(а,0) (—, Y )dт = -е х р ( — ( а +  1) / 2) х

х
(  +  2

с4 Y4( а  +  1)

+

с4Y4( а  +  3 )4 1 4 ' 4 ' / ' ' Vа +  1
С

2 2 2 2 3 3 3а  +  1) +  6с Y — ( а  +  1) +  с Y — х
(  а  +  36

х ( а + 1п + C4Y4( а + 3 )4 ехи —^ ( а + 3 ) / 2  (  а
х (С8 +  2СсYт( а  +  3) +  6с2Y2т 2( а  +  3 )2 +  63Y3т 3( а  +  3 )3) —

2 у  ехр (—сYт ( а + 5) / 2к а + С)  (С8 + 2с с Yт  х
2 2 2 2 3 3

с4Y4( а  +  5 )4 г к ‘ 4 ' /1 1  V а  +  27
( а  +  5) +  6с2Y2т 2( а  +  5)2 +  с^ 3—3 (а  +  5)3

/
.3 р (а ,0) (т , Y)d'

2
т , Y )dт =  —

CtY4( а  +  1)'
■ ехр ( — ( а  +  1) / 2)

(  +  3 2 2 2 2 3 3 3а  +  1) +  6с Y — ( а  +  1) +  с Y — х

х  (а  + 1^  +  с - у - а T W е х р ( —с^Т ( а  + 3 ) /2 )  С  +  1) х
х (С8 +  2СсYт( а  +  3) +  6с2Y2т 2( а  +  3 )2 +  с ^ 3—̂  а  +  3 )3)

6
с4 Y4( а  +  5)'

а  +  5
а  +  2

 ̂ (С8 +  2СсYт :

х ( а  +  5) +  6с2Y2т 2( а  +  5)2 +  с3Y3т 3( а  +  5 )3) +

C Y 4( а  +  7) ■- ехр( — с+г ( а  +  7 ) /2 )  ̂ + 3)  ^ 8  +

( а  +  7) +  6с2Y2т 2 ( а  +  7)2 +  с3Y3т  3( а  +  7 )3)

/ .3 р ( а, 0) (т , Y )dт =  —
<C±Y4( а  +  1)'

- ехр (—^^т( а  +  1) / 2)

(  +  С 2 2 2 2 3 3 3а  +  1) +  6с Y — ( а  +  1) +  с Y — х

C 4 у - а + w е х р (—сY—( а + 3 ) /2 )  с + 1 6 хх  ( +  1)3 +

х (С8 +  2СсYт(а  +  3) +  6с2Y2т 2( а  +  3)2 +  с3Y3т 3( а  +  3)3
12 ( ,_ч ( а  +  6\ ,

2  ̂ (С8 +  2СсYт хс д у х т ^  ехИ  ̂ ( а  + 5 ) /2 ) ( а  +  2)
х ( а  +  5) +  6с2Y2т 2( а  +  5)2 +  ( а  +  5)^) +

C Y 4( а  +  9)4

е х р ( —ауг( а  +  7 ) /2 )  ̂ + 3)  ^ 8  +  2СсYт ;

6(3) —
ехр ( — с-у-г( а  +  9 ) /2 )  ̂ ^  (С8 +  2СсYт :

х ( а  +  7) +  6с2Y2т 2( а  +  7)2 +  с3Y3т 3( а  +  7 )3) —

( а  +  9) +  6с2Y2т 2 ( а  +  9)2 +  с3Y3т  3( а  +  9)3

/
3Р (а,0) (т , Y )dт =  —

<C±Y4( а  +  1)'
- ехр (—^^т( а  +  1) / 2)

(  +  5
 ̂ (С8 +  2СсYт(а  +  1) +  6с2Y2т 2( а  +  1)2 +  с3Y3т 3 х

а  +  6610
с4Y4(а +  3)4 ех£  — ̂ ( а +  " » ~ > \ а + и

х  ( +  1) +

х ( С8 +  2СсYт(а  +  3) +  6с2Y2т 2( а  +  3)2 +  с ^ 3—̂  а  +  3)3 
20 ( ) ( а  +  7\ (

2  ̂ (С8 +  2СсYт хсузат w зехр(—с"'Т( а + 5)/2)(а + 2)
х ( а  +  5) +  6с2Y2т 2( а  +  5)2 +  ( а  +  5)^) +

20
с ^ ^  а  +  7 ) - е х р ( —с+т( а  +  7 ) /2 )  ̂ + 3)  ^ 8  +  2СсYт+  3

х ( а  +  7) +  6с2Y2т 2( а  +  7)2 +  с3Y3т 3( а  +  7 )3) —
10 +  9

 ̂ (С8 +  2СсYт :

х ( а  +  9) +  6с2Y2т 2( а  +  9)2 +  с3Y3т 3( а  +  9 )3) +

с*Y4( а  +  11)'
- е х р (— сут( а  +  11 )/2 ) ̂  5  ̂ (С8 +

х  ( а  +  1 1 ) +  6 с2 Y2т 2( а  +  1 1 ) 2 +  с ^ 3—3( а  +  1 1 )3).

X 2
+ X

2
X.4

X.
о

8
+

2

2
X.5

2
X.

о

О:

+ X

X.3

X.

2
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т3р(а,0) (т, 7 )dт

—0 , 2 

—0 , 4 

—0 , 6

—0 , 8 
1

1, 5

2 , 5
3 4

7 т

б )

Рис. 1.114. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7  =  2, а  Е [0; 5];
7  Е (1; 3, 5], а  =  1

Ц .1151 / т - Р < " - 0) ( т , 7 )1 т  =  - £ 0 ( ‘ +  +  +  “ )
з=0

х  < —1) й е х р (—( 2 в +  а  +  1) с у т / 2) х  

х
7=0 <п — 7)^ С 7 <2« +  а  +  1) / 2^

7 + 1 '

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

2п \
J  т( р 0а,0') (т, 7 )dт = -------\ ех р (— (а  +  1) / 2) х

Е ( — 2—  ) 3 т(с7 (а  +  1) / 2с7 (а  + 1) / 2 /  (п — 7 )\’

J  тп рГа,0) (т, 7 )dт =  — ехр (— (а  +  1) / 2) х

/ п т( - 3
х  I (а  +  1)п\ Е  ------------- (------------------- ) Т+Г

V 3=0 (п — 7)\(с7 (а  +  1 ) /2 0

п — 3
— (а  +  2)п \ехр ( — 7т ) ^2 ' , Л1

3=0 (п — 7 ) 0 с7 (а  +  3)/2^  

^  тп р 2а ’0  ̂(т, 7 )dт =  — ехр( — с7 т(а  +  1) / 2) х

х (  ( а  +  2) п\ 5 0  ___________— ________-  —
^  а  }  3=0 (п — 7)\ ( с7 (а  +  1) / 2 ) 3 +

( а  +  3)  (  — 3
— Vа +  V  п \ ехр (—с7 т) 2 _̂ (п — 7 )\ с7 (а  +  3 ) /2

+  ( а  +  2)  п \ехр (—2с7 т ) Е
тп — 3

(п — 7 )\ (  с7 (а  +  5)/2^  3 

J  тп р (а ,0 ') (т, 7 )dт =  — ехр (— (а  +  1) / 2) х

с : 3)  п \ё (п — 7 )! с7 (а  +  1)/2

3 аа  ++  41 п ! ехр (—с7 т)

3+1 

п — 3

+ 3 (  а + 2)  п \ехр ( —2с7 т ) Е

— ( а + 3 )  п \ехр ( —3с7 т  ) Е

(п — 7)\( с7 (а  +  3 ) /2 )  3 +
т ( —3

(п — 7)\ ( с7 (а  +  5 ) /2 ^3

0 (п — 7) ^ 9с7 (а  +  7)/2^  3 

J  т( р4“ -0) (т, 7 )d т =  — ехр( —с7 т (а  +  1) / 2) х

(а + ̂  п\Ё (п — 7 )\( с7 (а  +  1) / 2)

— С  +  1) п \ ехр( —с7 т ) Е+  1 3=0

+  ^ а  +  6) п \ехр ( —2с7 т ) Е

3+1 

п — 3

(п — 7 )\( с7 ( а  +  3)/2^  3 +
т  п —3

3=0 (п — 7)\ ( с7 (а  +  5 ) /2 ^ 3
т  п — 3

-  а {   ̂п\ ехр (—3с7 т ) \    .
1 а  +  ^  3= 0 (п — 7 )\( с7 ( а  +  7 ) /2 ) 3

++  84 п ! ехр (—4с7 т) Е  —  
а  +  4 3=0 (п —

^  тп р 5а ’0) (т, 7 )d т =  — ех р (— ( а  +  1) / 2) :

х ' ^ )  п\Е 0 (п — 7 )! с7 ( +  1)/2

— 5 ++  16 п ! ехр (—с7 т)

+  1^ а  +  2) п \ехр ( —2с7 т ) Е

(п — 7)\( с7 ( а  +  3 ) /2 ) 3 + 1
т ( —3

: -------------Г -- --------------- )0 (п — 7 )! с7 ( +  5 ) /2

0
2 2

(  — 3ту.

X +

(  — 3т

(  — 3ту.

+

+

п — 3т

+
п — 3

+
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— 10( а + з )  п ' ехр ( —3 с7 т)

/  а  +  9\
+  Н  а  +  а)п ехр ( —4с7 т )

(п — 7)\( с7 ( а  +  7 ) /2 у
т п—3

3=0 (п — 7)\(с7 (а  +  9 ) /2 ^ 3 +

1 +
С + “ )  п \ех р (—5с7 т  ) х ;- а  +  5 3 = 0 (п — 7)\ ( с7 (а  +  11)/2^

б)

Рис. 1.И 5. Вид неопределенного интеграла н-ого рода от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) п =  0..5, 7  =  2,
а  е  [0;5]; б) п  =  0..5, 7  Е (1; 3, 5], а  =  1

1 .1 1 6 / г Г ' ы н т  =  — ;= ;(  Х Т '  ) х

- е х р ( — <2* +  1)у т ) .

з=0

< —I ) 5
Т<2з +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций 
0-5 порядков:

J  Р0(0’1) ( т ,7М т  =  — ~ехр( —7 т ) ;

J  р̂ 1-0,1) (т, х)&т =  ехр (—7 т )(1 — ехр( —27т ));

Р Р̂2(0,1) (т, 7 )dт =  ех р (— х т)(3 — 8 ехр( —27т ) +  6 х
2 37

х  ехр (—47 т))
J  Р3(0,1) (т, 7 )dт =  — — ехр (—7 т)(1  — 5 ехр( —27т ) +  9 х

х  ехр (—47 т) — 5 ехр (—67 т))

Р Р4(0,1) (т, 7 )dт =  ех р (—7 т )(5  — 40 ехр( —27т ) + 1 2 6  х
4 57

х ехр (—47т ) — 160ехр( —67т ) +  70 ехр (—87т ));

Р р50, 1) (т, 7 ^ т  =  ех р (—7 т  )(3 — 35 ехр( —27т ) + 1 6 8  х
5 37

х ехр (—47т ) — 360ехр( —67т ) +  350ехр (—87т ) — 126 х 
х ехр (—107т )).

Рис. 1.116. Вид неопределенного интеграла от  ортогональных
7  =  2 с =  2 =  0 в  =  1

[1 .1 1 7 , / ' т Р < ° '1) ( т . 7 Н1т  =  — £  ф ( ‘  +  в +  ‘ )  х
]  з=0 * *

х (  —1)5 е х р (—<2* + 1)7 т  ̂  ̂ ¿ + Г ) +  т 2<2*1+ 1) ^  ■

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

У  т P 0(0’ 1)(т, 7 ^  =  — 7 2  ехр( — 7т)(7 т +  1);

У  т р l(0’ 1)(т, 7 )dт =  — 372 ехр( — 7т) (3 — ех р (—27 т) +  7 т х

х (3 — 3ехр ( —27т )) ) ;

п — 3т п—3т
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T тР( 0 ,1) (т, Y )d ' = -------- exp (—y t ) (45 — 40 exp( —2 y t ) +
2 45Y2

+  18exp (—4 y t  ) +  Y '  (45 — 120exp( —2 y t  ) +  90 exp (—4 y t  ) ) ) ;

[  t P 3 (0 , 1 )(t, Y)dT =  — 2 ex p (—y t ) (105 — 175 X
105Y2

X exp( —2 y t ) +  189 exp (—4 y t ) — 75 exp( —6y t ) +  y t  x 
x (105 — 525 exp( —2 y t ) +  945 exp (—4 y t ) — 525 exp( —6y t ))) ;

у т Р (0Д )( 1t P4'j > l ' (t , Y)dT =  — 1575— -  ex p (—y t ) (1575 — 4200 X

X exp( —2 y t ) +  7938exp(—4 y t ) — 7200 exp( — 6y t ) +  2450 X
X ex p (—8y t ) +  Y' (1575 — 12600 exp( —2 y t ) +  39690 exp (—4 y t ) — 
— 50400 exp( —6y t  ) +  22050 ex p (—8y t  ) ) ) ;

/ ’t P 5(0,1) (t , Y)dT =  —- - exp (—y t ) (10395 — 40425
10395Y2

X exp( —2 y t ) +  116424 ex p (—4 y t ) — 178200 exp( —6y t ) +
+  134750 ex p (—8y t ) — 39690 exp (—10 yt) +  y t (10395 — 121275 X 
X exp( — 2y t ) +  582120 ex p (—4 y t ) — 1247400 exp( —6y t ) +
+  1212750 exp (—8y t  ) — 436590 exp (—10yt )) ) .

/

Рис. 1.117. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; с  =  2  с = 2 ,  

а  =  0  в  = 1

|1.118| / т 2П < «> < т .- ,М т  =  — £  Q f  +  S + 1)

X < —1)S exp ( —<2s +  1)7 ^  ( — — — -  +  
\ Y ( 2 s +  1)

+
2т

+
Y2<2s +  1)2 y 3( 2s +  1 )3 ■

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

2 р (0,1Ь  _1  , _\ /..,2 _2‘ Р^ ’ 1 (т,  Y)dT =  — —  ex p (— YT)(y  t  +  2y t  +  2);/ ’
[  т 2 Р1(0,1) (t , Y)dT =  — exp (—y t  ) (18 — 2 exp( —2 y t  ) +1 9Y3Y3

2 2+  y t (18 — 6 exp( —2y t ) +  y  t (9 — 9 exp( —2y t )) ) ;

J  т2 Р2(0,1) (t , Y)dT =  — 675—3 exp (—y t  ) (1350 — 400 X

X exp— 2 y t ) +  108 exp— 4 y t ) +  y t (1350 — 1200 exp —  2 y t ) +  
+  540 exp (—4 у т )) +  y 2t 2 (675 — 1800 exp— 2 ) +  1350 X
x exp ( —4y t ) ) );

J  т 2р 3(0,1 )(т , Y)dT =  — 11015y3 exp( — YT ) (22050 — 12250 X

X exp( —2 y t ) +  7938exp(—4 y t ) — 2250 exp— 6y t ) +  y t  x 
x (22050 — 36750 exp( — 2YT) +  39690 exp— 4 y t ) — 15750 X

x exp— 6y t )) +  y 2t 2 (11025 — 55125 exp— 2 y t ) +  99225 x 
X exp— 4 y t ) — 55125 e x p (—6Y ' )) ) ;

[  т2 р 40 ,1) (т, Y)dT = ---------------- - ex p (—y t ) (992250 —J 4 V '  496125y 3 V
— 882000 exp( —2y t ) +  1000188 exp— 4y t ) — 648000 X
X exp— 6y t ) +  171500ex p (—8y t ) +  y t (992250 — 2646000 X 
X exp( —2 y t ) +  5000940 exp— 4 y t ) — 4536000 exp( —6y t ) +
+  1543500 exp— 8y t )) +  y 2t 2 (496125 — 3969000 exp( —2 y t ) +
+  12502350 exp( —4 y t ) — 15876000 exp — 6y t ) +  6945750 X 
x exp( —8y t ) ) );

i T2 p 5(0 ’ 1 ) (T- Y)dT =  — 36018675y3 6xp — Y' )(72037350 —
— 93381750 exp( —2y t ) +  161363664 exp (—4y t ) — 176418000 X
X exp— 6y t ) +  103757500 exp— 8y t ) — 25004700 exp— 1 0 yt) +  
+  y t (72037350 — 280145250 exp( —2 y t ) +  806818320 X 
X exp— 4 y t ) — 1234926000 exp— 6y t ) +  933817500 X 
X exp— 8y t ) — 275051700exp —  1 0 yt)) +  y 2t 2 X 
X (36018675 — 420217875 exp— 2 y t ) +  2017045800 exp— 4 y t ) —
— 4322241000 exp— 6y t ) +  4202178750 exp— 8y t ) —
— 1512784350 exp— 10y t ) ) ) .

/ '

Рис. 1.118. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от
Y =  2 c =  2

а  =  0  в  = 1

[1 .1 1 9 ] i  т З р (0 Д )(т , 7 ) ё т  =  — Q C  +  s +  ^  X
J s=0 s s

(  т 3 3т 2
X < —1)S ex^ —<2s +  1)7^^ . ' +  2 ( 0  n 2 +V 7 <2s +  1) 7 2<2s +  1)2

6т  6
+  y 3 (2s +  1 )3 +  7 4 <2s +  1)4 ■

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

[  т 3 р 00,1) (—, Y )dт = -----— ехр (— )(Y3т 3 +  3Y2т 2 +  6YТ +  6);
У Y4

J  —3 р̂ 1-0,1) (—, Y )dт =  — 9—4 ехр—  -у) (5С — 2 ехр( — 2 ) +

+  ¡̂т (5С — 6 ехр( — 2̂ ¡̂т ) +  Y2т 2 (27 — 9 exp( — 2Yт)) +  Y3т 3 х 
(9 — 9ехр ( —2YТ)));

I - ex p (—YT) (20250 — 2000 :

/

3375Y4
exp( — 2 y t  ) +  324exp (—4 y t  ) +  y t  (20250 — 6000 exp— 2 y t  ) +  
1620exp(—4 y t )) +  y 2t 2(10125 — 9000exp— 2 y t ) +  4050 X 
exp— 4 y t )) +  y 3t 3(3375 — 9000exp( — 2 y t ) +  6750 X 
exp( —4Yt  ) ) );

т 3p (̂0,1) (T,Y)dT =  — 1
385875y 4

ex p (—y t ) (2315250 —

1

X

2

2

1
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— 428750 ехр( —27т ) +  166698 ехр (—47т ) — 33750 ехр( —67т ) +  
+  7 т(2315250 — 1286250 ехр( —27т ) +  833490 ехр (—47т ) —
— 236250 ехр( —67т )) +  7 2т 2(1157625 — 1929375 ехр( —27т ) +  
+  2083725 е х р (—47 т) — 826875 ехр( —67 т)) +  7 3т3 х
х (385875 — 1929375 ехр( —27т ) +  3472875 ех р (—47т ) — 

1929375 е х р (—67т )) ) ;

/ .3 р (0,1) (т, 7 )d'т - ех р (—7 т ) (312558750 —5209312574
— 92610000 ехр( —27т ) +  63011844 ех р (—47т ) — 29160000 х 
х ехр( —67т ) +  6002500 ех р (—87т ) +  7 т(312558750 —
— 277830000 ехр( —27т ) +  315059220 ех р (—47т ) — 204120000 х 
х ехр( —67т ) +  54022500ех р (—87т )) +  7 2т 2(156279375 —
— 416745000 ехр( —27т ) +  787648050 ех р (—47т ) — 714420000 х 
х ехр( —67т ) +  243101250ех р (—87т )) +  7 3т 3(52093125 —
— 787648050 ехр( —27т ) +  1312746750 ехр (—47т ) —
— 1666980000 ехр( —67т ) +  729303750 ехр (—87т ))) ;

/ 3Р (0,1) (т, 7 )d'т - ехр (—7 т) х
4160156962574

х (249609417750 — 107855921250 ехр( —27т ) +  111825019152 х 
х ехр (—47т ) — 87326910000 ехр( —67т ) +  39946637500 х 
х ехр (—87т ) — 7876480500 ехр( —107т ) +  7 т(249609417750 —
— 323567763750 ехр( —27т ) +  559125095760ехр(—47т ) —
— 611288370000 ехр( —67т ) +  359519737500 ех р (—87т ) —
— 86641285500 ехр( —107т )) +  7 2т 2 (124804708875 —
— 485351645625 ехр( —27т ) +  1397812739400 ех р (—47т ) —
— 2139509295000 ехр( —67т ) +  1617838818750 ехр (—87т ) —
— 476527070250 ехр( —107т )) +  7 3т3(41601569625 —
— 485351645625 ехр( —27т ) +  2329687899000 ех р (—47т ) —
— 4992188355000 ехр( —67т ) +  4853516456250 ехр (—87т ) —
— 1747265924250ехр( —107т ))).

I ' -

Рис. 1.119. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от
7  =  2 с =  2

а  =  0  в  = 1

[1 . 1 2 0 , / т - р ' 0-“ ( т . 7 Н1т  =  — £ 0 ( ‘  +  * +  ‘ )
■]  э =  0 * *

п
х< — 1 ) 5 е х р (—<2« + 1)7 Т) ^

*

п !т  п - 7

7=0 <п — j ) ! (  т ( 2* +  1)) 7+1

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

[  тп р 0(0,1) ( т ,7М т  =  — —  ехр( —7 т) Е  ( “ )3  7~-----
7  3=0 7  (п -  7 )\

^  тп р 1° ,1') (т, 7 )dт =  — ехр (—7 т) х

х п \ ^  --------------------—  —
^ 3=0 (п — 7 )\ (7 )3

тп —3
— 3п \ ехр( —27 т) У2 ------------- -— —+ 1

3 = 0 (п — 7)\ (37 ) ,

J  тп Р( 0 -1) (т, 7 )dт =  — е х р (—7 т) х 

I п п — 3
х  п  Е -

3=0 (п -  7 )\ 7

-  8п \ ехр(- 27 т)
(п -  7 )\ 37 3

1 +

+  10п \ ехр(- 47 т) Е - —
3=0 (п -  7 )\ 57

J  тп Р3(0'1) (т, 7 )dт =  — е х р (—7 т) х

х п \ у  т —  —
^ 3=0 (п — 7)\(7) 3

п тп—3
— 15п \ехр (—27 т  ) ^ -------------   +

3=0 (п -  7 )\ 37

+  45п \ ехр(- 47 т) Е
3=0 (п -  7 )\ 57 3

— 35п\ ехр (—67т ) ^  ^
3=0 (п -  7 )\ 77

J  тп р40,1) (т, 7 )d т =  — е х р (—7 т ) : 

I п - п —3
х  п \ Е -

3=0 (п -  7 )\ 37

— 24п\ ехр (—27т ) Е
3=0 (п -  7 )\ 57

1 +

+  126п\ ех р (—47т ) Е
(п -  7 )\ 77 33=0 (п -  7

— 224п\ ехр( —67 т) Е  +
3=0 (п -  7 )\ 97

п тп—3 \
+  126п \ехр ( —87 т ) ^ 2 ------------- -— ;

3=0 (п -  7 )\ 117  

j  тп Р5(0’1) (т, 7 )dт =  — е х р (—7 т) х

1п тп—3
Ы Е  ( -  3+1 —

3=0 (п -  7 )\ 7

— 35п\ ехр (—27т )
3=0

+  280п\ ех р (—47т ) Е
3=0

— 840п \ ехр(- 67 т) Е

(п - 7 )^ 3 7 )3-1
т п—3

0 (п - 7 )\ 57
т п — 3

3=0 (п  -  7 )\ 77  3
1 +

п — 3т

1

п — 3т

К

п — 3т

—3т

X
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+  1050n! exp( —87т ) £
3=0 (n — j ) !  (+ )3

Рис. 1.120. Вид неопределенного интеграла n-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 2-ого порядка; n  =  0..5, 7  =  2, 

с =  2, а  =  0, в  = 1

1.121 / p ¡“w = - еОУГ >
- e x p ( - ( 2s +  1)+ т ) .

s=0

( - 1Г
y ( 2s +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла от функций 
0-5 порядков:

-

-

-

,(0,2) (

>(0,2) (, (г , 7 )d r  =  exp( —7 т)(3 — 4 exp( — 27т ));
37

>(0,2) ( "2 (т, 7 )dT =  exp (—7 т)(3 — 10 exp( — 27т ) +  9 X
2 37

exp (—47т ));

I (0,2) (т, 7 )1т  =  exp (—7 т)(5  — 30 exp( — 27т ) +  63 X
57

exp (—47т ) — 40exp( — 67т ));

/■
(0,2) (т, 7 )1т  :

1
157

ex p (—7 т )(15 — 140exp( —27т ) +

- 504 exp (—47т ) — 720 exp( — 67т ) +  350 exp (—87т ));

/■
(0,2) (т, 7 )dт =  ex p (— )(21 — 280 exp( — 27т ) +

217
+  1512 ex p (—47т ) — 3600 exp( — 67т ) +  3850 ex p (—87т ) — 
— 1512 exp (— 107т )).

Рис. 1.121. Вид неопределенного интеграла от ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; =  2, с =  2, а  =  0  в  =  2

1 1 .1 2 4  ¡ t p ( " v , , . ) * = — + ; + 2)

X ( — 1) s e x p ( — (2s + 1) y t ) +
y (2 s  +  1) Y2(2s +  1)2

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

э(0,2)(

э(0,2)( :1т = -------- ex p (—7 т )(9  — 4exp ( —27т ) +  7 т(9 —97 2

- т

1 ­
— 12exp( — 27т )) ) ;

[  тР 20,2) (т, 7 )1т  = ---------- exp (—7 т ) (45 — 50 exp( — 27т ) +
2 457 2

+  27 exp (—47т ) +  7 т(45 — 150 exp( — 27т ) +  135 ex p (—47т ))) ;

[  тРз(0, 2 )(т , 7 )1 т  = ---------- - ex p (—7 т ) (175 — 350 X
17572

X exp( — 27т ) +  441 e x p (—47т ) — 200 exp( — 67т ) +  7 т(175 —
— 1050 exp( — 27т ) +  2205 exp (—47т ) — 1400 exp( — 67т ))) ;

т
(0,2) ( - exp (—7 т ) (4725 — 14700 :

472572
X exp( — 27т ) +  31752 e xp (—47т ) — 32400 exp( — 67т ) +
+  12250 exp (—87т ) +  7 т(4725 — 44100 exp( — 27т ) +
+  158760 ex p (—47т ) — 226800 ex p (— 67т ) +  110250 ex p (—87т )) ) ;

У  тР5°’2)(т,7 ) 1 т =  — 727|1572 exp ( —7 т ) (72765 —

— 323400 exp( —27т ) +  1047816 ex p (—47т ) — 1782000 X 
X exp( — 67т ) +  1482250 exp (—87т ) — 476280 ex p (— 107т ) +  7 т X 
X (72765 — 970200 exp( — 27т ) +  5239080 ex p (—47т ) — 12474000 X 
X exp( — 67т ) +  13340250ex p (—87т ) — 5239080ex p (— 107т ))) .

n - jт

х

1

1

3

4

5
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/

Рис. 1.122. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от
7  =  2 с =  2

а  =  0  в  =  2

[1 .1 2 3 ! / т 2р <°'2>(т , , №  = - £ Й ( к + ; + '2);
« -_П * *

х  < —I ) 5 е х р (—<2* +  1) 7 т )  |
1 <2 з +  1)

+

2т  2
+— 777— Г~Т77 +

■7 2 <2* +  1 )2 7 3<2* +  1) :

Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

т2 р 0° ,2) (т, 7 )dт = -----3 ехр (—7 т ) (7 *т* +  27т  +  2);
1

т2 р>10,2) (т, 7 )dт = ------- 3 ехр (—7 т ) (54 — 8 ехр( —27т ) +
277 3

- 7 т(54 — 24ехр( —27т ) +  7 2т 2(27 — 36ехр( —27т )) ) ;

1

/ т2 р20,2) (т, 7 )&т =    ех р (—7 т ) (1350 — 500 х
2 6757 3

х ехр( —27т ) +  162 ех р (—47т ) +  7 т(1350 — 1500 ехр( —27т ) +  
+  810 ех р (—47)т)) +  7 2т2(675 — 2250 ехр (—27 т) +  2025 х  

ехр (—47 т))

/ 2 (0,2) т Р3 ( т ,7 ^ т  =  — ехр (—7 т) 36750 — 24500
183757 3

х ехр( —27т ) +  18522 ех р (—47т ) — 6000 ехр( —67т ) +  7 т(36750 —
— 73500 ехр( —27т ) +  92610 ехр (—47т ) — 42000 ехр( —67т )) +
+  7 2т2(18375 — 110250 ехр( —27т ) +  231525 ех р (—47т ) —
— 147000 ех р (—67 т) ) )

[  т2 р40,2) (т, 7 )dт = ------------------ - ехр (—7 т) (2976750 —
У 4 4 "  148837573 4 п

— 3087000 ех р (—27т ) +  4000752 е х р (—47т ) — 2916000 х
х ехр( —67т ) +  857500 ехр (—87т ) +  7 т(2976750 — 9261000 х 
х ехр( —27т ) +  20003760ех р (—47т ) — 20412000ех р (—67т ) +
+  7717500 ех р (—87т )) +  7 2т  2(1488375 — 13891500 ехр( —27т ) +  
+  50009400 ех р (—47т ) — 71442000 ехр( —67т ) +  34728750 х 

ехр (—87 т))

/ ’ 1
- е х р (—7 т) (504261450 —

2521307257 3
— 747054000 ехр( —27т ) +  1452272976 ехр (—47т ) —
— 1764180000 ехр( —67т ) +  1141332500 ех р (—87т ) —
— 300056400 ехр( —107т ) +  7 т(504261450 — 2241162000 х 
х ехр( —27т ) +  7261364880 ех р (—47т ) — 12349260000 х
х ехр( —67т ) +  10271992500 ехр (—87т ) — 3300620400 х 
х ехр( —107т )) +  7 2т2(252130725 — 3361743000ехр( —27т ) +

+  18153412200 ех р (—47т ) — 43222410000 ехр( —67т ) +  
+  46223966250 ех р (—87т ) — 18153412200 ехр( — 107т )))

/

Рис. 1.123. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от
7  =  2 с =  2

а  =  0  в  = 2

[1 .124 ] I  тЗр( ° '2) (т , 1 )1 т  =  — ( * ) ( к +  * +  2) :

г 3 3т 2
х  <—I ) 5 е х р (—<2* +  1)7 т )  — — —  +  +

+

7 ( 2* +  1) ' 7 2 <2* +  1 )2 

6т  6
+

7 3<2* +  I ) 3 7 4 <2* +  I )4 ■
Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:
J  т3 Р00,2) (т, 7 )dт = -----4 ехр (—7 т ) ( 7 3т 3 +  372т 2 +  67т  +  6);

¡ т  3Pl(0■2)(т ,7 )d т =  — 2 7  ехр ( — 7тК 162 — 8 ехр( —27 т) +2774

+  7 т(162 — 24ехр( —27т ) +  7 2т 2(81 — 36ехр( —27т )) +  7 3т 3 х
(27 — 36ехр ( —27т )) ) ;

/ 3Р (0,2)
(т, 7М

1
т, 7 )dт =  — ехр(—7 т) 20250 — 2500

2 337574
х ехр( —27т ) +  486ехр (—47т ) +  7 т(20250 — 7500 ехр( —27т ) +  
+  2430 ехр (—47т )) +  7 2т2(10125 — 11250 ехр( —27т ) +  6075 х 
х ех р (—47т )) +  7 3т 3(3375 — 11250 ехр( —27т ) +  10125 х 
: ехр( —47 т )) ) ;

/ 3 (0,2)
(т, 7 )dт, 7  ю т  =  —

1
64312574

ехр (—7 т ) (3858750 —

— 857500 ехр( —27т ) +  388962 ехр (—47т ) — 90000 ех р (—67т ) +  
+  7 т (3858750 — 2572500 ехр( —27т ) +  1944810 ех р (—47т ) —
— 630000 ехр( —67т )) +  7 2т 2(1929375 — 3858750 ехр( —27т ) +  
+  4862025 ех р (—47т ) — 2205000 ехр( —67т )) +  7 3т3 (643125 —
— 3858750 ехр( —27т ) +  8103375 ехр (—47т ) — 5145000 х
х ехр( —67 т )) ) ;

1/ 3Р (0,2)
(т, 7Мт, 7  щ т =  — ех р (—7 т) 937676250 —

1562793757 4
— 324135000 ехр( —27т ) +  252047376 ехр (—47т ) — 131220000 х 
х ехр( —67т ) +  30012500 ехр (—87т ) +  7 т(937676250 —
— 972405000 ехр( —27т ) +  1260236880 ехр (—47т ) — 918540000 х 
х ехр( —67т ) +  270112500ех р (—87т )) +  7 2т 2(468838125 —
— 1458607500 ехр( —27т ) +  3150592200 ех р (—47т ) —
— 3214890000ехр( —67т ) +  1215506250ехр(—87т )) +  7 3т 3 х 
х (156279375 — 787648050 ехр( —27т ) +  5250987000 х
х ех р (—47т ) — 7501410000 ехр( —67т ) +  3646518750 х 
х  ехр(- 87 т))

3
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/ ’ хр(—YТ) хУ ' 291210987375Y4
х ( 1747265924250 — 862847370000 ехр— 2YТ) +
+  1006425172368 ex p (—4Yт) — 873269100000 ехр — 6YТ) +
+  439413012500 ex p (—8Yт) — 94517766000 ехр — 10YТ) +
+  {̂т (1747265924250 — 2588542110000 ехр — 2YТ) +
+  5032125861840 ex p (—4Yт) — 6112883700000 ехр— 6YТ) +
+  3954717112500 ex p (—8Yт) — 1039695426000 ехр— ^ т  )) +
+  Y2т 2 (873632962125 — 3882813165000 exp( — 2Yт) +
+  12580314654600 exp (—4Yт) — 21395092950000 ex p (—6Yт) +  
+  17796227006250 exp (—8Yт) — 5718324843000 ехр —  10YТ)) +  
+  Y3т  3(291210987375 — 3882813165000 exp( — 2Yт) +
+  20967191091000 exp (—4Yт) — 49921883550000 ехр— 6YТ) +  
+  53388681018750 exp (—8Yт) — 20967191091000ехр( — 10YТ) ) ) .

1 —

Рис. 1.124. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; с  =  2  с = 2 ,  

а  =  0  в  =  2

|1Л 25! /  т - Р » ’2> ( т . , ) 1 т  =  - £  ( » ) ( "  +  ’  +  2) :
У 2 2

п * — п — 1
х ( - 1)8 е х р ( - ( 22+ 1) 7 т )  Е

1=0 (п  -  3 )\( 7̂ (22  +  1) )
1+ 1 '

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

2п! ( )  ̂ ( '
(п — j ) ! ’J  — n р o(0’2)(т, Y)dт =  — —  ехр ( — 1Т) "52 ( - )  ^

^  — п рГ° ,2') (—, Y )dт =  — ехр (—YТ)

1п —п — 3
п! Е  / 6 1+1 —

1=0 (п — j ) ! \ Y)

— 4п! ехр (—2YТ) ^  0̂ (п — j)^ 3 Y J  

^  —п р 20,2  ̂(—, Y)dт =  — ехр—  ) х

х п! V  --------7----------- г  —
^ 3=0 (п — ¿ 0 ^ 1

п Т п — 3
— 10п! ехр( —2YТ) " 2 2 ------------- 7— ц "  +

1 = 0 (п — Л ! 0 )

+  15п !е х р( —4YТ ) Е  0  ц
1=0 (п — j)0 5 с 'J

^  — п Рз(0,2) (т, Y )dт =  — ехр (—YТ) х

/ _П ~п — 3
х  п! Е '

у 1=0 (п — л ф )

— 18п! ехр( —2YТ) Е

+  63п! ехр (—4YТ) Е
(п — Л! (зY ) 3

Т п — 3

1=0 (п — 7') 0 5 0 1

л  +

— 56п! ехр ( —6YТ) Е -------------7— 6 + 1
1=0 (п — j ) !  [7Yj

J  т п Р(0 '2) (т , Y )dт =  — ехр (—YТ) х

I п —П—1

х  п! Е  ■
у 1=0 (п — Л !(з Y )  

28п! ехр( —2YТ) Е
1=0 (п — Л! 0 ) 1

Л  +

+  168п! ехр( —4YТ) 0 ------------- 7— г-Тг Г
1 = 0 (п — j ) 0 7 Y )

— 336п! ехр( —6YТ) Е
1=0 (п — Л!

п Т п — 3
+  210п! ех р (—8YТ) Е - ---------

1=0 (п — j ) ^ 1lY )

^  — п Р5(0,2) (т, Y )dт =  — ехр (—YТ) х

х ( п! V  —П - 1 -+1 —
^ 1=0 (п — j ) !  0 1

— 40п! ехр —  2YТ) 1  '

Л  +

1=0 (п — Л! 0 )"
Л  +

+  360п! ех р (—4YТ) Е Т - 1

1=0 (п — Л ! 0 ) 3
—п —3

— 1200п! ехр ( —6YТ) Е ------------- 7 6^ тг  +
1=0 (п — j ) !  [7YJ

+  1650п! ехр (—8YТ)
1=0 (п — j ) 0 9 с '^5

п -П — 1
— 792п! ехр (—10YТ) Е

1=0 (п — ¿ ) ^ И ^  1

1

п— 1)

п— 1)

)

Л
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Рис. 1.125. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от 
ортогональных функций Якоби 2-ого порядка; п  =  0..5, 7  =  2, 

с =  2  а  =  0  в  =  2

[1 .1 2 6 , / р « > < т . , ) 6 т  =  - £  0 ( к +  ;  +  в )
5=0

52 <—I ) 5
х  ,0 , п  ехр ( —<2* +  1)с Тт / 2 ) ■С7 <2* +  1)

Частные случаи для неопределенного интеграла от  функций 
0-5 порядков:

2 ( )
- ехр( — (2з +  1)с7 т / 2);)0(0■Э)(т ,7 )d т :

Г в ) (т,7^т

ех р (—с7 т)

/ э(0,в)

с7
2

3с7

1

ехр —  (2  ̂+  1)с7 т / 2) (3 — (в  +  2) х

(т, 7 ) =  =  ———  ехр —  (2в +  1 )с7 т /2 )(3 0  — 20 х

I
15 с7

(в  +  3) ехр( — с7 т) +  3 (в 2 +  7в +  12) ех р (—2с7 т ));

4з(0•в ) (т ,7 )d т :
105 с7

е х р (—(2 в +  1)с7 т / 2) (210 — 210 х

(в  +  4) е х р (— 0 7 т) +  63(в +  9в +  20) е х р (— ) — 5 х
(в 3 +  15в2 +  74в +  120) ехр (—3с7 т ));

/ э(0,в) (т, 7 )dт : ехр —(2в +  1)с7 т/2 х
3780с7

х (7560 — 10080(в +  5) ехр( —с7 т ) +  4536(в2 +  11в +  30) х 
х ехр( —2с7 т ) — 720(в3 +  18в2 +  107в +  210) ехр— 3с7 т ) +  35 х 

(в 4 +  26в3 +  251в2 +  1066в +  1680) е хр (—4с7 т ) ) ;

I 1
ехр —(2в +  1)с7 т/2 х

41580с7

х (83160 — 138600(в +  6) ехр( —с7 т ) +  83160(в2 +  13в +  42) х 
х ехр( —2с7 т ) — 19800(в3 +  21 в 2 +  146в +  336) ехр (—3с7 т ) +  
+  1925(в4 +  30в3 +  335в 2 +  1650в +  3024) ех р (—4с7 т ) — 63 х 
х  (в 5 +  40в 4 +  635в 3 +  5000в 2 +  19524в  +  30240) ехр( —5с7 т) )

0 , 1

0, 2

1, 5

2, 5

7 т

б)

Рис. 1.126. Вид неопределенного интеграла от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  2, в  Е [0;5]; б) 7  Е (1; 3, 5],
в  =  1

[1 .127 ] [  —р (  ° ’в)(т>7)1т =  к +  * +  в )
'  5 =  0 4 * *

(  2 —
х  < —I ) 5 е х р ( —<2* +  1)с 7 —/ 2)

С7 <2* +  1)

+

+

с 27 2<2* +  I ) 2 ■

Частные случаи для неопределенного интеграла 1-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

' э(0>в) ( ___
 -  " 2

2
‘7 . ехр ( — Е т )  (7 т +  2)J  тР7 Р>(т,7 ) <̂т =  

у  т Р (0.в)

х  ехр ( —с7 т) +  7 т(9 — 3 (в  +  2) ехр ( —с7 т))

т Р ( ’ } (т, 7 )^т =  — 2 2 ехр9с 27 2 ( — ̂  (18 — 2(в  +  2) х

X

1 0

2 2

3

X

4



78 Аналитические представления во временной области

/ т Р 2(0,Э)(т, Y)dт =  — ^ ^ 2  ехК — Ц т )  (450(сYТ +  2) —

— 100(в  +  3)(3сYт +  2) ехр (— с̂т) +  9 (в 2 +  7в  +  12)(5сYт + 2) х 
х ехр (— Ccут));

/ тРз° ’Ю (т, ^  =  — 36751C2Y2 е х р ( — с2 Т )  (7350(сYТ +  2) —

— 2450(в +  4)(3сYт +  2) ехр( — CYТ) +  441(в2 +  9в +  20) х
х (5сYт +  2) ехр —  2сYт) — 25 (в3 +  15в2 +  74в +  120)(7сYт +  2) х 
х ехр—  Зс-ут));

[  —Р4(0' в ) (т ,Y )d т  = ------------ 1 2 2 ехр ( — —  6 х
У 4 4 "  1190700с2Y2 V 2 )

х (2 3 8 1 4 0 0 ^ — +  2) — 1058400(в +  5)(3сYт +  2) ехр( — CYТ) +

+  285768(в2 +  11в +  30)(5сYт +  2) ехр— 2сYт) — 32400(в3 +  18 х 
х в 2 +  1°7в +  210)(7сYт +  2) ехр (—3сYт) +  1225(в4 +  26в3 +
+  251в2 +  1066в +  1680)(9сYт +  2) е х р (—4сY т));

[  тР(0 ’в ) (т,Y)dт = ------------- 1----------- ехр ( — —  6 х
У 5  ̂ ’  28814940с2Y2 V 2 У

(57629880(сYт +  2) — 32016600(в +  6)(3сYт +  2) ехр( — CYТ) +
+  11525976(в2 +  13в +  42)(5сYт +  2) ехр( —2сYт) — 1960200 х 
х (в 3 +  21в2 +  146в +  336)(7сYт +  2) ехр— 3сYт) +  148225(в4 +  
+  30в3 +  335в 2 +  165°в +  3024)(9сYт +  2) е х р (—4сYт) — 3969 х 
х (в 5 +  4 °в 4 +  635в 3 +  5000в2 +  19524в +  30240)(11сYт +  2) х 
х ехр— 5сYт)) •

Рис. 1.127. Вид неопределенного интеграла 1-ого рода от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) =  2, в  £ [0; 5]; б)
Y £ (1; 3, 5], в  = 1

|1.128| / т 2Р » ’» > ( т , , ) 8 т  =  - £  ( V  +  2 +  « )
7 ^=о 2 2

2
з=0

(22 +  1) \ !  2 т
х  ( - 1) в е х р ^ - - — 2— -сут

2 е у ( 2 2  +  1)
+

+
8т

+  -
16

с 27 2(22 +  1 )2 с 37 3(22 +  1) ■>
Частные случаи для неопределенного интеграла 2-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

I
I

2 0 (0, в) { \л 2' Ро ( т ,Y)dт =  — ^ ^  ехр с3Y
2 п (01в) (т, Y )dт =  —

(  2̂ )  (8 +  4CYТ +  с2Y2т 2);

ехр ( — 6 (54(с2Y2т2 +

o3Y3 
2

2 7 с ^  V 2
2 2 2- 4сYт +  8 ) — 2(в  +  2)(9с с  — +  12сYт +  8) ехр (— )) ;

/ т 2Р,(0’в) (т, Y )dт :
1

" 3375с3т3 ^ (6750(с2Y2т 2 +

+  4сYт +  8 ) — 500(в +  3 )(9 с2Y2т 2 +  12сYт +  8) ехр( — с)т ) +  
-+ 27 (в2 +  7в +  12)(25с2Y2т 2 +  20сYт +  8) ехр( —2сY т));

[ т 2 р ( 0 ’ в ) (т,Y)dт = ----------- 1-------- ехр ( — CCГ6 х
У 3 ( , ,) 385875с3Y3 ^  2 )

х (771750(с2Y2т 2 +  4сYт +  8 ) — 85750(в +  4 )(9с2Y2т 2 +  
+  12сYт +  8) ехр—  с +  ) +  9261(в2 +  9в +  20)(25с2Y2т 2 +  
+  20сYт +  8) ехр( —2сYт) — 375(в3 +  15в2 +  74в +  120) х 

(49с2Y2т 2 +  28сYт +  8 ) ех р (—3сY т));

Iт2 р (0>в)' Р А (т, Y )dт : - ехр
\

 х2 )375070500с3Y3
х (750141000(с2Y2т 2 +  4сYт +  8) — 111132000(в +  5 )(9 с2Y2т 2 +  
+  12CYТ +  8) ехр( —CYТ) +  18003384(в2 +  11в +  30)(25с2Y2т 2 +  
+  20сYт +  8) ехр( —2сYт) - 1458000(в3 +  18в2 +  107в +  210) х

(49с2Y2т 2 +  28сYт +  8) ехр (— З) +  42875(в4 +  26в3251
в 2 +  1066в +  1680)(81с2Y2т 2 +  36сYт +  8 ) ехр— 4сY т));

/ -2 р (0>в) (т, Y )dт =  —
1

99843767100с3Y3
(  с1 т\ 

\ —^ )

х (l99687534200(с2Y2т 2 +  4сYт +  8) — 36979173000(в +  6) х 
х ^ с У 2—2 +  12CYТ +  8) ехр( —CYТ) +  7987501368(в2 +  13в +
+  42)(25с2Y2т 2 +  20CYТ +  8) ехр— 2сYт) — 970299000(в3 +  21 х 
х в 2 +  146в +  336)(49с2Y2т 2 +  28сYт +  8 ) ехр ( —3сYт) +
+  57066625(в4 +  30в3 +  335 в 2 +  165°в +  3024)(81с2Y2т 2 +
+  36CYТ +  8 ) е хр (—4CYТ) — 12502359(в5 +  4 °в 4 +  635в3 +  5000 х 
х в 2 +  19524в +  30240)(121с2Y2т 2 +  44сYт +  8 ) ехр— 5сYт)).

х

5
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Рис. 1.128. Вид неопределенного интеграла 2-ого рода от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7  =  2, в  Е [0; 5];
7  Е (1; 3, 5], в  = 1

[1 .1 2 9 , / т 3р Г > ( т . - , М т  =  - Е © С  +  +  О  х
1 5=0 * *

I  2т  3
х  < —1)5 е х р ( —<2* +  1)с 7 т / 2 ) ( с 7 <2* +  1) +

12т2 48т 96
+  с 27 2 <2* +  I ) 2 +  с 37 3<2* +  I ) 3 +  с47 4 <2* +  I )4 ■

Частные случаи для неопределенного интеграла 3-ого рода от 
функций 0-5 порядков:

т3 р(0,/3)(т. 7)Нт = ------—  их,., -  - 2J  тЗр° 0'|3)(т, 7 ) 'Лт =  — ехр ( — Е т )  (48 +  24с7 т  +

2 2 2 3 3 3)+: 6 с 7  т +  с 7  т

!  тЗр (о,в ) (т,7 )^  =  — 27с247 4 ехр ( — СЕ т )  (54(с37 3т3 +

+  6с27 2т 2 +  24с7 т  +  48) — 2 (в  +  2 )(9с37 3т 3 +  18с27 2т 2 +  
- 24с7 т  +  16) ехр (— с̂т)) ;

у  т 3Р <0в ) (т,7М - с7 т
т Р2 '(т, 7 )7 т =  — —:— т е х Ы- —̂ ) х

—с
16875с47 4 V 2 /

3 3 3 2 2 2х (33750(с37 3т 3 +  6с27 2т 2 +  24с7 т  +  48) — 2500(в +  3)
х  (9с 37 3т3 +  18с 27 2т2 +  24с7 т +  16) ех р (—с7 т) +  27(в 2
+  7в  +  12)(125с37 3т 3 +  150с27 2т 2 +  120с7 т  +  48) ехр( —

/  т 3 р ( 0’в ) (т, 7 ^т  = ------------- 1---- —  ехр ( — )  х
3 13505625с47 4 2

X

х (27011250(с37 3т 3 +  6с27 2т 2 +  24с7 т  +  48) — 3001250(в +  4) х 
х (9с37 3т 3 +  18с27 2т 2 +  24с7 т  +  16) ехр (— ) +  64827(в2 +
+  9в +  20)(125с37 3т 3 +  150с27 2т 2 +  120с7 т  +  48) ехр( —2с7 т ) —
— 1875(в3 +  15в2 )  

48) ехр (—3с7 т ))

/ т  3 р

74в +  120)(343с37 3т 3 +  294с27 2т 2 +  168с7 т  +

3 P40’в ) (т ,7 )d т  = ехр
с7 т
  х2 )39382402500с47 4 

(78764805000(с37 3т 3 +  6с27 2т 2 +  24с7 т  +  48) — 11668860000 х 
(в  +  5 )(9 с37 3т 3 +  18с27 2т 2 +  24с7 т  +  16 )ехр (— ) +

+  120с7 т  +  48 )ехр ( —2с7 т ) — 21870000(в3 +  18в2 +  107в +  210) х
х (343с37 3т 3 +  294с27 2т 2 +  168с7 т  +  48) ех р (—3с7 т ) +

+: 162с27 2т2 +  72с7 т +  16) ехр (—4с7 т)

[  т3 Р50,в) (т, 7 )dт = ---------------------------- -—-  ехр ( —
5 9609962583375с47 4

с7 т
  х2 )

— 3559245401250(в +  6 )(9с37 3т 3 +  18с27 2т 2 +  24с7 т  +  16) х 
х ехр( — с7 т) +  307518802668(в2 +  13в +  42)(125с37 3т 3 +
+  150с27 2т 2 +  120с7 т  +  48) ехр( — 2с7 т ) — 80049667500(в3 +  21 х 
х в 2 +  146в +  336)(343с37 3т 3 +  294с27 2т 2 +  168с7 т  +  48) х 
х ех р (—3с7 т ) +  43941301250(в4 +  30в3 +  335в2 +  1650в +
+  3024)(243с37 3т 3 +  162с27 2т 2 +  72с7т +  16) ех р (—4с7 т ) —
— 1312746750(в5 +  40в4 +  635в3 +  5000в2 +  19524в +
+  30240)(1331с37 3т 3 +  726с27 2т 2 +  264с7 т  +  48) ехр (—5 с7 т)).

1

х

+  378071064(в2 +  11в +  30)(125с37 3т 3 +  150с27 2т 2 +

+  1500625(в4 +  26в3 +  251в2 +  1066в 1680)(243с37 3т3 +

х (19219925166750(с37 3т 3 +  6 с27 2т2 +  24с7 т  +  48)
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2

4

1, 5

2 , 5

б)

Рис. 1.129. Вид неопределенного интеграла 3-ого рода от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) =  2, в  £  [0; 5];
Y £ (1; 3,5 ], в  = 1

11.1301 Г т " Р Г ’ ( т л М т  =  - £  О С  +  2 +  в )
]  8 = 0  2 2

х  ( - 1) 8 е х р ( - (22 +  1) с у т / 2) х
п . п _  1

х  Е
1=0 (п  -  ] ) \ ( е ~1( 2 2  +  1) / 2^

1+ 1 '

Частные случаи для неопределенного интеграла п-ого рода от 
функций 0-5 порядков:
J  тп Р0(0,в) (т, Y )dт = ------- - ехр (— с ^ х

иод■I I 2  (п — j ) ! !

J  тп р̂ 1(0,в) (—, Y )dт =  — ехр( —сYт|2) :

Тп—1

п! Е ------------- т— \т+г —
1=0 (п — сп1 2 у ^

— (в  +  2)п! ехр— ^ ) Е  '
1=0 (п — j )

^  тп Р( ° ’ в') (т,Y)dт =  — ехр( — CYт|2 ) х

х  ( п! Е
0 (п

— 2 (в  +  3)п! ехр( — ) Е
1=0 (п — j ) ! (  3 с

+  (  2 ) n ! e x P( — 2 сYт)^  ^  ,„^ 1 + 1
1=0 (п — ¿ ) ^ 5 с  

J  т п Рз(0,в) (—, Y )dт =  — ех р (— х

х  I п! Е  —
\ 1=0  (п —

— 3 (в  +  4 )п !ех р ( — CYТ ) ^ ----
1=0 (п — j ) ! ( 3 с с

+  3 (  2 )  п !е х р ( —2сYТ) X )   / м '+1
4 2 1  1=0 (п — ¿ ) ! ( 5 с  1

— в +  ^п! ехр (—3сYт) ^
1 3 > 1=0  (п — ¿ ) ! ( 7 с

J  т в р ) 0О  (—, Y)dт =  — ехр (— х

—п—о
п ! £ -----------7

1=0 (п — j ) !

— 4 (в  +  5)п! ехр( — с с —) Е
= 0 (п — ¿)Ч  3с

+  К в  +  ^ п !е х р ( —2сYТ) Е  
2 1=0

— 4 ( в  +  ^  п! ехр( —3сYТ) Е

1=0 (п — j ) ! [ 5 с с  
в  +  76 п  —п —1

(п — j ) ! (7 сY | 2Лf 1

+   ̂ 4 ^п! ехр (—4сYт) Е
0 (п — ¿ ) ^ 9 с  

J  тп р 50,в) (—, Y)dт =  — ехр (— х

х (п !  Е  п — 1
0 (п -

— 5 (в  +  6)п! ехр ( — сс с) ^ 2 --------- /  Л 1 + 1
1=0 (п — ¿)! (3 сс

+ 10( в + 7)  п !е х р( —2сYт ) Е —
4 2 '  1=0 (п — ¿ ) ! ( 5 с

1
0

2
2

3 4
C с

с

X +

+

п— 1)

+

с

п— 1с
+

+
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— 10 ( в  +  ^  п \ехр ( —3с7 т ) Е
0 (п — 7 )\ 7с7 /2

1 +

+  5^ в +   ̂п\ехр(—4с7 т ) Е
0 (п — 7 )\ 9с7/2 3

( в  +  10)  п \ ехр ( —5с7 т ) Е
0 (п — 7 )\ 11с7 /2

б)

п— 3т п—3т

т

Рис. 1.130. Вид неопределенного интеграла п-ого рода от ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) п =  0..5, 7  =  2,
в  Е [0;5]; б) п =  0..5, 7  Е (1; 3, 5], в  =  1
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Глава 2

Основные и расширенные свойства во 
временной области

Определение.
Д л я  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й ,  о п р е д е л е н н ы х  в  Г л а в е  1 , о п р е д е л е н ы  о с н о в н ы е  с в о й с т в а  [13]

В и д  ф у н к ц и й  

ф к ( т , ч )

Р
(а  ,0)

Р
(0,в )

( т> 1 ) 

( т , 1 )

Ь ка  ) ( т , 7 )

Н о р м а В е с

\\Фк ||2 (г ,1 )}  (т, 7 )

1
1

с у  ( 2 к  +  а  + 1 ) 
1

(1  — е х р ( — с у т ) ) в
с у ( 2 к  +  в  +  1 )

(к  +  а ) !
т а

к ! у а  + 1

З н а ч е н и е  в  « н у л е »  

ф к ( 0 , у )

( - 1 ) к 

<— ч к (  ‘  +  О

ш
и  в ы я в л е н о  р а с ш и р е н н о е  с в о й с т в о  [5] 

£  ,1 т =  - ф к  ( о Л ).
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Таблица 2.1. Основные и расширенные свойства во временной области
В и д  м н о г о ч л е н а  

Фк (т, 7 )

В е с о в а я  ф у н к ц и я

(т,7) }

З н а ч ен и е  в  "н у л е "

Фк (0 ,7)

И н т е г р а л ь н а я  х а р а к т е р и с т и к а
СЮ
Г дфк ( т ,7 ) (1т
.) дт
0

Р к (т, 7 ) 
ь к ) (т’ 7 )

Р к'’ ^ ’ 7 )

Р к“ ) ( т > 7 ) 

Р ( - 1/2’0 ) (т,1)
Редк (т, 7 ) 

Р,(1/ 2’0 )(т ,7 )  
7 )

Р ( 2’0 )(т ,7 )  
Р ( “ ’0 )( т , 7 )
рк ° ’ 1 )(т > 7 )

Р( ° ’2 )(т ,7 )  

^  ° ’в ) (т > 7 )

1
т

т  2 

т  а

1
1
1
1
1
1

1 — ехр (—е^т) 

( 1 — ехр (—е^т) ) 2

( 1 — ехр(—е7 т ) ) в

1
к +  1 

(к +  1)(к +  2)
2

( к +

V а  /
(—1)к 
(—1)к 

(—1)к 

(—1)к 

(—1)к 

(—1)к 
(—1)к (к + 1 )

( 1)к (к +  1)(к +  2) 
( ) 2

(— ( к +  в )

— 1 
— к — 1 

(к +  1)(к +  2)
2

/  к +  Ч\

Ч  “ ;
(—1)к+1 
(—1)к+1 

(—1)к+1 
(—1)к+1 

(—1)к+1 
(—1)к+1 

(—1) к+ 1 ( к + 1 )
( 1 )  к+ 1 ( к + 1 ) ( к + 2) 
( ) 2

(—1)к+ ^ к +  в )



Г л Э т В З .  3

Основные и расширенные соотношения 
ортогональности 
во временной области

Определение.
О с н о в н о е  с о о т н о ш е н и е  о р т о г о н а л ь н о с т и  и м е е т  з н а ч е н и я  т о л ь к о  п о  г л а в н о й  д и а г о н а л и

р СО
/  Фк (т, 7  )ф и ( т ^ ) ^ ” (т,Y)} ( т ,ч  )йт =  д к, „  ( 7 ),

С ( 7 ) =  й г а д  { д о , о (7 ) , д 1,1 ( 7 ) , - , д к , к Ы }  •

З н а ч е н и я  д и а г о н а л ь н ы х  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы  д к}„ ( 7 ) п р и в е д е н ы  в  Г л а в е  1.
В  о т л и ч и е  о т  о с н о в н о г о  с о о т н о ш е н и я  в  р а с ш и р е н н о м  с о о т н о ш е н и и  о р т о г о н а л ь н о с т и  [5]

О

/  ^ к ( т , 7 )Ф и (т ,7 ) ^ ” (т ,7 )йт =  Нк,„  ( 7 ) (к  =  0 . . К , и  =  0 . . К )
0

э л е м е н т ы  р а с п о л а г а ю т с я  п о  н е с к о л ь к и м  с м е ж н ы м  д и а г о н а л я м ,  н а п р и м е р ,

/ ^ 0 ,0 ( 7 ) к 1, о ( 1 ) 0 0  . . . 0

к о , 1 ( 1 ) Ч 1 Ы к 2д ( с ) 0  . . . 0

0 к л ,2 (7 ) к 2 ,2 (7 ) к 3 ,2 ( 7 )  . . . 0

0 0 к 2 ,3 (7 ) к 3 ,3 ( 7 )  . . .

к к —1 , к  ( 7 )

V 0 0 0 . . .  к к , к —1 ( 7 ) к к , к  ( 7 ) /

3.1

Н  ( 7 )

Основные соотношения 
ортогональности

сю

[3.1] У  Ь в(т ,д)Ьк (т,д)Ат =
—, если к =  2; 
7
0 , иначе.

М атрица значений при к =  0..5; в =  0..5:
1 0 0 0 0 0  
0 1 0 0 0 0  
0 0 1 0 0 0  
0 0 0 1 0 0  
0 0 0 0 1 0  
0 0 0 0 0 1

М [3.1]

0
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Рис. 3.1. Графическое представление соотношения [3.1] при 
к — 0..5, з =  0..5; 7  =  1

[3.2] У  ^ ( г ,  7)Ь(1>(т, ) (т,7>} (г ,7)аг =

к +  1

=  о ,7

если к =  5; 

иначе.
к — 0..5 з —

1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0

1 0 0 3 0 0 0
М !3'2] — ^ 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 6/

0 1 2 3

[3.3] Iь£2> (т,7)Ь (2)(т ,7 )^ {ь  ̂)(т’7 )}( т ,7 )а т  =
0

Г ( к +  1)(к  +  2)
I ------------ т---------- , если к =  5:

М[3.3] —

= т 3
о ,

к — 0..5 з II о сл

2 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0
0 0 12 0 0 0
0 0 0 20 0 0
0 0 0 0 30 0
0 0 0 0 0 42

1 2 3 -  -

Рис. 3.3. Графическое представление соотношения [3.3] при 
к — 0..5, з — 0..5; 7 — 1

сю

[3.4] У  ь!,“ ) (т,7)Ь (“ ) (т, 7)^{ь<* ) (т ’1'>}(т , 7)<К =

' (к  +  а ) !  
=  !  к !7 а + 1 ,

о ,

если к =  5; 

иначе.

Матрица значений при к — 0..5; в — 0..5:

М[3.4] 
/  а!

X. 
+ 

о 
е 7II

0 0 0 0
0 ( а +  1)! 0 0 0 0
0 0 ( а +  2)! 0 0 0

Х 0 0 0 ( +  3)! 0 0
0 0 0 0 ( +  4)! 0
0 0 0 0 0 ( +  5)!

1
37

к

Рис. 3.2. Графическое представление соотношения [3.2] при
к — 0..5, з — 0..5; 7  — 1
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[3 .5] /  Р ( - 1 / 2 °  (тГ 1) Р {к- 1/ 2,0) (т, 7 ) ё т  =

к = 2
=  < т (4 к  +  1) 

0 ,

Матрица значений при к = 0 .. 5 в =  0 .. 5 Матрица значений при к =  0 . .5 в =  0.. 5
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

М [3.5] =  — Y

0 1|5 0 0 0 0 0 1|3 0 0 0 0
0
0

0
0

1|9
0

0
1|13

0
0

0
0

1
М [з .б] =  ^

0
0

0
0

1|5
0

0
1|7

0
0

0
0

0 0 0 0 1|17 0 0 0 0 0 1|9 0
0 0 0 0 0 1|21 0 0 0 0 0 1|11/

0 1 ‘2 3 4 к 0 1 2 3 4

Рис. 3.5. Графическое представление соотношения [3.5] при
к =  о . . 5  в =  о . .5  Y =  1

сю

[3 .6] J  Ь еде (т,~()Ьвдк (т, 7 ) ё т  =

=  {  2 1 ( 2 к +  1) ’ 
0 ,

к = 2

иначе.

Рис. 3.6. Графическое представление соотношения [3.6] при
к =  о ..5  в =  о ..5  Y =  1

1

1

к
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[3 .7] У  Р 3(1/ 2’0) (т , 7 р 1/ 2,0) (т , 7 ) ё т  =
0

=  {  т (4 к  +  3)
Л

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

1
если к =  5 ; 

иначе.

М [3.7]

1|3 0 0 0 0 0
0 1|7 0 0 0 0
0 0 1|11 0 0 0
0 0 0 1| 15 0 0
0 0 0 0 1|19 0
0 0 0 0 0 1|23/

1 2 3 4

Рис. 3.7. Графическое представление соотношения [3.7] при
к =  о ..5  в =  о ..5  Y =  1

[3 .8] У  р 3(1’0) ( т , 7 ) р ?(1’0) ( т , 7 ) а т  =

если к =  5 :
=  <( 27 (к  +  1)

, 0 , иначе.
к =  0. .5 в =  0 .. 5

1 0 0 0 0 0
0 1|2 0 0 0 0

1
М [3.8] =  2C

0
0

0
0

1|3
0

0
1|4

о 
о 0

0
0 0 0 0 1|5 0
0 0 0 0 0 1| в /

0 1 2 3 4

[3 .9] У  Р ( 2 ’0) (т,1 ) Р {2'0) (т,1 )Ат =

если к =  5:
=   ̂ 27 (2к  +  3) 

0 ,

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.9]
1

27

/1| 3
0
0
0
0
0

1

0
1|5
0
0
0
0

0
0

1|7
0
0
0

2

0
0
0

1|9
0
0

0
0
0
0

1|11
0

0 
0 
0 
0 
0

1|13

Рис. 3.9. Графическое представление соотношения [3.9] при
к =  о ..5  в =  о ..5  Y =  1

[3 .10 ] У  Р в(а,0) (т , 7 ) Р ( а,0) (т , 7 ) ё т  =

к = 5

иначе.
=  < с + ( 2 к +  а  +  1)

0 ,

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [з.10] =  —  х^3.10]

/  (а + 1)
0 
0 
0 
0 
0

CY
0
1

(а + 3)
0
0
0
0

0
0
1

(а + 5)
0
0
0

0
0
0
1

(а + 7)
0

0
0
0
0
1

(а + 9)
0

0 
0 
0 
0 
0

(о + ггу /

1

1
с

к

к

1

к

0

Рис. 3.8. Графическое представление соотношения [3.8] при
к =  о ..5  в =  о ..5  Y =  1
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а)

7 0

б)

Рис. 3.10. Графическое представление соотношения [3.10] при к =  0..5 и к =  з: а) 7  =  1, с =  2, а  £ [0;5]; б) 7 Е [0, 5; 5, 5], с =  2,
а  = 1

[3 .11 ] | ) (т >7 )}  ( т ,7 ) ё т  =

М [3.11]

=  14*у(к +  1) ’
СЬЛП ГУ/ -- о ̂

= 1 2у (2к  +  3) ’
к

1 °> иначе.
1 ° , иначе.

значений при к =  0. .5; з =  0..5: Матрица значений к =  0 .. 5 з =  0..5
1 0 0 0 0 0 1/3 0 0 0 0 0
0 1/ 2 0 0 0 0 0 1/5 0 0 0 0

1 0 0 1/3 0 0 0 1 0 0 1/7 0 0 0
47 0 0 0 1/4 0 0 М [3Л2] =  2^ 0 0 0 1/9 0 0

0 0 0 0 1/5 0 0 0 0 0 1/11 0
0 0 0 0 0 1/еУ 0 0 0 0 0 1/13

0 1 2 3 к 0 1 2 3 4 к

Рис. 3.11. Графическое представление соотношения [3.11] при
к =  0..5, з =  0..5; 7  =  1

[3 .12 ] У  Р ^ ° ’2) (т ,у )Р ( 0 ’2) (т , ^ ) м {Р ‘  ’  ̂(т’7 ')}  (т ,^)<1т  =

Рис. 3.12. Графическое представление соотношения [3.12] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

1 1
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[3 .13 ] У  Р^° ’в  ̂(т ,7)Р (0,13\ т ,7 )^ { Р  ’в )(т'^У} (т,^)йт =

к = 5
=  {  е~((2 к +  в  +  1) 

0 ,

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.13] =  ---- х

I  (3+17 0
0 - 1

X
0 
0 
0 
0

(в + 3)
0
0
0
0

0
0
1

(в + 5)
0

0
0
0
1

(в + 7)
0

0
0
0
0
1

(в + 9)
0

0 
0 
0 
0 
0

(в + 11)

а) б)

Рис. 3.13. Графическое представление соотношения [3.13] при к =  0..5 и к =  в: а) =  1, с =  2, а  Е [0;5]; б) Е [0, 5; 5, 5], с =  2,
=  1

3.2 Расширенные соотношения 
ортогональности

сю

[3 .14 ] У  Ь (-11) (т ,^ )Ьк (т , 7 )^ { ь = ) (т ’7 ) } (т , 7 ) ё т  =а (т.'

к + 1
у 2

к

1

к = 5

к = 5 + 1

М [3.14] =  ~2

к =  0. .5 в =  0 .. 5
1 - 1 0 0 0 0
0 2 - 2 0 0 0

1 0 0 3 - 3 0 0
Y2 0 0 0 4 - 4 0

0 0 0 0 5 - 5
0 0 0 0 0 6 /

Рис. 3.14. Графическое представление соотношения [3.14] при
к =  о ..5  в =  о ..5  Y =  1

0

к

0
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СЮ

[3 .15 ] J  тЬ3 (т,^)Ьк ( г , 7 )а г  =

к +  1

т 2 ’
2к +  1

~ Т '

Матрица значений при к =  0..5; з =  0..5:

М [3'15] =  ^2

/  1 - 1
-1  3
0 - 2
0 0
0 0
0 0

0

0

0 0  
2 0 0

5 - 3  0
-3  7 - 4
0 - 4  9

0 5

если к =  5 — 1; 

если к =  5; 

если к =  5 +  1;

иначе.

0
0
0
0

- 5
11

Рис. 3.15. Графическое представление соотношения [3.15] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3 .16 ] IЬ̂ 2'} (т ,^)Ь(11 '} (т ,^ )^ {ь ( 'в ) (тг*') } ( т , ^ т  =  
0

( к +  1) ( к +  2)

к(к  +  1) 

^  ’

к = 5

к = 5 + 1

иначе.

М [3.16

значений при к =  0. .5  з = 0 .. 5 Матрица значений к =  0 .. 5 з =  0. .5
2 - 2 0 0 0 0 2 - 4 2 0 0 0
0 6 - 6 0 0 0 - 2 10 -1 4 6 0 0

1 0 0 12 -1 2 0 0
М [3.17] =

1 0 - 6 24 -3 0 0 0
^з 0 0 0 20 -2 0 0 ^з 0 0 -1 2 44 -5 2 0

0 0 0 0 30 -3 0 0 0 0 -2 0 70 -8 0
0 0 0 0 0 42 0 0 0 0 -3 0 102

Рис. 3.16. Графическое представление соотношения [3.16] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3 .17 ] j  г(т , 7 )Ь ^(т,у)у ,{Ь * ) ( т ’7 ) } ( г , 7 )а г  =
0

( к +  1) ( к +  2)

(3к +  2 )(к  +  1)

(3к +  1)к

7 3 ’
к (к  — 1)

^  ’

к =  5 - 1 

к = 5 

к = 5 + 1  

к = 5 + 2

0 ,

2
0

1

з

0
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_1_______ 2 .

Рис. 3.17. Графическое представление соотношения [3.17] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7  =  1

сю

[3 .18 ] !  Ьа(т,у)
д Ь к(т, 7 ) 

дт
Лт =  < —

- 1,
1

если к >  в; 

если к =  

иначе.

М [3.18

к =  0..5; з II о Сл

( - - 1/2 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1
0 - 1/2 - 1 - 1 - 1 - 1
0 0 - 1/2 - 1 - 1 - 1
0 0 0 - 1/2 - 1 - 1
0 0 0 0 - 1/2 - 1

\ 0 0 0 0 0 - 1/2
1 2 3 4 к

Рис. 3.18. Графическое представление соотношения [3.18] при
к =  0..5, з =  0 . . 5  7  =  1

сю

[3 .19 ] У  Ь а( т , ^ ) ^  Ьк (т,ч)<1т) Лт =

=  <) 4 ( - 1 ) к+ 8

~Т 2 ’,0 ,

если к =

если к <  в; 

иначе.

М [3.19]

значений к =  0..5; з =  0 .. 5
2 0 0 0 0 0

- 4 2 0 0 0 0
1 4 —4 2 0 0 0

7 2 - 4 4 —4 2 0 0
4 —4 4 —4 2 0

\—4
1

4 —4
2

4
3

—4 2

Рис. 3.19. Графическое представление соотношения [3.19] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

сю

[3 .20 ] У  Ь в ( т , ^ ) ^ !  тЬк ( т , 7 )Л т ) Лт =

2 к
,

2(4к +  1)

7 3 ’
2(7к +  3)

^з ,
2 (8к +  4 ) ( - 1 ) к+ 8

7  ’
0 ,

если к =  в +  1;

если к =  в;

если к =  в — 1;

к <  в — 1 

иначе.

М [3.20]

значений к = 0.. 5 з =  0 .. 5
2 —2 0 0 0 0

— 6 10 —4 0 0 0
1 8 —20 18 —6 0 0

^з —8 24 —34 26 —8 0
8 —24 40 —48 34 —10

V—8 24 —40 56 —62 42

к

к

з

2
0
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1 2

Рис. 3.20. Графическое представление соотношения [3.20] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

3.211 ь ^(т, 'у)ь<к \ т> т)<К  =
если к >  5; 

иначе.

Матрица значений при к =  0..5; в =  0..5:

М ,

1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1
.21] =  _

1 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

0 1 2 3

Рис. 3.21. Графическое представление соотношения [3.21] при
к =  0..5, з =  0..5; -у =  1

3 .22 I  тЬв(т, 7 ) 1 ^  (т,ч)Ат =  
о

' к  +  1
если к =  5 ;

' +  1 к 1—2— , если к =  5 — 1;

М [3.22]

значений к =  0 .. 5 з = 0.. 5
1 0 0 0 0 0

- 1 2 0 0 0 0
1 0 - 2 3 0 0 0

7 2 0 0 - 3 4 0 0
0 0 0 - 4 5 0
0 0 0 0 - 5 6/

Рис. 3.22. Графическое представление соотношения [3.22] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

сю

[3 .23 ] 1 ^ 7,7 - 9 Ь [,1) (т, 7 ) 
дт

ё т  =

2(к  — 5) +  1

—Г - * ’ 
2 ’

если к >  5 ;

к = 5

иначе.

М [3.23]

значений к = 0 .. 5 з =  0.. 5
( - 1/2 - 3 /2 - 5 /2 -7 / 2 - 9 / 2 - 11/2

0 - 1/2 - 3 /2 - 5 /2 - 7 /2 - 9/2
0 0 - 1/2 - 3 /2 - 5 /2 - 7/2
0 0 0 - 1/2 - 3 /2 - 5 /2
0 0 0 0 - 1/2 - 5 /2
0 0 0 0 0 - 1/2

к

2

0

1

з

к

0

з
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1 2

Рис. 3.23. Графическое представление соотношения [3.23] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7  =  1

[3.24] У  Ь3(т,у)Ь(к^ (т,у)6т =

к — в +  1

1 7  ’ 

7 *
I 0 ,

если к >  в; 

если к =  

иначе.

М [3.24]

к = 0.. 5 в = 0 .. 5 Матрица значений к = 0.. 5 в = 0 .. 5
1 2 3 4 5 6\ 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 - 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 2 3 4
М [3.25] =

1 0 - 2 1 1 1 1
7 0 0 0 1 2 3 7 2 0 0 - 3 1 1 1

0 0 0 0 1 2 0 0 0 - 4 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 - 5 1

Рис. 3.24. Графическое представление соотношения [3.24] при 
к =  0..5, з =  0 ..5  7 =  1

[3.25] У  тЬа(т,^)Ь(2') (т,^)Ат =

к + 1

если к >  в; 

если к =  в — 1 ;

иначе.

к

1
2

27
0
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Рис. 3.25. Графическое представление соотношения [3.25] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

сю

[3 .26 ] I  Ья( г , 1 ) -д Ь к )(т’ Ч
дт

(к +  в +  1 )2 

2 ’

если к >  в; 

если к =  в; 

иначе.

Матрица значений при к =  0..5; в =  0..5:

М [3.26]

( - - 1/2 - 2 - 9 / 2 - 8 - 25/2 -1 8  \
0 -  1/2 - 2 - 9/2 - 8 - 25/2
0 0 - 1/2 - 2 - 9/2 - 8
0 0 0 - 1/2 - 2 - 9/2
0 0 0 0 - 1/2 - 2

\ 0 0 0 0 0 - 1/2
1 2 3 4 к

Рис. 3/26. Графическое представление соотношения [3/26] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3 .27 ] I  Ь (Р  (т, 7 ) д Ь к ^ 1)(тг>У}(тп)ё.т =

в +  1

7
к +  1

если к >  в; 

если к =  в; 

иначе.

Матрица значений к = 0 ..5  в II о СЛ

- 1/2 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1
0 - 1 - 2 - 2 - 2 - 2

1
М [3.27] =  —

7
0
0

0
0

- 3 / 2
0

- 3
- 2

- 3
- 4

- 3
- 4

0 0 0 0 - 5 /2 - 5
\ 0 0 0 0 0 - 3

в

7
00
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О 1 2 3 4 к

Рис. 3.27. Графическое представление соотношения [3.27] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7  =  1

сю

[3.28] ¡т 1 £ \ т ,1 )) д 4 1 )(т >7) ^ ( ^ » ( т . ^ а т  =
дт

(в +  1)(в  +  2)
2 7  ’

к +  1 
- ^ Т  >

в(в +  1)
" 27 2 ’

если к =  в +  1; 

если к =  в; 

если к =  в — 1:

Матрица значений при к =  0..5; в =  0..5:

М ,

/ - 1 -1 0 0 0 0
1 - 2 - 3 0 0 0

1 0 3 - 3 - 6 0 0
■28] =  ^2 0 0 6 - 4 -1 0 0

0 0 0 10 -5 -1 5
\ 0 0 0 0 15 - 6

0 1 2 3 4

Рис. 3.28. Графическое представление соотношения [3.28] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1

[3.29] I  Ь ^ ) (т,1) ’1) ^ ' ^ » ( т ^ т  =
0

(в +  1)(в  +  2)

(к +  1)(к  +  2) 

2^  .

если к >  в;

к = в

иначе.

М [3.29]

значений к =  0.. 5 в =  0..5
-1 -2 -2 -2 -2 -2
0 - 3 - 6 - 6 - 6 - 6

1 0 0 - 6 -1 2 -1 2 -1 2
7 2 0 0 0 -1 0 -2 0 -2 0

0 0 0 0 -1 5 -3 0
0 0 0 0 0 -2 1

к

в

2

0
0
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О 1 2

Рис. 3.29. Графическое представление соотношения [3.29] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

(2)

[3 .30 ] I  тЬ( 2  (т, 7 ) д Ь к т ,1 ]  ^ {Ь<,2) (тг/)}(т, Т ^ т  =
0

(в +  1)(в +  2 )(в  +  3)
27 3 

3 (к  +  1 )(к  +  2)
27 3 ,

в(в +  1)(в  +  2)
" 2 7 3 ’

если к =  в +  1; 

если к =  в; 

если к =  в — 1:

к =  0.. 5 з =  0 .. 5

М [

- 3 - 3 0 0 0 0
3 - 9 -1 2 0 0 0

1 0 12 -1 8 -3 0 0 0
■30] =  ^3 0 0 30 -3 0 -6 0 0

0 0 0 60 -4 5 -1 0 5
0 0 0 0 105 -6 3  /

0 1 2 3 4

Рис. 3.30. Графическое представление соотношения [3.30] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3 .31 ] !  р (0>1) (т,~()Ьвдк (т г( )^ { р ° ’ )

4 (2к  +  1)7

(т >7) } (т , 7 ) ё т  =

, если к =  в +  1; 

если к =  в;
4 (2к  +  1)7 
0 ,

М [3.31]

1вНИ Й к =  0 .. 5 з =  0.. 5
1/4 1/12 0 0 0 0
0 1/12 1/20 0 0 0
0 0 1/20 1/28 0 0
0 0 0 1/28 1/36 0
0 0 0 0 1/36 1/44
0 0 0 0 0 1/44

к

к

з

1

0
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Рис. 3.31. Графическое представление соотношения [3.31] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

[3 .32 ] У  Р ( 0 ’2\ т ,ч )Ь вдк (т ,^ )^ {Р ‘
(0,2) , ...
а (т,'У) > (т , ^ )ё т  =

к — 1 
4 (2к  — 1)(2к  +  1) 7 ’ 

=  {  4 (2к  +  1)7 ’ 
к +  2

4(2к  +  1)(2к  +  3 )7  
0 ,

к = в + 2

к = в + 1

к = в

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.32]

/ 1 /6
0
0
0
0
0

1/12 1/60 
1/20 1/20 

0 1/35
0 0  
0 0  
0 0

0
1/70
1/28

5/252
0
0

0
0

1/84
1/36

7/572
0

0
0
0

1/99
1/44

2/195

Рис. 3.32. Графическое представление соотношения [3.32] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1

[3 .33 ] !  Р ( ° ’2\т, 7 )Р £ 0,1) (т, ч)д.{Р ‘  ’ ) (т ,7 )>(т, 7 ) ё т  =

4 (к  +  1 )(2к  +  1 )7  ’ 
к +  2 

4 (к  +  1 )(2к  +  3) 7 ’ 
0,

к = в + 1

к = в

иначе.

М [3.33]

к =  0..5; в =  0 .. 5
1/6 1/24 0 0 0 0
0 3/40 1/30 0 0 0
0 0 1/21 3/112 0 0
0 0 0 5/144 1/45 0
0 0 0 0 3/110 5/264
0 0 0 0 0 7/312

к
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Рис. 3.33. Графическое представление соотношения [3.33] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3.34] J  Р .
о

( - 1/ 2,0)
7  7 ) -

дР, ( - 1/ 2,0)
к (т,1 )

дт

[0 ,
Матрица значений при к =  0..5; в =  0..5

' — ( — 1 )к+ 3, если к >  в; 

- —, если к =  в;

иначе.

М [3.34]

—1/2 1 —1 1 —1 1
0 —1/2 1 —1 1 —1
0 0 —1/2 1 —1 1
0 0 0 —1/2 1 —1
0 0 0 0 —1/2 1

V 0 0 0 0 0 —1/2

Рис. 3.34. Графическое представление соотношения [3.34] при
к =  0..5, з =  0..5; -у =  1

сю

[3.35] У  Ье дв (т,1 )
дЬедк (т, -у) 

дт
ё т  =

' —( —1)к+з 
1

если к >  в; 

если к =  в; 

иначе.

Матрица значений при к =  0..5; в =  0..5

М [3.35]

/ —1/2
0 
0 
0 
0 
0

1 1
—1/2 1

0 —1/2

1
—1
1

—1/2
0
0

—1
1

—1
1

—1/2
0

1
—1
1

—1
1

—1/2

Рис. 3.35. Графическое представление соотношения [3.35] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

3.361 Р.(1/2,0)
(т, 1 ) -

д Р (1/2 ,0)
к (т> 7 )

дт
ё т  =

" — ( — 1)к+-в, если к >  в;

если к =  в;
2

0 ,

М [3.36]

значений к = 0 .. 5 з II о сл

—1/2 1 —1 1 —1 1
0 —1/2 1 —1 1 —1
0 0 —1/2 1 —1 1
0 0 0 —1/2 1 —1
0 0 0 0 —1/2 1
0 0 0 0 0 —1/2

2
0
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Рис. 3.36. Графическое представление соотношения [3.36] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

[з.з7] J  р:

0

(1,0)
(т’ т )

д Р ( 1 ’0)(т’ т )
дт

а т  =

' — ( — 1)) + : , если к >  в;

- — ’ если к =  в:
2

I 0 ’
к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.37]

- 1/2 1 -1 1 -1 1
0 - 1/2 1 -1 1 -1
0 0 - 1/2 1 -1 1
0 0 0 - 1/2 1 -1
0 0 0 0 - 1/2 1

V 0 0 0 0 0 - 1/2

Рис. 3.37. Графическое представление соотношения [3.37] при
к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

[з.зв] J  р :

0

(2,0)
(т’ т )

д Р ) ?  ’0\т’ 7 )
дт

а т  =

— ( —1)) + : , если к >  в;

если к =  в:
2

0 ’

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.38]

- 1/2 1 -1 1 -1 1
0 - 1/2 1 -1 1 -1
0 0 - 1/2 1 -1 1
0 0 0 - 1/2 1 -1
0 0 0 0 - 1/2 1

V 0 0 0 0 0 - 1/2

Рис. 3.38. Графическое представление соотношения [3.38] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1

3.39 /  Р( а , 0 ) (т,1 )
д Р ( а ’0) (т’ 1 )

дт
а т  =

— ( —1) к+ 3, если к >  в;

- —, если к =  в:
2

0 ’

[3.40] у  р!; - 1 /2 ’0\т ’ 7 ) ^  Р ( -1/ 2, 0 ) (т,7 ) а т ) а т  =

(4к +  1)27 2 ’ 
4

к = в

если к <  в;
(4в +  1)(4к +  1 )72 
0 ’

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.40] =  ^2 х

2
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2
4/5
4 /9

4/13
4/17

44/21

0
2/25
4/45
4/65
4/85

4/105

0
0

2/81
4/117
4/153
4/189

0
0
0

2/169
4/221
4/273

0
0
0
0

2/289
4/357

0 
0 
0 
0 
0

2/441

Рис. З.ЗУ. Графическое представление соотношения [3.10] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

сю

[3 .41 ] У  Ь е д . , ( т п ) ^  Ъедк (т ,7 )< 4 т )ё т  =

2(2к +  1)12^'2 ’

(2в +  1)(2к  +  1)7 2 ’

к = в  

если к <  в;

М [3.41]

к = 0.. 5 з = 0 .. 5
1/2 0 0 0 0 0
1/3 1/18 0 0 0 0
1/5 1/15 1/50 0 0 0
1/7 1/21 1/35 1/98 0 0
1/9 1/27 1/45 1/63 1/162 0

1/11 1/33 1/55 1/77 1/99 1/242

Рис. 3.40. Графическое представление соотношения [3.41] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3 .42 ] У  Р 3(1 /2 ,0 )(т, т ) ( У  Рк1 /2 ’0 )(т, т ) ё т ) ё т  =

(4к +  3 )27 2 ’ 
4

(4в +  3 )(4к  +  3 )7 2 ’

к = в  

если к <  в;

к

М [3.42] =  - 2  Х

0 .. 5 з =  0.. 5

2/9 0 0 0 0 0
4/21 2/49 0 0 0 0
4/33 4/77 2/121 0 0 0
4/45 4/105 4/165 2/225 0 0
4/57 4/133 4/209 4/285 2/361 0
4/69 4/161 4/253 4/345 4/437 2/529

X

2

1
0

0

1
X.27
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Рис. 3.41. Графическое представление соотношения [3.42] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

[3.43] У  Р ( 1 ’0) ( т , 7 ) ^  р З ’0 )( т ’ 7 ) а т )  а т  =

2 (к  +  1)̂ 27 2 ’
к = в

если к <  в;
(в +  1 )(к  +  1 )7 2 
0 ’

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.43]

1/2 0 0 0 0 0
1/2 1/8 0 0 0 0
1/3 1/6 1/18 0 0 0
1/4 1/8 1/12 1/32 0 0
1/5 1/10 1/15 1/20 1/50 0
1/6 1/12 1/18 1/24 1/30 1/72

1 2 3 4 к

17

Рис. 3.42. Графическое представление соотношения [3.43] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1

[3.44] р :( 2’0) ( тп) Р (2 ,0) (т, 7 ) а ^  а т  =

2(2к +  3)127 2 ’

(2в +  3 )(2к  +  3 )7 2 ’

к = в

если к <  в;

М [3.44]

к = 0.. 5 в = 0 .. 5
1/18 0 0 0 0 0
1/15 1/50 0 0 0 0
1/21 1/35 1/98 0 0 0
1/27 1/45 1/63 1/162 0 0
1/33 1/55 1/77 1/99 1/242 0
1/39 1/65 1/91 1/117 1/143 1/338

1
21

11

0

1
21
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Рис. 3.43. Графическое представление соотношения [3.44] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

[3 .45 ] !  Р 3(“ ’0 )( т , 7 ) ( У  Рк“ ’0 )( т , 7 ) а ^ ё т  =

(2к  +  а  +  1) 2с 27 2 ’ 
4

к = в  

если к <  в;
(2 в +  3 )(2к  +  3 )с27 2 
0 ,

[3 .46 ] У  Ье да(т,7)Р(0,1\т,7)<1т

( —1) к +  в

2 7 (к  +  1) 

2 7 (к  +  1) ’

к >  в 

к = в  

иначе.

к =  0.. 5 з =  0 .. 5

М [3.46]

Рис. 3.44. Графическое представление соотношения [3.46] при 
к =  0..5, з =  0..5; 7 =  1

ю

[3 .47 ] У  Ье дв (т, 7 )
д Р (0,1)

дт
( т > т ) ё т  =

—( —1) к+ .
/  2к +  1 
у  2 (к  +  1 )"

2в(в +  1) — 2к(к  +  1) 
2(к  +  1)

2к +  1 
— 2(к +  1) ’
0,

к >  в

к = в

иначе.

к =  0 .. 5 з =  0.. 5
М [3.47] =

1/2 —1/4 1/6 —1/8 1/10 —1/12 —1/2 7 /4 —17/6 31 /8 —49/10 71/12
0 1/4 —1/6 1/8 —1/10 1/12 0 —3 /4 13/6 —27/8 9/2 —67/12
0 0 1/6 1/8 —1/10 1/12 0 0 —5 /6 19/8 —37/10 59/12
0 0 0 1/8 —1/10 1/12 0 0 0 —7 /8 5 /2 —47/12
0 0 0 0 1/10 1/12 0 0 0 0 —9/10 31/12
0 0 0 0 0 1/12 0 0 0 0 0 —11/12

2

0

1
7
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Рис. 3.45. Графическое представление соотношения [3.47] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

[3 .48 ] У  Ьвда(т, 7 )Р ^0,2)(т, 7 )а т  =

( - 1 ) к+ &
(к +  1)(к  +  2) 

21 (к +  1)(к  +  2) '

в(в +  1)
21 (к +  1)(к  +  2) 

1

т (к  +  2) 
0,

к =  0.. 5 в =  0 .. 5

М [3.48] =  _  х
7

/ 1/2 - 1 /2 1 /2 - 1 /2 1/2
0 1 /3 -5 /1 2  9 /20 -7 /1 5

если к >  в; 

к = в

0
0
0
0

1/4
0
0
0

7/20 2 /5
1/5 
0

- 1/2
10/21
- 3 /7

0

- 3 /10  5 /14
1/6 -1 1 /4 2

1/70

[3 .49 ] /  Ьвда(т,~()-
д Р '(0,2)

( т > 7 )
дт

а т =

- ( - 1 ) к (к (к  +  3) +  1)

(2 к (к  +  3) + 3 )в (в  +  1) 
2 (к +  1)(к  +  2)

в2(в +  1)2 '
-  2(к  +  1)(к  +  2)

(2к +  1)
(к  +  2) ’

если к >  в; 

к = в

к =  0.. 5 в = 0 .. 5
м 3.49] =

- 1/2 5/2 11/2 19/2 - 29/2 41/2
0 - 1 15/4 - 153/20 63/5 - 130/7
0 0 - 5 /4 91/20 - 46/5 15
0 0 0 - 7 /5 51/10 - 145/14
0 0 0 0 - 3/2 11/2
0 0 0 0 0 - 11/7

Рис. 3.47. Графическое представление соотношения [3.49] при 
к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1

Рис. 3.46. Графическое представление соотношения [3.48] при
к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

к

0



Глава 4

Фазовые представления ортогональных 
функций

О п р е д е л е н и е .
В  о б щ е м  в и д е  о п р е д е л и м  ф а з о в ы е  о р т о г о н а л ь н ы е  ф у н к ц и и  в о  в р е м е н н о й  о б л а с т и  к а к  [5 ]

Ф {■фк(т,7 ) }
(з 'т )  =  ф к (т, 1 ) +  з

дфк (т,  у )

дт '

Фазовое представление ортогональных функций во временной области обладает следующими основ­
ными свойствами:

Е е ф { Д  (т ’7 ) } (0 )  =  фк  ( 0 , 7 ); 

\{ ф к(тЛ )}  I ■

0
1 т ф ^  ы л ,  1 ( зт ) Лт =  - ф к  ( 0 , 7 ).

[4 .1] фкЬк(т’1 } (]т) =  Ьк (т, 7 ) +  3 ^ 1 ) . 
к дт

{ ь [ 1)(тЩ  (1) д Ь (к \ т , 7 )
[4 .2] Фк * ( ’7 } (3т) =  ¿ к  ) ( т , 7 ) +  3 кд т ■

01

Рис. 4.1. Вид фазового представления ортогональных 
функций Лагерра 0-5 порядков; 7 =  2

Рис. 4.2. Вид фазового представления ортогональных
функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7  =  2, а  = 1



106 Фазовые представления ортогональных функций

[4 .3] ф{Ьк (тп} (з т )  =  Г (2) (т, 7 ) +  3 д ь к )(т’ ТО
дт

Рис. 4.3. Вид фазового представления ортогональных 
функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7 =  2, а  =  2

[4 .4] Ф^ “  (т’7} (зт) =  Г (а) (т , 7 ) +  Л  " к9 Ь (а)(т, 7 )
дт

б)

Рис. 4.4. Вид фазового представления ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7 =  2, а  Е [0;5]; б) 7  Е [1; 4],
а  = 1

01

0

Рис. 4.5. Вид фазового представления ортогональных
функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 5, с =  2  а  =  - 1 / 2 ,  в  =  0
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[4 .6] ф ^ ^ У а т ) =  Ьвдк(т,  7 ) +  3 д^ ф У )
дт

Рис. 4.6. Вид фазового представления ортогональных
функций Лежандра 0-5 порядков; 7 =  1, с = 2

[4 .7] Фр
(1/2,0) (т ,7)}

(ат) =

(1 /2 0) д Р ( 1/ 2’0) (т , 7 )
=  Р& (т , 7 ) +

Рис. 4.7. Вид фазового представления ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 5, с =  2  а  =  1 /2  в  =  0

1 « 1  ^ ’ (™ ( . , т )  =  р Г ( т . 7 > +

Рис. 4.8. Вид фазового представления ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; 7 = 0 ,  5, с = 1  а  = 1  в  =  0

[4 .9] Ф ^ ' ^ Л ' т ) =  Р ( 2,0)(т,1 ) +  Л " к
д Р ( 2 ’0) (т, 7 )

дт

Рис. 4.9. Вид фазового представления ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; 7 = 0 ,  5, с =  2  а  =  2  в  =  0

[4 .10 ] Фк &
{ 7 “ ’0)(Т’т ь

(Эт) =  р ( а ’0)(тг ( ) +  а
д Р (а,0)

( т > 7 )
дт

0
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Рис. 4.10. Вид фазового представления ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  0, 5, с =  2  а  Е [0;5], в  =  0; б)
7  Е [0, 5; 2, 5], с =  2, а  = 1  в  =  0

[4 .11 ] Фк *^ ( - » ( з т  ) =  РкОД) ( т >7) +  з д Р Г  > , 7
з (°Д )(

дт

Рис. 4.11. Вид фазового представления ортогональных
функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 5, с =  2, а  =  0  в  = 1

г р (0,2)(т ^)\
[4 .12 ] Ф р  (т ,7 )} ( - ) Р (0 ,2)( ) , •д Р к ° ’2 ) (т >7)

(3т ) =  Р к 1(т, 1 ) +  3 -----^ д т  •

Рис. 4.12. Вид фазового представления ортогональных 
функций Якоби 0-5 порядков; 7  = 0 ,  5, с =  2, а  =  0  в  =  2

[4 .13 ] Фк *{Р*а ’0) (т,з} ,
(3т) =  Р ( а ’0)(т, 1 ) +  з -

д Р (а,0)
( т > 7 )

дт

0

0
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а)

1шФ^

ИеФь(^т) 7

б)

Рис. 4.13. Вид фазового представления ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  0, 5  с =  2  а  =  0  в  7 [0; 5];
7 £ [0, 5; 2]' с = 2  а  =  0, в  = 1
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Глава 5

Интегральные представления 
ортогональных функций

О п р е д е л е н и е .
Данное определение ортогональных функций введено как обратное преобразование Фурье

/•ТО
Ф к ( т , ч ) =  W + (r ’7 ) } ( j ' 7 e x p ( j W  ) d u .

J0

[5 .1] L  k ( r ,7 )  =
TT /2

2 ( - 1 ) k T co s ((2 k  +  1 )0 ) (  —Y
008 ф

cos  ̂  —  tan  ф  d0.

[5 .2] L (1 )(t , y  ) =

_  4 ( - 1 ) k (k +  1) 
пту

t/2

c o s ((2 fc + 2 )0 ) c o s ^ T~  tan <^d0.

[5 .3] L (2 )(t , y  ) _
8 ( - 1 ) k (k +  1 )(k  +  2)

n (—Y )2
t /2

X j  co s ((2 k  +  3)ф) cos ф cos^  —Y  tan  0 j d 0 .

[5 .4] Lk“ ) (—, Y ) _
2“ + 1( - 1) k (k  +  а ) !

n (—Y )a k!

X J  co s ((2 k  +  а  +  1 )ф )(c o s ф) а —1 cos^  —Y t a n <^d0.

n/2

[5 .5] P ( 1 /2,0)(
k (—>y ) _  п  X

t /2

I  co s ((4 k  +  1)Y—/2 t a n ф)dф,  если k _  0;

T/2

X
cos ф+

k—  / 4 k  +  1 \ \
+ 2  > arctan ---------- tan ф \ X

¿ 0  U s  +  1 P) )
cos ((4 k  +  1)Y—/2 t a n  ф)

cos ф
если k >  0.

[5 .6] Legk(T,Y)  _  - X 
п

t /2

I  co s ((2 k  +  1 )y — t a n ф (̂1ф, если k _  0;

T/2

X
cos ф+

k 1 / 2 k  +  1 \ \
+ 2  > arctan ( ------------tan ф ) X

h  ^ + 1 (p) )
cos ((2 k  +  1) y — tan ф)

cos ф
k >  0

п
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[5.71 Р (1/2,0)
к (т, 7 ) =  -  х 

п
п/2

J  c o s ((4 k  +  3 )7 T /2 ta n  ф)0ф,  если к =  0;

п/2

X
cos ф +

к- 1  /  4к +  3 \У
+ 2  > arctan  tan ф х

=  U  +  3 ) )
co s ((4 k  +  3 )Y T /2 ta n  ф) 

cos ф
если к >  0.

[5.81 Р (1 ,0) 2(т, y ) =  -  х

7т/2

co s ((k  +  1 )y t  tan ф(1ф, к = 0
0
7Г/2

cos ф+

к -1П:_ 1 /  к + 1  \ \
> arctan (  tan ф ) :

=  v s + 1
c o s ((k  +  1) y t  tan  ф)

cos ф
- dф, к > 0

[5 .9] p ( 2,0)(t , y ) =  П х

П/2

J  c o s ((2 k  +  3 )y t t a n  <j>)d4i, если к =  0;

п /2

cos ф+

+ 2  arctan ^ ^k +  3 tan ф^ ^ х
s=0 i 2s +  3

co s ((2 k  +  3) y t  tan  ф)
cos ф

[5 .10 ] Р ф 0)(тг ( ) =  п  х

п /2

d/ф, если к >  0.

I  co s ((2 k  +  а  +  l ) c Y T /2 t a n ф) (1ф, если к =  0;

п/2

х  < 0
cos ф +  2 х

k - 1
х ^  arctan ^—+ — + — tan ф ) ] х

s =  0

l tan ф
1 V )\ 2s +  — +  l

co s ((2 k  +  — +  l )c Y T /2 ta n  ф) 
cos ф

(1 ф, если к >  0 .

[5 .11 ] Pfc0,1) (т , y ) =
4(к  +  1)

п (2 к  +  3 ) ( l  — e x p (—2y t  ))

2к +
cos arctan -----------tan  ф

2к +  3
— tan  ф | | X 
3 й) )

( ,  ( 2k  +  l  Д \X cos ф +  arctan ------------tan ф X
V  V 2k +  3 Y y2k +  3 

co s ((2 k  +  1) y t  tan ф)
cos ф

тг/2

d/ф,

2 /  \
(  (  ( 2 k  +  1 \ \

cos arctan -----------tan  S x
0  V V 2k +  3 V 0

(  , ( 2k +  1 AI S  +  arctan I 2k +  3 tan 0  1 -
2k +  3 

( 2 k  +k - 1
+ 2  > arctan .

s=0 v 2 s +
co s ((2 k  +  1 )y t  tan ф) 

cos ф

— tan ф ) ) :
— V )

dф,

[5 .12 ] p ( ° ’ 2) ( t ,  y ) =
8(k  +  l ) ( k  +  2)

п/2
(2k +  3 )(2k  +  5) ( l  — ex p (- 

(  2k +  l  д \
---------- tan ф :

V 2k +  3 Y y

))x
г 2— +  — tan ф У  

2k + )3
(  2k +  l  \ \

(2k r ^ tan ф) ) :

2k +  1
cos arctan ------------tan S  | X

^ V 2k +  3 '

(  2k +  1
X cos arctan ------------tan S

\ 2k +  5

(  2k +  1
X cos S +  arctan ------------tan S +

1 ' 2 k  +  3 1

2k +  1
+  arctan ---------- tan S

1 2k +  5
co s ((2 k  +  1 )y t t a n  S ) ^

п/2
cos ф

i (  2k  +  lcos arctan ---------- tan ф | X
\ 2 k  +  3 '
( 2 k  +  l  д \

---------- tan ф :
V 2k +  3 Y y

))*
г 2— +  — tan ф ]  

2k +  3

2k +  1
X cos arctan ------------tan S

2k +  5

2k +  1
X cos S +  arctan ------------tan S

1 1 2k +  3 ‘
2k +  1

+  arctan ------------tan S +
\ 2 k  +  5 V

y  | ( 2k +  1 \ \
+ 2  > arctan ( ------------tan  S I x

¿ 0 v 2s + 1 V )
co s ((2 k  +  1) y ^ tan  S)

cos S

x <

X <

X

X <

lx — <
п

X

X

k = 0

k > 0

k = 0

k > 0
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P (0 ,ß)
к (т,7 ) =

2ß+ 1(k +  ß )!(2 k  +  1)
ß x

n k ! ( l  -  e x p ( - 2с7 т / 2) ) ß (2k +  2p + 1 )
p=0

" / Л  I  (  2k +  1 \ )
cos arctan -------------------- tan  ф x

0  P = U  v 2 k + 2p + 1 V )

x  cos | ф +

ßß  (  2k  + 1  \ \+  > arctan -------------------- tan ф x
p = 0 V 2k +  2p + 1  У )p =(  4 2k +  2p +

co s ((2 k  +  1)с 7 т /2  tan ф)
(cos ф) 2

П/2 ß  I  (  2k +  1 \ )cos arctan -------------------- tan  ф x
0  V V 2k +  2P + 1 V )

d^, k =  0:

0 p =  

x  cos ( ф +

ßß  (  2k  + 1  \
+  > arctan -------------------- tan ф +

p=0 V 2k +  2p + 1  Vp=0
к- 1к - 1 2k +  1

+ 2  arctan ( -----------t a n ф I
+ 0  + s  +  1

2k +  1 

+  1
co s ((2 k  +  1)с 7 т /2  tan ф)

(cos ф) 2

^  i x

dф, k >  0.

x  <

x
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Г л Э т В З .  6

Аналитические представления в 
частотной области

О п р е д е л е н и е .

Д л я  п р е д с т а в л е н и я  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и  и м е е т  м е с т о  р я д  о п р е д е л е н и й  в  з а в и ­
с и м о с т и  о т  д а л ь н е й ш е г о  п р и л о ж е н и я . Н а и б о л е е  р а с п р о с т р а н е н о  с л е д у ю щ е е  о п р е д е л е н и е ,  и з в е с т н о е  к а к  
п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  о р т о г о н а л ь н ы х  функций[9, 1]

{ фк(тлУ}Ш } фк
СТО

и & ) =  ф к ( т , 7 ) е х р ( - ^ т  ̂ т .
0

В  о т л и ч и е  о т  в ы ш е п р и в е д е н н о й  х а р а к т е р и с т и к и  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  о р т о г о н а л ь н ы х  ф и л ь т р о в  я в ­
л я е т с я  ф и з и ч е с к и  р е а л и з у е м ы м  [6]

у { фк(т,1) }и и )  =
с ТО

( 3 &)  =  Фк ( т ,  7  ) е х р ( - ^ т  ) ^ {фк ( т , т ) } ( т , 7  )d т .
0

З н а ч и т е л ь н о  р е ж е  и с п о л ь з у е т с я  о п р е д е л е н и е  п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е  п р о и з в о д н ы х  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к -
| дФк(тл0 \

ц и й  вт ( ] ш ) .

6.1 Преобразование Фурье 
ортогональных функций

[6 .1] ш [ 1]{Ьк(т,^)}  (зш) =

- —  к ) (  —  УЗШ +  7 /2  /= 0  Vк -  Д  \3ш +  7 / 2 /

[6.2] Ш[2]{Ьк (т ,7 )}
к

( ш ) =  1 ( Зш -  ч / 2 \ к
3 Зш +  7 /2  \ Зш +  7 / 2 /

[6 .3] ш [ 3 ]{Ьк(т’1 ) } (3ш) =  - ( - 1 ) к с е в фХ

2ш
Х е х р (—3(2к  +  1)ф), ф =  arctan — .

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по­
рядков:

{ ^0(т’7)} т о  = ¿и  +  7 /2  ’ 
-  7 /2

{ Ь2(т,у)}

Ж { ^3(т,7)}

ТО :

Т О  -

(зи +  7/2)2

1 ю (О

+  т / 2 ) 3

-  Т /2 )3
+  Т /2 )4
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W { L 4<т̂Y) } ( j “ ) =  0  -  ^ / 2 )

w 5{L 5<т•Y )}( j “ ) =  ( ф  | 7 / 2 )6 .

° “  +  7 /2 ) 5 ’ 

° “  -  7 / 2 ) 
° “  +  7 /2 )

Лагерра 0-5 порядков; 7 =  4

[6 .4] ^  ь (/ш ) =

— у ( к +  У  ~ 7  У ./ш +  7 / 2 7 ^ Vк -  Д  \ /ш  +  7 / 2 /

Л2]{Ь(1)(т ,7 ) } .
[6 .5] ^  К" ’ , 1 и ш) =  ^ [ 1  -

(1 - (77/2; Г) -
[6 .6] (т’1 ) } и ш) =

— ^1 +  ( -  1)к е х р ( - / ( 2 к + 2 ) ф ) ^ , ф =  агс1ап
2ш

7  '

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по-

0“  +  7 /2  ’ 

20“  _ 
° “  +  7 /2 ) 2 ’ 
7 2/4  -  3“ 2 

° “  +  7 /2 ) 3 ’ 
7 2 0“  -  40“  3

рядков:
{Ь01)

W0 0 <Т,Т)} , .(0“

{ ь <1). w 1  1 <Т,Т) } Ф .(0“

1Ь<!>
W2{ 2 <Т,Т) } Ф -(0“

гг (1),
Wз{ 3 <Т,Т) } Ф -(0“

!Ь<1)W4{L4 <Т,Т) } Ф -(0“

{ь51) .
W5{ 5 <Т,Т) } Ф -(0“

+  7 /2 ) 4 ’
7 4/16  -  57 2“ 2/2  +  5“ 4

° “  +  7 /2 ) 5 
/8  -  57 Д “ : 

° “  +  7 /2 ) е
37 40“ /8  -  57 20“ 3 +  60“ 4 

)6

0
0 о, 1 0, 2

ImWk (0“ ) 
0 , 1 

0
- 0 , 1 
0 , 2

0? 3 ReWfc (0“ )
Рис. 6.2. Вид преобразования Фурье ортогональных функций

Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7 =  4, а  = 1

[6 .7] ^ 2)(- ) } 0 7  =

/ш  +—  У ( к +  У  —7  у .7 7 /2  к -  +  7 / 2 /

(ТЛГ ‘ - 0( ,ш  -  7 / 2 )
+  7 ( к +  1)

[6 .9] (/ш ) =  -  X
7

2е х р ( - /ф )  +  ( - 1 ) к е х р ( - / ( 2 к  +  3)ф) +  к +  ^
2 008 ф

ф =  а г^ а п  -
2ш

7  '
Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по- 

1
0“  +  7 /2  ’

7 /2  +  30“

0 “  +  7 /2 ) 2 ’
7 2/2  +  270“  -  6“ 2 

° “  +  7 /2 ) 3 ’
7 3/4  +  57 20“ /2  -  57 “ 2 -  100“ 3 

° “  +  7 /2 ) 4 ’

(37 4/16  +  37 30“ /2  -

рядков:
г г <2)

Wo{Lo (Т,Т) } Ф -(0“

/у
Сч (О (Т,Т) } Ф -(0“

г г <2)
W2{ 2 (Т,Т) } Ф -(0“

г г <2)
Wз{ 3 (Т,Т) } Ф -(0“

г г <2) 
W4{L4 (Т,Т) } Ф -(0“

0 “  +  7 /2 ) 
157 2“ 2/2  -  1070“ 3 +  15“ 4);

ТД/{Ь52)(т,7)},. . .
Ŵ5 5 (0“ ) =

° “  +  7 /2 )
217 3“ 2/4  -  357 20“ 3/2  +  357 “ 4/2  +  210“ 5).

(37 5/32  +  217 40“ /1 6 -

4

3

2

1

X

1

1
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о о, 5 1
0 - 1  

1  5 (3“ )
Рис. 6.3. Вид преобразования Фурье ортогональных функций

Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 7  =  4  а  =  2

рядков:
/Ь (а)

Wo{Ьo (т,Т)} ✓ -
(3“

ImWfc (3“ )
ГЬ(а)

W 1{Ь l (т,Т)} ✓ -
(3“

- 0 , 5 г т (а) 
^^2 Ь2 (т,Т)} ✓ -

(3“

[6 .10 ] к ' ш )  =

1 Л  ( к +  а \ /  V
' ш  +  7 / 2 в=0 Vк -  ^ ^ ' ш  +  7 / 2 /  '

Г« 111 ТДХ [2]{Ь.а ) (т,7 )}  .[6 .11 ] Ш  .  'ш )  =

'  +  7 / 2 ^

( —7 )о
'ш -  1/2 \ к+а 
' ш +  7 / 2 /

- £  С  + “ )  ( -р=0 р  > V 'ш  +  7 /2
7  у

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по- 

1
3“  +  7 / 2 ’
7 (а  -  1 )/2  +  3“ (а  +  1)

° “  +  7 /2 ) 2

(7 2(а 2 +  а  -  2 ) /8  +  7 3“ (а 2 -
0 “  +  7 /2 )

-  а  +  2 ) /2  -  “ 2(а 2 +  3а  +  2 ) /2 ) ;

4 ^  (3“ ) =  ( ------- 1 . )4 ( - 7 3 +  7 2(°ш +  7 /2 ) (а  +  3) -
(3“  +  7 /2 )

-  7 (0“  +  1/2)2(а  +  2 )(а  +  3 ) /2  -  (3“  +  7 /2 ) 3(а  +  3 ) ! / (6 а ! ) ) ;

^ {Ь4“ ) ( - )} ■(0“ ) :
° “  +  7 /2 ) !

- у 4 -  7 3(3“  +  7 /2 ) (а  +  4) +

+  7 2(0“  +  1/2)2(а  +  3 ) (а  +  4 ) /2  -  7 (3“  +  7 /2 ) 3 X 
х (а  +  4 ) ! /  (б (а  +  1)!) +  (3“  +  7 /2 ) 4(а  +  4 ) ! ) / (2 4 а !))

{ ь 5°°(т,7 )} . . 1
^ 5  5 0 “ )

-  7 3(0“  +  1/2)2(а  +  4 )(а  +  5 ) /2  +  7 2(0“  +  7 /2 ) 3 х 
X (а  +  5)! /  (6 (а  +  2)!) -  7 (3“  +  7 /2 )4 (а  +  5)! /  (24(а +  1)!) +  
+  (3“  +  7 /2 ) 5(а  +  5 ) !/(1 2 0 а !)У

0 “  +  7 /2 )
( — У +  7 4(3“  +  1  /2) (а  +  5) -

4
R e W k (3“ )

2
1

- 2  0
ImWfc (3“ )

а)

7

-0 , 5

(0; о)

3 у - '  '■

2

ReW k(3“ )
0, 5

1
1, 5

ImWfc(3“ ) '
б )

Рис. 6.4. Вид преобразования Фурье ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7  =  4  а  Е [0; 5]; б) 7  Е [1; 5], а  = 1

к

а — 1

4

3

2

1

а

4

1

0
0

[1 ] {Р 7 1/2'0)(т,7 )}
[6 .12 ] к " " , 1 ( 'ш)  =

= ¿ 0  ( к У  - 7 )  ( - 1 )s -  1 / 2  )  ^  +  1 ) 7 / 2 +  ' ш

1в



Аналитические представления в частотной области

[6 .13 ] ^ { ^ 1/2'° ) ( - ) } 0 ш) =

7 /2  +  ]ш

(4к +  1 )7 /2  +  /ш
к — 1

х  трг (4в +  1) 7 /2  -  /ш 
в= о (4в +  1) 7 /2  +  Зш ’

если к =  0 ;

если к >  0 .

[6 .14 ] ш } 3 КРк
2

<-1/2,0) (т ,7)}
(/ш ) =

-  008 фо е х р ( - / ф о ) , 

7  2

=  < ( 4 к Л ь  с° 8 фк х

X ехр - / фк + 2 У  ф ^  ^ ,

фк =  а г^ ап

к = 0

к > 0  

2ш
(4к +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по­
рядков:

1
W { Р° — 1/2,0)<т,т)}

{Р< — 1/2,0)<т,т )}W 1

w  { р2-1 /2 ,0 )<т,а)}

(0“ )

(0“ )

(0“ )

3-1 /2 ,0)<т,7)}
Щ  3 (0“ )

7 /2  +  0“  ’

____ 7 /2  -  0“ _____
(7 /2  +  0“ )(57 /2  +  0“ У

(7 /2  -  0“ )(57 /2  -  0“ )_______
(7 /2  +  0“ )(57 /2  +  0“ )(97 /2  +  0“ ) ’ 

1 (7 /2  -  0“ )
(137 /2  +  0“ ) (7 /2  +  0“

х (57 /2  -  0“ )(97 /2  -  0“ ) . 
(57 /2  +  0“ )(97 /2  +  0“ ) ’

w { р4-1 /2 '0)<т.а)}( . )
4 (0“ )

1 (7 /2  -  Д
(177/2  +  0“ ) (7 /2  +  0“  

(57 /2  -  0“ )(97 /2  -  0'“ ) (137 /2  -  0'“ ) ,
(57 /2  +  0“ )(97 /2  +  0“ ) (137 /2  +  0“ ) ’

W >{ р 5-1 /2 '0 )<т,7)}
(0“ )

1 (7 /2  -  Д
5 72 2 (217 / 2 +  0'“ ) ( 7 / 2 +  0“ )
(57 /2  -  0“ )(97 /2  -  0'“ ) (137 /2  -  0“ )(177 /2  -  0'“ ) 
(57 /2  +  0“ )(97 /2  +  0“ ) (137 /2  +  0“ )(177 /2  +  0“ )

Рис. 6.5. Вид преобразования Фурь.е ортогональных функций 
Якоби 0-5 порядков; 7 =  1  с = 2  а  =  - 1 / 2  =  0

[6.151

[!]{ Ье9ь(т ,7)}
к ( / ш ) = У  о с  Г )  ( - !> ■

[6 .16 ] ш '2]{Ье9к(т’7 )} (/ш ) =
1

7  +  /ш

(2в +  1 )7  +  /ш

к = 0

1 ■р-[- (2в +  1)7  -  /ш  ,, , -  7----------г-------------- , если к >  0 .
(2к  +  1)7  +  /ш ¿-=0  (2в +  1) 7  +  /ш

[6 .17 ] ш [ 3 ]{Ье9к(т^ )}  (/ш ) =

008 фо е х р ( - З ф о ) , к = 0

1
=  ‘ (2к  +  1)7

X ехр - /

008 фк х

( фк  +  2 У  ф3 ) к > 0

ш
фк =  arotan -

(2 к +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по- 

1
7 +  ^“ '

рядков:
w { Le^0<т̂Y) } ( j “ ) =

W 1{Ге91 <Т,Т) }

w ,{Г е92<т,Т)}

(0“ ) :

(0“ ) :

7  -  0“

3-Ге93<т,а)} (0 “ ) =

W ,{Г е94<т,Т)} (0“ ) :

(7  +  ° “ )(37 +  0“ ) ’
(7  -  0'“ )(37 -  0'“ ) .

(7  +  0“ )(37 +  0“ )(57 +  0“ ) ’
(7  -  0'“ )(37 -  0'“ )(57 -  0'“ ) .

(7  +  0“ )(37 +  0“ )(57 +  0“ )(77 +  0“ ) ’
1 (7  -  0'“ )(37 -  0'“ )

(97 +  0“ ) (7  +  0“ )(37 +  0“ )

(57 -  0“ )(77 -  0'“ ) . 
(57 +  0“ )(77 +  0“ ) ’

1

1

у

к

к к



6.1 Преобразование Фурье ортогональных функций

W >{Ьед5(т,’у)}
(3“ ) : 1 (7 -  3“ )(37 -  3“ )

(117 +  3“ ) (7  +  3“ )(37 +  3“ ) 
(57 -  3“ )(77 -  3“ )(97 -  3“ )
(57 +  3“ )(77 +  3“ )(97 +  3“ )

Рис. 6.6. Вид преобразования Фурье ортогональных функций
Лежандра 0-5 порядков; 7 = 1  с =  2

[1]{ р.(1/2,0) (т ^)>
[6 .18 ] (т ’7 )}  ( 'ш ) =

( к) ( к +  s +  1/ 2)
в= 0  V s +  1 /2  Л  * ' (4 s +  3) 7 / 2 +  'ш '

2 ( - 1) в

[6 .19 ] ( 'ш ) =

З7 /2  +
если к =  0;

- х
=  < (4к +  3) 7 /2  +  ' ш

к_ 1
т—г ^  +  3 )7 /2  -  ' ш

х  П  (— +  ) ,-------— , если к >  0.
в= 0 ^  +  3 ) 7 / 2 +  ' ш

[6 .20 ] )(т- )}  ' ш )  =

Д  сое фо ехр ( - ' ф о ) ,

1  2

=  < ( 4 к Г 3 Ь  СОВФкХ
к—1

х ехр | - '  фк + 2  фв¡ ( ф к  +  2 Д  фв^ ^ ,

фк =  arctan

к  =  0

к >  0 

2ш
(4к +  3)7

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по­
рядков:

гр (1/2,0) (
Wo{Po (

р(1/2,0) (^ { Р 1 ' ’ ' (т,Т)}

(3“ ) =  

(3“ ) =

З7 /2  +  3“ ’
 З7 /2  -  3“ _____
(37 /2  +  3“ ) (77 /2 +  3“ ) ’

{ р2 (т,7)}2(1/2 ,0)(

(1/2,0)(

(3“ ) =
(3 7 /2  -  3“ )(77 /2  -  3 “ )

(3 7 /2  +  3“ )(77 /2  +  3“ )(117 /2  +  3“ ) ’

{ Р Л 2>и'(т ,7) } , .  . 1 (37 /2  -  3“ )Vо 3 ( 3“  ) = -------------------------------------------
(157 /2  +  3“ ) (37 /2  +  3“ )

(77 /2  -  3“ )(117 /2  -  3“ ) .
(77 /2  +  3“ )(117 /2  +  3“ ) ’

( / {Р^1/2,0)(т,7) } (  .“ ) =  1 (37 /2  -  3“
4  ̂ (197 /2  +  3“ ) ( 3 7 /2  +  3“
(77 /2  -  3“ )(117 /2  -  3“ ) (157 /2  -  3 “ ) _
(7 7 /2  +  3“ )(117 /2  +  3“ ) (157 /2  +  3“ ) ’

У _______ (37 /2  -  3“ ) х
(237 /2  +  3 “ ) (37 /2  +  3 “ )

(77 /2  -  3“ )(117 /2  -  3 “ ) (157 /2  -  3“ )(197 /2  -  3“ )
(77 /2  +  3“ )(117 /2  +  3“ ) (157 /2  +  3“ )(197 /2  +  3“ )

4 3 “ ) =

Рис. 6.7. Вид преобразования Фурье ортогональных функций 
Якоби 0-5 порядков; 7  =  1  с =  2  а  =  1 /2  =  0

[6 .21 ] Ш [ 1 ] { Д ’0) (т ,7 )} (' ш ) =

вОС7  7  + « +  1) ( _ 1) .  .
s +  1 7 (s  +  1 )7  +  ' ш

[6 .22 ] 4 2 ]{Д ' ° ) ( т ’7 ) } 0 ш ) =  
1

7  +  'ш
к = 0

1 — г (s  +  1)7  -  ' ш ,  ̂ пI I  ----—77-----;---— , вСЛИ к >  0.
(к  +  1 ) 7  +  ' ш в= 0  (s  +  1 ) 7  +  ' ш

у.

X

1



120 Аналитические представления в частотной области

[6.23] W ¡3{P^  )(Т^ ( ЗШ) =

1  сое фо е х р (—з'фо), 

1  1
СОВ фк X

если к =  0 ;

=  ‘ (к +  1)7 

X ехр - j ( ф к + 2  | > . ) ) если к >  0, 

фк =  arctan
ш

(к  +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по-

1
7 +  Зш'

7 -  №  .

(7 +  Зш)(27 +  ЗшУ

(7 -  Зш)(27 -  Зш) ,
(7 +  Зш)(23 +  Зш)(37 +  Зш) ’

(7  -  Зш)(27 -  Зш)(37 -  Зш)

рядков: 
ур  , 1,0),

ш ф 0 (Т,Х)}  -
(Зш

{ р , 1-0) 
1 (т>7)} , .

(Зш

{ р У - 0),
2 (т>7)} , -

(Зш

{ ру 0) 
ш  3 (т>7)} , -

(Зш

{ р (1 ,0) (т,1У)} { -
(Зш

X ■ 
1 

.

(1 +  Зш)(23  +  Зш)(37 +  Зш)(47 +  Зш) ' 

1 (7  -  Зш)(27 -  Зш)(37 -  Зш)
(■57 +  Зш) (7  +  Зш) ( 2 7  +  Зш)(37 +  Зш)

>(. ) _  1 (7  -  Зш) (27 -  Зш)(37 -  Зш)
З (6-у +  Зш) (7 +  Зш) ( 2 7  +  Зш)(33 +  Зш)

(47 -  Зш)(57 -  Зш) 
(47 +  Зш)(57 +  Зш)

Рис. 6.8. Вид преобразования Фурье ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; у  _  1, с _  1 , а  _  1, в  _  0

М { 7 2,0) (т,7)} . .[6.24] W ф ' к '" (¿ш ) =

=  Е  О С  + + + 2) ( - 1 ) ‘
1

(2в +  3 )7  +  Яш

[6.25] wk2]{P,2'0)(тY)}(jш) =

37 +  Яш 
1_____________  т“г (2  ̂+  3 )7  —

(2к +  3 )7  +  j ш  ^=0 (2в +  3 )7  +  j ш ’

если к =  0; 

к > 0

[6.26] Wt
[3] { Р У ’0)(т,7)}

0 ш) =

37
сое фо е х р (—j фо) , к = 0

1
- СОВ фк X

(2к  +  3 )7
к -1

ехр| —Я  фк + 2  У ; ф ‘
в=0 7 /

к >  0

ш
фк =  arctan -

(2к  +  3 )7 '

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по- 

1
рядков:

гр (2,0) (
ш ф0 [т,х ) } { - 

(Зш

гр (2.0) (
ш у 1 (Зш

р (2,0)
(Зш

р (2,0)
Ш{р з (Зш

р (2,0)
(Зш

З7  +  Зш

37 -  Зш _

(З7  +  Зш)(57 +  Зш)'

(37 -  Зш)(57 -  Зш) .
(З7  +  Зш)(57 +  Зш)(77 +  Зш) ’

1 (37 -  Зш)(57 -  Зш) (77 -  Зш ).
( 9 7  +  Зш) (З7  +  Зш)(5у +  Зш) ( 7 7  +  Зш) ’

1 (37 -  Зш)(57 -  Зш)
( 1 1 7  +  Зш) (З7  +  Зш)(57 +  Зш)

(77 -  Зш)(97 -  Зш ).
(77 +  Зш)(97 +  Зш) '

„ Л р52,0)(т,7)У5 (Зш) 1 (37 -  Зш)(57 -  Зш)
(137 +  Зш) (З7  +  Зш) ( 5 7  +  Зш) 

(77 -  Зш)(97 -  Зш)(117 -  Зш)
(77 +  Зш)(37 +  Зш) ( 1 1 7  +  Зш)

Рис. 6.9. Вид преобразования Фурье ортогональных функций
Якоби 0-5 порядков; 7  _  с  _  2, а  _  2, в  _  0

1

1

к

к



6 .1  П р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й

[6.27]

[6.28]

[6.29]

Рис. о

[6 . 30 ]

т д 4 1 ] { Д ’0) ( т ,7 )Ь .  . ш к к ' ш )  =

= £  ©С+ + У) < - >

Ш  [ 2 ] { Д 0)(т,7 )} (' ш ) =

( 2 б- +  а  +  1 )0 7 / 2  +  ' ш

к  =  0
(а  +  1) 0 7 /2  +  ' ш ’

=  < (2к +  а  +  1) 0 7 /2  +  ' ш
к 1
Г Г  (2s +  а  +  1)о7 /2  -  ' ш , > 0х   ------------------ ------ ; , если к >  0 .
А=0 ( 2s +  а  +  1) 0 7 / 2  +  'ш

[3]{Р +  ,0 )( ) }  ^
к . ( 'ш

(а  +  1)07 
2

сое ф0 е х р ( - ' ф0) ,  если к =  0 ;

, . — сое фк х
( 2к +  а  +  1)07

х  ехр - А фк + 2  Е фв
в=0

фк =  а г^ а п

к >  0 

2ш
( 2к +  а  +  1)07

Частные случаи для 
рядков:
н У  р0а,0) (т,^)} (3

W 1{P l(a ’0)(т■Y) } ( j

(3“ ) : 

(3“ ) :

преобразования Фурье функций 0-5 по- 

1

о(°,0 )(
W2 ! (3“ )

W ,

W (3“ )

(а  +  1)с7 /2  +  3 “

___________ (а  +  1)с-(/2 -  3“
((а  +  1)с7 /2  +  3“ ) ( ( а  +  3 )с7 /2  +  3“

1

((а  +  3 )с7 / 2  -  3 “ ) 
( (а  +  3 )с7 / 2  +  3 “ ) 
{Р3(“ ’0)(т,7)} .

4  3 (3“ ) =

( (а  +  3 )с7 /2  -  3 “ ) 
( (а  +  3)07/2 +  3“
{ р4“ ’0)(т,7) } ,  . ,

4 (3“ ) =

( (а  +  3 )с7 /2  -  3 “ ) 
( (а  +  3)с7 /2  +  3 “ ) 
{р5“ '0)(т,7)}

((а  +  5 )с7 /2  +  3“ )

( (а  -
(а  +  5 )с7 /2  -  3 “ )

1 +  5 )с7 /2  +  3“  ((с 
1

(а  +  1)с7 /2  -  3 “ ) 
(а  +  1)с7 /2  +  3 “ )

(а  +  1)с7 /2  -  3 “ ) 
+  1)с7 /2  +  3“

а  +  1)с7 /2  -  3 “ ) 
а  +  7)с7 /2  +  3 “ ) 

+  7 )с7 /2  -  3“ ) _ 
+  7 )с7 /2  +  3“ ) ’ 
(а  +  1)с7 /2  -  3“ )

( (а  +  3 )с7 /2  -  3“ ) 
( (а  +  3)с7 /2  +  3“ ) 

( (а  +  9)с7 /2  -  3“ )

((а

( (а  +  11)с7 /2  +  3 “ ) ( (а  +  1)с7 /2  +  3“ 

; +  5 )с7 /2  -  3“ ) ( (а  +  7 )с7 /2  -  3“ )
; +  5 )с7 /2  +  3 “ ) ( (а

о

X
1

X

1

хо

2
X

X

R eW k (j“ )

Im W fc(j“ )
ImWk (3“ ) _0' 1 ReWk (3“ )

10. Вид преобразования Фурье ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 = 1  с = 2  а  Е [0; 5], /3 =  0; б) 7  Е [1; 3, 5],
с = 2  а  = 1, 3 =  0

Ш к .  (' ш) =

=  Е ( к) ( к +  +  1) ( - 1 )
1

в= 0  s ( 2 s +  1 ) 7  +  'ш

[6.31] Д , ^ ) ^  ( 7 ( к + .  +  1 ) ;

сое фв е х р ( - 'ф в )  ш
х  ( -  1)в ------- ;--------- 4  7 , фк =  arctan  ------------ — .

(2s + 1 ) 7  ’ ^ к (2к + 1 ) 7

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по­
рядков:
„ . . р Г 'Х ' Х . (3“ ) :

7  +  3“

в
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W 1 1 0 “ ) =  ^ —7 О , • 'Y +  3“  3Y +  j “
P(0,1) (

W2 },■ ) =  1 8 , 10(3“ ) — ----------  —   +   ;
Y +  3“  3y  +  j “  5y +  j “

o(0,1)(
W

15 45
+

35

W
{ р40,1)(т,7 )}

( j “  )

Y +  j “  3y +  j “  5y +  j “  77 +  j “

1 24 126
Y +  j “  3y  +  j “  5y +  j “

224 126
+

7y +  j “  9y +  j “  ' 

(j “ ) =
{P (0,1) (t,y)}

W . 5
35 280

+

840 1050
+

Y +  j “  3y  +  j “  5y +  j “
462

7y  +  j “  9y +  j “  11Y +  j “

Рис. 6.11. Вид преобразования Фурье ортогональных
функций Якоби 0-5 порядков; 7 =  1, с =  2  а  =  0, ¡3 =  1

= £  о с + ; + 2 ) ( - d
1

( 2;  +  1)7 +  jw

[6 .33 ] w k (j w)^ o c + ;+ 2 )
cos e x p ( - j ^ s )  w

X ( — 1)s   --------- 4 -------- , Фк =  arctan  ----------- — .
(2 ;  +  1) 7  ’ (2 k +  1) 7

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по- 

1
рядков:

d(0,2){P (0,2) (т,7 )}
w {  0 ( ,Y)}

{ p ( 0’2)(t,y )}W

w 2 0'2)(- )}

W {{p30’2)(t-y)}

( j “  ) 

( j “  ) 

( j  )

Y +  j “  
1 4

Y +  j “  3y +  j “  
1 10 15

Y +  j “  3y +  j “  5y +  j “
1 18 63 56

( j “ ) — ----------  —   +  ,
Y +  j “  3y +  j “  5y +  j “  7y +  j “

w f P* (T ■ y )}

w {P5(0 ’ 2)(t , y )}W 5 5 ( j  ) =

28 168(0.2)(t y)} 1
( j “ ) — ----------  —   +

Y +  j “  3y  +  j “  5y +  j “
336 210

7y +  j “  9y +  j “  ’
(0 , 2)(t y)} 1 40 360

Y +  j “  3y  +  j “  5y +  j “
1650 7921200

+
7y +  j “  9y +  j “  11y +  j “

Рис. 6.12. Вид преобразования Фурье ортогональных
функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с =  2  а  =  0, 3  =  2

[6 .34 ] WkМ Л 0 ’ ß)  ( t , y ) } (j w ) =

= е  ö (  k + ; + о  ( —■)s=0 (2 ;  +  1 )0 7 / 2  +  jw

( j w ) ^  о (  k7 ; + e >
16.351 W  jß) ( ’ Y ) } U w ) =  ©  ( 7 k +  ;  +  в  I x

s=0

cos ^s  e x p (—j ^ s )   ̂ 2w
x ( — 1) s — ;------------r — ;—  , Фк =  arctan  ----------- -— .

V 7 ( 2;  +  1)0 7 /2  (2k +  1)07
Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по­
рядков:

1{PO0 ’ß) (т, y)}W

{p (°  .ß) (т , y)}
W {  1 (

( j  ) 

( j  )

w {P2(0’ß )(T.Y)}, . . 
W 2 2 (j “ ) :

+  (ß  +  3 )(ß  +  4 ) /2  _ 
5cy/2 +  j “

W  { p ( ° ’ß ) (T-Y)}( j  )W 3 3 ( j  )

5cy/2 +  j “
W { P A ’ß) (t,y )} (  ̂ ) W 4 4 ( j “ ) :

cy/2 +  j “  ’
1 ß +  2

cy/2 +  j “ 3cy/2 +  j “
1 2(ß +  3)

cy/2 +  j “ 3cy/2 +  j “

1 3(ß  +  4)
cy/2 +  j “ 3cy/2 +  j “
(ß  +  4 )(ß  +  5 )(ß  +  6 )/6

7cy/2 +  j “  ’
1 4(ß  +  5)

cy/2 +  j “  3cy/2 +  j “
+  3 (ß  +  5 )(ß  +  6) — 2(ß +  5 )(ß  +  6 )(ß  +  7 ) /3  +  

5 cy /2  +  j “  7 cy/2 +  j “

1

1s

s

X

+

+

+
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( в  +  8)
24(в +  4 )!(9 с7 /2  +  ¿ш )’

5 5 Ь ш) =
________________5 (в  +  6)
с7 /2  +  ¿ш Зс7 /2  +  ¿ш

+  5 (в  +  6)(в  +  7) _  5 (в  +  6)(в  +  7 )(в  +  8 ) /3  +
5с7 /2  +  ¿ш

5 (в  +  9)!______________________________________
24(в +  5)!(9с7 /2  +  ¿ш) 120(в +  5)!(11с7 /2  +  ¿ш) '

7с7 /2  +  ¿ш
(в  +  10)!

Рис. 6.13. Вид преобразования Фурье ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  1, с =  2, а  =  0  в  £ [0;5]; б) 7  £ [1; 3, 5],
с =  2, а  =  0  в = 1

6.2 Преобразование Фурье
ортогональных фильтров

[6 .36 ] у [ 1]{Ьк (т’2 ) } ( 3 " )  =

у ( к ) (  —  У *3 "  +  7 /2  5=0 Vк -  Д  V / "  +  7 / 2 /

[6 .37 ] у М { ^ (тГ,)}( з " )  =  - 1_____( з "  - 1 /2
3 "  +  7 /2  \ 3 "  +  1 / 2 )

[6 .38 ] у ф {Ьк(т’7 ) } (/ш) =  2 ( - 1 ) к сов фХ

х  е х р ( - / ( 2 к  +  1)ф), ф =  arctan
2ш 

7  *
Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по-
рядков:
у ф 0У ’У } (¿ш

у ф 1У п ) } (зш

у ф 2 У " ) } (зш

у  У ф ' Т,у)} / .■ п Г ! (3ш

у  { Ь41' у 4
' т, )̂} г ■■ п Г ! (3ш

у  { ^5 (' т, )̂} / ■■ п Г ! (3ш

¿ш + 1 /2'
1 (Зш _  1/2)
(зш +  т / 2 ) 2 ’

т (  3ш 1 Ю (О

(зш +  т / 2 ) 3

т (  ¿ ш _  Т /2 )3
¿ш +  Т /2 )4

т (  ¿ ш _  Т /2 )4
¿ш +  Т /2 )5

1 ( з ш _  т / 2 ) 5
(зш +  т / 2 ) 6

фильтров Лагерра 0-5 порядков; 7 =  4

[6 .39 ] У)
[1 ] {Ь(к1)(т,у)}

(3" ) =

Т
(3"  +  1 /2)2 “ 0 7к -

[2]{ьЦ^(т,у)}
[6 .40 ] У ф х к (3" ) =

5 =  0

I 2
3 "  +  7 /2 )  Л  3 "  +  1 /2

( 3 "  -  1 / 2 \ к 
\ 3 " + 1 / 2 )  *

+

++

1

1

в
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[6 .41 ] v k i ] { L k  (T'Y ) } ( j u )  =  4 ( - l ) k (cos ф )2 x

x  e x p ( - j ( 2 k  +  2)ф),  ф =  arctan
2u

Y '
Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по- 

2
рядков:

Г L (1)(
v 4 У п ) } f . 

(3u

( l (1),
v { L1 1Y n ) } { . 

(3u

L (1),
v 2

Y n ) } { . 
(3u

rL(1),
V3{L3

У п ) } f . 
(3u

rL(1),
v { L4 Y n ) } { . 

(3u

у ф *
V5{ 5

Y n ) } f . 
(3u

Y
j u  +  Y/2) 2 ’ 

Y2 (ju  -  Y/ 2 ) . 
(j u  +  Y/ 2 ) 3 ' 

Y2 (j u  -  Y/2) 2 
( j u +  Y/2) 4 

Y2 (j u  -  Y/2 ) 3 
(j u  +  Y/2) 5

(j u  +  Y/2)  

У2 (j u  -  y /2  
(ju  +  Y/2)

5 
7 ‘

4

0

Im Vk(ju )

Рис. 6.15. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Сонина-Лагерра 0-5 порядков; у  =  4  а  = 1

[6 .42 ] v l 1]{LY ( T Y ) } ( j . )  =

4  k )  - Y  Y .
( j u  +  y /2)3 k -  J  \ j u  +  y / 2 )

[6 .43 ] Vk
[2]{L(,2) (t ,y ) }  . .( u ) =  Y3 ( j u  -  y /2 \ k .

( j u  +  y /2 )  \ j u  +  y/2 )

[3]{L(2) (t ,y ) }  . .
[6 .44 ] У ф '  k " " ,> ( j u )  =  8 ( - l ) k (cos ф)3 x

x  e x p ( - j ( 2 k  +  3)ф ), ф =  arctan
2u

рядков:
v { L (02)(t,y )} Y
V0 0 j u )  -

(j u  +  Y/2)

L 2)V1 1 (t,y)} ( ju

f t (2)
v { L2 (t,Y)} ( j u

r t (2)
V3{L3

(t,T)} ( ju

r L (2)
V4 4

(t,Y)} ( ju

{ l 52)
V5{ 5

(t,T)} ( ju

(j u  +  Y/2) 4 ’ 

Y3 (j u  -  Y/2) 2 
( j u +  Y/2) 5 

Y3 (j u  -  Y/2) 3 
( j u  +  Y/2) 6

Y3 (j u  -  Y/2Y  
( j u  +  Y/2) 7

Y3 (j u  -  Y/2?  
(j u  +  Y/2) 8

ImVk(j u )
5

Рис. 6.16. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Сонина-Лагерра 0-5 порядков; у  =  4  а  =  2

[6 .45 ] Vk[1]{L(ka) (т,7 )}
( ju )  =

Y
y f k ) (  - Y  V -( j u  +  Y/2)a + 1 + 4 k -  sJ \ j u  +  y / 2 )

[6 .46 ] v l 2] {LY ( T Y ) } U u)  =

(  Y r + V  j u  -  Y / 2\ k
\ j u + y /2 )  \ j u + y / 2 )

[6 .47 ] V [3] {Lk) (T'i y } ( j u )  =  ( - l ) k (2 co s  ф)а + 1 х

2u
x  e x p ( - j ( 2 k  +  а  +  1)ф), ф =  arctan — .

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по­
рядков:

rL(a)
v „{L „ (t ,T)} / - ( j u

П О -
IL (a)

v {L1
(t,Y)} / - ( j u

rL(a)
V2{L2 (t,Y)} / - ( j u

( j u  +  y /2) a+1 

Ya+1 ( ju  - y /2) . 
( j u  +  Y/2)a+ 2 ' 

Ya+1 ( j u  - Y / 2 ) 2 
( j u  +  Y/2)a+ 3

3

4

k

3

2

1

4

a+1Y

Y

3
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V i L3 (T Y )b , Ya+1 j u  -  7 /2 ) 
(j u  +  Y/2 ) 

Y“ +1 (j u  -  Y/2)

( j u ) -  . , „ N„+4

j u  +  Y/2 ) C

( j u ) : “ + 1 j u  - y /2) 5
a + 6 ‘

j u  +  7 /2 ) C

a)

1

Im V k(ju )
6)

Re Vfc ( ju )

Рис. 6.17. Вид преобразования Фурье ортогональных фильтров Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7 =  4  а  Е [0;4]; б) Y Е [1; 4],
а  = 1

[111 P,(—1/2,0)(т y )\
[6 .48 ] Vk '~k ( ° } ( jw)  =  (4k + 1 ) 7 х

1

[6 .49 ] v l 2]{Pк

s -  1 /2

(—1/2,0)/ \-l
( т П П  /  . ч

j w )  =
Y

y /2  +  j w ’
(4k +  1) y

(4s +  1 )y /2  +  j w

если k =  0;

(4k +  1 )y /2  +  j w
k — 1
T—r (4 s +  1 )y /2  -  jw

х П  (— +  ) " , ------ —  ̂ л и  k >  0 .
Р 0 (4s +  1 ) y / 2 +  j w

let кп1 i/[3'1{Pk 1/2’ 0)(t >7) } /  . [6 .50 ] Vk k (j w) =

2 cos фо e x p ( - j ^ o )  ’
2 cos фкх

(  k — 1
I exp  I - Я ф к  + 2  ф

k = 0

! > ) ) ’s=0 7 /
k >  0

фк =  arctan -
2w

(4k +  1)y

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по­
рядков:
v  i P (—1/2’0)(T,Y)} 
V0

(- 1/2, 0)(у { р 1 (t,y )}

( ju )  : 

( ju )  :
y /2  +  j u  ’

5y (y /2  -  ju )  .
(Y/2  +  j u ) ( 5Y/2  +  j u )  ’

{ р (—1/2,0)(т,7 )} 
V О

V
{р ( —1/2,0) (t,y )}

( j u ) :

( j u ) :

9y (Y/2  -  j u ) ( 5Y/2  -  ju )  .
(y /2  +  ju )(5 Y /2  +  j u ) ( 9Y /2 +  ju )  ’

13Y (Y/2  -  ju )
(13y / 2 +  ju )  (y / 2 +  ju

x (5Y/2  -  ju ) (9 Y/2  -  j u ) . 
(5 y /2  +  j u ) ( 9 Y /2 +  ju )  ’

v  {P4—1/2’0) (t,y ) } ( . )
V4 4 j u )

17y (y /2  -  ju
(17y /2  +  ju )  (y /2  +  ju  

(5Y/2  -  j u ) ( 9Y/2  -  j u )  ( 13Y/2  -  j u ) .
(5 y /2  +  j u ) ( 9 Y /2 +  ju )  (13y / 2 +  ju )  ’

21y  ( y / 2 -  ju{P5 —1/2,0)(t,y )}
( ju )  : (21Y/ 2 +  j u )  (Y/2 +  j u ) 

(5Y/ 2 -  j u )(9Y/ 2 -  ju )  (13Y/ 2 -  j u )(17Y/ 2 -  ju )  
(5 y /2  +  j u ) ( 9 Y /2 +  ju )  (13y /2  +  ju )(1 7 Y /2  +  j u ) '

4

Y

3

2

0

X

R

R.

X

Y
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Рис. 6.18. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с =  2, а  =  _ 1 / 2  в  =  0

[6 .51 ] V'l1]{Le9h (T’l ) } ( j u )  =  2(2k +  1)7 х

х  £  C ) ( k 7  < - 1 ) ‘s=0

1
(2s  +  1)7 +  j u

[6 .52 ] V[ 2]{Le3k (T’Y ) } ( j u )  =  

27 
7  +  j u '

если k =  0 ;

2 (2k +  1)7  k r /  ( 2s +  1)7 -  j u  k > o
I I — ;—74— ;— — , если k >  0 .

(2k +  1 )7  +  j u  У *  ( 2s +  1)7 +  j u  ’

[6 .53 ] v l 3]{Le3k ( T Y ) } ( j u )  =

2 cos фо e x p (—j<po)
2 cos фк х

k r l

х  exp I —Я ф к  + 2  У > .

k = 0

фк + 2 £  ф а ^ k > 0

u
фк =  arctan -

(2k +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по­
рядков: 

v  i Le90(T,Y)}V n (jw ) : 2y

{Legi  (t ,Y)}

V {Leg2(T,7) }

{Leg2(T,Y)}

V {Leg4(T,Y)}

V5

(77 -  j w)  _ 
(77 +  jw)  ’
{L eg5(x,7)}

7  +  jw
67 (7 -  jw ) _

(Y +  jw )(3 7 +  jw ) ’
107(7 -  jw )(37  -  jw ) _

(Y +  jw )(37  +  jw) ( 57  +  jw ) ’
147(7 -  jw )(3 7  -  jw )(57  -  jw ) _

(7  +  jw )(37  +  jw )(57  +  jw )(77 +  jw ) ’ 
187 (7  -  jw )(3 7  -  jw )(5 7  -  jw )

(97 +  jw ) (7  +  jw )(37 +  jw )(57  +  jw )

( -w) =  227 (7 -  jw ) (37 -  jw )(5 7 -  jw )
j  (117 +  jw ) (7  +  jw ) (37 +  jw )(57  +  jw )

(jw ) :

(jw ) :

(jw ) :

(jw ) :

(77 -  jw )(9 7 -  jw ) 
(77 +  jw )(97 +  jw ) '

Рис. 6.19. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Лежандра 0-5 порядков; 7  = 1  с =  2

[1U R(i/2 ,0) (т y )>
[6 .54 ] Vk k ’ ( ju )  =  (4k +  3) 7 X

У '  ( k ) ( k  +  S +  1 /2 ) (_;L)a
s A  s +  1 /2  7  ; (4s +  3) 7 /2  +  j u '

V
[2]{pk1/2’0 )(T’7 ) } ( . )

k (j u ) =
37

если k =  0 ;
37 /2  +  j u

(4k +  3 )7  ^
(4k +  3) 7 /2  +  j u

k 1kr1 (4 s +  3)7 /2  — j u
х  П  (— +  ) 7/,-----— ^ л и  k >  0 .

АД (4s +  3)7 / 2 +  j u

[6 .56 ] V ^ 1' 2'0 )(T ’7 ) } ( ju )  =

| 2 cos фо exp ( —.ф о )  ,
| 2 cos фк х

k r i
х  ex p l —j [  фк + 2  У :  фа

k = 0

k > 0  

2u
фк =  arctan - .

(4k +  3 )7

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по­
рядков:

( i /2,0)V  {Po (T,Y)}
V0

v 2{p 2 ' • V , y)}„ 21/2,0)( 

o(i/2 ,0 )(V3{p r  • V , 7 )}

(jw ) =  

(jw ) =  

(jw ) =  

(jw ) =

37 .
37/2 +  j w ’

77 (37 /2  -  jw ) .
(37 /2  +  jw )(7 7 /2  +  jw)  ’

117 (37 /2  -  jw )(7 7 /2  -  jw ) .
(3 7 /2  +  j w) ( 77/2 +  jw )(117 / 2 +  jw ) ’

157 (3 7 /2  -  jw ) ^
(157/2  +  jw ) (3 7 /2  +  jw )

с

X

{P (i/2 ,0 ) ( r,7 ) }
Vi i

X
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{71 /2 -  зы) {111 /2 -  зы)
{71/2 +  ]ы)(И-у/2 +  з ы ) '

ЛР(1/2'°) (т,-1) } / . ) 191
4 4 {з ы) -

 {31 /2 -  з ы)
{191/2 +  зы) {31/2 +  зы)  

{71 /2 -  зы ) { \\^/2 -  з ы) {151 /2 -  Зы) _
(71 / 2  +  зы){11-у/2 +  зы) {151/2 +  зы)  ’

(1/2 • 0)(т - ) } . . ,  231 {31/2 -  зы)
{з ы) - {231/2 +  зы) {31/2 +  зы)  

{71/2 -  зы){\\1/2 -  зы) {151/2 -  зы){191/2 -  зы) 
{71/2 +  зы) {111 /2 +  зы) {151/2 +  зы){191/2 +  зы)

Рис. 6.20. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с = 2 ,  а  =  1/2, в  =  0

[6.571 V, И р 1 ’ 0)(т,1)}
к (Зш) =  2 (к  +  1) 7 Х

£ ОС+ + + 1)( - 1)‘
[6 .58 ] Vk

[2]{Рк1’0)(т,1)} 

21
(зш) =

7  +  Зш
если к =  0 :

2 (к  +  1)7  тпг X  +  1)7  -  зш , >  04---------- г---------  з------- г--------------, если к >  0 .
(к  +  1 )7  +  Зш («  +  1 )7  +  Зш

Гл тр[3] { Рк (т’1>}/■ \[6 .59 ] 7  к (з ш) =

2 сое фо е х р ( - З ф о ) ,
2 СОВ фк Х

кп1
Х ехр I - З [ ф к  + 2

к = 0

¡ ( ф к  +  2 ^  ф а ^ к > 0

ш
фк =  агс1ап -

(к  +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по­
рядков:
у  { р01’0)(т, )̂}V П {зы)  :

2 1  _
1  +  з ы ’

{Р,(1 • X
7  1 {з ы

( р  (1 . 0) ( 
^2{Р2

7>т)} , -
{з ы

( р (1 . 0) (
у ф 3 7>т) } , -

{з ы

,р  (1,0) |
у { Р4

7>Т)} / -
{з ы

X к ^ ' 
1

41{1 -  зы)  _

{1 +  Зы){21 +  Зы)  ’
б ! {1  -  Зы) {21 -  Зы)  _

{ 1  +  зы ) { 2 1  +  зы) {31 +  зы)  ’
&1{1 -  зы) {21 -  зы) {31 -  зы) _ 

{ 1  +  зы ) { 2 1  +  зы) {31 +  зы) {41 +  зы)  ’ 

101 {1 -  зы) {21 -  зы) {31 -  зы)
{51 +  зы) { 1  +  зы) {21 +  зы) {31 +  зы)

{41  +  з ы ) '
= (1 ■ 0)(т ^)} ^  121 {1 -  зы) {21 -  зы) {31 -  зы)

{6
{41 -  зы) {51 -  зы)
{41 +  зы) {51 +  зы)

у  {^ Л  (Т • Р)} { -ы ) =  . , . - , , . - , , . - , х
5 з { 6 1  +  зы) { 1  +  зы) { 2 1  +  з ы){31 +  зы)

Рис. 6.21. Вид преобразования Фурье ортогональных
фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с =  1 , а  =  1, в  =  0

[6.601 ЛГ]{Рк2 ’ 0)(т ,7 )Ь

^  ( к ) ( к  +  8 +  2)  1)в 1 _
_ 0 з '  V 8 +  2 /  (2в +  3 )7  +  Зш

|6.61| Т /[2 ]{Р Г  ’ (Т’1 ) } , -  ч 
^  к (Зш) =

4(2,0) (
к

67 

З7  +  Зш ’
2 (2к +  3 )7  кПГ (2з  +  3 )7  -  Зш ,  ̂ п

4---------- :------------ з :------------ , если к >  0 .
(2к +  3) 7  +  Зш а=о (2 з +  3 )7  +  Зш

к = 0

[6 .62 ] VA[3]{Рк2 ’ 0) (т ,7 )} (Зш) =

2 сое фо е х р ( - З ф о )
2 сов фк х

кп1
Х ехр  - З  фк +  2 Т . ф з

к = 0

¡ ( ф к  + 2 ^ 2  ф а )  ^ к > 0

фк =  агс1 ап
ш

(2к +  3 )7 ‘

к

-

X

1
X

к

X
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Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по-

67
рядков:

С0{ р02'0 )(Т,Т)} ✓ - (¿и

р 1(2’0) (Т,Т)} ✓ -
(зи

С  { р22,0) С2
(Т,Т)} , .

и и

С  { р32’0)'С3
(Т,Т)} , .

(зи

„, (77 -  ¿ и ) .

37 +  ¿ и  ’
107(37 -  ¿ и)  _

(37 +  Зи)(57  +  ¿и ) ’
147(37 -  зи) ( 57  -  ¿ и)  _

(37 +  Зи)(57  +  зи) ( 77  +  ¿ и ) ' 

187 (37 -  Зи)(57 -  ¿и)
(97 +  зи)  (37 +  ¿и )(5 7  +  зи)

(77 +  ¿ и)  ’ 
Р (2,0),/ { Р ^ “ ; (т,т ) } (  ,и ) =  227 (37 -  ¿ и ) (5 7 -  ¿и )

4 5 (117 +  ¿и)  (37 +  ¿ и )(5 7 +  ¿и )
(77 -  зи ) ( 97 -  ¿ и)  _
(77 +  ¿ и )(9 7 +  ¿ и ) ’

,Д р52’0)(т>^)^/• N 267 (37 -  ¿ и ) ( 57 -  ¿ и)V- ( ¿и ) = --------------------------------------------------
(137 +  ¿и ) (37 +  ¿и )(5 7  +  ¿и )

(77 -  ¿ и )(9 7 -  ¿ и )(117 -  ¿ и )
(77 +  ¿ и )(9 7 +  ¿и )(1 1 7 +  ¿и )

Рис. 6.2*2. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Якоби 0-5 порядков; 7 = 1  с = 2  а  =  2  =  0

Л ] { с О ’0)с , 7 ) }  

к

[6 .63 ] У у 1 ь ' ' ‘ (зш) =  (2к  +  а  +  1)с7Х

з =  0
х 0 ( к + + + 1  « - о - (2 « +  а  +  1 ) 0 7 / 2  +  зш

|6.64|
Л[2 ]{Р У ’0)(Т,7 )}

(зш) =
(а  +  1) 07

(а  +  1) 07/ 2 +  зш'
(2к +  а  +  1)с 7

(2к +  а  +  1) 07/ 2 +  зш
к — 1

х  -г-т (2 « +  а  +  1) 07 / 2 -  зш 
-=0 (2 « +  а  +  1) 07 / 2 +  Зш '

если к =  0;

если к >  0.

|6.65| г [3]{Р(а '0)(т,1)}
(Зш) =  

2 008 фо е х р ( - З ф о ) , к = 0
I 2 008 фк Х 

Х ехр - з
з + 2 §  0 )

если к >  0,

фк =  агЛ ап
2ш

(2к  +  а  +  1)07

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по-

(а  +  1)с7 _
(а  +  1)с7 /2 +  ¿ и  ’

(а  +  3 )с 7 ((а  +  1)с7 /2  -  ¿и)
( (а  +  1 )С7 /2 +  ¿ и ) ( ( а  +  3 )с7 /2  +  ¿и)  ’

рядков:
гр (а, 0)

С0{Р0
¡Т,Т)} , .

(зи

-Т Р (а
С {Р1

,0) ¡Т,Т)} / -
(зи

гр (а
С2{Р2

,0) Т ,т ) } , .
(з и

- ¿ 7  (
(а  +  5)с7 

( (а  +  5) с7/2 +  ¿и

а  +  3 )с7 /2  

а  +  1)с7 /2 -  ¿и  
а  +  1)с7 /2  +  ¿и

((а  +  3 )с7 /2  -  ¿и ) _ 
((а  +  3 )с7 /2  +  ¿и ) ’ 

1а,0)
С3 3 (зи )

(а  +  7) С7
((а  +  7 )с7 /2 +  ¿ш) 

( (а  +  3 )с7 /2 -  ¿ и ) ( ( а  +  5 )с7 /2  -  ¿и'') _ 
( (а  +  3 )с7 /2 +  ¿ и ) ( ( а  +  5 )с7 /2  +  ¿ и)  ’ 

(а  +  9)с7 
( (а  +  9 )с7 /2 +  ¿и)

, {р 4 ° ’Л)(т о ) }С Т 4 ' (¿и )

((а  +  3) с7/2 -  ¿и)  ( (а  +  5 )с7 /2

а  +  1)с7 /2 -  ¿и

- Ои )

I +  1 )с7 /2  +  ¿и

а  +  1)с7 /2 -  ¿и  
а  +  7 )с7 /2  +  ¿и  

((а  +  7 )с7 /2  -  ¿и )

С

((а  +  3) с7/2 +  ¿ и  ( (а  +  5 )с7 /2  +  ¿ и)  ( (а  +  7 )с7 /2  +  ¿и 
(а  +  11)с7{Р ( “ '0)(т,7)}

(з'и ) : ( (а  +  11)с7 /2  +  ¿и)

( (а  +  1 )С7 /2 -  ¿ и ) ( ( а  +  3 )с7 /2  -  ¿и') ( (а  +  5 )с7 /2  -  ¿и')
( (а  +  3 )с7 /2 +  ¿и ) ( (а  +  3 )с7 /2  +  ¿и ) ( (а  +  5 )с7 /2  +  ¿и )
((а  +  7 )с7 /2  -  ¿ и ) ( ( а  +  9 )с7 /2  -  ¿и )
((а  +  7 )с7 /2 +  ¿ и ) ( ( а  +  9 )с7 /2  +  ¿и)

У

X

у.

у.

К

у. X.

у.

1
X
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[6.66] + 1)2 х
( 2k +  3 )y  +  j w

е ос п с « - 1

[6 .67 ] y f ^ 0' 1 )(T 'Y )}( j . )  =

8Y2

(Y +  j v ) ( 3 j  +  jw ) ’
8 (k  +  1) 2y 2

(2s +  1 )y  +  j w

если k =  0:

( ( 2k +  1 )y  +  j w )  ( ( 2k +  3 )y  +  j w)  

x  1 г (2s  +  1 )y  ~  j w
s=o (2s +  1)y  +  j w  ’

если k >  0 .

[3] {Pk0,1)(T,7 ) } (

8 (k +  1) 2 c o s c o s Фо} 1 /Зх

[6 .6 8 ] y T Jl k 4"  'JJ( jw)  =

Ф[0] cos Ф[1]

х  exp ( - j ( ф00] -1 Фо1 
8 (k  +  1)2 cos ф ^  cos ф(1] 

(2k +  1 )(2k  +  З)

х  ex^ - Л ф [1 ] +  ф11] +

k = 0

+ 2  E  ф-0]) )  >
-= o  2 /

k > 0

[1]
ф ! =  a r c ta n ------------------: ф ! =  a r c ta n ------------------ .

k ( 2k +  1)y  k ( 2k +  3 )y
Частные случаи для преобразования Фурье фильтров Ü-5 по­
рядков:

,(0,1)V  { Р Г  '(T.Y)}V п

^{Р 1(0,1)(т,7)}

ÜW) : 

( jw) '■

87 2
(Y +  j w) ( 3Y +  jw)  ’
_______ 327 2________ (Y -  jw)  _
(3y  +  j w ) ( 5 j  +  j w)  (y  +  jw)  ’

V { p20,1) (t,y )}
( jw)  :

72y 2 (Y -  jw)  (3Y -  jw)
(5y  +  j w ) ( 7 j  +  j w)  (y  +  jw)  (3y  +  jw)  ’

'f(-w) =  _______ 128y 2_______  (Y -  jw)  x
J (7y  +  jw)(9Y +  j w)  (y  +  jw)

(3Y -  j w) ( 5Y -  j w ) . 
(3y  +  jw) (5Y +  jw)  ’ 

V {Р^0,1)(т,7)} ( . )
V4 4 j w )

200y 2 (Y -  jw)
(9Y +  jw) ( 1lY +  jw)  (y  +  jw)  

(3Y -  j w) ( 5Y -  j w) ( 7Y -  j w ) .
(3y  +  jw) (5Y +  jw) (7Y +  jw)  ’

V
{Р5(0>1)(т,7)}

( jw)  :
288y 2 (Y -  jw)

(11Y +  jw)(13Y +  j w)  (y  +  jw)  
(3Y -  j w) ( 5Y -  j w) ( 7Y -  j w) ( 9Y -  jw)
(3y  +  jw)(5Y +  jw) (7Y +  jw) (9Y +  jw)

l m Wk (jw)

Рис. 6.24. Вид преобразования Фурье ортогональных
фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с  =  2, а  =  0  в  =  1

X

X

X.

X.

X.

X
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[6 .69 ] k " " u > ( j w ) _

_  8 (2k  +  3 )(k  +  l ) ( k  +  2 )7 3
( ( 2k  +  3 )y  +  j w ) ( ( 2 k  +  5 )y  +  j w)

E  C ) ( k ! ’ )  ( - ) •

[6 .70 ] v ! ® ^ "  '! , ( - ’ » ( j „ ) _

48y 3
(y  +  j w) ( 3Y  +  Ju ) ( 5 j  +  jw ) ’ 

8 (2k  +  3 )y 3

(2s +  1 )y  +  j w

если k _  0:

((2k  +  1 )y  +  j w )  ((2k  +  3 )y  +  j w)
(k +  l ) ( k  +  2)

x
((2 k  +  5 )y  +  j w)

x  TT1 (2s +  l ) Y -  j w

•=0 (2s  +  l ) Y +  j w

[3]{P(0-2)(t ,7 ) } .  .

если k >  0.

[6 .71 ] V P ' -  k " " u > ( j w ) _

16 cos ф О  cos ф0±] cos Фо2]/5 X 

X e x p ( - j ( ^ 0 0] +  Фо1] +  Фо2]))> если k _  0;
8(k  +  l ) ( k  +  2) cos cos ф|,1] ^

(2k +  l ) (2 k  +  5) X

[2] (  ■(  [о] . [1] .
X cos фТ ехЫ  - ] [ ф к +  Фк +

[1] . „ И ,

+Фк2' + ^  ф ™ 'х Х ) ) .
•=0 7 /

k > 0

J i]ф[0] _  a r c ta n -----------------: ф ^ ] _  arctan ,
к (2k +  1)y  (2k +  3 )y

ф к  _  a r c t a n  wк (2к +  5 )7

Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по-
рядков:
V  { P (° ’2)(t,y)}
V n

V {P ( ° ,2) (t,y)}  ( j

(jw ) :
487 3

(Y +  jw)(3Y  +  +  jw ) ’

(jw ) : 240y 3 (Y -  jw )
(3y  +  jw )(5Y  +  jw )(7Y  +  jw ) (y  +  jw )

{ p2°’2)(t,y)},- . . V2 2 (Jw) ^

(3y -  jw)

672y 3 (Y -  jw )
(5y  +  jw )(7Y  +  jw )(9Y  +  jw ) (y  +  jw )

V

(3y +  jw)  ’
{P ( ° ,2) (t,y)}

(jw ) :
1440y 3

(7y  +  jw )(9Y  +  jw ) ( l lY  +  jw )
(Y -  j w) ( 3Y -  jw)  
(Y +  jw )(3 Y +  jw ) 

, f p f 2)(7 .7 )} , .  )
4 4 j w )  =

(Y -  jw )(3 Y -  jw )
(Y +  jw  )(3y  +  jw)

(Y -  j w) ( 3Y -  jw)
(Y +  jw )(3 Y +  jw )

5y  -  jw ) _ 
5y  +  jw ) ’

2640y 3
(9y +  jw ) ( l lY  +  jw  )(13y +  jw)  

5y  -  jw) (7Y -  jw)
5y  +  jw )(7Y  +  jw ) ’ 

4368y3
( l lY  +  jw  )(13y +  jw  )(15y +  jw)  

5y  -  jw) (7Y -  jw)(9Y -  jw)
5y  +  jw )(7Y  +  jw )(9Y  +  jw )

Рис. 6.25. Вид преобразования Фурье ортогональных 
фильтров Якоби 0-5 порядков; 7 = 1  с = 2  а  =  0  =  2

[6.721 1Л 1 ]{7 ° ’э) (т л ) Ь  . .
Vfc k (j w) _

_  (cY )^+ 1 ( 2k +  ß  +  l ) ( k  +  в )!
_  ß

k! П  ( ( 2k +  2p  +  1) c y /2  +  jw )
p=1

x E  0 ( k +  s ) ( - ) (2s +  1)c y / 2 +  jw

16.731
Л2]{Р(° 'Э)(т ,7 ) } ,

(cY )ß+ 1(e  +  l ) !

n ß = o ((2 P +  l ) c Y/2  +  j w )  ’ 
(cY )ß+ 1(2k +  ß  + l ) ( k  +  в ) !  .

ß '
k! П  ((2k  +  2p +  1)cy /2  +  jw )

p=0
T — 1

x  i г (2s +  l ) c Y/2 -  jw

•=o (2s +  l ) c Y/2  +  j w  ’

k _ 0

k > 0

[6.741
oP]

2ß+ 1(ß  +  l ) !  n ß = o  X

x e x ^ - j  y ß= o <^p]j  >

2 )  +  l

k _ 0

2ß+ 1(2k +  ß  +  l ) ( k  +  ß)!/k! x
ß

X TT cos фкр]
П  -- - k x
=  2k +  2P + 1

exp - j( - j ( E  ф'кР+ 2  E  ф[0]) )
p=0 •=0

k > 0

фкр] _  arctan
2w

( 2 k +  2p +  1 )cy
; ß  .

l
x

x

X

l

[3]{P¿°’^) (t >7)}X v,  k ’ ( jw)  _

ф

к

{ p (°  (t.y )}
V5 5 (jw )

К
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Частные случаи для преобразования Фурье фильтров 0-5 по-

{с1 )в + 1{в  + 1 ) !
рядков:
у  { Р00,в) (т ,т)} { - )
у 0 0 {з ы) =  в

П  ({2р +  1)су/2 +  зы)
р=0

{р 1(0-в ) (т,7)  ̂ {с7 )в + 1{в  +  3 ) {в  +  1 ) ! { с 7 /2 -  зы)
у 1 1 {з ы) =  ^ ------------------------------------т---- /0 , . ф

в {с^1<2 +  зы)
П ( { 2 р  +  3)с7 /2 +  зы)
р=0

{Р2(0-в ) (т,7)}у 2 {зы) :

{3с1 /2 -  зы)  . 
{3с7 /2 +  зы)  ’

{с7 )в+ 1 {в  +  5 ) {в  +  2)! {с7 /2 -  зы) 
в {с1 /2 + зы)

2 \ \ { { 2 Р +  5)с7 /2 +  зы)
р=0

у { р3(0’в) (т,~/)}
{зы) :

{с7 )в + 1{в  +  7) {в  +  3)! {с7 /2 -  зы)

в {с1 /2 + зы)
6 \ \ { { 2 Р +  7)с7 /2 +  зы)

р=0
{3с7 /2 -  зы) {5с7 /2 -  зы)

+  зы)
{с7 )в+1{в  +  9 ) {в  +  4)! {с7 /2 -  зы)  ^

в {с1 /2 + зы)
2 4 \ \ { { 2 р  +  9)с7 /2 +  зы)

р=0
{3с7 /2 -  зы) {5с7 /2 -  зы) {7с7 /2 -  зы)  _
{3с7 /2 +  зы) {5с7 /2 +  зы) {7с7 /2 +  зы)  ’

{с7 )в + 1{в  + 1 1 ) { в  +  5)! {с7 /2 -  зы) ^

{3с7 /2 +  зы) {5с7 /2 - 
(0 ,в)(

{зы)
у  { Р Г  ' (т^)}

у  {Р50,в)(т,7)}{ . )
У5 5 {з ы )

в {с1 /2 +  зы)
1 2 0 \ { { { 2 р  +  11)с7 /2 +  зы)

р=0
{3с7 /2 -  зы) {5с7 /2 -  зы) {7с7 /2 -  зы) {9с7 /2 -  зы)
{3с7 /2 +  зы) {5с7 /2 +  зы) {7с7 /2 +  зы) {9с7 /2 +  зы)

ЪлЖк{зы)
1

0 - 1  

а)

1

\rnWk {зы)

1

- 1  
й еУк{зы)

б)

1тУк{зы)

Рис. 6.26. Вид преобразования Фурье ортогональных фильтров Якоби 2-ого порядка: а) 7  = 1  с =  2, а  =  0  в  £ [0; 5];
7  £ [1;3, 5^ с = 2 ,  а  =  0, в  = 1

6.3 Преобразование Фурье
производных ортогональных 
функций

[6 .75] [г]{ (Зш) =  
к

/  к \ {  -  у
Зш +  7 /2  а=0 \к -  \Зш +  7 / 2 /

-  1.

[2] {  аьк(г,7) 1 Зш ( Зш -  7 / 2 ) к
6 .7 6  № к Д  дт (Зш) =   З З  Ц -  ) -  1.

1 ] к Зш +  7 / 2 \  Зш +  7 / 2 /

[3] (  дЬк(т,7) \
[6 .77 ] Ш [к Х дт ; (Зш) =  ( - 1 ) к З в1п фХ

Х е х р ( -З (2 к  +  1)ф) -  1, ф =  а г^ ап
2 ш

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

Г д^0 (т,7) \
w 0  дт ч з ы )  =

Г д^1 (т,7) '
W,X дт ' {зы) -

Г дЬ2(т,у) \
w 2  дт {зы) =

{ дЬз(т,7) д
w 3  дт ч з ы )  =

1/2 
зы +  7 /2 ’ 

зы{зы -  1/2) 
(зы +  1 /2) 2 

з'(  (зы -  1 /2) 2 
(зы +  1 /2) 3 

зш(зы -  7 /2) 3 

(зы +  1 /2) 4:

1

Г дЬ4(т,7) '
w }  дт '

{ дЬ5(т,7) '
W X дт '

. з ы (зы - 1 /2) 4
{зы) =  (( ы +  7 /2)5 -  1;

, . ч _  з ы (зы -  1 /2) Ь
з =  (зы +  7 /2)6 -  1

X

X.
X.

X.

X.

в 1

3

2
2

1

0 1 100 01
1

1

1

1
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0

ортогональных функций Лагерра 0-5 порядков; 7  = 1

[6 .78 ] Шкц ]{
д Д Х т ^ )  -

зш

(зш) =  

( к +  1
§ ( к  + 1^  - 7  )  ]ш  +  7 /2  -=0 \к -  « /  \зш  +  7 / 2 /

[6 .79 ] Ш
Г , Г дЬ(1)1т,у) }
и {  *дТ }

-  (к  +  1).

(зш) =

=  ш  Л _  ( зш -  7 / 2 \ к + 1 )
7  V V зш +  7 / 2 /  у

-  (к  +  1).

г 1 [3]{ ^ ” 67г1т^ К  . з tan(ф )[6 .80 ] дт Д /ш ) =  -— х

- 1)к е х р ( - / ( 2 к + 2 ) ф ) ^ - (к + 1 ) , ф =  aгotan
2ш

1  *

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

г д^0 ' 1т,^г \
Ж / дт (¿и)  =  -

ж 1

ж

ж

Ж

Ж 1

д4 1Г,т,7Г
дт

дь11Г1т,т)
дт

дь21\ т,7Г
дт

д4 1Г(т,7Г
дт

д 4 1Г(т,7Г
дт

д^51)<дт
т,7Г

7 /2
зи  +  7 /2 '

22и 2
(зи ) =  -  ¿ и  +  7 / 2) 2

(¿ и )

(¿ и )

(¿ и )

(¿ и )

(¿и  +  7 /2 ) 3

¿ и  +  7 /2 )  4

2

3

4

5
(¿и  +  7 /2 ) 5

¿ и ( 374¿ и /8 -  572з и 3 +  6ри4) 

(¿и +  7 / 2 ) 6
6

1ш Ж  (¿и )
3

2

Р ис. 6.28. Вид преобразования Фурье производных 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков;

7  =  1 а  =  1

[6 .81 ] ШкЛ дт \ з ш )  =

з ш Л  ( к + 2 ) (  - ^  ^
зш +  7 /2  -= 0  Чк -  « )  \зш  +  7 / 2 /

(к +  1 )(к  +  2)
" 2 '

[6 .82] [2]{
дЬ13 ) 1т,1)

( ()ш ) =  *  Х

( ^ Л ) + -  0 з  -  7 / ^ + 7 ( к + ч
(к +  1) (к  +  2)

[3]{ дЬкя ('Т'~,') \ , , з tan(ф )
[6 .83 ] дт \ з ш )  =  -— - ^ - Х

( ( - 1 ) к е х р ( - з (2 к  +  3)ф ) -  е х р ( - ф )
2 008 ф

(к  +  1 )(к  +  2)
2 '

+  к +  1 -

2ш
ф =  aгotan — .

1
Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

Ж 1
• дь 0 ) (т,1)

} ( - ) 7/2(зи)  =  — — 77; ¿и  +  7 / 2

ж { } ( з и ) =  ¿и  (7 / 2 +  3зи ) -  3

ж

• д Д Д т ^ )
ж 3

10

(¿и  +  7 /2 ) 2 

Д .  ■, ¿ и ( 7 2/2 +  273и -  6и2) ,,
( j и , , " --------- ( Ж Ж  6

}  ¿ и ( 7 3/4 +  572зи/2 -  5 7и2 -  10з'и3)

(jи ,, = --------------------5 Ж / 5 Г---------------------

4

3

2

1

дт

-
-

д

X

2

X

з и (7 /4  -  3и )

зи (7  ¿ и  -  4зи )

д
зи (7 4/16  -  5 7  и /2 +  5и 4)
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w ^
' д ь42)(т,7) -

{зы) : — ------ 5 (374/16 +  37 3зы/2 -
(зы +  У/2)

15у2ы2/2 -  10~зы3 +  15ы4) -  15; 
- дь5)(т,7) -Г д^5 ' (т,у) -1

w 5  дт 1 {зы) - (37 5/32 +  217 4зы/16-
(зы +  У/2)

21у3ы2/4 -  357 2з'ы3/2 +  35уы4/2 +  21зы5) -  21.

\rnWk {зы) 
10

Рис. 6.29. Вид преобразования Фурье производных 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков;

7 =  1  а  =  2

[г]{  д ь ка)(т^ ) }
[6 .84 ] Ш [к Л дт ‘  (Зш) =

к
=  Зш ( к  +  а \ (  - 1  У  _  ( к  +  7

Зш +  7 /2  а= 0  ^к -  Р \ З ш  +  7 / 2 /  '  к /

[2] д ь (ка ) (т,7)
[6 .85 ] Wk

Зш^Зш -  у/2^

(Зш) =
а —Г

( - 1 )а

Зш -  у / 2 \ к+ а _ 
Зш +  7 / 2 /

_ у - (к  +  “ 7 _______ I  V  _  ( к +  7
^=0 Р Зш +  у /2 ^  '  к /р=0

( к +  а )  
к

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

{  дь0 °)(т ,т ) д 
w 0  дт {зы) у /2 .

з'ы +  7 /2  ’
дь\а ) (т,7)

w 1  ~дт }  з ы ( у {а -  1)/2 +  зы{а  +  1))
^  з ы т + ^ Щ 2------------------ "  - 1

{  У У х х )  д 
w 2  дт 3 {зы) з ---------3 ( у 2{ а 2 +  а -  2)/8 +  7зы{с

{?ы +  1 /2)

+  2)/2 -  ы {а  +  3а +  2)/2) -  {а  +  1 ){а  +  2)/21

( — 13 +  7  2 {зы +  У/2){а  +  3)
{ дь3а ') (т,7) д

) { з ы)  =  з + щ - . '  з

-  1{зы +  У/2)2{а  +  2) {а +  3)/2 -  {зы +  у/2)3{а +  3)!/{6а!))
-  {а  + 1 ) { а  +  2) {а  +  3)/6-

{ дь4а  (т,7) д 
w 4  дт \ з ы ) =  зы ( - 4 - 3

(зы + у / 2 ) 5
( У  -  1 3{зы +  у/2) {а  +  4) +

+  1 2{зы +  у/2)2{а  +  3 ) {а  +  4)/2 -  у{зы +  у/2)3{а +  4)!/
/ (б{а  +  1)! +  {зы +  у/2)4{а +  4)!/{24а!) )  -  {а  + 1 ) { а  +  2) {а  +  3) X 
х {а  +  4)/24;

-  д4 °  )(т ,т,) д
W 5  дт 3 {зы) : — ------6 ( — У5 + ' У4{зы +  1 /2){а +  5 ) ~

(зы + 1 /2)
1 3{зы +  у/2)2{а +  4) {а  +  5)/2 +  -у2 {зы +  у/2)3{а  +  5)!/

/  (6{а +  2)! -  у{зы +  у/2)4{а  +  5) !/(24{а  +  1)! +  {зы +  у/2)3 х  
{а  +  5 ) !/{1 2 0 а !))  -  {а  +  1) {а +  2) {а +  3 ){а  +  4) {а  +  5)/120.

2

20

ReWk {зы) 
а)

ImWk {зы)
10

б)

Рис. 6.30. Вид преобразования Фурье производных ортогональных функций Сонина-Лагерра 2-ого порядка: а) 7  =  а  £ [0; 5]; б)
7  £ [1 ; 5 ]  а  =  1

а

0



134 Аналитические представления в частотной области

[6 .86] [1]{-
„ ( —1/2,0), чрк (т,у) '

З ш) =  зш §  ( « ) Х

с + - т / / 2) * - ) - (4 « +  1 )7 /2  +  зш -  ( - 1 ) к

{ д р ( -1/2,0)
[6 .87 ] дт

(т,7) '
(зш) =

зш
7 /2  +  зш 

зш

1' к = 0

(4к +  1 )7 /2  +  зш 
к 1ц-г (4 « + 1) 7 /2  -  зш к

Х Г Г   ----------- — ---------------- ( - 1 )  ' если к >  0.
-=0 (4 « + 1 ) 7 / 2  +  зш У

{ д р ( -1/2,0) 
[6 .88 ] дт

(т,у)
(к (зш) =

з 8т  ф0 е х р ( -з 'ф о )  -  1, если к =  0 ;

з 8т  фк ехр - П  фк +

к -1  •.
+ 2  Е ф- ) I -  ( - 1) Л' если к >  0 ,

5 =  0 ' )

фк =  arctan
2ш

(4к +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

{  д рр — 1/2,0)(т,т) }  7 /2
дт (¿ и ) =  -  7/ -

Л „ (  — 1/2,0), Vг д р 1 ' ’ / ( т ,7) 1
ж }  дт > (¿и)  :

7/2 +  з и ’

¿ и ( 7 / 2 -  ¿ и)
(7 /2 +  ¿ и ) (57 /2  +  ¿ и)

+  1;

р1—1/2,0)1т п )

1

(зи ) =
¿ и ( 7 /2 -  ¿ и ) (57 /2  -  ¿ и)

(7 /2 +  ¿ и ) (5 7 /2  +  ¿ и ) (97 /2  +  ¿и)

_ ( —1/ 2,07 .Г др3 (т,! ) -
дт ■ (зи)

зи (7 /2 -  ¿ и

ж

ж

(137 /2  +  з и ) (7 /2  +  ¿и 

+  1

¿ и (7 /2 -  ¿ и

(57 /2  -  ¿ и ) (97 /2  -  ¿ и )
(5 7 /2  +  ¿ и ) (97 /2  +  ¿и )

_ ( —1/ 2,07 .Г др4 (т,т ) т
 ̂ дт /  (¿и ) _

4 (1 7 7 /2 +  ¿и ) (7 / 2 +  ¿и
(57 /2  -  ¿ и ) (97 /2  -  ¿ и)  ( 137 /2  -  ¿ и)
(5 7 /2  +  ¿ и ) (97 /2  +  ¿и )
{  др5( — 1/ 2,0) (т,т ) }
1 дт 5 з 'и ) :

(137 /2  +  ¿ и ) ’

¿ и (7 /2  -  ¿ и
(217/2  +  ¿и)  (7 /2 +  ¿и 

(137 /2  -  ¿ и )(177 /2  -  ¿ и)х  (57 /2  -  ¿ и )(9 7 /2  -  ¿ и ) I — ,, -  ,, -  +  1
(5 7 /2  +  ¿и ) (9 7 /2  +  ¿ и)  ( 137/2 +  ¿и )(1 7 7 /2  +  ¿и)

4

2

0
- 1  0 1 ЯеЖк (¿и )

Рис. 6.31. Вид преобразования Фурье производных 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  = 0 ,  25, с = 2 ,  

а  =  - 1 / 2  в  =  0

[1] Г дЬедк (т,у) \
[6 .89 ] дт (зш) =

=  зш §  ( ‘ ) ( ‘  +  « } ( - . )

[2]1 дЬед к (т,~1) \
[6 .90 ] Ш к П дт (зш) =

1
( 2« +  1)7 +  зш- -  ( - 1 ) к '

зш

7  +  зш
-  1, к = 0

зш
( 2к +  1 )7  +  зш

- х

х П  ( 2« + 1) 7  -  зш -  ( - 1 ) к , е с л и к >  0.
- = 0 (2 « + 1)7 +  зш У У

[3] 4 дЬедк (т,~1) X 
[6 .91 ] дт (зш) =

з 8т  ф0 е х р ( -з 'ф 0) -  1, если к =  0 ; 

з 8т  фк ехр - з (  фк +

к -1  ч

+ 2 Е  ф- )
в=0 2

-  ( - 1) ' если к >  0 , 

фк =  arctan -
( 2к +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ- 

{ }{  дред0(т,7) }  7
Л  дт ¿и)  = ------- 7 ----- ;

7  +  зи

¿ и ( 7 -  ¿ и)
(7  +  ¿ и) (37  +  ¿ и)

¿ и ( 7  -  ¿ и ) (37 -  ¿ и)

Ж 0 дт (¿и)  =

Г (т,7Г \
ж  У ^   ̂( + 1

Г дЬед2 (т,7Г \
дт (¿и ) 1

ж .
Г дЬедз (т,у) X 
X дт / (з

(7  +  ¿и )(3 7  +  ¿и )(5 7  +  ¿и )

¿ и ( 7  -  ¿ и ) ( 37 -  ¿ и )(5 7 -  ¿ и )
(з ) (7  +  ¿ и ) ( 3 7  +  ¿ и ) ( 5 7  +  ¿ и ) ( 7 7  +  ¿и ) +  ’

дт К

1
X

3

1

}

ш+

X

+

X

+
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Г дЬед4(т,'ч) \
W }  дт ! {зы) :

{51 -  зы) {71 -  зы)  1.
{■57 +  Зы){7у +  зы) ’
Г дЬед5(т,у) \

w 5  дт 1 {зы)

зы {1 -  зы) {31 -  зы)------------------------------------------------X
{9у +  зы) {у  +  Зы){3у +  зы)  

зы {1 -  Зы){31 -  зы)
{11у +  зы) {у  +  Зы){3у +  зы)

х  {51 -  Зы){71 -  Зы){91 -  зы) +  1 
{5у +  Зы){7у +  Зы){9у +  зы) '

2

1 0

Рис. 6.32. Вид преобразования Фурье производных 
ортогональных функций Лежандра 0-5 порядков; 7 =  0, 25., 

с = 2

л „(1/2,0) , ч Г д  Р, '' (т,у)
[6 .92 ] W k ]  ̂ ^  > ( , 'ш )=  З ш ^ С )  х(Зш) =  Зш

з=0
1

[6.931 W l
[2] дР<1/2,0)(т,у) •

(4 « +  3) 7 / 2 +  Зш- -  ( - 1 ) к

(Зш) =
Зш

3 7 /2  + Зш 
Зш

1, если к =  0:

(4к +  3 )7 /2  +  Зш
к гт-т (4 « +  3) 7 / 2 -  Зш , к

Х ТТ  -----------  — ---------------- ( -  1)к , если к >  0.
Ч  (4 « +  3 ) 7 / 2 +  Зш У У ’

[6.94] W|
[З] р11/20)( ^ )  }

дт (Зш) =

З Б т  ф0 е х р ( - Зфю) -  1, если к =  0; 

З бш фк ехр  - Я  фк +

к п г
+ 2  Е ф П  ) -  ( - 1 ) *, если к >  0,

з=0 ‘  >

фк =  aгctan
2ш

(4к +  3 )7

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

- (1/2,0)г др0 ' (т,т) 1
Wo  ̂ дт >{зы)

3у/2

W 1

3у/2 + зы 
э ( 1 /2,0), .
- 1— -— —  Д { . ) зы{31 /2 -  зы) . 1} {зы) =  --------------------------------------  +  1:

{3У/2 +  зы) {7у /2 +  зы)
дт

w r
- -р 2 1/2,0) 
I  дт~^ ^ Д  { . , зы{37 /2 -  Зы){77 /2 -  зы)

1х  1
{11У/2 + зы)

- (1/2,0)г др3 ' ’ (т,7) \
^  дт 7 { з ы ) :

{31 /2 +  зы) {71 /2 +  зы)

зы {3У/2 -  зы
{15у/2 +  зы) {3у/2 +  зы

{7У/2 -  зы) {11у /2 -  зы) : л
Х , _    . , +  1

W /

{71 /2 +  зы) {111 /2 +  зы)  
- (1/2,0)г др4 ' (т,т) \
I  дт--------- 1 {{зы)

зы {3У/2 -  зы
{19у/2 + зы) {3у/2 + зы 

{71 /2 -  зы) {111 /2 -  зы) {151 /2 -  зы)

W >

{71/2 +  зы){11у/2 +  зы) {15у/2 +  зы)
Л „(1 /2 ,0Ь ч г д р5 (т,7) \

I  дт----------1 { з ы ) :

1

зы {31 /2 -  зы
{23у/2 +  зы) {3у/2 +  зы 

{71/2 -  зы){11у/2 -  зы) {15у/2 -  зы){19у/2 -  зы)  
{71/2 +  зы){11у/2 +  зы) {15у/2 +  зы){19у/2 +  зы)

+ 1

1
\rnWk {зы) 

0, 5
0

0 - 0,5

- 1  0 1 R e W k {Зы)
Рис. 6.33. В ид преобразования Фурье производных 

ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7 =  0, 2 5  с =  2, 
а  =  1/2, в  =  0

[6.95] Wk-
[г]

(1,0) дР1 (т,т)
(Зш) =

=  зш Е © ( к + + + 1) ( - ) - 7 + г Л ш - ( - )

+

к
к

4

3 к

К1

0

к

4

3
X

2

дт

дт

к
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{  др(1,0)(т,Т) '
[6 .96 ] W [k x дт ' (Зш) =

Зш

У +  Зш 
Зш

1, к = 0

- х
(к  +  1 )7  +  Зш

Х П—Г («  +  1) !  -  Зш -  ( - 1)к ' е с ш  к >  0 .
Ч  («  +  1)7 +  Зш У ‘

[З] дР<1'0)(т,Т)
([6 .97 ] W k ,x дт 1 (Зш) =

' З я т  ф0 ехр ( - Зф0) -  1, если к =  0; 

З Б т  фк ехр - Я  фк +

к— Г ч
+ 2  Е ф П  I -  ( - 1 )Л, если к >  0,

5 =  0 7)
фк =  aгctan

(к  +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

• ар0(1,0)(т,1 )
w 0  дт

р (1,0)

\Зы) =  --7 +  Зы
-  дР1(1,0)(т,1) Д . , . .

w ^ ^ - д т т --------\ з ы )  = , зы{\ -  зы)  . , +  1

{  дР2(1,0)(т,Т) ' 
^  дт ■

(1,0)
w {  3 дт Т'1 }  {Зы) =  Зы{3 -  Зы){2У -  Зы){37 -  Зы) +

{Зы)

{У +  Зы){21 +  Зы)

Зы{У -  Зы){21 -  Зы)
{у  +  Зы){21 +  Зы){31 +  Зы)

1

{7 +  Зы){2у +  Зы){3у +  Зы){4у +  Зы)
+ 1

я о (1,0), ч
5  4 дт т,'< }  {Зы) =  Зы {3 -  Зы){2У -  Зы){3У -  Зы) х

4 {5у +  Зы) {у  +  Зы){2-у +  Зы){3-у +  Зы)

{4У -  Зы) 1.
{4^ +  Зы) 1
{  8Р5(1,0)(т,7) 

^  дт } {  -ы) =  Зы {У -  Зы) {2У -  Зы){3У -  Зы)
З {6у +  Зы) {у  +  Зы) {27 +  Зы){3-у +  Зы)

х  {4У -  Зы){5У -  Зы) +  1 
{4у +  Зы){5у +  Зы)

4

2

0

0, 5 
0

0, 5

- 1  0 1 R e W k {Зы)
Рис. 6.34. Вид преобразования Фурье производных 

ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  = 0 ,  2 5  с =  1, 
а =  1 в  =  0

дР<2,0)(т,7) 7
[6 .98 ] W lk ]x дт  ̂(Зш) =

Зш Е С ) ( к + + + ^ ( - 1 ) а (2 « +  3 )7  +  Зш - ( - 1 ) к

[6 .99 ] W k
[2] дР(? ' 0)(т,1)

(Зш) =

1, если к =  0;
Зш

3у  +  Зш
 Зш х
(2к  +  3 )7  +  Зш

Х П-Г ( 2« +  3) 7  -  Зш -  к Ш к >  0.
5=0 (2 « +  3 )7  +  Зш У У

I др (2,0) (т,ч) 1
[6 .1 0 0 ] w f 7  дт (Зш) =

З Б т  ф0 е х р ( - Зф0) -  1, если к =  0; 
З бш фк Х

=  < ехр  - З [  фк +

+ 2  Е  ф 7  -  ( - 1 ) к , если к >  0,
з =  0 7 /

фк =  а г^ а п
(2к  +  3 )7 '

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

37г- Р 0 7 Е 7 Ь
W 0 дт >{Зы):

8Р(2,0)(тл ) -
W 1̂

3у  +  Зы 

Зы{3У -  Зы)
{Зы) =  /-С, '• и .  "" | / • 7 +  1;{3у +  зы ){5у +  зы)

к

3

1

1

ш

д

ш

дт
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ж

ж

+ 1

ж 4

- др22,°) (т,7)
дт

др3(2,0)(т,ТГ ■
дт

др42,°г (т,ТГ

} , .  ■. ¿ и ( 37 -  ¿ и ) ( 57 -  ¿ и)  л) ( ¿ и ) =  ----------------------------------------------  — 1:
(37 +  ¿и )(5 7  +  ¿и )(7 7  +  з и )

(з'и ) :
зи  (37 -  ¿и) ( 57  -  з и ) (77 -  ¿и ) 

(97 +  з и ) (37 +  ¿и )(5 7  +  ¿и ) (77 +  ¿и )

к  -и ) =  ¿ и  (37 -  ¿ и )(5 7 -  ¿ и )
з (117 +  ¿и)  (37 +  ¿и )(5 7  +  ¿и )

х (77 -  ¿ и )(9 7 -  ¿ и ) 1.

ж

(77 +  ¿и )(9 7  +  ¿и)  

{
■ д р (2,0)(тП)

} (  ¿и ) =  ¿ и  (37 -  ¿ и )(5 7 -  ¿ и )
з (137 +  ¿и ) (37 +  ¿и )(5 7  +  ¿и )

х (77 -  ¿ и )(9 7 -  ¿ и )(117 -  ¿ и ) +  1 
(77 +  ¿и )(9 7  +  ¿ и )(117 +  ¿и )

К

3

2

0

1 ш ж  (¿и )

- 1  0

0
0 , 5

1 Я е ж  (¿и )
Р ис. 6.35. В ид преобразования Фурье производных

7  =  0 , 25 с =  2
а  =  2  в  =  0

[1] 
к

( к +  « +  а ' 
V « +  а

др( а '0) (т,1) •М к к
[6 .1 0 1 ] дт Х з'ш ) =  з ш ^ О '

) ( - 1 ) - (2 « +  а  +  1)с7/2 +  зш

[6 .1 0 2 ] Жк'
[2] р (° ,0)(т,т) }

дт (зш) =
зш

1,
( а  +  1)с7/2 +  з'ш
 зш :

=  ‘ (2к +  а  +  1)с7/2 +  зш

п (2 « +  а +  1)су/2 -  зш 
(2 « +  а  +  1)су/2 +  зш

-  ( - 1 ) к

к = 0

-  ( - 1) к , к >  0

[3] др( а '0)(т,1)
([6 .103 ] дт (з'ш) =

з Б т  ф0 е х р ( - з'ф0) -  1, если к =  0; 
з Б т  фк Х

=  < Х е х р ^ - з  [ )  +

+ 2  ^ -  ( - 1 ) к , если к >  0,
5 =  0 '  )

фк =  arctan
2ш

(2к +  а +  1)су

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

{  др0 °д°) (т,т ) }  (а  + 1)с7 /2
дт (¿и)  =  - -   ̂ "  -

г д р (а,0)(тП)
ж 1

(а  +  1)с7 /2 +  ¿и  ’

}  ¿ и ( (а  +  1)с7 /2  -  ¿ и )
( ¿и)  =  —^ X

( ( а +  1 ) С7  /2 +  ¿и)

ж

((а  +  3 )с7 /2  +  ¿и )
{  др2а,0 )(т,т ) }
1 дт (¿и)

( (а  +  1)с7 /2  -  ¿ и ) (

+ 1

=  ^ _______
((а  +  5 )с7 /2 +  ¿и

а  +  3 )с7 /2 -  ¿и)
( (а  +  1)с7 /2  +  ¿ и ) (
{  др3 ° ,0)(т ,т) }  

ж ,  дт (¿ и )

((а  +  1)с7 /2  -  ¿ и ) (
( (а  +  1)с7 /2  +  ¿ и ) (
{  др4°,0)(т,т) }

Ж  дт (¿и)

( (а  +  1)с7 /2  -  ¿ и ) (

а  +  3 )с7 /2 +  ¿и 

¿и
((а  +  7 )с7 /2 +  ¿и)

; +  3 )с7 /2  -  ¿и
а  +  3 )с7 /2 +  ¿и

=  ¿ и
((а  +  9)с7/2 +

а  +  3 )с7 /2 -  зи

( (а  +  5 )с7 /2  -  ¿и )
((а  +  5)с7/2 +  ¿и)

— -у ‘ 
зи )
( (а  +  5 )с7 /2  -  ¿и )

+ 1

((а  +  1)с7 / 2 +  ¿и ) ((а  +  3 )с7 /2  +  ¿и )  ((
( (а  +  7 )с7 /2 -  ¿ и ) 1_
((а  +  7 ) с 7 /2 +  ¿и ) ’
{ др5а ’0)(т,^)}  .и

^  дт (зШ )=  ( (а  +  1 1 ^ / 2  +  ¿ и  Х
((а  +  1 )С7 /2 -  з и ) ( (а  +  3 )с7 /2  -  ¿и ) ( (а  +  5 )с7 /2  -  ¿и)
( (а  +  1)с7 / 2 +  ¿и ) ((а  +  3 )с7 /2  +  ¿ и ) ( ( а  -

х ( (а  +  7 )с7 /2 -  ¿ и ) ( (а  +  9 )с7 /2 -  3и ) +  1
((а  +  7 )с7 /2 +  ¿ и ) ( ( а  +  9 )с7 /2  +  ¿и )

1
X.

4 X

х.

1

X

1
X

к 1
X

я =  0



1 3 8 А н а л и т и ч е с к и е  п р е д с т а в л е н и я  в  ч а с т о т н о й  о б л а с т и

4

1

0
R e W k {Зы)

0, 5
- 1 , 5  

l m Wk {Зы)
а)

0  5 l m W k {Зы)
б)

0, 5

Рис. 6.36. Вид преобразования Фурье производных ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  0, 25  ̂ с =  2̂  а  £  [0;5],
в  =  0; б) 7 £ [0, 25; 2 ]  с = ' 2 , а  =  1  в  =  0

(0,1) дРк (т ,т )
[6 .1 0 4 ] Wk

( к +  « +  1

Ь , к к 
(Зш) = З ш^ 2  ( « )  х

з =  0

С  +  «« +  0 ( - 1 ) 8 ( 2 - . .1^ ■ ~ - -  ( - 1 ) к (к +  1).( 2« +  1)7 +  Зш

[6 .1 0 5 ] W t
[2]{

яо(0,1)/ \дРк (т ,7) •

(зш ) = е  0 ( к+«+1)
Х ( - 1 ) 7  бш фв е х р ( - Зфа) -  ( - 1)к (к  +  1), 

фк =  aгctan
(2к +  1)7

Частные случаи для преобразования Фурье производных функ­
ций 0-5 порядков:

{  дР00,1)(тП) д 
I дт } {

Г др1 ’ ' (т,у)
I дт } {

Г дР2 ’ / (т ,7) 1 
I дт } {

w ¡

+ 4

w J

дт

дР1(0,1)!т , 7)
дт

дР2(0,1)1т , 7)
дт

- р30,1) (т,7) ■
дт

-р 4 0,1),т , 7)

7 .
7 +  Зы'

Зы________ 3Зы
7 +  Зы 3~/ +  Зы

+ 2

Зы 8Зы 10Зы 3

7 +  Зы 3у +  Зы 5у  +  Зы

}  Зы 15 Зы 45Зы 35Зы
1 {зы) = ----------------------------- |--------------------------------- +

7 +  Зы 3^ +  Зы 57 +  Зы 77 +  Зы

}  Зы 24Зы 126Зы
{Зы) =  — — ------ ^— —  +-----------------7 +  Зы 3-3 +  Зы 5з  +  Зы

224Зы 126Зы 5
77 +  Зы 9  +  Зы

- (0,1)
{  5 д {т,1) Дг „ Зы 35Зы 280Зы

w 5  дт ч з ы )  =  з —  -  3 +  . +  _ З7 +  зы 3з +  зы 5 7  +  зы
840Зы 1050Зы 462Зы

 1-------------------------------------- + 6.
77 +  Зы 9-у +  Зы 11£ +  Зы

2

lmWk {Зы)

Рис. 6.37. Вид преобразования Фурье производных 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  = 0 ,  2 5  с = 2 ,  

а  =  0 в  =  1

[6 .1 0 6 ] W [k ]{  К дт | (З ш )=  З ш ^ О  Х
дрк^2)(т, )̂ •

С + « + 2 ) ( - . ) •
1

( 2« +  1)7 +  Зш

к (к +  1 )(к  +  2)

Д ] { д Р ^ У ^ )

-  ( - 1 )

(З ш )=  Е Й ( к + « +  2)[6 .1 0 7 ] Wk

( -.чв- • ( • \ / 1\к (к  +  1 )(к  +  2)Х ( - 1 )  З БШ <ф8 е х р ( - З ф в )  -  ( - 1 )  -----------  ,

фк =  а г^ а п
( 2 к +  1 )7 '

а

3

2

1

0

дт
к

4

3

дт х

1ш

х

2
д

ш
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Частные случаи для преобразования Фурье производных ф унк­
ций 0-5 порядков:

ж {р 0(° ,2)(- )}

ж { р У 2^ ) }

ж

ж {р з(° ,2)(т- )}

+  10;

ж {р 40,2)(- )}

(¿ и ) =  

(¿ и ) =  

(¿ и ) =  

(¿ и ) =

(¿ и ) =

7  +  зи  
¿и

7  +  зи  
¿ и 

7  +  зи  
¿ и 

7  +  зи

¿и

4зи 
37 +  зи

10 ¿и

+ 3

+
15з'и 6

37 +  зи 5 7  +  ¿и
18зи 63зи 56зи

37  +  зи 5 7  +  зи 7 7  +  ¿и

28 ¿и
+

168зи
7  +  зи 37 +  зи 57 +  зи

336зи 210зи
+   ----- —------ 15;

77 +  зи 97 +  зи
(0,2).........

(¿ и )
{р ( ° ,2)(т,7)}ж ,  5 ^

40зи 360¿и

1200зи +  1650зи
7  +  ¿и  37 +  ¿и  57 +  зи

792¿и
77 +  ¿и  97 +  ¿и  117 +  ¿и

+  21

1 т ж  (¿и )

0 

-1 0
10 Я е -ж  (¿и )

Р ис. 6.38. Вид преобразования Фурье производных

10 0

ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  0, 25, с = 2 ,  
а  =  0 в  =  2

[6 . 108] дт } ( з'ш) =  з ш §  ( « ) х  
й =  0

( к  + « +  Ж ) - _________ 1__________ ( - 1 ) к ( к  +  в ) .
V « Д  1 (2 « +  1)С7 /2  +  зш 1 \ к )

Ш
[2] У0УГдт

(т,7г

(2 « +  1 )с 7 /2  +  зш 

} , . . Л ■ У  / У  ( к  +  « +
( з ш )Ж  © Г  +  «« +  в

-=0

Х ( -  1)- з я т ф-  е х р ( - з ф 3) -  ( - 1 ) ^ к +  в ) ,

фк =  arctan
2ш

(2к +  1) 07

Частные случаи для преобразования Фурье функций 0-5 по­
рядков:

ж

Гдр1(0,в)(т,т ) -
ж 1

(¿ и )

(¿ и )

с7 / 2
С7 /2 +  зи

¿и ¿ и ( в  +  2)
—  +  в  +  1;

г^ 2 ! У У ^ Г '
^ 2 1

с7 / 2  +  зи 3 с7 / 2  +  ¿и

¿и( -и ) =  ~_______23и ( в  +  3) +
з с7 / 2  +  ¿и  3 с7 /2  +  ¿и

¿ и ( в  +  3 )(в  +  4 )/2
+   У  . -----------(в  +  1 )(в  +  2 )/2 ;5с7/2 +  ¿и  

у р у у - г }
, „ , , х зи 3уи(в  +  4)

У  дт (¿и ) =  .2 +  , -  „2 / 2 +  . +с 7 / 2 +  ¿ и  3с7/2 +  ¿и
3зи( в  +  4 )(в  +  5 ) /2  ¿ и  (в  +  4 )(в  +  5 )(в  +  6 ) /6

5с7/2 +  ¿и 
Х (в  +  2 )(в  +  3 )/6 ;

Гдр40,в)(т,т ) -
ж (¿ и )

¿и

7с7/2 +  ¿и

4 зи (в  +  5)

+  (в  + 1 )  х

с7 / 2  +  ¿и  3 с7 /2  +  ¿и +

+  3 зи (в  +  5 )(в  +  6) -  2зи(в  +  5 )(в  +  6 )(в  +  7 ) /3  +
5с7/2 +  ¿и  7с7/2 +  ¿и

+  24(в +зи)(в9+ / 2  +  • ) -  (в  +  1 )(в  +  2 )(в  +  3 )(в  +  4 )/24 ; 24(в +  4 )!(9 с7 /2  +  ¿и )
Гд р (- 0,в)(т^) -

ж { д р Ч У т ^Г Ь . . л -  ¿и  5 зи (в  +  6)(¿ и )
с7 / 2  +  ¿и  3 с7 /2  +  ¿и +

5 зи (в  +  6 )(в  +  7) 5зи (в  +  6 )(в  +  7 )(в  +  8 ) /3
5с7/2 +  ¿и

5 зи (в  +  9)!
7с7/2 +  ¿и

¿ и ( в  + 1 0 )!
24(в +  5 )!(9 с7 /2  +  ¿ и)  120(в +  5 )!(1 1с7 /2  +  ¿и )

х (в  +  2 )(в  +  3 )(в  +  4 )(в  +  5)/120.

+  (в  + 1 ) х

7

X

X

¿и

к

4

3

2
д

1

0

+ +
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а)

lmWk {Зы)

1, 5

0, 5

Л - 1 ; 0 )

0, 5

ReWk{Зы)

lmWk{Зы)
б )

Рис. 6.39. Вид преобразования Фурье ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  0, 25, с =  2, а  =  0  в  £ [0; 5];
7 £ [0, 25; 2 ]  с = 2  а  =  0  в  =  1

6.4 Производные преобразований 
Фурье ортогональных функций

1 6 .1 1 0 1
д W ,к1^  {т’1 ) } (Зш)

дш
к

З
у ( к ) Г ^ ^ )(Зш +  7 / 2)2 5=0 Vк -  « ; \ З ш  +  7 /2  У («  +  1).

6.111
д W ,[2] {Lk (т ,7 )}

к (Зш)
дш

З(Зш -  1 (2к  +  1 ) /2 )  ( Зш -  7 /2  ) к —г 
(Зш +  7 / 2 )3 \Зш +  7 / 2 /

1 6 .1 1 2 1
д W ,[ 3 ] ^  (т,7 )}

к (Зш) 4З
2=  - ^  ( - 1 ) к (сов ф )2 хдш  у ­

Х е х р ( -З (2 к  +  1)ф) ((2 к  +  1) соб ф -  З в т  ф)

ф =  aгctan
2ш

Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:

д w { Lo(т'Y) i {Зы) ы +  З1 / 2
ды {зы -  7 /2) (зы + 7 /2) 2 ’

д w { Ll(т'Y) i {Зы) ы +  3З^/2
ды (Зы +  1 /2) 3 ’

д w { L2(т'Y)i {Зы) (ы +  5зу /2) ( Зы -  7 /2)
ды (Зы +  7/2)4 ’

д w { Lз(т'Y) i {Зы) (ы +  7з1 /2) ( Зы -  7 /2) 2
ды З ы  + 1 /2 ) 5

д W {L4(т'-|)i {Зы) =  (ы +  9З-,/2) ( З ы -  1 /2) 3 _

д W ,
ды

{ L5(т'Y)i {
0 ы + 1 /2) 6 

{Зы) _  (ы +  11з^/2) ( Зы -  1 /2) 4
ды (Зы + 7 /2) 7

дlmWk{Зы)  
2 ды

Рис. 6.40. Вид производных преобразования Фурье
ортогональных функций Лагерра 0-5 порядков; 7 =  4

6.1131
д W )(т, 7) } (Зш)

дш

(Зш +
1 у ( к  +  У  - ^ у .
Т/2 )2  к -  « 2 \ Зш +  1 / 2 )

1

1

2

0
1

1



6.4 Производные преобразований Фурье ортогональных функций

6 .1 1 4
д Ш ,р к У У т Д }

к _______
дш

(зш)

=  _ з (к  +  1К зш -  У 2) / зш -  т/2\ к 1 
(зш +  т / 2 ) 3 \зш  +  ^ / 2 )

Частные случаи для производных преобразования Фурье ф унк­
ций 0-5 порядков:

Л ) ( .
(зи) з

) 2 ’
а ж { ь 0 (т̂ ) } -

ди

а ш {ь11)(т,11)}(зи)
ди

Я т Д -У У т ^ )}  , . . д ^ 2  2________(¿и )
ди

Я т Д -У У т ^ )}  , . . д ж , 3________(¿и )
ди

Я1ЛЛ{ь41)(т ,я )}, . .д ж 4 4 (¿и )

д ж

ди

{ь51г(т,я)} (¿ и )
ди

(¿и  +  7 /2 )

2з'(з'и -  7 / 2 ) ,
(¿и +  7 /2 ) 3 '

3з(з'и -  7 / 2 ) 2 
(¿и  +  7 /2 ) 4

4з(з'и -  7 / 2 ) 3 
(¿и +  7 /2 ) 5

5з(з'и -  7 / 2 ) 4 
(¿и +  7 /2 ) 6

6з'(зи -  7 /2 ) 5 
(¿и +  7 /2 ) 7

0

д1ш ж к(зи ) 
ди1

1 0 1 дЯ еж к (зи ) 
ди

Р ис. 6.41. В ид производных преобразования Фурье 
ортогональных функций Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7  =  4, а  = 1

6.115
д Ш ^  )(т ,7 )} (зш)

дш

(зш +  7 /2 ) 2
§  У  +  2У  - ^ у .

Vк -  « )  \ з ш +  7 / 2 У

Частные случаи для производных преобразования Фурье ф унк­
ций 0-5 порядков:

Д > ( .
 (зи)  =  з

д и  ( ¿и  +  7/2)  2 ’
д ж ^ 0  (т,-'>} '

(2)
з ж ^ 1 (т,7)} (¿и ) =  -  ¿ ( 33и  -  7 / 2 ) , 

ди (¿и +  7 /2 ) 3 ’
(2)

д ж У 2 (т,~'У}( з и ) _  2з (зи7 -  7 2/4  +  3и 2)
ди

д ж  { У У - »

{ ¿и  +  7 /2 ) 4

(¿и ) _  2з
ди (¿и +  7 /2 ) 5

(7 3/ 8 - 10з'72и / 8 - 207и 2/ 8+

+  5зи 3

д ж ,{ У 2)(т,т)} (¿ и ) з (_ Д л я  с„-.,3
ди ¿ и  +  7 /2 )  6

2 +  10з 7 и 3 +  240и4);
(2)

(74/ 16 -  6з7 3и / 4 -  2072 х

д ж { ь 5 ’ (т, -» } (¿ и ) ¿

ди (¿и +  7 /2 )

х и 2/4  +  35з72и 3/2  +  357и4/2  -  672зи

(7 5/32  -  21з74и /4  -  2173 х

ди
Р ис. 6.42. В ид производных преобразования Фурье 

ортогональных функций Сонина-Л агерра 0-5 порядков;
7  =  4, а  =  2

6 .1 1 6
(зш)

дш

1 ^  ( к  +  а ) (  - !  )  -
т / 2 )2 к -  « ) \ ] ш  +  7 / У(зш +

Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:

я т Д - У У т ^ ) }  , , л

ди

{Ь(а) (т,я)}д ж {  1 ( ,7)} (¿ и )

(¿и +  7 /2 ) 2 

¿ ( а  +  1)
ди + 237

{ Д У ^ т ) } ,

ди

(зи +  7 /2 )2  (зи  +  7 /2 )

¿ (а  +  1 )(а  +  2 ) +  2з 7 (а  +  2)
2(зи +  7 /2 ) 2 (¿и  +  7 /2 ) 3

3з7
( ¿ и  +  7 /2 )4

и

к

4

3

2

1

1

3
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( (т МТ-
д W 3 3 ’ {Зы) =  _  З{а +  3)! +  Зу{а  +  2) {а  +  3) _

ды 6а!{Зы +  у/2)2 {Зы +  -у/2)3

_  3Зу2 {а  +  3) +  4Зу3
{Зы +  1 /2)4 {Зы +  1 /2)5 ’

д W { L 4  {тг') } {Зы) = _  З{а  +  4)! +  Зу{а  +  4)! ^
ды 24а!{Зы +  у/2)2 3{а  +  1)! х

х 1 3Зу2{а  +  3 ) {а  +  4) +  4Зу3{а  +  4) 5Зу4
{Зы +  у/2)3 2{Зы +  у/2)4 {Зы +  у/2)5 {Зы +  у/2)6 '

д W {L5 {т'~')} {Зы) =  _  З{а +  5)! +  Зу{а  +  5)!
ды =  120а!{Зы +  у/2)2 +  12{а +  1)! х

х 1 _  З12{а  +  5)! + 2 З у 3{а  +  4 ) {а  +  5) _
{Зы +  у/2)3 2{а +  2)!{Зы +  у/2)4 {Зы +  у/2)5

_  5Зу4{а +  5) +  6Зу5
{Зы +  1 /2)6 {Зы +  1 /2У

[6 .117 ]

(-1 /2 ,0 ) (т >7)} (Зш)
дш

■ V " 4 ( к) ( к +  « -  1 /2 ) / ^

=  - З  Е ( « ) (  « -  1 /2  ) ( - 1 )5 ((4 «  +  1 )7 /2  +  Зш)

6 .1 1 8
яw[2]{Pk 
д W k k

(-1 /2 ,0 ) (т,у)} , . . (Зш)
дш

 З
( у /2 +  Зш)2 ’

 З х
(4к +  1) 7 /2  +  Зш
к — Г

х  1-Т (4 « +  1)7 /2  -  Зш х
( = 0 (4 « +  1Ь /2  +  Зш

к = 0

Х
1

(4к +  1) 7 /2  +  Зш 
к —Г . л4«  +  1

+ 7

+

5=0 « 4 «  +  1 ) 7 /2 )2 +  ш2 .
к > 0

6 .1 1 9
д W ,[3]{Р(-1/2'0)(т,у)}( . )

k______________(З ш)
дш

4Я(cos ф 0)2
у 2

2Зcos фк

ехр - 2  ф0 , к =  0

(4к +  1 ) (

=  )  X ехр ^ - З  ^фк +  2 £ * ) )  

/  2 cos фк е х р ( - З ф к )

V (4к +  1)7
+  4 у - Г ( ео«фк)2 )

+

4 « +  1

фк =  aгctan

к >  0 

2ш
(4к  +  1)7

Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:

д W ({ Р ((-1/2'0)(т'-,)}

д W ,{ Р1(
ды 

(-1 /2 ,0 ) (т,7)}

{зы)

{зы)

з
{ у /2 +  Зы)2 ’ 

з

д W ,

ды
{ р ( -1/2'0)(тГ1) }

+
3з

2{у/2 +  Зы)2 2{5у/2 +  Зы)2

{зы) 3З
ды

+ 15З
8 {у/2  +  Зы )2 4 {5у/2  +  Зы )2

1
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35з
8 (97 /2  +  з и )2 

,(-1 /2 ,0 )
д ж .{р3 (т,Т)}

ди
315з

+

(зи ) =  5з
=  1 6 (7 /2 +  ¿ и )2 '

231з

105з 
16(57/2 +  ¿ и )2

16(97/2 +  ¿ и )2 16(137/2 +  ¿ и )2 ’

д ж /
р( —1/2,0) (т,7)}

ди
(¿и ) =  35р +  315з х

128(7 /2  +  ¿ и )2 32 х
3465з 3003з

(5 7 /2  +  ¿ и )2 64 (97 /2  +  ¿ и )2 32(137/2 +  ¿ и )2
6435з 

128(177/2 +  ¿ и )2 ;
„ 1л/ р 5  1/ 2,0) (т ,т )} , . .д ж 5 5______________( и

ди
63з : 3465з ^

" 256(7 / 2 +  ¿ и )2 +  256 х
1 15015з ; 45045з

х (57 /2  +  ¿ и )2 -  128(97 /2  +  ¿ и )2 +  128(137 /2  +  ¿ и )2 -  
109395з ; 46189з

-  256(177 /2  +  ¿ и )2 +  256(217 /2  +  ¿ и )2 '

к

дТш ж ^ з и )  
ди

Рис. 6.44. Вид производных преобразования Фурье 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с = 2 ,  

а  =  - 1 / 2  в  = 0

6.120
д Ш [1]{Ьезк (т ,7 )}

к (зш)
дш
к

=  -  £ (  Х Г )  ( - ) •

1 6 .1 2 1 1
д Ш [2]{Ье9к(т,1)}

к (зш)
дш

(7  +  з'ш)2 ’ 
з

к = 0

- X
(2к +  1) 7  +  зш

Х П  (2 « +  ^  -  зш Х 
(= 0  (2 « +  1)^ +  зш

х (  1 +
V (2к +  1) 7  +  зш

2 У " 1 2« +  1
+  7  -= 0  ( (2 «  +  1 )7 ) 2 +  ш2

к >  0

6.122
д w ¡ ; i ]{Lезk(т’Y)} (зш)

дш
з (сов ф0)2 ( 0 . )

---------- 2--------е х р ( - 2 ] ф 0 ) ,7 2
з СОБ фк

(2к +  1 ) (  Х 

=  , х  ехр  ^ - з ( ф к +  2 §  ф ^ ^ х  

(  сов фк е х р ( - ] ф к )

к = 0

V ( 2к +  1)7

+  2  (СО«фк )2

+

7 2« +
к > 0

ш
фк =  arctan -

( 2к +  1)7

Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:

' з ,
7  +  ¿ и)2 ’

2з

д ж { Ье90(т,^)} (¿и)  
ди

д ж {1Ье91(т,з)} (¿и)
ди

д ж { Ье92(т,~<)} (¿и)

д ж .
ди

{ Ье93(т,у )} (¿ и )
ди

30з
+

20 з
(57 +  ¿ и )2 (77 +  з

д ж { Ье94(т^ )} (¿и)
ди

90з
+

140з
(57 +  ¿ и )2 (77 +  з

д ж { Ье95(т^ )} (¿и)
ди

210з
+

560з
( 5 7  +  ¿ и )2 ( 7 7  +  ¿и

з +
7 +  з и )2 (37 +  ¿ и ) 2

з 6з
7  +  ¿ и )2 (37 +  ¿ и )2

з , 12з

6з
(57 +  ¿ и )2 ’

7  +  ¿ и )2 (37 +  ¿ и )2

20з
7 +  ¿ и )2 (37 +  ¿ и )2
_ _ 70з _
2 (97 +  ¿ и )2 ’

з +  3°3
7 +  ¿ и )2 (37 +  ¿ и )2

630з
+
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д l mWk{Зы)  
ды

Рис. 6.45. Вид производных преобразования Фурье
ортогональных функций Лежандра 0-5 порядков; 7  =  1  с =  2

[6.1231
д W ][Г]{Pk1/2'0)(т,7 )}

(Зш)

дш
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5 =  0 ^  « + 1 /2
- З  к« к ) ( - 1 Г

((4 «  +  3 )7 /2  +  Зш) 2

6 .124
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(37 /2  +  Зш)2 ’
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х ц п  (4 « +  3 )7 /2  -  Зш ^ 

( = 0 (4 « +  3 )7 /2  +  Зш

если к =  0:

х
1

(4к +  3) 7 /2  +  Зш 
к п г 4« +  3

+ 7  2 ^

+

5=0 ( (4 « +  3 ) 7 / 2 ) +  ш 2-
если к >  0.

6.125
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дш 
4З(cos ф 0)2

(Зш) =

2 е х р ( - 2 З ф а ) , к = 0
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(4к +  3 ) (
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фк =  а г^ а п
2ш
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Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:

г р и /2'° )(т  - ) }
дW г{Po (т '7)} {Зы)

д W ,
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{Р1(1/2'0)(т,7)}

{37 /2 +  Зы)2

ды
э(1/2,0)(

д w 2{P X  ' ' (- »

{Зы)

{Зы)

3З + 5З

ды
63З

8{11^/2 +  Зы)2 ’

2{3-//2 +  Зы)2 2{7-у/2 +  Зы)2 '
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16{31 /2 +  Зы)2 16{71 /2 +  Зы)2
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1155З
+  х

1
128{3-у/2 +  Зы)2 32

9009З 6435ЗX ______________    “______  +
{77 /2 +  Зы)2 64{11^/2+ Зы)2 32{15^/2 +  Зы)2

12155З
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х  {77 /2 +  Зы)2 -  128{11-у/2 +  Зы)2 +  128{15-у/2 +  Зы)2
230945З + 88179З

-  256{19^/2 +  Зы)2 +  256{23^/2 +  Зы)2 '

1

З
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3

д l mWk{Зы)  
ды

Рис. 6.46. Вид производных преобразования Фурье 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; =  1  с = 2 ,  

а =  1/2 в  = 0
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дш
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+
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ш
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(к +  1)7

к

4
X

2

1

0

6.126 д W J[ Г И Р ^ 'Х ^ ) } (Зш)
дш

-  - З  у  С ) ( к + + У ) - ( ( « + 1)7 +  з ш  2

1Я
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дш
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к—Г « +  1
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3= 0  « «  +  1 Ь )  +  ш 2'
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Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:
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ды
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д w i P21'0)(т'Y)i
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+

35З
{37 +  Зы)2 {47 +  Зы)2

(1'0)(
' ' ' '   ̂ " / - \{Зы)д w í P4 ” (т'Y)i 5З
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560З 1260З 1260З 462З
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ди

Рис. 6.47. Вид производных преобразования Фурье 
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с =  1, 

а  =  1 в  =  0

[6.1291
д Ш [1 ] {^ 2,0>(т,7)} 

дш

(зш)
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дш
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(7  +  зш)2 ’
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х (  1 +
V (2к  +  3 )7  +  зш

к -1  2«  +  3
+ 2^ Е  +

если к =  0:
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дш
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§ -0  ф ' ) )

/  сов фк е х р ( - ] ф к )

V (2к +  3 )7  
+  2 ^  ( ео«фк)2 х 

7  ¿ 0 2« +  3 2

+

к >  0

ш
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Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:
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0

ди
Рис. 6.48. Вид производных преобразования Фурье

ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  1, с = 2 ,  
а  =  2 в  =  0
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Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:
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0

д'ReWk {Зы) 
0 ды

0, 2

- 0 ,  2 д lmWk {Зы) 
а) ды

Рис. 6.49. Вид производных преобразования Фурье ортогональных функций Якоби 2-ого порядка: а) 7  =  1 , с =  2  а  Е [0;4], в  =  0;
б) 7  Е [0, 75; 2 ]  с = 2  а  =  1  в  =  0

[6.135]
д W ]{ Р ^ ' 1  (т ,7 )} 

дш

(Зш)

=  - З£ ( ж .  ) < - ■

Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:
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Рис. 6.50. Вид производных преобразования Фурье
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7 =  1  с = 2 ,  

а  =  0 в  =  1

{ Р ^ ' ^ ^ ' У ) } ,
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Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:
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Рис. 6.51. Вид производных преобразования Фурье
ортогональных функций Якоби 0-5 порядков; 7  =  1  с = 2 ,  

а =  0 в  =  2
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Частные случаи для производных преобразования Фурье функ­
ций 0-5 порядков:
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6.5 Производные преобразований
Фурье ортогональных фильтров

16.1381
д У ^ ^ ’^ и ш )

дш

■з Л  ( » - Х * - / / » ) ' ( * +■)•
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Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:
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д у У 1(т,1) } (¿и)  7 (и  +  337/2)

ди

/■{^2 (т,7>} ( 

ди

И Ь з(т,7)} ( з,. 

ди

(¿и +  7 /2 ) 3

- 5° 7 / 2 
(¿и  +  7 / 2 )4

737/2) (Зи  - 
(¿и +  7 /2 ) 5

З У Г 2^  ' , }  (¿и)  _  Д и  +  5 /7 /2 )  ¿ и  -  7/2)

ЗУЗГ3^ 1 ,}_ ( и  =  Д и  +  7/ 7 / 2) (¿и  -  7 / 2) 2 _

з к { Ь4(т,7)} ( з

ди
(¿и ) =  7 (и +  9 °7 / ^  (¿и -  7 /2 ) 

(¿и +  7 /2 ) 6

д^ 5{Ь 5(т,7) } ( з 'и ^  7 (и +  11з'7 / 2) (¿и  -  7/2)  4
ди (¿и +  7 / 2 ) 7

ортогональных фильтров Лагерра 0-5 порядков; 7  =  4

6.141
д у  ̂ { ^ ( т п )} (зш)

з у

дш
2

(зш +  7 / 2 ) 3 - ^ ( к -  «  [ з ш  +  у / 2 }  ( +  )
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6.142
дУ,. (Зш)

16.1431

[2]{ь ( 1)(т ,7 )}
_к__________________

дш

=  _  ЗТ2 ( 2З -  -  7 ( 2к +  2) / 2) ( Зш -  7 /2
(Зш +  7 / 2 )4 \Зш +  7 / 2 /

я т / [3]{^11)(т ,7 ) } ,  . .

^ ______________ 7 7  =  -  7  ( - 1)к (cos ф )3х
дш 7

Х е х р ( -З (2 к  +  2)ф) ((2 к  +  2) cos ф -  2З sin ф ,

ф =  а г^ ап
2ш

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:

дУ°{Ь°11(тп)}{Зы) _  27 2{ы +  З1 /2)
ды {Зы -  7 /2) (Зы +  7 /2) 3 ’

Л1/{ь11)(т,т )}
дУ1 1 {зы) 27 2{ы +  З7 )

ды (Зы +  7 /2) 4 ’

Я17 ь 2 1)(т,7) } ,  . .
д У 2 2 {зы) 27 2 (ы +  3з7 /2) ( Зы -  7 /2)

ды (Зы +  7 /2) 3 ’
„ 1.{ь31)(т '7)} 
д у 3 3 {зы) 27 2 (ы +  2з7 ) ( зы -  7 /2) 2

ды (Зы +  7 /2) 6 ’
{ь41)(т,т )} 

дУ4 4 {зы) 27 2 (ы +  5з7 /2) ( зы -  7 /2) 3
ды (Зы +  7 /2) 7

ат/-ь 51}(т'У)} , ■ чдУ5 {Зы) 27 2 (ы +  3з7 ) ( зы -  7 /2) 4
ды (Зы +  7 /2)

ортогональных фильтров Сонина-Лагерра 0-5 порядков;
7  =  4  а =  1

6.144
д У (Зш)[Г]{Ь(2)(т,1 )}

к_____________
дш

Л 3 у '  (  к ^  - 1  У  +  3)
(Зш +  7 / 2 )4 7 0  Vк -  « )  \Зш +  7 / 2 /

16.1451
[2 ]{ь (2)(т,7 )} 

д У к k (зш)
дш

З73 (3Зш -  7 (2 к  +  3) /2 )  (  Зш -  -(/2 

(Зш +  7 / 2) б \Зш +  7 / 2 /

16.1461
[3]{Lk2)(т,7 )}

д У к
дш

(Зш) 16у  к  4  = ---------( - 1 ) k (cos ф )4 Х
7

Х е х р ( -З (2 к  +  3)ф) ((2к  +  3) cos ф -  3З sin ф ,

2ш
ф =  а г^ а п  — .

7

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:

д С ь 02)(т^ )}
ды

дУ ,{ь12)(т,7)}

{Зы) =  37 3{ы +  Т ! /2)
{Зы -  1 /2) ( з<ы +  1 /2) 4

{Зы) _  7 3 {3ы +  5з1 /2)
ды

(2)
дУ{1"2 (т'~'У} {Зы) _  7 3 (3ы +  7з^ /2) ( Зы -  7 /2)

ды

ды

(Зы +  7 /2) 5 ’

+  7Л/2 ) (  

(Зы +  7 /2)

+ 9З1 /2) ( З'- 
(Зы +  7 /2)

- 11з^/2) ( з 

(Зы +  7 /2)

- 1 3 з ^ / 2 ) ( з 1

(Зы +  7 /2)

(2) ( ) (  ) 
д У 1{Ь'3 (т'7 ) } {Зы) =  7 3 (3ы +  9з7 /2) ( Зы -  7 /2) 2

ды

(2) ( ) (  )  
д у ’У 4 (т'^У} {Зы) _  7 3 (3ы +  11з'у/2) ( Зы -  7 /2) 3

(2) ( ) (  ) 
д у У 5 (т,У } {зы) =  7 3 (3ы +  13з-у/2) {Зы -  7 /2) 4

ды

1
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dImVk (jw)

0
-4 0 -20 20

40
20

0
-2 0

-4 0
dReVk(jw)

dw

dw

Рис. 6.55. Вид производных преобразования Фурье 
ортогональных фильтров Сонина-Лагерра 0-5 порядков; 

7  =  4, а  =  2

6.147 ( i " )

iY

d "
а + 1

( j "  +  y / 2 ) “ + 2 Vfc -
V  (  fc ) ( --------) S( s + « + 1 )

vfc -  у  R "  +  Y/2  /

16.1481
dV,

[2]{b[a ) (T,Y)} 
к ____________

d "
( j " ) ■ a +  1  =  —iY  1 x

( ( а  +  1) j "  — Y(2fc +  а  +  1 ) /2 )  /  j "  — y /2\  k 
( j "  +  y / 2 ) “ + 3 \ j "  +  y / 2 )

6.149
dV,

[3]{b[a) (t ,y )} 
к (j " ) 2a + 2j

( —1)k x
d "  y

x  (cos ф)а + 2 e x p (—j(2 fc  +  а  +  1)ф) x

x  ( (2 fc + a + 1 )  cos ф—j ( a + 1 )  sin ф ,  ф =  arctan
2 "

Y '

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь-
тров 0-5 порядков:

dV{ L o ^ (t,y )} , . . 
(j w) Y°!+1 ( (a  +  1)w +  j ( a  +  1 )y /2 )

dw (jw  -  y / 2 ) (jw  +  y /2 ) “ +2 ’
i f ( °

d v {  1  ̂(ty )} , . . 
(j w) Ya!+1 ( (a  +  1)w +  j ( a  +  3 )y /2 )

dw (jw  +  y / 2) a + 3 ’
гт(о

ÖV2{ 2 ° ( t,y) } , .  , 
(j w) Ya!+ 1 ((a  +  1)w +  j ( a  +  5 )y /2 )

dw (jw  +  y / 2) a +4
х (jw - y / 2);

8 V , L ° ( t ,y) } , .  .
(j w) Ya!+ 1 ( ( c( +  1)w +  j ( a  +  7)y /2 )

dw (jw  +  y / 2 ) “ + 5 '

х  (jw - y / 2 ) 2;

9V{ l 4°^ (ty ) } , . . 
(j w) Ya!+ 1 ((a  +  1)w +  j ( a  +  9)y /2 )

dw (jw  +  y / 2 ) “ + 6

х  (jw - y /2)3;

dV{ L 5°‘} (t,j ) } , .  , 
(j w) Ya“+ 1 ( (a  +  1) w +  j ( a  +  11 )y /2 )

dw (jw  +  y /2 )  a+ 7

х  jw - Y /2 )4.

k

4

3

2

1

0

к

к

X
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16.1501
д У [1]{Pk~1/2'0)(т,Y)}

дш

( к ) ( к +  « -  1 /2 '

(Зш)

7  х :  -  - ¿ у - »

=  - З(4к +  1 )у х  

1

6 .1 5 1
д У

[2 ]{p к -1/2'0)(т >7)}

((4 «  +  1 )7 /2  +  Зш)

(Зш)
дш
З7

(7 /2  +  Зш)2 ’
З(4к +  1)7

(4к  +  1 )7 /2  +  Зш 
к 1

х  ТПГ (4 « +  1)7 /2  -  Зш х 
*■ *■ (4 « +  1 )7 /2  +  Зш 

1
(4к +  1 )7 /2  +  Зш +

, ^  4 « + 1  )
+ ^  ( (4 « + 1 ). / 2 ) 2 + - л )  >

если к =  0;

з =  0

[6 .152 ]
д У

.= 0  ( (4 «  +  1) 7 / 2) +  ш2 ,

(Зш) =  

е х р ( - 2 З ф 0 ) ,

если к >  0.

[3]{Pk^1/2'0)(т,7 )} 

дш
4З(cos ф 0)2

7
- 2 З  cos фк Х

(  к — 1
Х ехр - З  фк +  2 У > . )  |Х

к = 0

¿ ф - . 7я=0 / /
2 cos фк е х р ( - З ф к )

4 
+----

1  .= 0

(4к  +  1)7
к — 1 , ______\ 2 )(сО«фк) 2 \ 

4 « + 1 )

фк =  а г^ а п  -

к >  0 

2ш

(4к +  1)7

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:

дУ0
{ р ( -1/2'0)(тГ1) }

ды
с>( — 1 /2,0) (

{Зы)

1( 1/ 2,г) (т,у)} .
дУ1 1 {Зы)

д У

ды
{ р ( -1/2'0)(т^)}

ды

З
{1 / 2  +  Зы)2 

5З7
" 2{1 / 2 +  Зы)2 1 2{5у/2 +  Зы)2+

15Зу

{Зы) 27 з 7
+

135З7
8 { у / 2 +  Зы)2 4{5у/2 +  Зы)2

315 З-у 
8{9у/2 +  Зы)2 ’ 

(-1/2'0)
У3 3 {Зы) 65З7

ды
4095З7

+
1365З7

16{у/2 +  Зы)2 16{5у/2 +  Зы)2

+
3003З7

16{9у/2 +  Зы)2 16{13у/2 +  Зы)2
о( —1/2,0) (

ды

д у  { р4 ^ ^ ' ( т' У) } {Зы) 595З7 5355З'у
=  -  128{у/2 +  Зы)2 + 32 Х

1 58905З7 + 51051Зу
Х {5у/2 +  Зы)2 -  64{9у/2 +  Зы)2 +  32 {13у/2+  Зы)2

109395Зу
128{17у/2 +  Зы)2 '

гр ( - 1/ 2,0) (т _,)}
дУ{Р5  (т'7)}

ды
{Зы) =  1323З-у +  72765Зу ^

256{у/2 +  Зы)2 256 Х
1 315315Зу + 945945Зу

Х {5у/2 +  Зы)2 -  128{9у/2 +  Зы)2 +  128{13у/2 +  Зы)2 
2297295З7 + 969969Зу

-  256{17у/2 +  Зы)2 +  256{21у/2 +  Зы)2 '

Рис. 6.57. Вид производных преобразования Фурье 
ортогональных фильтров Якоби 0-5 порядков; 7 =  1  с 

а =  -1/2 ,  в  =  0

[6 .153 ]
д У [1]{ L e9k(т’7 )}

к (Зш)
дш

=  - 2 з ( 2 к + 1 ) 7 £ ( к) ( к +  « )  ( - 1 ) .   -----------1------------ у .
. = 0 К « ' К « 1 « 2 «  + 1 ) 7  +  Зш)

16.1541
д У [2] { Le 9k(т,7 )}

к (Зш)
дш

2З7
(7  +  Зш)2 ’

2З(2к +  1)7  х
(2к +  1) 7  +  Зш

Х |-г (2 « + 1)7  -  Зш х 

( =0 (2 « +  1)^ +  Зш

х (  1 +
V (2к +  1) 7  +  Зш 

к—1 2«  +  1
+ 2^ Е  ( , „ ,  , . ^ )2

к = 0

.= 0  ( (2 « +  1 )7  +
к >  0

х
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16.1551
д У [3]{ L egk (т ’7 )}

к (зш)
дш

2з (с о в ф о ) 2

1
- 2 з  сов фк Х

е х р ( - 2 ] ф о ) , если к =  0 ;

Х ехр | - з [  фк +  2 §  фа^ ^  Х

/  сов фк е х р ( - ] ф к)

Ч  (2к +  1)7
+  2  (СОВфк) 2 ^

+

2в +  1
если к >  0 , 

ш
фк =  arctan -

(2к +  1)7

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:

2°7  .
(7 +  з и ) 2 ’

637 12з7

д у { ЬеЯ0(т^ ) } (зи)
ди

д у { Ь еЯ1(т,д)} (¿и)

ди

д у { ЬеЯ2(т^ ) } (зи)
ди

д у { ЬеЯ3 (т ,т)} (¿и ) 
ди  

420з7 280з7
(57 +  ¿ и )2 (77 +  ¿и

д у { ^ еЯ4 (т,^>} (зи )
ди

1620з7
+

2520¿7
(57 +  ¿ и ) 2 (77 +  ¿и

(зи)

_ +  1232037
(57 +  ¿ и )2 (77 +  ¿и

д ^ { ^еЯ5 (тп ) } 

ди 
4620з7

+7 +  3и )2 (37 +  ¿ и ) 2

10 ¿7 60з7
7  +  ¿ и ) 2 (37 +  ¿ и ) 2

637 
(57 +  ¿ и )2 ’

1437 +
16837

7 +  ¿ и )2 (37 +  ¿ и )2

1837 +  36037
7 +  ¿ и )2 (37 +  ¿ и )2

126037
2 (97 +  ¿ и )2 ’

2237 66037
7 +  ¿ и )2 +  (37 +  ¿ и )2

1386037
+

554437
(97 +  ¿ и )2 (117 +  ¿ и )2

5 0 ЗЯеУ^(зи) 
ди

Р ис. 6.58. Вид производных преобразования Фурье
ортогональных фильтров Лежандра 0-5 порядков; 7  =  1,

с =  2

[6.1561
д У [ 1 ] Л 1/2’0)(Т’7 )} (зш)

дш
=  - з ( 4 к  +  3)7Х

у - ( к ) ( к  +  5 +  1 / 2 ) ( _ 1 Г ___________1__________ _
¿ 0  5 5 +  1/2 > ((4в  +  3 ) 7 / 2 +  зш )2 '

6 .1 5 7
д У [2]{Р^1/2,0) (Т’7 )} (зш)

дш
3зт

(37 /2  +  зш) 2 ’ 
з (4 к  +  3 )7  ^

(4к  +  3 )7 /2  +  зш 
к 1

х  р г  (45 +  3) 7 /2  -  Зш ^
Х (= 0  (45 +  3 )7 /2  +  зш Х

х (  1 +
V (4к  +  3) 7 /2  +  зш

+ 7  Ч 1 ________^ ________ '
Ч о  ((45 +  3 )7 /2 ) 2 +  ш2 ,

к = 0

к > 0

16.1581
д У [3 ]{р (1/2,0> (т ’3) }

(зш) =  

е х р ( -2 з ф о ) ,

дш
4з' (сов ф о )2 

37
- 2 з  сов фк Х

Х ехр ^ - ^ ф к  +  2 §  фв ̂  ^ Х 

/ 2  сов фк е х р ( - з ф к )

к = 0

V (4к +  3 )7  
+  4 ^  (еовфк)2 \

ч  ¿ о  4 * +  3 А

+

фк =  arctan -

к >  0 

2ш

(4к  +  3 )7

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:

ЗУп{P<1/2■0)(тn)} ( • 

ди

гр (1/ 2.0>(т^)>
з у {Р1 (т’1 ) } "-•

(¿ и )

(¿ и )

337 
' ( 37 / 2 +  ¿ и ) 2

3537

(¿ и )

ди
гр (1/ 2’0>(т

З У ^ 2 (т ’т )}
ди

3465з7
8(117/ 2 +  ¿ и )2 ’

гр (1/ 2’0>(т
з у { Рз (т’ 1)}

+
10537

2(3 7 /2  +  ¿ и )2 2(77 /2  +  ¿ и )2

29737
+

148537
8 (3 7 /2  +  ¿ и ) 2 4(77 /2  +  ¿ и ) 2

(¿ и ) 97537 2047537
ди

6142537
+

1 6 (3 7 /2 +  ¿ и )2 1 6 (7 7 /2 +  ¿ и )2
4504537

16 (117 /2 +  ¿ и )2 16 (157 /2 +  ¿и)
гр (1/ 2 ’ 0>(т

з у д 4 (т ’т )}
ди

(¿и ) =  1130537 + 10174537
=  -  128(37/2 +  ¿ и )2 + 32 Х

1 111919537 , 96996937
Х (77 / 2 +  ¿ и )2 -  6 4 (117 /2 +  ¿ и )2 +  3 2 (1 5 7 /2 +  ¿ и )2 

207850537 
-  128(197/2 +  ¿ и )2 ;

X

2

2

К

4

3

2

1

20
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гР (1/ 2'° ) (т „ )> д у { Р5 (т 'Т)}
{зы) 30429З7 +  1 6 7 3 5 9 5 З х  х

ды 256{3-у/2 +  Зы)2 ' 256
^ 1 7252245З7 : 21756735З7
Х 02+ЗыЗы)2 -  128{117 / 2 +  Зы)2 +  128{157 / 2 +  Зы)2

52837785З7 + 22309
-  256{197 /2  +  Зы)2 +  2 Щ 2 ^ / 2  +  Зы)2 ‘

4

1

дImУk{Зы)
ды

Рис. 6.59. Вид производных преобразования Фурье 
ортогональных фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1  с =  2, 

а =  1/2, в  = 0

6.159
д У [1]{Pk1'0)(^>7)}

к (Зш)
дш

=  - 2 З ( к  +  1)7Х

( ( «  +  1)7 +  Зш) 2

1 6 .1 6 0 1
д У [2]{Pk1'0)(^,7)} (Зш)

дш
2З7

(7  +  Зш)2 ’
2З(к +  1)7 „

(к +  1)7 +  Зш 

Х П  (« + 1)7  -  зш х 

.= 0  (« +  1)^ +  Зш
Х (  1 +

V (к +  1)7 +  Зш
к—1 «  +  1 

+ 2^ Е  +

к = 0

.= 0  « «  + 1Ь )  +  ш 2'
к > 0

6 .1 6 1
Я1,[3]{Pk1'0 )(т ,7 )} ,  . . д У к k (зш)

ехр  - 2 Зф0 ,

дш 
2 З (cosф 0)2

1
- 2 З  cos фкХ

Х е х р ^ - з ( ф к  +  2 Е  ф ^ ^  Х 

/  cos фк е х р ( - З фк )

к = 0

V (к  +  1)7

+  2  (сО« фк )2
7  « +  1 .

+

к > 0

ш
фк =  а г ^ а п ---------------.

(к +  1)7

Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:

дУ {Р °1'° ) (т'Т)}

ды

дУ^  1
ды

д у о{р 21,0)(т'7)}

{зы)

{зы)

{зы)

дУ

ды

{р 31,0)(т'7)}

ды
_ 0 8 ^ ^  +

{3у +  Зы)2

дУ{{р 41,0)(т'7)}

2зф .
{7  +  Зы)2 ’

8З~/ +
ь  +  з ы) 2

18Зф + 
ь  +  з ы) 2

32Зф{Зы) =  _

280З7 
{4у +  Зы)2 ’

{Зы) 50З'у

12Зф ,
{27 +  Зы)2 ’

72з1 
{227 +  Зы)2

240З7

60Зу
{3-у +  Зы)2

{у  +  Зы)2 +  {27 +  Зы)2

ды
2100 З'у

{3у +  Зы)2 
о(1,0)

дУ

+
600з^

{у  +  Зы)2 {2у +  Зы)2
2800З7 1260З7

{47 +  Зы)2 {5у +  Зы)2
{ Р5 (т,т) }

ды
8 72 З^  +

{зы) 72ЗУ
+

1260З7
{7 +  Зы)2 {27 +  Зы)2

15120З7 15120З7
+

5544З7
{37 +  Зы)2 { 4у  +  Зы)2 { 5у  +  Зы)2 { 6у  +  Зы)

к

3

2

0

1NX

+

2
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к

4

3

2

1

0

д ! шУк (¿и)  
ди

5 0 дКеУг(з'и)
ди

Р ис. 6.60. Вид производных преобразования Фурье
7  =  1 с =  1

а  = 1  в  =  0

6.164
д У [3] { Р̂ (2 ’ 0>(т,7 )},-. . *__________ (зш)

дш
2з (сов ф о )2

е х р ( -2 з 'ф о ) ,
7

- 2 ]  сов фкХ

Х ехр ^ - з ^ ф к  +  2 §  ф ^ Х 

/ сов фк е х р ( - з ф к )

к = 0

V (2к +  3 )7 
+  2 ^  (еовфк)2  ̂

1  =  2* +  3 /

+

к >  0 

ш
фк =  a r c ta n -----------------.

(2к  +  3 )7

„ Л К ^ 2 ’ 0)(т ,7 )}
д У и * (зш)

[6 .1 6 2 ] — к----------  ------------(з- )  =  -  2з(2к  +  3 )7 Х
дш

к^  0(к ; ; + 2) < - ‘ >- 15 +  2 2 « 2 «  +  3 )7  +  зш)
2

|6.163|
д У [ 2 ] {7 2 ’ 0)(т ,7 )}

дш 
227

(зш)

(7  +  зш)2 ’
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Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:
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Рис. 6.61. В ид  производных преобразования Фурье 
ортогональных фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1  с =  2, 

а =  2 в  =  0
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Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:
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Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:
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Рис. 6.63. В ид  производных преобразования Фурье 
ортогональных фильтров Якоби 0-5 порядков; 7  =  1  с =  2, 

а =  0 в  =  1
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Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:
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Рис. 6.64. В ид производных преобразования Фурье 

ортогональных фильтров Якоби 0-5 порядков; 1  =  1  с = 2 ,  
а =  0 в  =  2
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Частные случаи для производных преобразования Фурье филь­
тров 0-5 порядков:
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Рис. 6.65. Вид производных преобразования Фурье ортогональных фильтров Якоби 2-ого порядка: а) 7 =  1, с = 2  а  =  0  в  £ [0; 5}'>
б) 7  £ [0, 75; 2 }  с =  2, а  =  0  в  = 1
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Глава 7

Основные и расширенные свойства в 
частотной области

Определение.

Ортогональные функции в частотной области, как и во временной, обладают рядом общих свойств [5]

=  ±  ф к ( 0 , 7 ) ;
'0-ж 2

. ш ) с 1 ш  =  0 .
0

Как и во временной, в частотной области были выделены дополнительные свойства [5]

{ афк(т'~1) }
Б е ^ -  дт }  (0 )  =  - ф  к ( 0 , 7 );

( дфк(т'1) \
дт Х ( 0 ) = 0 .

со
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Таблица 7.1. Основные и расширенные свойства в частотной области
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Основные и расширенные соотношения 
ортогональности 
в частотной области
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Рис. 8.1. Графическое представление соотношений [8.1], [8.2] 
при к =  0..5, в =  0..5; 7 = 1
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Рис. 8.2. Графическое представление соотношений [8.4], [??] 
при к =  0..5, в =  0..5; 7  = 1
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Рис. 8.3. Графическое представление соотношений [8.5]. [8.0] 
при к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1
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Рис. 8.4. Графическое представление соотношений [8.7], [8.8] 
при к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1
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Рис. 8.5. Графическое представление соотношений [8.9], [8.10] 
при к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1
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Рис. 8.6 . Графическое представление соотношений [8.11]. 
[8.12] при к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1
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а)
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Рис. 8.8. Графическое представление соотношений [8.15],
[8.16] при к =  0..5, s =  0..5; 7  =  1
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Рис. 8.9. Графическое представление соотношений [8.17], 
[8.18] при к =  0..5, в =  0..5; 7 = 1
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Рис. 8.10. Графическое представление соотношений [8.19], 
[8.20] при к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1
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Рис. 8.11. Графическое представление соотношений [8.21] 
[8 .22] при k =  0..5, s =  0..5; y  = 1
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Рис. 8.12. Графическое представление соотношений [8.23]. 
[8.24] при k =  0..5, s =  0..5; 7  = 1
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1 2

Рис. 8.13. Графическое представление соотношений [8.25]. 
[8.26] при к =  0..5, в =  0..5; 7 =  1
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Рис. 8.14. Графическое представление соотношений [8.27], 
[8.28] при к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1
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Рис. 8.15. Графическое представление соотношений [8.2У]. 
[8.30] при к =  0..5, я =  0..5; д = 1
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Рис. 8.16. Графическое представление соотношений [8.31] 
[8.32] при к =  0..5, в =  0..5; = 1

7  {  г р 7 0)(т,т) }
3.33] Я еЖ в дт { ( з и ) х

<р (1’0) / ̂ )\
х  Я е Ж { * ( П ) } (3и)<1и _

т ( - 1 ) к+ 5

_  )  п
если к >  в; 

если к _  в; 

иначе.

8.341 Im W sl
дР(1’0)(т,7) -

(зи)  х

Т Т л А Р к ’0)(т,1)}( .х  Im W fc к (зш)ёш _

п ( - 1 ) к+ з 
2

_  !  п

Матрица значений при к =  0..5; в =  0..5: 
п

если к >  в; 

к _ в

иначе.

М [8.33], [8.34]

к к

д

2 2

0 0

дт

0

х
2

х.



174 Основные и расширенные соотношения ортогональности в частотной области

Рис. 8.17. Графическое представление соотношений [8.33].
[8.34] при к =  0..5, в =  0..5; = 1
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Рис. 8.18. Графическое представление соотношений [8.35], 
[8.36] при к =  0..5, в =  0..5; 7  =  1

8.371 К е Л }
ар(а,0) (т^) '

(Зш) х

х  К е Л ^  ’ )(т,'г ) } (Зш)Лш =

п ( —1) к+ } 

"4  ’

если к >  в;

к = в

иначе.

о (а, 0) (
8 .3 8

) (т,т ) '|
^  } (Зш)х

т и Л Р ( а,0)(Т’^) }г  ■ \А х  ¡ т Л к  к (Зш)аш =

п ( —1) к+ } 
„  2 ’

если к >  в; 

к = в

иначе.

к
к

к

дт

0

0

2

0

0



Глава 9

Рекуррентные соотношения

Определение.
Для ортогональных многочленов Якоби справедливо следующее рекуррентное соотношение [13, 15] 

2 ( к  +  1 ) ( о  +  в  +  к  +  1 ) ( о  +  в  +  2 к ) Р к + ’в \ х )  =

=  ^ ( а  +  в  +  2 к ) ( а  +  в  +  2 к  +  2 ) х  +  а 2 — в 2^ ( а  +  в  +  2 к  +  1 ) Р к ° ’в ) ( х )  

— 2 ( а  +  к ) ( в  +  к ) ( а  +  в  +  2 к  +  2 ) Р ( _ ’в') ( х ) .

Для обобщенных многочленов Лагерра справедливо следующее рекуррентное соотношение [13, 15]:

( к  +  1 ) ь\ к +1( х )  =  ( а  +  2 к  + 1  — х ) Ь ' ^ > ( х )  — ( а  +  к ) Ь ' У 1( х ) .( а ) , -(а)

Аналогичные соотношения для ортогональных функций получены с учетом замен переменных, приве­
денных в Главе 1 [9].

9.1 Рекуррентные соотношения для 
ортогональных функций

2к — 1 — ут
[9 .1] Ьк (т , У _   к--------- т к - 1 (т >7) -

к - 1
Т к - 2 (т, т )-

[9 .3] Ь (к ) ( т, 1 ) _  2к +  1— —  ь к - у т г д -

к +  1 Т (2) ( Я - ^ Ьк - 2 (тП ) .

[9 .4] 4 а ) ( т щ ) _  "  Т Д - 1 ( т , 7 ) -
2к +  а  -  1 -  ^т т(а ) 

к
к +  а  -  1 (а )
 к-------Ьк - 2 (тП ) .

]9 .5]

9 .6

]9 .7]

Р ( - 1 / 2 '0) (т,1 ) _

( { 4 к  -  5 )(4к  -  1 )(1  -  2 е х р ( - 2 д т )) +  1  ̂

4к (4к  -  5 )(2к  -  1)

х  (4к -  3 ) р ( - 11/2’° ) (т,1 ) -
(к  -  1)(2к  -  3 )(4к  -  1) 

к (2к  -  1)(4к  -  5) '

( т >7) -Р (-1 /2 ,0 )
к -2

2к -  1 , ,
Тедк(т,  д ) _  — к—  I 1 -  2 е х р ( - 2 д т ))  х

к 1
х  Ьвдк - Ц т щ ) ------- -—  Ьвдк- 2(т ,д ) .

к

Р ( У 2’0) ( т , 1 ) _

Г(4к -  3 )(4к  +  1 )(1  -  2 е х р ( - 2 д т )) +  1^
  _Д___________________________________________________________________________х

4к(4к  -  3 )(2к  +  1)

х  (4к -  1 ) р ( 1/12'0 )( т ) д ) -  (к  -  1)(2к  -  1)(4к  +  1) х 
V ; к -1  V ; к (2к  +  1 )(4к  -  3)

Р
(1/2,0)
-2 ( т >7) -

X

к
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[9 .8] Р ( 1’0 ) (т,1 )

[ [ 2 к  — 1) (2к +  1 )(1  — 2 е х р ( —^т)) +  1  ̂

(2к — 1)(к  +  1)

х  ^ ( т , ! )  —
(к — 1) (2к +  Ц р (1,0)
(2к — 1)(к  +  1) к )(т> 1 ) -

Р ( 2'0 ) (т,1) =

( к ( к  +  1 )(1  — 2 е х р ( —2^т ))  +  1^(2к +  1)

к2(к +  2)

:>(2,0)(т „Л _  (к — 1)(к + 1)2 Р (2,0)
к2(к +  2) к—2х  Р к 1 ( т Г ( )  — Р к Г А т , ! ) -

[9 .10 ] Р ^  0) (т,у) =

(^(а +  2к ) ( а  +  2к — 2) (1 — 2 е х р ( —оут)) +  а 2"̂

2к (а  +  2к — 2 ) ( а  +  к)

х  ( а + 2 к — 1)Р( °-’0 ') (т, ч)  —
(а  +  к — 1)(к — 1 ) (а  +  2к)  

к ( а  +  2к — 2 ) ( а  +  к)

х  Р к - ° )(т^ ) -

[9 .11 ] Р (  0 ’ 1)(т,1 )

( { 2 к  — 1) (2к +  1 )(1  — 2 е х р ( —2^т)) — 1^

( к Т Щ э к — Г) х

х  Р (0,1)(т _д _  (к — 1) (2к  +  ^  Р (0,1)(т 7 )
к—1 ( , 7 )  (к +  1) (2к — 1) к—2 ( , 7 ) ’

[9 .12 ] Р ( 0 '2) (т,1 ) =

( к ( к  +  1 )(1  — 2 е х р ( —2^т ))  — 1^(2к +  1) 

к2(к +  2) '

(к — 1)(к +  1)2 Р (0,2)( 
к2(к +  2)

х  Р (0 ,2)(т у )  -  — ___ " /ч "' 1 Р ( 0,2)(т у)х  Р к - 1  ( т , <) и2(и^г ,\  Р к - 2  (т,Т) -

[9 .13 ] Р {(0 ,в) (т,1)

{ [ в  +  2к ) ( в  +  2к — 2) (1 — 2 е х р ( —е 1 т) )  — в 2)

2 к(в  +  2к — 2 ) ( в  +  к)

х ( в + 2 к — 1 ) Р ( 01 ^) (т,1 ) —
(в  +  к — 1)(к — 1 ) (в  +  2к) 

к ( в  +  2к — 2 ) ( в  +  к)

х  Р{к ’2 (т,1 ).

9.2 Рекуррентные соотношения для 
производных ортогональных 
функций

д Р ^ Г 1/2'0) (т,1 ) д Р к — 2
[9 .14]

(-1/2,0)
к (т> 1 )

дт

— (4к +  ^  Р (-1/2,0)

дт

(т, ^  — (4к — 3 ) Р— /2,0) (т, 7 ) +

+ ^  р ( 7 -0 , ( тл)
.

[9 .15]
дЬвд  к (т,ч) дЬв д к—2 (т,~()

дт дт

— (2к +  1)Ьвд к (т,ч) — 2(2к — 1)Ьвдк— 1 ( т, у ) +

+  (2к — 3)Ьвдк—2 (т, 7 ^  .

д Р (1 /2’0) (т,1 ) дРк  ̂  >(т,у)
[9 .16]

(1/2,0)(
к

дт дт

— т ( Р ( 1/2,0) (т,1 ) — (4к — 1 ) Р ( 1—? ’0) (т,1 ) +

[9 .17]

+

д Р ^  ’и>(т,у) =  дР(11 2 (т, 1 )
дт дт

— у ( (к +  1) р ( 1,0') (т, у ) — 2 к Р ( ^ <0)(т,у ) +

+  (к — 1)Рк - ° (т,1 ) )  .

(4к — 5) Р (1/2,0) 
Р  и )(т, 7 ^  .

д Рк 2 ’и>(т,у) =  д Р к - 0) (т, У)
дт дт

— 7 ( (2к +  3 ) Р(2,0) (т, у )  — 2(2к +  1)Р(2: 1 ) ( т , у ) +

+  (2к — 1)Р( 2 0\т, у)^  .

[9 .18]

д Р ( а,0\ т п )  дРк —2 ’ (т,1)
(а,0).

[9 .19]
дт дт

Э( а >0)(— с у /2 \ ( а  +  2к +  1)Рк (т,у) — 2 ( а  +  2к — 1) х

х  Р к - 1 ) (т> 1 ) +  ( а  +  2к — 3 ) Р к-20 ') (т> 7 ^  .

[9 .20] д Р и Л)(т, 1 ) =  
дт

(2к + 1 )  [  дЬ вд  к (т, -у) +  дЬвдк —1 (т,у ) '  
(к +  1) у  дт дт

( (2к — 1) (2к  +  1) +  1) д Р ^ ^ т п )

( к  +  1 ) ( 2 к — 1 ) дт

(к — 1)(2к  +  1) д Р к̂ ^̂ )̂(т< 1 ) 
(к + 1 ) ( 2 к  — 1) дт

X

X

X
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[9.21]

[9.22]

9.3

[9.23]

[9.24]

[9.25]

[9.26]

[9.27]

О Р {° ,2)(т,1 ) _  
дт

2(к  +  1) (  д Р (0,1) ( т ^ )  , , ,  , 1Чд Р к - ’1 ) (т , 7 )Ч
к(к  +  2) дт

(к (к  +  1) +  1)

+  (к  +  1 )-
дт

д Р к ° ’2 )(т, 7 )
п, ч (2к +  1 )------— -----------

к2 (к +  2) дт

(к -  1 )(к  +  1 )2 д Р к—2  (т’ 7 )
к2(к +  2) дт

дР{к° ’в)(т, 7 ) _  ( в  +  2к) 
д т  к (в  +  к)

х к
д Р А;(0 ,в -1 ) ( т , 7 ) д Р ( 0'в - 1 ) (т ,7 ) '\

х + (к  +  в  -  1^ ^ ----------- ) -

( ( в  +  2 к )(в  +  2к -  2) +  1) +  1 )д Р ?(- в ) ( т , 7 )
2 к (в  +  2к -  2 ) (в  +  к) (в  ) дт '

( в  +  к -  1 )(к  -  1 )(в  +  2к) д Р ( - 2 )(т, 7 )
к (в  +  2к -  2 ) (в  +  к) дт

Рекуррентные соотношения для 
неопределенных интегралов от 
ортогональных функций

к —1
/  Т к (т ,7 )а т  _  - 2 ^  /  ( т ,7 )а т  -  2 Т к (т ,7 ) .

3 ¿ = 0 3 7

У  т Т  к(т,ч)<!т _  -  Т к + 1 (т ,7 )а т +

+  2к +  1 А ^ ( т , 7 ) а т  -  к  [  Тк -1 ( т ,7 ) а т .
7  7 7  7

/ 4 к 1
т Т  к (т , 7 ) ё т  _  ^  Т (т, 7 ) т -

7  ^=0

~ 1  Ь " (т, 7 ) ^ )  ( - 1 ) к+ ”  -  2  Т  (т , 7 ) т - £  Тк (т, 7 ) а т ) .

У  Т (1) (т , ^ ) ^ {Ьк (т ’Т)}  (т , 7 ) ё т  _

_ !  тТк(т, 7 ) ё т ^ У  Т (1- 1( т ,7 ) ^ { ь 1 ) ( т ,7 ) } (т , 7 )а т .

У  Т (1) (т , ^ ) ^ {Ьк (т ’Т)}  (т , 7 ) ё т  _

_  - 1  [  тТк+ 1 ( т ,7 ) а т + 1  [  Тк+ 1 (т ,7 )а т - 1  тТк+1 (т, 
2 7 7  7 7

[9.28] У  т Т (1 )(т, ^ ) ^ { ь к ) ( т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  _

_  -  ^  У  Т ( + 1(т ,7 )м {ь (1 ) (т '^) } ( т , 7 ) а т + 2^ Ь ^ :  

х  J  Т (1 )(т , 7 )^ { ь ( ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т -

У  Т (1- 1(т, 7 ) ^ {Ь ( ) (т ,7 ) } (т , 7 )ё т .
к + 1

7

[9.29]

[9.30]

У  Т (2) ( т ,7 ) ^ { ь ( ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  _

_  У  т Т (1) (т , ~()^{Ьк ) (т ,7 )} (т , 7 ) ё т +

+  У  т Т (2- 1(т, ^ ) ^ { ь {к '>̂ т’1 ') '} (т, 7 )й т .

У  Т (2) (т , 7 ) ^ {Ь (  ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  _

_  - 1  У  т Т 1 + 1( т ,7 ) М{Ь (  ) (т ,7 )} ( т ,7 М т  +  ^  х

х / 7 )к {Ь (  ) (т ’7 ) } (т ,  7 )3 т -  1 т 2 Т ! + 1( т ,7 ) -

[9.31] У  т Т (2 )(т, 7 ) ^ { ь (  ) ( т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  _

У  Т (2+ 1(т, 7 ) ^ { ^ (  ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  +
к + 1 2к +  3 ч 

7  ’
х  J  Т (2 )(т , 7 )^ { ь ( ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т -

-  к +  2 У  Т (2- 1(т, 7 ) ^ {Ь ( ) (т ,7 ) } (т , 7 )ё т .

[9.32] У  Т (а ) (т , ^ ) ^ { ь к а (т’7 ) } (т,~()дт _

_  У  Т (а 1) (т,~()^{Ьк ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т +

+  1  Ь (к} 1(т,^)^{ь(>= ) (т ,7 ) } (т , 7 )а т .

[9.33] У  Т (а ) (т , ~() ,̂{ ь к ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  _

_  - 1  У  т Т (+ 1 1) (т,~()^{ ь к ) (т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  +  а  х 

х  J  Т (+ 1 1)(т, 7 ) ^ {Ьк ) (т ,7 ) } ( т , 7 ) ё т  -  — т а х

х  Т 1+ 11 )(т , 7 ) -

[9.34] У  т Т (а ) (т,^)^{Ьк ) (т ,т ) } ( т ,7 )а т  _

к +  1 А г (а)
7

У  Т ( +)1 (т,1 )^ {Ь<к ) (т ’7 ) } ( т , 7 ) d т +

+  2к + а  +  1 У  Т к ^ т , ! ) ^ *  ) ( т ,7 ) } (т , 7 ) ё т  -

к +  а  [  т (а) 
-у I к -1У  ¿к “ )1(т, ~()^{ ь к ) (т ,7 ) } (т , 7 )ё т .) .



178 Рекуррентные соотношения

[9 .35] Р
( —1/2,0)
к (т, 7 )А т =

2(4к — 3) 
4к +  1 '

Р
( — 1/2,0) 
к—1

2

Ч(4к +  1) 1

(т, 7 )А т — (4к — 7) [  Р ( — 1/2,0) 
4к  +  1 к

) (т, ^)Ат—

Рг
(—1/2,0)
к (т,^ ) — Р к(—2/2'0)(т> 7 )Л) .

[9 .36] тР,( — 1/2,0) 
к (т, у)Ат =

х !  тРк—1 2>о)(т,~1) &т —

х  /  тР,(-1/2,0)
к —2 (т, 7 ) ё т  —

2(4к — 3)
—----------- ->

4к +  1
(4к — 7)
------------ - х
4к +  1

2

ч(4к  +  1)

х (  ( Р ( —1/2’0 (̂т, у )  — Р<Г—2/2,0) (т,1) )  т—

!  р (  1/2,° )(т, ^ ) Ат + у

[9 .37 ] !  , , к

к — 1

тР( 1/2,0') (т,ч)Ат =  , . 4 , ,  х
■у(4к +  1)

Е ^ 2,0^  — [  р ^ п ^ т  ) — 
  0 •*

(-1/2,0)
2 ( Р (к—1/2,0) (т,1)т—1  Р ^ Ч ^ А т ) .

Ч(4к +  1)

[9 .38 ] У  Ьвдк(т,ч)Ат =  Щ к Ь п Г  /  Ь ^ к — 1 (т ,7 )А т —

(2к — 3) Г 1

— Ьвдк—2(т, 1)Ат — № + Г )  х

х  ( ь в д  к (т,ч) — Ьвд к—2 (т,1 ) ) .

[9 .39 ] ¡ т ь в д к (т,ч)Ат =
2(2к — 1) 

2к +  1 '

/ (2к — 3) [
т Ьвд к—1 (т,у)6 т ----- 2 к + Г  .1 тЬвдк—2 (т,1 )Лт—

1

Ч(2к +  1)
Ьвдк(т, ч)  — Ьвдк—2 (т, 7 ^ т— 

— !  Ьвдк(т, 7 )А т  +  J  Ьвдк—2 (т, 7 )А т^  .

[9 .40 ] I  тЬвдк (т,ч)Ат =  —-
ч(2к +  1)

к — 1 „
У "  ( Ь в д ь, (т, у)т — Ьвд„  (т,у)Ат^ —
и =  0 ^

— Р + Г )  ( Ьвдк (т, 1)т — !  Ьвдк (т, ^ т) .

[9 .41] Р
(1/2,0)
к (т, ^)Ат =

2(4к — 1) 
4к +  3 ' 

(4к — 5)
х /  Р к - 2 ’0) ( т , 7 )А т — р к Ч 2 ’0Ч тГ ( )Ат—

( Р (к /2'0) (т,1) — Р {21 2'0) (т,1) ) .Ч(4к +  3)

[9 .42 ] ¡ т Р к1/2,0)(т,ч)Ат =
2(4к — 1)

(4к — 5) [  т Р (1/2,0) ( 
4к  +  3х  /  Т^^^Ч -Т Г ^ Т  — (4к + 3  /  тРЧЧ22’0) (тГ ( )Ат—

2

Ч(4к +  3)
Р Р ^ Ч т п )  — Р № 0)(т,ч) )  т—

— Р к1/2’0к (т,ч)Ат +  Р ^ Ч ^ ^ Ч т , ! ) ^
.

[9 .43 ] I  т Р Ч /2’0') (т,ч)Ат = ------ -— 4------- х
1 .1 к К ’ П ч (4к  +  3)

к — 1 Р
х  ^  ( р ( / 2 , ° 0(т,у)т — I  р ( 1/2,° 0( т , у ^ А  —

и =  0 ^

— ч ч к т к )  ( р(1/2,0) (т, 1)т — !  р(1/2,0) (т, 1)Ат) .

[9 .44 ] Ч р{к1'°0(т,1 )Ат =  - + - [  —

— / « ( т . , *  — ^ х
к +  1 }  к—2У ’  ч (к  +  1)

х  ( Р к1’0)(т, ^ ) — Р к1- 2 >(т, 1 ))  .

[9 .45 ] ¡ трк1,0)(т, ч )Ат =  к + 1  /  тРк - ° 1 (т,1 )Ат—

- 1  трк2Л 0(т, 1 ) Ат — ( ( р (

' к

к — 1
к +  1

 ̂ к —2 \т,Ч.

РкЧ,0) (т,ч) —

—Р к - 2  (т, 7 ))  т —!  рк1’0) (т, 7 )Ат+ 1  р к Ч°Ч(т, 7 )а ^  .

[9 .46 ] ¡ тркЧ ,0 (̂т,Ч)Ат =  — х

к — 1 г
х  ^ 2  ( р ^ 1,0 (т,у)т — I  рЦк1,0 (т,у)Ат^ —

и =  0 ^

— ч и р  ( р(1,0)  (т, 1 ) т — ! р(1,0)  (т, 1)А^ .

[9 .47 ] у  рк2’0) (т,ч) Ат =  (тГ ( )Ат—

— (2 — 1  Г  Р ^ Ч ^ А т  — , 1 , х2к +  3 . 1  к—2 У , и  1 (2к +  3)

х  ( р ' : - ° \ т , , ) — р ¡ Я ( т . 1 )) .

X

2

X
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[9 .48]

[9 .49]

[9 .50]

[9 .51]

[9 .52]

[9 .53]

М " ^ ) ^  _ 2 (2 к + ■ >  ^У  ̂  ̂ ^  2к +  3

х /  т Р к - ’0 )(т , 7 ) йт  -  2 1 + 1 /  т Р к - ’0 ) (т ,7 :И 7 -

-  ^  (  ( Р (2 '0 ) (т , 7 ) -  р ( - 2 ) ( т , 7 ) ) т -

-  у  р ^ 0^  7 ) а т  +  у  р<(- 02)(т, 7 )а ^ .

[  тР(2’0) (т, 7 ) ё т  _ ---------2-------- х
У к 1 7  7 (2 к  +  3)

- 1 (  )
х  ^  ^Р1(2,0)( т , 7 )т  -  [  Р 1(2 ,0)( т , 7 ) а ^  -  

^=0 ^

-  7 2 к Г 7  ( Р?(2'0) ( т , 7 )т  - !  р ( 2 ’0) ( т , ^ -

/ р 7 > 0 ) ( т ,7 )а т  _ 2 (а  +  2к -  1) х
а  +  2к +  1

У о(а>0) / . , (а  +  2к -  3 ) 7  (а ,0) ,х  Ри 1 (т, Y ) dт --------------------------Р :  „ (т , 7 ) ё т -
У к -1  ( , 7  а  +  2к +  1 У к - 2  ( , П

е у ( а  +  2к +  1)
( Р 7 0) ( т ,7 ) -  Р — 7 ^ ) )  -

2 (а  +  2к -  1)
а  +  2к +  1

У  тР( а '0) (т, 7 ) ё т  _

[  г>(а,0) / \ 1 а  +  2к 3 [  Г)(а,0) / ч,
х ]  тР—  ( т , 7 ^ т  -  „  +  2к +  1 /  т Р ^ -2  ( т , ^ т -

С 7(а +  2к +  1) ^ Р “  ’0 ) (т , 7 ) -  Р к ( ^  т -

-  /  р i а ’0)(т, 7 М т  р í(- ’20 )(т , 7 М т ^ -

[  т р (а ,0 ) (т , 7 ^ т  _ ----------------------------- х
У к С 7(а +  2к +  1)

- 1 (  )
< 5 3 ( р ,(а ’0 )( т ,^ ) т  -  РЬа ’0) (т, 7 ^ 4  -

^=0 7

( р 7 ' 0) (т , 7 )т  -  ^  р 7 ,0)(т, 7 ^ т ) .

э( а ,0)/

2
С 7(а +  2к +  1)

{р (  ) (т ,7 ) } ( т ,7 ) ё т  _¡ Р ^ т , ! ) » ' 1

_ 2 ( У  Т е д к + 1 (т ,7 ^ т  +  J  Legk  (т ,7 )< 1т ).

[9 .54 ] У  тР( 0 ’1 (̂т, ̂ ) » { р к (т ,7 ) } (т , 7 )d т  _

_  2  ( У  тТ ед  к+ l ( т ,7 ) d т  +  J  тТедк(т,Y)dтУ

[9 .55 ] У Р 7 2) (т , 7 )м {Р ( )(т ,7 ) } (т , 7 Дт  _

_ 2(2к + 3) ( (к + ^ У  Те д к+2 (т 7 )dт + (2к + 3) х
^ У  Тед к + 1 ( т ,7 ^ т  +  (к  +  2) У  Тед к ( т , 7 ^ т ) .

[9 .56 ] У  тР( 0 ’2\т, ^ ) » { р к (т ,7 ) } (т , 7 )d т  _

_  2( 2к1+  3) ( (к  +  ^  У  тТед к+ 2(т,1 )д-т +  (2к +  3 )х

х  J  тТед к+ l ( т ,7 ) d т  +  (к  +  2) У  т Т е д к (т ,у ^ т ^ .

9.4 Рекуррентные соотношения для 
преобразований Фурье

[9 .57 ] W {{L<“ + 1 )(т- ) } ( з u ) _

1 Л  тдЛЬ1“ ) (т ,7 )} ,  . . /•_  -  ^ 1 -  W k * (зш)(зш -

г0  - о .  ™ А ь(к + 1)(т,7)}( ■ \[9 .58 ] W k к (зи)  _

1 Л  , тдДЬ1“ ) ( т , 7 ) ^  \ 7_  -  1 +  W l
7

( зи)  —---------- е х р (-з 'ф )
2 008 ф

ф _  arotan
2и

[9 .59 ] V
{ ь ( “ + 1)(т,7 )}

(з и ) _

7  тл{Ь1“ ) (т ,7 ) } / . ч------------------ V. к (зи) .
( зи  +  7 /2 )  к (3 )

[9 .60 ] V
{ ь ( “ + 1)(т,7 )}

(з и ) _

{ Ь ф ( т п )}
_  к (з'и) 008 ф е х р (-з 'ф ),

ф _  arotan
2и

2

7

7



180 Рекуррентные соотношения



Глава 10

Соотношения взаимосвязи базисных 
функций

Определение.
к

п о р я д к а  гд к ( г , 7 ) ,  связанной с  ф к (т,ф в  в и д е  [7, 11, 5]

Ч  { т , 1 ) =  ^ 2  в к V Ч { т , 1 ) ,
и=0

г д е

в к,и
\фV (7)11 70

(т, ф Ф и  (т, у ) ^ { ф " (т’7 }̂ (т, 7 )й-

-  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  р я д а ,
и  п о н я т и и  р а с ш и р е н н о г о  с о о т н о ш е н и я  о р т о г о н а л ь н о с т и  [5 ].

/•ТО
[10.1] /  $к(т,  7 ) ф и ( т ( т ,7 ) } ( т,7)Лт =  Н к ^ ( у )  ( к  =  0 . . К , и  =  0 . . К ).

0

10.1 Соотношения взаимосвязи 
ортогональных функций

I1 0 -2] Т (  ( т , 7 ) _  Е  (тУ!) -
и=0

к
[10 .3 ] т ( 2 ) (Т, 7 ) _  5 3 (к  -  V +  1 ) Т  (т,1 ) -

[10 .4 ] Т к ( т , 7 ) _  т ( 1 ) (т,1 ) -  Т(1- 1 (т,1 ) -

[10 .5 ] т ( 1 ) ( т , 7 ) _  т ( 2 ) ( т , 7 ) -  Т к\ (т,1 ) -

[10 .6 ] Т (а + 1)( т , 7 ) _

5 3  (т, Ч
^=0

к

если а  _  0 :

\ '  / \ 1—г к +  р  +  1 — V(т, 7 ) 1 1  -----------— -------- , если а  >  0 ,
р=0 р + 1

а  е  N 0-

[10 .7 ] Р к °Д )( т ,7 ) _  ^ Е ^  +  1 ) ( - 1 ) к+ " Те д„ (т, у ) ) .

[10 .8 ] Р < °,2)( т , 7 ) _

(к +  1 )(к  +  2) ^ = |
5 ^ ( 2 *  +  1 ) ( - 1 ) к+ к L e g v (т,1 ) х

х  ( (к  +  1)(к  +  2) -  v (v  +  1) ) .

ТО1

 ̂=  0

1
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[10 .9 ] Ьвдк (т,У) =  2 + [  р к0,1)(т,^ ) +

^ ^ — Р к0 1̂) (т,1 ). 
2к +  1 к—1 У , и

[1 0 .1 0 ] Р к° ,1)(т, у )  =  3 + 1 ) Р (к >,2)(т, 1 ) +

+  к р ( 0,2)(т ~Л
2(к  +  1) Рк—1 (т,1) .

[1 0 .1 1 ] Р 1 (0 ,в+1) (т,1 ) =  \ + 1 х

Е ^  +  1) (—1) '' Ьвд (т, Y), если в  =  0;
и =  0

к
х Е ^  +  1)( — 1)"Ьвд„(т,  у ) х

и=0

ч/тГТ (к +  Р + 1 — и) (к +  Р +  2 +  и) а >  0х  -----------;---------—----------------г-----------, если в  >  0,
. РА=0 (Р + 1 ) ( к  +  Р +  2)

в  & ^ 0 .

10.2 Соотношения взаимосвязи 
ортогональных функций 
и производных ортогональных 
функций

[10.12]

[1 0 .13 ]

[1 0 .14 ]

[1 0 .15 ]

[1 0 .16 ]

[1 0 .17 ]

[1 0 .18 ]

дЬк (т, у)  
дт =  —У Е  Ь  ̂(т,^ ) — Т, Ьк (т,1 ) .

д Ь (  (т, 1 ) 
дт =  —у  Е  Ь 1̂)(т,^ ) — 2  Ь<к )(т,^ ) .1т(1) (

д Ь ( 1  (т,7)  7  х—V / \
 дт  =  — 2 ^ - ' ^ 2(к — ^  +  ^  Ь  ( г , ^  —

к—1

: Е (
и=0

— -  Ьк (т,У).

д Ь (‘2\т,'~А к—1 (2) 7  (2)
к =  —1 ^ Ь (2\т,1 )  — 2  Ь к2)(т,у).

и=0дт

д Ь д Т 1  =  — 2  Е ( к  — V +  1)2Ь , (т,у) —

— 2  Ьк (т,у ) .

д Ь к ) (т, У) /-ка ) (  ) Т Ь (а) ( )
к =  —^ 2 ^ Ь  ̂ (т,у ) — 2 Ьк (т,1 ) .дт

д Р к—1/2,0)(т,у)

дт =  — т Е  ̂  +  1 ) (—1)к+к

ч, „ (  — 1/2,0), ч У(4к +  17 ( —1/2,0), ч
х  р Ь ' >(т,у ) --------------------Р к (т,1 ) .

[10 .19 ]

[10.20]

дЬвдк (т, у)  
дт =  — 2 у ^  ^  + 1 ) (  — 1)к+к х

х  Ьвд„ (т,у )  — у (2 к  +  1)Ьвдк(т,у) .

д р ( 1/2,0)(т, у )

дт =  —^ Е  (4и +  3 ) (—1) к+к х

[10.21]

[10.22]

[10 .23 ]

[10 .24 ]

х  Рк1/2,0) (т,у) — Р к1 /2’0 ) (т,1 ).

д р  (1,0 )(т  у )  к — 1
к (т,1) =  — 2 у ^  (V +  1)( — 1)к +"  хдт

дРЦ2’00 (т, у )

х  Рк , ) (т, у )  — у  (к +  1)Рк , ) (т, у ) .

дт

к — 1
=  —2 у Е  ^  +  3 )( —1)к+">

и=0

х  Рк2,0)(т,у) — у (2 к  +  3 ) рк 2’0 ) (т, у) .

д р ( а ,0) (т -л  к—1

к т  =  —С̂ ( а  +  2v +  1)( — 1)к+ "  х
и=0

х  Рка,0') (т, у )  — е у /2 ( а  +  2к +  1 )Рк<У’0') (т, у ) .

д Р к0,1)(т, у )  =  4у

дт (к +  ^  Е
Е ^  +  1)2( —1)к+ »  х

х  р к 0,1) (т,у) — у (2 к  +  1 ) рк ° ,Г) (т,у).

д р k ° ’1)(т, 1 ) =  _  У
дт (к +  1)

[10 .25 ]
к — 1
Е ( : 2к(к +  1) —
и =  0

— 2 v ( v  +  1) +  2к +  1^ ( — 1) к+ к (2v +  1)Ьвд^ (т,у) —

у ( 2 к  +  1)2

(к + 1 )
Ьвдк(т, у ) .

д Р к ° ,2') (т, у )
[1 0 .2 6 ]      --

дт
27

(к +  1) (к +  2) Т о * '  +  1 )х

х  (V +  2 )( —1)к+ * ( 2 V +  3 ) Рк ° ,2)(т,у) —

— у (2к +  1 ) р k0’2)(т, у ) .

[10 .27 ]
д Р к(2 ,2)(т,у)

дт
к -1

(к +  1) (к +  2)
—1

Е  (к  +  1 )(к  +  2 ) (к (к  +  3) +  1) — ( 2к(к  +  3) +  3) х 

х  V(V +  1) +  v 2(v  +  1 )2^ ( — 1 )к+ к ^  +  1 )Ь в д „(т , у ) —

2 у ( 2 к +  1 ) 2

(к  +  2 )
Ьвд к (т, у ) .

 ̂=  0

1

 ̂=  0

и =  0

1

и =  0

 ̂=  0

1

1

^=0

X
и =  0
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10.3

[10 .28 ]

[10 .29 ]

[10 .30 ]

[10 .31 ]

[10 .32 ]

[10 .33 ]

[10 .34 ]

Соотношения взаимосвязи 
ортогональных функций 
и неопределенных интегралов 
от ортогональных функций

г 4 к -1
Т к ( т , т М т  _  -  - Е ( - 1 ) к + " Т  ( т Ч -

У У ---- п

— Т к (т,1 ) .
1

Р!'- 1 /2 ’0) (т,1 ^ т  _ -------------------- х
к ( , 7  7 (4к +  1)

к - 1 
5= : р ^-1 /2 ,0 ) ( т ,7 )  -  ^  р к-1 /2 ,0 ) (т ,7 ) .

!  Тедк (т,7^т  _  -
Ч т и  5  и д ’ ( т , 1 ) -  

-  Т + Г ) Тедк (т,1) -

Рк / 2 (т, 7 )d т  _ -------------------- х
к У 7  7 (4к +  3)
к - 1

5  ^ ( т - к )  -  7 4 ^ )  р к1 /2 '0 )( т , 7 )-

к - 1

1 р к '0)(т, ^ т _  -  7 к + ) ^  р ? ' 0)(т^ -^=0 

1 р (1,0)
7 (к  +  1) р ,  (т,у)-

/ Г) к 1
^ ( т г ^ т  _ ---------- 2-------  V  р ( 2’0) (т,1 ) -

 ̂ 7 (2к +  3) У 11

1 Р Г Е т ) .

Е р г 0 ,(т л ) -

7 (2 к  +  3) 

4
е ^ ( а  +  2к +  1) 

2
т, 7 ) -------- ;------------------ т Р ( а ’0) (т , 7 ).

с 7 (а  +  2к +  1) к

10.4 Соотношения взаимосвязи 
преобразований Фурье

[1 0 .35 ] W lД 4 1)(т,7 ) } ( з и ) _  £  w { Lv (т’7) }  (зи) .  
и =  0

(2) к
[1 0 .36 ] W { L к (т'1 ) } ( зи)  _ ^ 2 ( к  -  V +  1 ^ ф к (т’1 ) } (зи) .

^ (а + 1) (т ^)\
[1 0 .37 ] W {  к ( ,7 ) } (з'и) _

Е ^
{Ь„  (тП)}

(Зи) ,
и=0

к а - 1  , л
V  w { Lv (т’7 ) } (зи)  п  к +  р  +  1 -  V

р=0

с р (0,1) ( ) 7 1
[1 0 .38 ] W {{ к (тг, ) }ф и )  _  E ( 2 v  +  1 )х

р + 1

если а  _  0:

если а  >  0,

а  е  N 0.

х  ( - 1 ) к+ - w í Le9 ’̂ (тг<)}(зи) .

Л Pi 0’2)(т,Y)}l[1 0 .39 ] W k  к '■ ' " ! ( з и ) _
( к +  1 ) (к +  2)

к ( )
У ' (2v  +  1 ) ( - 1 ) к+^ ((к  +  1 )(к  +  2) -  V(V +  1)) х
^=0

х  w í ; Le9v {т1) } (зи) .

[1 0 .40 ] Wkl

к

{ р ( ° ’ в ) (тп)} (з и ) _ ( - 1 ) к 
к +  1

Е ^  +  1 ) ( - 1 ) кW { L e 9 v (т,7)}(зи) ,  если в  _  0;
=0
к

+  1 ) ( - 1 Г  W {Le9v (т’7 ) } ( з и ) х
=0

„ У-  (к  +  Р + 1 -  Ф (к  +  Р +  2 +  v ) 0х  -----------;---------—----------------г-----------, если в  >  0,
Р=0 (Р +  1 )(к  +  Р +  2) ’

в  е  0 .

=0

1

X

X

к 1
х

=0
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Глава 11

Обобщенные характеристики 
ортогональных функций

Определение.
По аналогии с известными определениями длительности и моментных характеристик введены следу­

ющие понятия:
-  длительности ортогональных функций во временной области [6]

J  Ф к ( т , 7 ) д . г

Л 2) {фк(т,1) }  _  0________________ .

( 4 ) { 'фк(т,7) }  _  0

\ф к ( 0 , 7 ) |

ХЭ

J  (Фк ( т , ч  ) ) 2б т

к ( ф к ( ° , 1 ) )  2

■ длительности ортогональных функций в частотной области

к
А ^ ( 2 ) { П е Ш {Фк (т’^ } и ш ) }  _  0

( з ш ) д и

к \К еЩ к{Ф к (т ’7 ) } (0)\

J  ( К е Ш 1 Фк(тг1У}( ] ш ) ) 2 (\ш

. (4) {ПеШ{Фк (т'1 ) } и ш ) }  _  0_________________________________ .

к ^ Ф ( т ^ ) } ( 0 ) ) 2  ’

моментные характеристики во временной области [6, 14]

М(” )[1]{Ф к (т ’7 ) }  _  ^  тп ф к ( т , 1 ) & т ;
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. . (и)[2]{ 'Фк(т,7) }  _  ли 
г к  _  ф

]Ш=0

моментные характеристики в частотной области

¿ и ) т { < * к™ } ( и >) }  _  г

(и)[2]{ Ш{Фк(^ )} ( ] ы) }  _  Ъ Л , и  д и Фк ( т , ч )_  _ ( _ 1 ) и ---------------
2 ( ) дти Т = 0

11.1 Длительности ортогональных 
функций во временной области

[П .1 ]  тк
(2){Ьк (т,7 )}  _  2 ( -1 )к

к =  0, 2, 4, . ..2п, п  £  N  0 .

[И -2 ]  тк
(4){Ьк (т,7 )}  _  1

1

[11 .8 ] тк
(2){Ь(к 1)(т,7 )}  2 ( (к +  1) т о й  2)

Т (к  +  1)
к =  0, 2, 4, ...2п, п  £  N 0 .

Г11 (4) {Ьк 1)(т,1)}[11.4] т
1

[11.5] тк к

к 7  (к +  1 ) '

(2){ьк2)(тП)}  _  4 ( (к  +  2) й !у 2)

(4) {Ь(к 2)(ТП)}  
[ И - 6 ! тк

, , ,  (2){Рк[11.7] т
(-1/2,0) (

7  (к +  1 )(к  +  2) 

2(2к +  3) 
37 (к  +  1 )(к  +  2)

(т>7)}  =  2
к =  7 (4к +  1 ) -

( -1/2’0)(тп)}  =  1
т (4 к  +  1)
1

тк

[11 9] т('2){Ье9к (т,7 )}  =

ш л о ]  тк

[11.18] тк

т

[11.15] тк

_(4) {Ье9к ( т,7)}  =
к

ю д 0 )(т ,7)}
к

(4 ) {Р(1/2’0)(т ,7)}
к

(2) {р  (1,0) (т ,7) }  =
к

.(4) {р(1'0)(т ,7) }  =
к

(2) {р  (2,0) (т ,7) }  =

т (2 к  +  1)
1

27 (2к +  1 ) - 

=  2 
7 (4к +  3) 

1
7 (4к +  3) 

1

7 ( к  +  1)

1
27 (к  +  1 ) - 

1
7 ( 2 к  +  3 ) -

[11 .16 ]

[11.17]

[11 .18 ]

111.19]

т

(4){Р(2'0) (т ,7 )}
'к 2у ( 2к  +  3 ) '

(2 ) {р ( ° ' 1') (т,7 ) ^  ( (к +  1) т о й  2)

(4){Рк°'1)(т,7)}
тк

7  (к  +  1 )2

к =  0, 2 ,4 , ...2п, п  £  N  о-

1
_  27 (к  +  1 )2 -

(2Нр(° -2)(тП)}  =  4 ( - 1 ) к ( (к  +  2) 4 1 у 2 )2 
к 7 ( к  +  1)2(к  +  2 )2 ’

к =  0, 2 ,4 , ...2п, п  £  N 0 .

(4 ) {р (0’2)(т,7)}  =  2 ( (к  +  1 )(к  +  2) +  1)
37 (к  +  1 )2(к  +  2 )2 -

11.2 Моментные характеристики 
ортогональных функций 
во временной области

[1 1 .2 1 ] ¿ ° ){Ьк(т'1) }  =  -

[1 1 .2 2 ] ^ к (т" )}  =  4 ( - 1 ) "7(22к + 1) -

[1 1 .2 3 ] 1л(2){Ьк (т’~<)}  =  8 ( - 1 ) к  ( (2кз+ 1)2 +  1) .
7 °

11.24

|11.25|

111.26

(3){Ь к (т,7 )}  1 6 ( - 1 ) Ч  (2к +  1 )3 +  5(2к +  1))
^к =  ^4 -

Г) \ ТС+1 к(п) { Ь к (т,7 )}  =  ^  2 -

к 4 3

(0 ) {ь (1)(т,7 )}  =  2 ( (к  +  1) т о й  2)
^к =  '

<  Г е  О с + п ) ( - 2 ) - .

[1 1 .2 7 ] т {А 1)(т,1)} =  4 ( - 1 Д к + 1 ) .

[1 1 .2 8 ] ^ {ь(«1)(т^ )}  =  1 6 ( -1 ) к °к +  1)2 .

1

1

т

т
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[11 .29 ]

[11 .30 ]

[11 .31 ]

[11 .32 ]

[11 .33 ]

[11 .34 ]

[11 .35 ]

[11 .36 ]

[11 .37 ]

[11 .38 ]

[11 .39 ]

[11 .40 ]

[11 .41 ]

[11 .42 ]

Vк
(3){Ь(,1) (т,7 )}

=  74 ^  ( к +  з ) ( —2 ) - ( з  +  1 )(з  +  2 )(з  +  3 ) .
1 -=0

Vк
(п) {Ь(к1)(т,1 )}

= - < Д + ' £  ( к + х  + : х > -

( 0 ) { ь Х ( т Г1)}  _  2 ( (к +  2) А^  2)
Vк

( 1 ) { ь Х ( т П)}  =  4 ( — 1) к( (к +  2) А^ 2)
к к =  1 2 .

(2){ь12) (тп)} 8 ( —1)к (к +  1) (к  +  2)
к к к =  ----------------73-----------------.

кк
( 3 ) { ь Х ( т п ) }

=  7л ^  ( к +  з ) (з  +  1 )(з  +  2 )(з  +  3 )( —2)

кк
( п ) { 1 (2) (т,7 )}

кк

- Д  X  ( к + X  П с - -
з=0

( 0 ) { ь к ' (т,1 )}  2 ( к +  а

кк( 1 {  к  (т,1)} =  4 е  С + 1  ( —2) - (а + 1 ) .

кк
(2){Ь(ка) (тП)}

= ^  е  ( к — а  ) ( —2 ) - ( з + 1) (^ + 2 ) .

( 3 ) { Х Х  (т,7 )}
кк

=  771 Е ( к +  з ) ( —2 ) - ( з  +  1 )(з  +  2 )(з  +  3 ) .

кк
( п ) { Х Х  (т,7 )}

п +  1 к

=  п " - 1  £ ( ‘к — х + 1

кк
(0){Р(-1/2'0)(т,1)} 2

7( 4  к +  1)

кк
(1){Рк~1/2’0) (т,7)}

=  4  V ( к ) ( к  + з — 1 / 2 ) ( - : п - ____ 1
7 2 ~ 0  3 з — 1/2 )  (4з +(4з +  1) 2 '

[1 1 .43 ] х к ){Рк 1/2’0 )(т ,7 )}

1 6  V ( к ) ( к  + 3 — 1
7 3 ~=0  ̂ з — 1/2 / (4з +  1)3

Г11 441 ( 3 ) { Р Х 1/2’0) ( т Х[1 1 .44 ] к к к

д^ ( к) ( к +  з — 1/2т 1)в 1

7 4 ¿=0  ̂ з — 1/2 )  (4з +  1)4

[П .4 5 ]  к (: ) { Р^ /2’0)(^ )}

=  пЦ 2 ) п+ ^  ( к) ( к +  з — /г п  ( к + з — 1
Х у  з Д  з — 1/2 ' (4з +  1)п+ 1

[1 1 .46 ] ¿ , ° ){Ье3к(тп)}
7 ( 2к  +  1 ) '

[1 1 .47 ] к ^ 9^  =

(2з + 1 ) 2 '

[1 1 .48 ] ^ к ) { ^ 9(ТГ,)} =

/ з  е 0 (  д  о -

6 (  к) ( к +  з-

X  Д Д  з Д  з / к 2 (2з + 1 ) 4 ') ( ~ 1)- Д

Г11 ЕП1 ( п ) {1 е9(тП)}[1 1 .50 ] кк

п\ Ш  Д) (-)• ДУп +  1 \ з / \ з•=0 (2з +  1)п+1

[1 1 .51 ] кк
и(1/2’0)( 2

7( 4  к +  3)

[1 1 .52 ] к (к1){Р(1/2’0)(Т,1) }

[1 1 .53 ] кк

=  4  V ( к ) ( к  + з +  1 / 2 ) ^ 1)- 1 .
7 2 ¿ = 0 Уз Д  з +  1/2 )  (4з +  3)2

(2 ){Р (1/2’ 0)(т,7 )}

^  ^ ( к ) ( к  + з +
7 3 ^  з +  1/2 1 (4з +  3 ) 3 '

7

1

1
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[11.54]

[11.55]

[11.56]

[11.57]

[11.58]

[11.59]

[11.60]
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Глава 12

Соотношения неопределенности

Определение.
На основе понятий длительности ортогональных функций во временной и частотной областях, приве­

денных в Главе 11, получены соотношения неопределенности.

[12 .1 ] I  ( ф к ( т , 7 » 2 Ат =  2  у  ( К е Ш ^ 1* ( ] ш »  2йш.

ЛФк (т-т) } а„[12.2] т ^ к ( т л П ^ Н ^ к

( А шт { ^
_(4){ Фк(т,т ) } У к_____

и ^ ) }  =  п  
2 -

{ * к (тп)}иы) } \2
т (

Аш
(4){ЛвШг 
к

{ Фк (Т’Т)} (и(и“ )}  2

[12 .4 ] I  тГ1ф к (т ,т )А т  =  /
к (т,'У) } (уш) 

&шп
з^=о

[12 .5 ] I  шп ш { Фк(тг,)}иш)Аш  =

п ( _  1)п д ' гФк(т, 7 ) 
2 ( ) д т '

п

т=0
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