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И Н Т Е Р П О Л И Р О В А Н И Е

Задача интерполирования в общем виде ставится следующим
образом:

дана функция f (д ) , определенная на отрезке [а .б ]; известен

класс функгрй ^ Д ,С о-с 1> - • зависящих от п +1 параметров

с областью определения тде а  < а  < b < 0  ; необходимо
* * •

так выбрать параметры с0 ,С| ,чтобы функция g совпадала
с /  в узлах интерполяции ж ,, i ~ 6. п :

ц{.х =  i = 0 , «  (1)

Наиболее известна задача лимойной интерполяции, когда
интерполирующая функция g(.v5 с0 , с1, . . . , сп ) ищется в виде линойной 
комбинации

Г.
£ . г . с 0 . . . . , С Д )  =  V  ■<*( <pt ( ж ) ,  

j «о

где «д (л) фиксированные функции. Тогда условия интерполяции (1 ) 
имеют вид системы линейных уравнений относительно параметров с , .

г ~ 0 j i ;

^  с , < р ( х , )  =  / ( . х  , ) .  j  =  О, п  . (2)
/ Q

Условия, л|>и которых система уравнений <2) имеет решение, т.е 
существует интерполяционный многочлен, дает следующая 
теорема [1):

Теооелш Для того, чтобы для любой функции f i x  К 

определенной на отрезке [а , б ] , и для любого набора Л» 1 узлов

д0 . хх д„ ( .г, € (а ,б ] . .т. * л . при I * j  )
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существовал обобщенный интерполяционный многочлен

П
g (* )=  £ ст<р»(*ь

г-0

необходимо и достаточно, чтобы система функций (у?, (.г)} -

являлась системой Чебышева на \a ,b \. При этом интерполяционный 
многочлен будет единственным.

1.Система Чебышева

Систему функций (р0{х),(р1{х),. ..,д)п{х) называют системой 

Чебышева на отрезке \a ,b \, если любой обобщенный многочлен по
П

этой системе £(л) = V  е,<р. (д), у которого хотя бы один из

! ft
коэффициентов отличен от нуля 

не более п нулей.

, имеет на отрезке [а .б ]

Упражнения д.чя контроля

1. Доказать, что функции 1,ж ,д' . .  образуют систему Чебышева 

на любом отрезке \a ,b \  е ( -  =о,-но).

1 1 I
2. Доказать, что функции 1,-------- , -----------------------   образуют

а 1 + л а 2 + х  а п + х

систему Чебышева при д > 0 . если а, > 0 , / = 1,«.

3. Доказа п., ч ю функции 1, , е а-х , . . . ,  еа*х ,где а, полярно раз

4

личные действительные числа { i -- I,п)  образуют систему Чебышева па 

любом отрезке с ( ~  °о,-Нх>).

2 пX X X .
4. Доказать, что функции 1,— —:г—    , |де А‘(л) мною

Д ж ) Х( л ) Лк л )
член, образуют систему Чебышева на любом отрезке 
[а, б] >1- ( -  rX',-t oo) г на котором Л(х > не имеем корней.

6. Доказать, что система функций / 0 ( v! удж] , i 0 ,п  , где д  -

нули функции Бесселя первого рода нулевого порядка /oLv.i,

образует систему Чебышева на любом отрезке [й,б] е  (.0,1).

6. Доказать, что система функций
I, sii i х . cos л , sin 2д , соя 2л , . . . ,  sin п х , cos их образуе г

периодическую систему Чебышева на отрезке [о,2;т]

2. Интсрпояяиионный многочлен Лагранж »

Если в качестве системы многочленов {<р,(л)] — взяты степенные

функции ф,(х) -  х г, то g (x j есть алгебраический многочлен степени п 
Условия интерполяции (2) в этом случае следующие:

с0 + сх.т0 + c2x l  + ...+с„хо • / ( л 0 }

с 0 +  С1Г1 + C 2 Xi  У - +Сп Х1 ~ f i x -J )
..........................................................................................................................  . . .  ( 3 )

г0 4’ С1Лч +C2X,f+...+CK.x" " / ( - О -

Нопосредс г венное решение системы (2) може i быть связано с 
вычисли тельными трудностями. Интерполяционный многочлен Лагранжа 

степени п есть алгебраический многочлен степени п , построенный



по сис теме узлов .г,, / = 0. п при специальном способе построения 
функции (л >, здесь <р, ( .г) - алгебраические многочлены степени 
п ,  удовлетворяющие условиям:

Такой способ задания <р,(.х) позволяет легко решить систему 
уравнений (2):

Для ТОГО, чтобы построить функцию (Д ( Д ,  нужно найти 
алгебраический многочлен степени « ,  обращающийся в нуль в точках 
л ., j  -  0 , » ,  j  i и равный 1 в точке .г ,:

Ф ;(л А ( ж -  .г 0 )( .т~ л Д Д л  -  д- ,„1) ( л  -  л ;.fl ) . . .U л ,  I. 

Так как ф, (л. ) 1, то

А
( х ~ х  о ) ( * . -  1 )• • • (* ,-  л-,-1) U  -  л- ;+1) . . .(.V, -  л-* )

и окончательно :

9  ( д ~  т ° ) ( г  ~ *  1 ) ' ' •  (-т х ' - '  н  д ~  У )
( д - , - . т 0 ) ( д г , -  -  Л !  - Л ; Ч  ) ( л - , -  Д Г , + 1 ) . . . ( . Г : -  X . .  )

Упражнения для контроля

7. Пусть .To.-Vj - различные числа , д, е{~  «д г-ос.)# / .. i)~u .

Построить многочлен 1л (ж) степени», удовлетворяющим

,1- ' -  J
1.0, I :• J

символ Кронекера. Доказать, что такой многочлен единственен

. . , I j

условиям l n ,i! [х , ) = ds, , /, j  = 0 .Й . Здесь в  , .  \ '
• " 1.0, j

8 . Доказать, что многочлен In г' (д) из задачи 7 может был. записан

в видо h r i;U  )  ----- —- ~ (
( д  -  д ,  )

:2ki>n!. i
,йгде сег1л.|(л )  J if-* ' •* , ), й>,1+Дд,  j

. j - 0  '

n
9. Доказать тождество У] In11-1 (д  ) ~  i .

j-0

10 . Пусть дани » + 1 пар действительных чисел:

(v 0 5 Vo )• ( vl >-VT )’ ■■•>(x , y„ ) и все л%, / = 6 . n  различны между 
собой. Построить многочлен Lnix)  степени •- п ,

удовлетворяющий условиям 1п (ж. } -  у } , i - 0 , и.  Доказать, что 
этими условиями многочлен определяется однозначно.

11. Доказать, что интерполяционный многочлен Лагранжа может быть 
записан в виде

, I \ \Г' J-I 1 'Ф; +1 V-* )
-£>ЛЛ) ~ ^  f \ Xi  -----------------    •ft ■ * J \ « / / \ f i \:,--0 \X Xj )03n +1 ( Д - I

12. Показать, что интерполяционным многочлен Лагранжа не меняется 
любой перестановке индексов узлов.

13. Доказать, что для случая равноотстоящих узлов

(„т,,] -ж , = const = h) интерполяционный многочлен Лагранжа 
может быть записан в виде

,  * - . t ( г  -- ] « . . .  ( /  » )
/  j х) = 1 п[.х0 + г h) = У  Д х  )(~1) * 77~7Г.-ттт;~"т.' *

„о (/ л .



т
-V ~л0

где 1 •• —  — .
И

14. Доказать, что дня фундаментальных полиномов 1п'!) (х)
(см. задачи 7,8 } справедливы следующие тождества :

^  (.г,- л)-' 1л 1! 1 fл ) — О , j  -  l,n  .
-о

15. Пусть в качестве узлов интерполяции .т., i ~ 0 ,п взяты нули

полинома Чебышева Г.1+1(л) = c.os[(ft + 1)агс.соз.т| . Доказать, что

в этом случае? фундаментальные полиномы In,,?(jc) могут быть 
записаны в виде

1 - 1 ) \ П - х ?  7 ^  (ж) .
In"' l.v)  --------- *---------------------  f i = 0, п.

п +1 х -  х ;

16. Пусть в качестве узлов интерполяции х, , i = 0 ,и взяты нули

sin [(w-f 2) arccos х]
полинома Чебышопа ? ю  рода (7н+1(х) = --------------------  ± .

V 1 - х 2

Доказать, чю в этом случае фундаментальные полиномы 1пи* (д ) 
могут быть записаны в виде

< - 1 Г ' ( 1 - 4 7 ) </„♦,(*)
In Ы -  =~~--------------------, i = 0 , n .

п 4- 2 д -  х.

17. Г|усть в качестве узлов интерполяции л ,, i = 0, я  взяты нули 

полинома (/,.. j (.v)[l л ‘ ) •= V I -  х 7 sin (V?arccos.v) .Доказать, что

в этом случае фундаментальные полиномы 1п' > ( х ) могут быть
за п и са н ы  в виде:

iT-.v3)TVi(-v) ____
Jn ‘ (д К  ----- - - -  :------------ , t = 1 ,» “ 1.

п х -  X,

£

1пЫ) Ы  = - - А -  1 ( х ) ( х -  I ) .
2п ’

18. Пусть в ка'тестве узлов интерполяции дг,, г = 57« взяты корни
(п • 1) й степени из 1. Доказать,что в этом случае фундаментальные 
полиномы 1л г1 (д ) могут быть записаны в виде

. . » - г 11 Ч ) ( 1 ‘ *■ —In ( х ) ~ ---- --------------, 1 ~ о.п,
п 4- 1 X -  д.

i

19. Пусть л0 . л 1, . . . , д л - произвольные целые числа, причем
•v0 ^ Т1 ^  -v-t • Показать, что каждый алгебраический полином

п - и степени вида х п 1 + ..  ,+ a „ _ 1x  + а п принимает в

точках д ., / = 0,п  значения, из которые по крайней меро, одно по

абсолютной величине > .
7*

20. Функция f i x ) задана при д - -  h , О , И . Пос троить 
ишергюпя! (ионный многочлен Пягранжа.

21. Построить интерполяционный многочлен, принимающий в узлах
я

- - . О . го же значения, что и функция f  (д ) -- cos д . 
о  6

22. Построить интерполяционный многочлен, принимающий в узлах
■4 4 я  х

-  2 . -  ; . О. --. 2 те же значения, что и функция /  (д) = c o s  .S J.

23. Функции f  (д) -  v.V  cos задана при х  - 1 . 0 . 1 .

Построить интерполяционный многочлен Лагранжа,

24. Даны узлы интерполяции д 0 - 1 . -  - 1 ,  х„ ■- 2 и значения

9



функции в них: / 0 = ~  , f \  = - 3 ,  / 2 ~ 2 .  Необходимо построить 

интерполяционный многочлен Лагранжа.

25. Построить интерполяционный многочлен, принимающий в узлах
я  Я  ̂ \ , 0 ,  ~  те же значения, что и функция j  U ) -  зт д г .
б 6

26. Построить интерполяционный многочлен для
71X

функции/  (х) = s in - — и системы узлов 2 ,-1 .0 .1 ,2 } .

3. Интерполяционная схема Эйткена

Для вычисления значения интерполяционного многочлена в какой- 
либо точке .г удобно пользоваться процедурой, которая носит название 
схемы Эйткена :

j >012 . .л - 1  (•*) *0 -v |

! h l 3 .  .n U )  х п -  * j (
>012 ...и !--т) * -------- -------: -------------* £i (л ) = /  (•*» ) -

л п ~ х0

Упражнения для контроля

Л27. Пусть последовательность многочленов L, ух) строи гея по 
следующей схеме

| 4 '  ' (л*) X, -  X j

j , >  . 1 4 ; ^ u )  - v , ~ л !
% •{* ) =  * > = 1 , 2 , . . .1 Л',-+ . -  .V.1 t

10

причем L, i.\ I • ••• y. / *-- 0 , « . Доказать, что функция l,0 (д> 
совпадает с интерполяционным многочленом, принимающим в точках 
х, значения v. ( / ~ 0, п ) .

28. Пользуясь значениями интегрального синуса

/  (д.) ~  Si (л) = J
sin и

du
и

_ 2 L _ U  0*® -
0.9 П 1.0 г ......Г» 1.2

ДО j 0.7721 0.86047 0.94608 г 1.02869 1.10805

Найти Si (0.973) по схеме Эйткена. >

29. Давление р  в некоторой фиксированной точке пространства задано 
как функция времени i

t г  0 .ОТ208 Т  OQ1451' ]~0.01714 1 
г 5~384 ~ 1 4 .549 ' 3.915~Н

I
Pd

0.01996 
’ 1 .423

0.02295 Г  о'. 2512 j
3.04 ~1*”*2.724 1

Найти /?(0.01852) , используя способ Эйткена .

30. По данным задачи 28 найти 6V(1.08).

4, П огреш ност ь интерполяционной формулы  

Лагранж а

Если отсутствует погрешность округления и значения / \ х ,  )
заданы точно , то погрешность интерполяционной формулы Лагранжа в 
точке г есть погрешность метода и равна

! I



Для оценки £ Ы  вводят вспомогательную

'У (г) = / (г) -  1п (г) -  А'(г -  .v0 ) (г -  Xj}.. .  (z ~ хп ) (5)

I \ j \
и накладывают на функцию f i x  j следующие ограничения: / 1 д | 

обладает на [ aj> J непрерывными производными до порядка п 

включительно, производная f ^ s \х | дифференцируема на |  a. b  j . 

Подставляя в выражение (5) г -  х0 , . . . ,х„ , убеждаемся, что

'У (Л'о) = V  (* 1) = ■ • • = Ч' (х п ) -  0 .

Подберем константу А'таким образом, чтобы у/ (л) = 0 , где л точка, 

в которой ищется оценка для с(х)  , х  г- д,■ , i = 0 ,«г

 / ( * ) - / „ ( * ) _______
(.V - .r0 )(.r-  .Vi )...(.Г--.Т.Г)

Применяя к функции *у(л) теорему Рояпя, получим, что 

существует такая точка с , в которой )// (И+1̂  ( * ) = 0 , отсюда

* !  x ) = ~ - ~ - ~ ( x - x 0 ) ( x - - X j ) . . . ( x - x J  .

Упражнения дня контроля

31. Доказать, что если f i x )  eC '1+i , то остаточный член 
интерполяционной формулы Лагранжа А» (*) ~ /(*)■* Ai Iх ) может 
быть записан в форме Коши;

, / ‘- M i l
' (л-И )!

-Ч

где ю.м  l.r) = J~J (.У -  .r; ) . g  е {  а .  0 )  .
г-0

а  = min (х  ,х 0 , д г , , дг„) , 0  = max (х ,.v0 , .хд х „ ) .

я: тт я ;т32. Зная значения sin л при х -  0 .-~  , найти sin л при
6 4 л 2

л
х = - — . Оценить пофешность.1 4.

*

33. С помощью интерполяции вычислить, V41 , используя данные

v’25 ~ 5 , 4 3 6  = 6 . V49 =  7 . Оценить погрешность и сравнить с 
фактической.

34. Оценить погрешность интерполяции функции в задаче 20 .

36. Используя результаты задачи 21, вычислить cos - -  . Найти 

оценку погрешности и сравнить с фактической.

я 3/г36. Используя результаты задачи 22 , вычислить cos 7  и cos ~  - .
4 4

Найти оценку погрешности и фактическую погрешность.

37. Используя интерполяционный многочлен, найденный в задаче 23,
( \ \

вычислить f \ Z , j  • Найти оценку погрешности и сравнить с 

фактической .

38. С какой точностью можно извлечь кубический корень из 1300, 
интерполируя функцию f i x )  ~ Vx  между узлами 10 J t t .  Р  ?

39. Дана таблица натуральных логарифмов чисел 01 1 до 10.Какова

1



наибольшая погрешность линейной Интерполяции, если шаг таблицы
■г =0,001.

5. И нт ерполяционная Фоттупа Ньют она

Интерполяционный многочлен Ньютона для неравных 
промежутков есть особая форма записи интерполяционного многочлена 
Лагранжа и имеет следующий вид:

-V, (.г) = /  [д'о ] + (л -  л0 ) /  [до ; х х ] + (д  -  х 0 ) {д  -  хг ) /  [д0 ■ .v, ; д , | ч 

>... н (д • - До j (д -  Д'1 ,)--•• (х  -  дг„_1) /  [-'о i А‘1 , ..  •; ,

тде
f  j д 0 J -  f  (д 0 ) - разделенная разность 0-го порядка ,

Г 1 / [ * Ti l " / [ * ro]/  д 0 - Д'1 = —    —  - разделенная разность 1-го Порядка
д j -  Д'о

/ Ь  ; д 2 - • ■ • j *«_]- f [ x0 ;-Ti ; . - ; J V i j 

X» -  хо
разделенная разность «-го порядка .

1 акая форма записи интерполяционного многочлена более удобн{4 
для вычислений, чем формула Лагранжа, так как добавление одного или 
нескольких узлов не приводит к необходимости пересчитывать 6еСЬ 
многочлен заново.

Упраж нения для контроля

40 Показать, что л я разделенная разность многочлена п  -степени 
равна коэффициенту при х" независимо от выбора узлов.

41. Показа ть, что если д -  д 0 J (.V -  х 1) • • • (х  " -т>;) , то

/ [ д 0 - Tj : . . . , д ; ] -  0 при / < п .

/ \ х о

42. Показать, что если аргументы умножить на одну и ту же постоянную 
с , а значения функции оставить неизменными, то разделенная

разнос ть /  [л0 ; д'1 ; . . . ;  х„ ] умножится на с -*7

43. Показать, что разделенные разности не изменятся, если аргументы 
увеличить на одну и ту же величину, а значения функции оставить 
неизменными.

44. Показать, что если /  (д) = ^(д )  *д(.т) , то
П

/  [л0 ; x i : . . .  ■, х п ] = <Р [л'о ; х х ; . . . ;  л, ] щ [ л , ; л,+1;. . . ;  х„ ] .
1 - 0

46. Обобщить формулу из задачи 44 на случай т  сомножителей, т.е.
т

показать, что если f  (д ) = П <р,(.\) , го

/  [до : 2 >  1 [ д-0 ; Д! : . . . ;  д}| U  2 I .vt); ̂  4 г , . . . ;  -V,, | •• • •
г-о ‘

i I

где сумма распространена на все значения , л, .. . . in._l 
удовлетворяющие неравенствам 0 < /] /, ь . . . _j 1 п

46. Доказать, что операция нахождения разделенной разности линейна, 
т.е. если F (д ) ~ a  f  (д.) (р ( д ) , то

- У , \ )  - / [ л .  , д. + 1| t b <р[х, , д . . ,  ] .  где т и ь
постоянные.

47. Интерполяционный многочлен N n ( д ) , определяемый 

условиями .V,. I д , ) -- у,  , I ~ 0,п , представим в виде

Л;я (Л') - ‘**0 + ! 1 (-* " то ) + Л2 ( г ~ д о ) (л л I ) f ■ ■ • 4

+ Л  (л “ до Н л ~ Xi J. . . (a- • д„щ )
Найти коэффициенты Aq , , Л2 . . . . ,  Ап .

48. Доказать, пользуясь методом индукции, тождество



т

?=0 1(*,)

где &„+1 (л ) = П  (х -- ) , Ып+1 ixt ) dx
Jm О х**х,

49. Найти интерполяционный многочлен степени «-2 , удовлетворяющий 
условиям / (О) •■= 2 , / (l) = 3 »f  (З) =  11 •

50. Найти интерполяционный многочлен степени п = 3, 
удовлетворяющий условиям
/  (0> -  2 , /  (I.) = 3 , /  (3) -- 11 ? /  ^ = 0 ■

51. С помощью интерполяционного многочлена Ньютона найти 
значение функции f i x )  о точке х  -  6.4^ , если

/  (51 ~ 150 , f i l l  392 , /  ( l 0  = 1 452 ,

/  ИЗ) = 2366. /  (21) = 9702 .

52. Найти для функции f i x )  = \  следующие разделенные разности: 

/  [*о • х х ] , /  [д0 ; Xi х'2 ] ’ /  [д о ; ^ ; -Г2 ; Аз 1 '

53. Для функции f i x )  ~ най™ разделенную разность
Л

/ [ - vo; ' i ; . . . :  хп ].

54. Для конечных разностей («вперед»)

X  v ( A° -v ' = '• '  ’ ■
п

Доказать тождество Л У; = —  ̂ ^  ̂!+t

55. Доказа ть, что дня равноотстоящих узлов
—  — ^ - ф о р м у л а

ч она a вперед »)имеет видНьютона (интерполирования

(6

л- т , лт ( и\ 4* лг + D\  (X) -  Ar„ (х0 +  / h) = v  д ‘у  ------------ -------------
/!г «О

х - х 0
где У-, = / ( * » )  , i  = 0 ,и , а /

56. Доказать по индукции формулу

f  Г - . • г  1 -  ^j  [-Tq , л j , ... х, j , t 1 , 2 , . . .  ,
1 t \ h

Здесь узлы интерполяции приняты равноотстоящими, то есть 
x,.fl -  д-. r h  , / = 0 , 1 , . . .  .

57. Доказать тождество

/  [xft ; х (, : ... ; х0 ] = lim /  [л0 ; х, ; ...; х , ] = i -  /  (,) (х0 )
•• —   '  о  л !

'1-1 ря/

Здесь х. = д0 + / Л , /  = 0 , 1 , . . . ;  /  W (х0 ) =
d  х I *«.т0

58. Написать выражения для разделенных разностей
/  [ а ,. ; а , , ; Л! ] и /  [а0 ; а0 ; х 0 ; x t J .

59. Построить интерполяционный многочлен Ньютона, удовлетворяющих 
условиям

N  ( х , ) = / ,  , / = 0,2 ;

-V (х0 ) = / 0 , N  (х0 ) -- / о

60. Найти многочлен Р(х), который при х *1 удовлетворяет условиям : 
Я 1)“ 2( PT1W4, Я 1)-12 и, кроме того, Я2)=17, Я3(*82

61. Доказать, что доя равноотстоящих узлов и
л , / - O.w | х ;+! = х. ± И) вторая интерполяционная
формула I It.ю гона (интерполирование «назад») имеет вид

Л . tx j = Л„ (х,. + /  h) -  >  Д vn_ , ----------------------------  ,
i-о * !

17



A  i л' “ 'т *где y j = J \ x j )  , t = — £ ~  ,

62. Доказать, что если функция f  (х) е  С п [а  , б] , где

а = xQ , b = ,г0 + n h  . то существует такая точка £ е[<я , б ] , 

для которой справедливо равенство Дг ’ / ( * о) = h " / ы  (4)  ■

63. Доказать, что если функция /  (х) e C n+l [а , б] , где

а ~ х 0 . д\ = х0 f ; h . t = 0, w , b ~  хп то остаточный член

первой интерполяционной формулы Ньютона 
А: (х) - f { x )  -  N n (х) имеет вид

А»+1)( сТ
Х„ < x W 2f,+1  / ( / - ! ) . . . ( / - » )  ,

In-1)1

где t -- "------  , I  e f «  , i?j,  a -  m m ( x , a ) ,  /? = max (* , £).
h - l j

64. Доказать, что если функция /  (х) е С”41 [а , &] , где

а ~ хо - х, -  х0 +; k , 1 = <К» гЬ = хЯ' то остаточный член второй

интерполяционной формулы Ньютона Rn (д) = f [x)~ iv„ (д) имеет вид

Я, (x)--*iin+'-±----- £ i f ( /  + i ) . . .(* + «) ,где

x  Л - г тt ~ ■ , £, <=|<П! , р  j , a  = пмп (х , a ) , Р = птах [ , Е )

65. Доказать, что вторая интерполяционная формула Ньютона может
п t i t  4-1) (/-+-/ — l)

быть записана в виде Лц, (х) = V  А1 у п —---------- —----- ,где
т=о 1'

Х" у 1 = v ' У,  -  V - ‘jr , 4  , V>y}  =  у ,  , у ,  = / ( * , )

->7 -  конечные разности «назад» ).

18

66. Дана таблица значений функции /  (х) = sin х

X Н 20?~ 255 зо-’
. . .  ]

sin х 0.342 0.4226 0 5 'j 0 5736 j

X -t* О
о ]

-и с ЗО5” 1
— 11sin х 0.6428 0,7071 0 766

Построить интерполяционные многочлены Ньютона для 
интерполирования «вперед» и «назад». Вычислить sin 23е . Оценить 
погрешность.

67. Пользуясь таблицей функции /  (х) = е~х

х 1 5 152 L54 1 56
е *  | 0.2231 0 2187 02144 0 2101

вычислить / (1 . 51 ) .  Оценить погрешность результата .

68. Пользуясь таблицей функции /  (х) = 1л х

|~~ X Г  5.2 5.4 j 5 6 I 1 8  [ "6~ — у —g y
[ in х Г  1 6487 Т Т б 8 6 4  | 1.7228 1  1 .7579 Т  1 7918 _ [  j f | £ b  J

вычислить 1л 5.27. Оценить погрешность результата.

69. Пусть погрешность табличных значении функции не превосходит
0.5-10 т . Показать, что погрешность округления в разностях к -го 

порядка может достигать по модулю 2' 1 ■ К)~т .

70. Оценить погрешность в задачах 6 6 - 6 8  с учетом 
погрешности округления.

6. Интерполяционные Фо рм улы  Гаусса.
Стирлинга, Бесселя и Эвеоетпш

Если в качестве узлов интерполяции взяты точки
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,*o , -v0 ^ h . л0 -  h , Aq + 2 h , x0 -  2 h , ...  , x0 + n h , л0 -  n h ,  
где h -  const , го интерполяционный многочлен может быть записан в 

следующем виде:
/ ,\ 1 t i t -  1) , ;

О. (а) -  О (-Г 0 + •' Л1 = / д + t  / , д ---- ~ ---- / с ' +• / ф  S...  С

Г * г -1)1г ~ 2 2). . . [тМл-1;>2] ^
' /  ~ .4 /2  +"
(2 , - 11!

- 14*- - 2 ' ) . . . [ /  2п
(2,)'

-  Г.

Если изменить порядок следования узлов интерполяции:
л0 , .т0 — h,  д0 + h . ... „ д0 -  n h , х0 -  n h ,  . . . .  то получим другую
форму интерполяционного многочлена;

1 ! Г (/ “Г l) ^
I (х ' * (А0 +?й.) * U  +l J-l /2 + /о* +

r ;7 ‘ - i j  .. ; f c -  i j ( / ~ 2 2 ) . . . [ / - ( « - 1 ) ' !
* - 37- " Л ‘/2

 ̂ г U‘ -Et - i C]  О +, )  ^2>,

2-4И

/ . V 2  / ' •  ' -  конечная разность 1-го порядка;

- 1 /2f r  /  л ; /  !-i/i -  конечная разность 2-го порядка ;

j-~,: 1 J. J. >![-?
-Л 4  -"? i ~ " /  Г ’ - конечная разнос ть (2w - 1 ) - го порядка ;

Ът-^4 г  Ь-i-l
/ ,  ::: /• л ; J г 1 - конечная разность Г2н) ю порядка .

Формула для gx \х) носит название первой интерполяционной формулы 
1 аусса (для интерполирования «вперед»), а для G2 {.<) - второй 

интерполяционной формулы Гаусса (для интерполирования «назад») .

Полусумма интерполяционных формул Гаусса дает интерполяционную 
формулу Стирлинга:

С., (>) 4-G3 (х) / с , t ~ ■
£ Цс) = - = S\Xq +t  а) = /о +Г/о + “  / 0‘ + ..

г(г2 - 2 2). . . [г2 - ( « - I ) 2) 2и_,,   1/0 +

t ( г  - - l ) ( r 2 - 2 2) . .  . (г2 - Ь - 1 ) 2] ( т + «)  ,

(2 , ) !
Г.J \!

In -К.

Формула Бесселя получится, если взять полусумму формулы G- 

огноентельно точки А! (а не х 0 ) и О х:

» <*> - » ( * •  « * ) ■  и  Ч » - * )  f m  -  f h  - . . .  -

; -  l) ~ ( , - l ) 2j ( t -n)

Ы !

t { r -и
|( / 1/2 +

Ц С - l j  -..[т2 - ( w - i ) 2j (г-«) (г -  i l
ч 2- ЛгМ

’ ( 2 ч ) !  f l /2  + ' " г

2 к If т> и \
W  / ч д  = j l t i t - f f 1'j ■

Эта формула удобна для интерполирования на середину | /  -  —
V 2

Формулу Эверетта получим, если из формулы G x (.т) исключим 
разности нечетного порядка:

,м , „С r { t2 ~l) . . . i t -~п2}
п  ( X ! t f ( x 0 + / « ) = / / ,  + — - — - f - 2 т ~ ------------ f  +
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Упражнения для контроля

71. Пусть в качестве узлов интерполяции взяты точки
*0-4 — о + Е т ; 4 г Е . „  ,*ь -! =xd + nh, х3„ -  л-0 -кк.  
Доказать, что в этом случае интерполяционный многочлен может 
быть записан в виде первой интерполяционной формулы Гаусса 
(интерполяция «вперед»)

, ” U u 2 - 12] • • • [ / - - о - i ) “| ,
О (д) = с;(х5 +Г h) * /о + У / . ----------- 7---------г------- - f\p +-

r o l  (2 г - 1 ) !‘ * ч.

г-(г2 — I 2). . . [ /2 Ст — 1>"] (.Г-;) , J ,  _ _ _  Л .

где SJ /  =S-?~l f x - центральные разности, а

72. Пусть в качестве узлов интерполяции взяты точки
*9’*! * 4 - h ,  х2 * х 0+ к , ... , х2„-1 = *c - nh .  х2,: - Д у + л *  
Доказать, что в этом случае интерполяционный многочлен может 
быть записан в виде второй интерполяционной формулы Гаусса 
(интерполяция «назад»)

,1,1 t [ r2 - и 1 - (2- и  

I 2 . - -1)
G W « G ( * c.4r/,) = / 0 + y J  — ----  ~  л*"1 '.  1 / 2  f

S - "  / , * .  -  s - ' x f ,  - центральные разности, a

o_ 

h

73 Используя первую и вторую интерполяционные формулы Гаусса , 
юлучить интерполяционную формулу Стирлинга в виде

74. Используя первую интерполяционную формулу Гаусса , получить 
интерполяционную формулу Эверетта в виде

я ы -  ffU,*t t )  = j j t b l z tl z 'f 1 :. й s* f  +
r« 1 [ (2 i + 1) f

г ( г 2 - 1 2) . . . ( г2- т 2) „ I
(2 x + l) ! '  6 / o J ’

где г = 1 -  t , t-
x - x 0

75, Используя первую и вторую интерполяционные формулы Гаусса 
получить интерполяционную формулу Бесселя в виде

г Ы  = з ( х0 ч - д . .

( Г 11 (т- l )  3 t (г2 - 1 2).. Л г2 -(12-1)2 I (г-*)
H ' - f j  —  й  / в

' П  /I . '" - I 2 !.. J / 2 - ( , - 1 ) 2 1 ( г - и )
+_______  :___ ь_____________ *______1 с;»!*!

Здесь и ф , = *(?,+т + ? Мд) операция усреднения

76. Написать выражения для остаточного члена в формуле 
Стирлинга, когда:

последняя используемая разность имеет четный порядок ; 
последняя используемая разность имеет нечетный порядок .



77. Написать выражения для остаточного члена в формуле Бесселя,
когда :

последняя используемая разность имеет четный порядок ; 
последняя используемая разность имеет нечетный порядок .

78. Написать выражения для остаточных членов первой и второи 
формулы Гаусса.

79. Написать выражение для остаточного члена формулы Эверетта.

80. Используя таблицу значений функции /  (х) = sin а

(см. задачу 66)и приняв д 0 = 35°,  построить интерполяционные 
многочлены Гаусса, Стирлинга, Бесселя и Эверегта. Выписать 
выражения для остаточных членов.

81. Используя результаты решения задачи 8 0 , вычислить значения

sin 37° 30' и sin 3 2 ° 30' . Оценить погрешности. Дать 
сравнительную характеристику интерполяционных формул.

82. Используя таблицу значений функции f  ( а .) -  е~л
(см. задачу 67) и приняв х 0 = 1 / 4 ,  построить интерполяционные 
многочлены Гаусса, Стирлинга, Бесселя и Эверетта. Выписать 
выражения для остаточных членов.

83. Используя результаты решения задачи 8 2 , вычислить значения

х при а — 1.53 и л ~ 1.55. Оценить погрешности. Дать 
сравнительную характеристику интерполяционных формул.

84. Получить формулу Бесселя для интерполирования на середину 
интервала.

Т.Лиагралта Фрезера

Способ построения интерполяционных формул, предложенный 
Фрезером, отличается наглядностью и многовариантностью. Основным 
элементом способа Фрезера является специального вида

диаграмма I рис. 1 \. Выбирая произвольным образом начальную точку на 

диаграмме ( / ,• )  и путь, заканчивающийся на постоянных разностях, 
ск л а д ы в а я  все встречающиеся на пути величины, получают одну из 
возм ож н ы х интерполяционных формул

Ln (x0 ^ t h )  , m o t -
А -  *о

h

П ример. Рассмотрим путь, идущий от / 0 по диагонали вниз;

1‘п (*о + t h) ~  / 0 + с З  А Д /2 + С Х А2 Д  + ... + СР А' / , ,д

Учитывая,что С. = — —    получимm l

1„ (а )  = £„ ( а 0  + 1 h) ~ 2  А' / ф  — — , т.е. первую
г-о 1 '

интерполяционную формулу Ньютона для равноотстоящих узлов.

У п р а ж н е н и я  д ля  к о н т р о ля

85. Для обобщенных биномиальных коэффициентов
, / ( /  -  l ) . . . i t  — i  + 1)

где i - натуральное число, а /  - действительное число 
(необязательно целое). Доказать справедливость тождества

/-"•» i . /ч

Д о к а з а т ь , что при использовании правил, описанных в задаче 87, 
сумма, вычисленная вдоль любой ломанной, идущей слева направо 
и составленной из сторон ромбов и горизонтальных диагоналей, 
равна сумме, вычисленной вдоль любой другой ломанной, имеющей

то же начало и тот же конец.
86. Доказать тождество

с', й ‘ у , . ,  * с Г г Л'*1 у ,  =  4  д* у ,  + « ;;!  д » ‘ у , .

87. Для ромбовидной диаграммы [ рис.1 ] введено следующее



правило
При движении в некоторую вершину по восходящей стороне нужно 
умножать величину в вершине на величину под ней, а при движении 
по нисходящей - на величину над ней . Доказать,что при этих 
условиях справедливы следующие утверждения:
1. Если исходя из какой-либо величины , помещенной в левую 
вершину ромба , двигаться по его верхним сторонам до правой 
вершины, прибавляя все встречающиеся по пути величины , то мы 
получим такой же результат, как если бы двигались по нижним 
сторонам .
2. Если двигаясь по диагонали ромба слева направо брать 
полусуммы величин, стоящих над ней и под ней, то получим тог же 
результат, что ив первом случае .

Г

С t

рис . 1

88. Дана диаграмма Фрезера [рис.2] .Доказать, чго при использовании 
правил, описанных в задаче 87, сумма, вычисленная вдоль любой 
ломанной, идущей слева направо и составленной из сторон ромбов 
и горизонтальных диагоналей, равна сумме, вычисленной вдоль 
любой другой ломанной, имеющей то же начало и тот же конец.

89. Доказать, что двигаясь по диаграмме Фрезера от любых двух узлов

/ :  и Ч’Ш f f и — —~ 0 ( взятых в качестве
2

начала двух путей, и закончив эти пути на разностях одного и гою же 
порядка, получим один и гот же результат.



эо. Указать не диаграмме Фрезера пути ( начинающиеся с точки / 0 ), 
двигаясь по которым получим первую и вторую интерполяционные 
формулы Ньютона.

91. Указать на диаграмме Фрезера путь < начинающийся с точки J q ), 
двигаясь по которому получим интерполяционную формулу 
Стирлинга.

92. Указать на диафпмме Фрезера путь ( начинающийся с точки

~  ( / 0 -■>- j \  )), двигаясь по которому получим интерполяционную 

формулу Бесселя.

8. Интерполирование перн0Щ 2Ш ™ ^!Ш У Ш {~

Интерлоляция периодической функции f  (л) , л с:[гт.л],
/  (а) ■ /  (Ь) осуществляется с помощью периодических базисных 
функций 4Г>, ( т ) :

/ U b ^ Y  (.г.) > <p[a) = fp\b) .
;-0

(h\Pi j t o уние. Совокупность непрерывных функций
•Р о^л),(р фд-) (р _ | v)  ̂удовле’гворяющих условиям (р Хсг) ~ (р ;1 Ь),

называется трнодичаскай системой Чебышева на отрезке [ а , Ь ] , 
если любая линейная комбинация сq <р  ̂(л) + с i <Р ] *л ^  • • ■ • .» *Р п Л f 
не псе коэффициенты которой нули, имеет на [ о , b J не более п 
корней при условии, что п и Ь считаются за один корень .

Ь ~ а
С помощью линейной замены л г: а "  ̂ о грелок

6. /I

периодичности [ а Ь ] пр.,/образуется п [ 0 . 2 ;т ], на котором 
простейшей сисгом он  лориодичоских функций является система

1 * sin /5 . со зб . чп2 0 . есз 2 0 , . . .  , m i k ( )  . cos к ft
>о

Данная система на отрезке [ 0 , 2 к  ] образует периодическую 
систему Чебышева.

Теорема. Для любой периодической функции f  [в  ) с 
периодом 2 зт при любом наборе из ( 2 и + 1 ) попарно различных

узлов 0  0 , в  х   в  2 п из полуотрезка [ 0 , 2 я  } существует
единственный тригонометрический многочлен

а. п
Тч (в  ) а,. c o s k 8  + by sink 8  ), являющийся

2 к —1
интерполяционным многочленом для / [ в )  поданной системе 
узлов, т.е. удовлетворяющий условиям

Тп ( в ; )  = / ( 9 < )  , / = 0 , У л

Упражнения для контроля

93. Доказать, что всякий тригонометрический полином п - то порядка 

по косинусам можно представить в виде Pr ( cos8 ), где

Рк ( г ) -  алгебраический полином и -  ой степени .

94. Доказать, что всякий тригонометрический полином п -  го порядка 

по синусам можно представить в виде sin 8 • Рп_х ( cos в  ) .

96. Доказать, что произведение двух тригонометрических полиномов 
п го и т го порядка представляет собой тригонометрический 
полином ( n L т  ) -  го порядка .

96. Доказать, что всякий тригонометрический полином п -  го порядка
П

g,, ( в  } = а0 + 22 ( а-: cos к в  + sin к в  ) может быть 
*■-1

представлен в видеgn {0  ) = g  in Glf, | g  j ,

7 9



2 м

где G-,n I .v ) ~ У] с* л -  некоторый алгебраический полином 
м

(2 п) -  ой степени .

97. Доказать, что тригонометрический полином « — го порядка

gn {В ) - д 0 -f У]( ак cos кВ + Ьк sin к В ) ,
Лг*1

где a , ± i bjt -4 0 имеет ровно 2 п нулей ( вещественных или 
комплексных) с учетом их кратностей .

98. Пусть В к ( к 1, 2 п , 0 < Re в  к < 2 я ) -  нули тригономери
П

ческого полинома (В )-- а0 -t- V (  ак cos к в  -\-bk sin к В },
кш!

У которого ап ±tb„  ? 0 .  Доказать, что g M U? ) можно пред
ставить в виде

* Д 0 ) = Л . П я п ^ -  .

где а  = (готг . Найти Л .

" •  Показа гь, что если тригонометрический полином порядка п по
косинусам

gn [ в  ) = а 0 + c o s* #  ,
J-.-l

го (см. задачу 98)
П

gn {& ) -  2 >,х a,. ]~[ (cos В — cos 0 ) , 
к -1

В г { fc ~ i _ п ) _ ИуЛИ полинома g  Д для которых 
0 ^ R e# , .

ЧТО есш  тРигоиометРический полином порядка «  по

ёп i 0 )=  2 Х  s i n*  б? .
4-~1

то (см. задачу 98)
.4-1

g„ {В ) = 2лЧ bn sin В ]“]  (cos 9 cos 9 к j ,
к~Л

где В . ( к 1 , п -  1 ) -  нули полинома g,, IВ ), для которых 

О . Re В , < я  .

101. Пусть задано 2 п  + I различных точек ( узлов ) В у , к - 0 .2  п, 
0 < Re # < 2 я . Построить фундаментальные полиномы 
триюнометрического интерполирования, т.е. тригонометрические 

полиномы г1/1, {&)  порядка не г?ыше п , удовлетворяющие

условиям ?'йА> (^ . ) -  S , / , *  = 6 ,2  п , здесь 6 , t. -  

символ Кроиекера.

102. Построить тригонометрический полиномg n (В ) порядка не выше
п . принимающий в узлах 6  0 . В j „ . . . . #  , г заданные значения

v'o . \\ . . Доказать, что этими условиями

триюномегрический полином порядка не выше п определяется 
единственным образом.

103. Обозначим через
. <ч, . о  о ,  . о 0 г ,

а) IВ } -  С - stn—  sm — - — - •.. .  • s in  v  "
Ли iJ

l
тригонометрический полином гюлуцелого порядка п ~ ,

нули которого В q , 0  { , . . . , #  2 я ■ заданные узлы, С £ О 
постоянная. Доказа ть, что

со (0  )

; I



l n  (J, j . .
104. Доказать тождество

km 0

106. Пусть заданы n+1 различных узлов В0 ,0  у , . , . , 9 ^ ,

0 < Re 0 к < " , к ~ 0 , п .  Построить тригонометрические 

полиномы по косинусам С^:> (в  ) порядка не выше п , 

удовлетворяющие условиям * (в  , ) ~ S , к . i , k = 0 . n  .

106. Построить тригонометрический полином по косинусам Сп {& ) 

порядка не выше п , принимающий в узлах в  0 , 9  у , , 6  п 
заданное значение у 0 , у \  , . . .  , v n .
Доказать, что этими условиями четный тригонометрический 
полином определяется единственным образом.

107. Обозначим

(0  ) ~  В • |co s#  -  cos#  0 ) ( co s #  -  c o s ^ J . . .  ( c o s # -  cosO п ), 

В *  0 -  константа. Доказать, что

ш {в  ) - sin #  к
(9  ь ,  . . ---------  — ----- г— ~ГГ~\ П*>и

\са$& - со$9к )-а>

С}%к> [у  ) _      при В к = 0 :
f l - e o s #  l-<y"(0)

Сп * } (& ) -= г ---------  при 9 к~ я .
i l l  COS& (я )

108. Пусть заданы п , различных узлов в  у ,9  2 .6  п . Построить
тригонометрические полиномы по синусам порядка не выше п . 
Удовлетворяющие условиям

Snk} ( &; ) ~  3 j k  >

109. Построить тригонометрический полином по синусам S ,.i9  ) 
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порядка не выше п , принимающий в узлах 0 , . i ~ I . п,

заданные значения у, , i ■■■ l , w .  Доказать, что этими 
условиями нечетный тригонометрический полином порядка не 
выше п определяется однократно.

110. Обозначим

а){9 ) C ' - s m$ ’ (cos# - сои 0 j J... (соз# - соз#„ ), С 0 
константа. Доказать, что

, t I , Л> (в  ) - sin 0 i■>**> U    , _ . i .
I C O S  В  -  COS 0  ;. ) ■ a l  ‘ i 9  j. )

111. Пусть узлы интерполирования равноотстоящие :
О t™А» Kt I —------£ к 0 , 2  п . Показать, что в этом случае2 ti 4- 1

фундаментальные полиномы тригонометрическою 
интерполирования имеют вид

2 и + 1

:<,к> { 0 )  1
з т — --- [о - 9 i.

2 п +1 . 9 - 9  j.
S U I --

112. Найти коэффициенты интерполяционного полинома
/ у М(\ «i-ч

g ; 1 $ i -  —  4- > I a.-, cos АО 4 />1. '>inA 9 ! ,
«г-1

если узлы интерполирования равноотстоящие фм. задачу i l l )

9. Интерполяционный многочлен Эилшта

Интерполяционный многочлен Эрмита применяется для решения 
общей задачи интерполирования, которая формулируется следующим
образом : для заданной системы функций <р , ( л ), / - 0 . т . 

т € (а  , требуется построить такой многочлен

31



m
</'•’ ( -v ) N c ( <p t ix),  который удовлетворял бы условиям 

?.о
интерполяции

<Р '' (•*; )  = V’j * } ,  j - Q , n y к = О , г,  - 1 ,

(до |\*  ’ - заданные числа, х,  о [<7 , />] .

Общий вид многочлена Эрмита :

-1 n - j -Л г  ТГДг)

у  у  ^ > ± 1 1 ^ 3  f " '  Q ( -v

'ДО
S  “ о £  , Л. . Д ( )

Q (л ) ~ (л -  ,т0 УЦх  ~ д, )Г 1... (д- -  х„ )Ли .

Упражнения для контроля

113. Пусть даны узлы д0 .v, , . . . , д„ ; и соответствующие им системы
чисел

>0 • -*0 >   ^

г ,  ■ у , ' ...................... Л , " '  "
»

(«„"ОУ к ............... уУп

Зокязать, чю можот существовать только один полином (л)

с Iолени не выше т , где т ~  У  ст . -  1, удовлетворяющий
*̂■*0

условиям HiJ ) (л , ) = у* , i := О. п , j ~ 0 , a  1 .

1 1 4  П о к а за т ь , что задача построения полинома Нт ( х ) , удовлетво

р я ю щ е г о  у сл о в и я м  н у , ( х  ) = r!j) , I =  0  »п  , j  -  0 . а  1 ,

(тудо г решена, если построить полиномы
И, л [х)  , ! - 0 , п , j  --- 0 . а  1 

степени т,  удовлетворяющие условиям

аh k j (х. ) ~ S ,  K S , j  , i .k  -- 0 , n . j j  - 6 .

116. I loci роить формулу Эрмита для случая, когда ct , - com t 2 .

116. Пай гм частный случай формулы Эрмита, когда п * 0.

117. Пусть функция /  ( д '} имеет на отрезке [ а . Ь ] конечную 

производную порядка т -t-1 = 3 ]  а  . , где а  У I и узлы
f «О*

д [ а  . b J, / = 6 , п . Пусть Нт (д) -  полином Эрмита, 

интерполирующий /  ( v ) в узлах д . i 0 . п , причем узел 

д является кратным с порядком кратности а  ., т.е.

н у п  ( х  ) -  ( х , ) .  /  -  0 . W .  J -  о  . У :  I .

Доказать, что остаточный член Ят (д) -- /  (д) Нт l.vi 
интерполяционной формулы Эрмита можно продтдавить я тш/р'

/**.■♦») (<5)
R (д J ---- -  ----------- со !д I ,

* ( m + l H
.1

где to (х ) = [ J (д- -  л, J14 , £  € ( а  . h J
i-O

118. Написать функцию

JL со2 ( х ) ! - ! со" |.v, )
И> . .1 1 . x  I  ■

;-о(д - .V, ) [о /  I Л, j] : ; 11 1

1 п 
- / ' !  ,v. )(.v - д. ) > , где uj f .vl - J J iл л, i , дли гпум.»

■



когда в качестве узлов .г. , / — О , п взяты нули полинома 

Чебышева 1 го рода Т„ f.v) ~ cos [п arccos.r) ■

119. Написать функцию И2п+1 (.V* ( см. задачу 118 )для случая,

когда в качестве узлов х.  . i -  0 , п взяты нули полинома 
Чебышева 2 го рода

Г.. (л) -- sin |  {« +1) arccos х  j
\1  - л 2

120. Написать функцию TliHJlд (х) ( см. задачу 118 ) для случая,

когда в качестве узлов х, , i = 0 , п взяты корни ( «+1 ) -  ой
2

степени из единицы : .v -- g  г , j  ~ 0 ,  п  .
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