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В В Е Д Е Н И Е

В методических указаниях приведены примеры решения задач различного 

уровня сложности по нелинейным колебаниям механических систем. Рассмотрены 

задачи на исследование вынужденных колебаний, автоколебаний и параметрических 

колебаний для механических систем как с одной, так и с двумя степенями свободы.

Методические указания могут использоваться студентами для самостоятельной 

работы с целью закрепление пройденного материала по теории нелинейных колеба

ний и преподавателями как пособие для практических занятий.
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1 Исследование вынужденных колебаний нелинейных систем

Пример 1. К массе т прикреплены свободно ( без предварительного натяга ) две 
пружины длиной 10 и жесткостью С каждая. Считая, что масса перемещается по 
плоскости с пренебрежимо малым трением, установить зависимость между частотой 
и амплитудой свободных колебаний массы, если в начальный момент времени 
( t fJ = 0 ) масса отклонена от положения равновесия на величину Х 0 .

Рисунок 1.1 — Подпружиненная масса

При отклонении массы от положения равновесия на произвольную величину 
X натяжение в пружинах составляет

Т = с At = 11 г, X   I г, |    ----  X + . . .
2L

yjlg +Х2 ~ 10 1 +
X X X 

+
\Л

211 81 161б JJ

Спроектируем на горизонтальную ось силы, действующие на массу

тх = - 2 Т  sin а  = -2 Т
( \

X
= -2 Т

(  3 3 5 Лх х ЗхI I 2Tx ex'
гк з --

k'Ih20 + х 2 у
2 \ . 1 . . .7 JJ3 о 15

\ L0 Zl0 0 J / I2‘о ‘о

Зависимость этой нелинейной силы от перемещения можно найти и другим 
способом. Запишем выражение для потенциальной энергии деформированных пру
жин и разложим нелинейные члены в ряд по степеням х
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П  = 2 —cAl2 = c^2 l2 + x 2 -  2l0^ l 2 + x 2 j

с

1_
2

(  2 4 \-w 2 2 -w2 ?2/л + jc — 2/л 1 ч   j  ч—ь...
?/ RlV о о У

cx 
— 7 + . . .
41TIq

Если в разложении оставить члены наименьшего порядка малости, а в 
нашем случае это четвертый порядок относительно х, то для восстанавливающей 
силы получим то же самое выражение

д П  сх3
F

дх 102

Введем обозначение к  = -----  и получим следующее уравнение движения
m l2

груза
X + к 2X3 = 0 .

Мы видим, что движение происходит под действием нелинейной консерва
тивной восстанавливающей силы. Для таких систем можно получить аналитические 
выражения для фазовых траекторий. Введем вторую фазовую координату — ско
рость движения груза: у  = X . Тогда

y dy  = - к 2 х 3 dx
Уравнения интегральных кривых будут иметь следующий вид

2 к 2х 4
у  = ---------- ьС

2
С учетом начальных условий

, к 2( х 40 - х 4)у = —  ----------------------------

2
Следовательно, фазовые траектории в этой системе представляют собой за

мкнутые линии четвертого порядка, окружающие начало координат. Начало коор
динат есть особая точка типа центр.

Это уравнение можно проинтегрировать повторно и получить уравне
ния движения

dx 1  г т р  d s
t -f ■  у[2 f г

t0k ^ ( x 40 - x 4) l  2 xok  w  1

В последней формуле Б = —  - безразмерное перемещение.

Так как восстанавливающая сила симметрична, то для определения пе
риода колебаний достаточно рассмотреть только одну четверть периода

Т 1 г т р  d s
1  = Т Т 4 2 У4 хок  IF
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Интеграл сводится к полному эллиптическому интегралу первого рода и мо
жет быть вычислен

Щ
1 d s

1.8541.
b l i p s '

Пользуясь полученным значением, можем найти величину периода ко
лебаний для заданных начальных условий

Т = — 1.8541 = 7. 4164— .
х0к

Тогда для частоты колебаний получим

со = 0.8472— А— .

Пример 2. Установить зависимость между частотой свободных колебаний и 
начальной скоростью движения груза в примере 1, если в начальный момент време
ни массе УП, которая находилась в положении равновесия, была сообщена скорость

V
Так как сама механическая система не изменилась, остался без изменений и 

первый интеграл уравнения движения
2 к 2х4

у  ч = С . 
2

Найдем для новых начальных условий значение постоянной интегрирования

Тогдг

2 к 2Х4 2
У + — = V

Так мы ищем зависимость для периодических колебаний, то вместо интегри
рования полученного уравнения, можем снова воспользоваться результатами из 
первого примера. Для этого достаточно из первого интеграла уравнений движения 
найти величину максимального отклонения, которое соответствует нулевой скорости



Пример 3. Найти зависимость амплитуды вынужденных колебаний от часто

ты вынуждающей силы в системе с двумя степенями свободы. Рассмотрим систему, 

в которой происходят крутильные колебания ( рис. 1.2 ).

Рисунок 1.2 — Схема системы с двумя степенями свободы

Пусть жесткость вала 1 - нелинейна: 6'7 W )  = сД  1 -  8Ц/2 ) , где сх = co n s t , к 

колесу 1 приложен внешний крутящий момент F10 sin COt, а к колесу 4 - момент 
сил сопротивления К4 = —к ф . Тогда уравнения движения могут быть записаны в 
таком виде

¥  + Г  V

2
R iС , + С 2 1

¥ - с , —
' Кл

т Я Я4 4 ф -с 2-ф ¥  + с2(р = -кф

Для определения собственных частот в порождающей системе, в которой от
сутствуют силы сопротивления и нелинейные силы, зададимся следующими значе
ниями параметров системы:

п\ = т4 = 40 кг, т2 = 60 кг, тъ =30 кг,,

^ = Я 4 =0.35л/, Я2 = 1.1 -0.35 = 0.385м, Я3 = 0.9-0.35 = 0.315м , ,

q  = 1-104
Н - м с2= 3-104

Н - м
рад рад

Тогда частоты собственных колебаний будут равны:
кх= 2.9848 сГ1, к2 = 13.1382 сГ1. Рассмотрим вынужденные колебания с частотой СО, 
близкой к первой собственной. Воспользуемся методом исследования одночастот
ных колебаний в системах со многими степенями свободы [ 2 ].

Введем новые переменные: амплитуду хп и сдвиг по фазе в , для которых 
дифференциальные уравнения будут иметь следующий вид:



1*0 = £А {х0)
1# = oox (x0 ) -  со + sBx (x0 ) 

где о - частота вынуждающей силы, о, (л'0) - первая собственная частота ме

ханической системы, в общем случае зависящая от амплитуды колебаний. Для 
определения Д , и В, воспользуемся методом усреднения:

Ai ( x o) =  ~ T —  j n2"fe (* o ,> ’o) + AG2(*o,>’o)]siny04 ’0-  , ,2тпсох^  L J т ^ + с о )
cos в

Bi ( Xo) = -  С [Qi (*o, У о) + M02 ( W o  ) ] cosУоФо/ 77У/1 ШУ J O1- 4 ' 4 ' -12жсо1тх(

где Ql = x3 cos3 у  , Q2= — /луоус sin у .
£

Вычисляя интегралы, получим:
/

т (Oj + о ).
- sin в ,

А  =  -

В1 = -в>е +

+ о )

/

0 4355cos# = -О.ООООбЗх,----------------cos#

т +со).
■ = -0.000109*; +

2.9848 + 0 
0.4355 

(2.9848 + о ).
s in # .

С учетом этих выражений дифференциальные уравнения для амплитуды и фа- 
аут следую

х0 = - е \х 0 -■

зы примут следующий вид
Е п 217 7607 cos# = -0.0313хп :------- cos#

#  =  О, -  О -  £(0„ +  -

m (o j+ o ) " 2.9848 + о

-sin# = 2 .9848- 0 - 0 .547л3 + -—^ ^ ^ 0 7 — sjn ^
m (o j+ o )x0 (2.9848 + о ) х0

Если мы исключим из этих уравнений сдвиг по фазе # , то найдем зависи
мость между амплитудой и частотой возмущающей силы с точностью до величин 
второго порядка малости:

7 ’2 2 2 F\ о —wix о As2h^co2 +((oj -scoe)2 -  о 2 j

Построим зависимость х (о) для двух значении амплитуды вынуждающей си

лы: F10 = 500Н  ■ м  и F10 = 1 0 0 0 Н  ■ м .
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о

о 2 3 4 5 6
o m e g a

Рисунок 1.3 — Зависимость амплитуды вынужденных колебаний от частоты
вынуждающей силы при к = 50

2 Исследование автоколебаний

Пример 1. Движение системы описывается уравнением
( ~) ~) ~) ~) \ ~) 

х + со х - a  \х + со х = 0 .

Определить амплитуду автоколебательного процесса, возникающего в систе
ме, исследовать его устойчивость.

Для исследования автоколебательного процесса воспользуемся методом Ван- 
дер-Поля. Запишем наше уравнение в виде системы двух уравнений первого по
рядка:

*  =  У,

у  = -со2х -  ( у 2 + со2х 2 -  а 2) = -со2х -  / ( х , у ).

Введем переменные амплитуда-фаза
X = К  cos[cot + в ) ,

<
у  = -соК  sin(W  + в).

Найдем производные от записанных соотношений по времени, учитывая при 
этом, что амплитуда К  и фаза 6  есть функции времени, и подставим эти произ
водные в уравнения движения

х = К  cos (cot + 9 ) -  соК sin(W  + 9 ) -  K9s\n(cot + 9 )  = у  = -соК  sin(W  + 9 ) ,
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у  = -соК  sin(<ztf + в ) ~  со2 К  cos (cot + в ) ~  coKOcosi^cot + в )  = 

= - cd2x -  f \_ K  cos [cot + в),~СОК sin [cot + 0 ) ]  .

В результате мы получили систему из двух линейных относительно К  и в  
уравнений

cos(<£tf + в ) К  -  К  sin [cot + в ) в  = 0 , 

-соК sin [cot + в ) К  -  соК cos [cot + в ) в  = /  ( К , в ) .

Найдем из этой системы К  и в :

K  = - —f [ K , 6 )  sin [cot + в ) ,
со

е = -
1

Ксо
f [ K ,6 ) c o s [ c o t + 6).

Для определения амплитуды автоколебаний и исследования устойчивости 
предельных циклов нам достаточно рассмотреть первое уравнение. Так как ампли
туда К  изменяется достаточно медленно, то можно усреднить правую часть диф-

2 7Г
ференциального уравнения по фазе [cot + 6?) на одном периоде Т  = ----- . Найд

СО
соответствующий интеграл

ем

J  f  [ К  ,6)sin[cot + 6)dt =
о

т
= \ \ jo 2K 2 sin2 ( cot + в )  + со2 К 2 cos2 ( cot + в ) ~  а 2] [ - ю ^  sin(W  + 0 )]s in (W  + 6)dt

о

= К я{со2К 2 - а 2)

В результате получаем первое уравнение установления

—  = -Кж(со2К 2 - а 2) ,  
dt  V '

Амплитуды предельных циклов будут определяться из условия

^  = F ( K )  = - К ж [ а 2К 2 - а 2) = 0.

Мы видим, что существуют два значения К  удовлетворяющих этому урав
нению

к0= О И к
со

Для оценки устойчивости найденных предельных циклов найдем знаки про
изводной от функции F [ K }  на каждом из циклов

QF
дК

а 2 -З с о 2К 2.

11



При к  = к0=о 8F
дК

2 . / \  о
CSC > U , следовательно, этот предельный цикл

к=о

неустойчив.

При к  = к,= —a  3F
со дК

= - 2 а 2 < 0 ,  что оговорит об устойчивости второ-

го предельного цикла. На рисунках 2.1 и 2.2 приведены результаты численного ин
тегрирования, подтверждающие правильность сделанных выводов.

Рисунок 2.1 — Процесс установления автоколебаний

Рисунок 2.2 — Фазовый портрет автоколебательной системы
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Пример 2. Толкатель 1 перемещается поступательно с постоянной скоростью VfJ 

и через пружину передает движение ползуну 2 ( рис.2.3 ). Сила трения между 
ползуном и направляющими, по которым он перемещается, зависит от скорости 
ползуна V следующим образом:

Fmp = F 0s i g n v - a v  + f iv 3, 

где F0, a , P  - постоянные положительные коэффициенты. Выявить условия, при 
которых в этой системе могут возникнуть автоколебания, близкие к гармоническим 
колебаниям частоты СО = ■sjc/in , где С - коэффициент жесткости пружины, т  - 

масса ползуна. Определить приближенно амплитуду этих автоколебаний.

Vr

1 rwi 2
УУУУУУУУУУУУУУУУУ

Рисунок 2.3 — Механическая система из примера 2

Рассмотрим относительное движение ползуна относительно толкателя. Пусть 
X  - координата, задающая положение ползуна относительно толкателя. Тогда ско
рость ползуна относительно направляющих V =  V0 +  X . Запишем уравнения движе
ния ползуна

1Ш + сх = F0sign(v0 + i )  -  oc(v0 + i )  + P  (v0 +  i ) 5 .

Равновесие в этой системе может возникнуть в следующем положении

Ь - Щ + М х0 -с

Проведем исследование движения системы методом Ван-дер-Поля.
Допустим, что в этой системе возможны автоколебания, близкие к гармони

ческим, тогда
Х  =  К COs[<£>(Y +  i 9 ) ]  , 

у  = х = -Kcosin[co(t  + $ ) ]  ,

где К  и 3  - медленно меняющиеся параметры.
Запишем уравнения интегральных кривых

* = у;

У = — sign(v0 + х) -  — (v0 + х )  + l ( Vo + х )3 = f ( x , y )
т т т

В полярных координатах К  и 3  во вращающейся фазовой плоскости эти
уравнения примут такой вид
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K cos[co (t  + &Y^~ - K3cosin[co(t + .9)]= -Kor^i

-k co sm [c o ( t  + $ ) ] -  Ko^cs.

CQ2К  Cf

+  «9)] -  К  со2 3  cos^co {t +  $ ) ]  =  

~+3) + / ^ c o s [ ® ( ? +  l9 )] ,-^ ® s in [® (?  + $ )])•

После сокращения подобных членов

К  cos[®(7 + 19)] -  .O ^ sin  | > ( r  + * )]  = 0;

-K coA n\jo(t  + 19)] -  ^ ® 2l9cos[®(? + 19)] = f ( K  cos[®(V + &Y^,-Kcosin\jo{t + $)])•

лители
Найдем решение этой системы К  и 3  методом Крамера. Выпишем опреде-
[
А  = - К  со2, 
At  = -К со f \ K  cos[®(Y +.9)],-AT sin[®(Y + l9)]^|sin[®(/1 + $)] , 

= /  Ĵ co s[® (* l + l9 ) ] ,- ^ s in [® (* l + l9)]^cos[® (Y + l9 )]

Тогда
. f (K ,&,t)s in \_co(t  + &y\

К  = ----------------------------------- ,
CD

3
f  ( K , 3 , t )  cos[® (t  + 19)]

Kcoz
где

/7
/ ( K , 3 , t )  = — sign(v0 -  Kcosin[co(t + $ ) ] )  -  

-  —(v0 -  KCDSm[co(t + #)] ) + —(v0 -  KCDSm[co(t + $)] )

Перейдем к усредненным уравнениям
.  2 ж/со

К = — I  / ( ^ , l9,r)sin[®(r + l9)]<ir, 
со 0

2ж/со

3  = -
1

KCD
I / ( ^ , i 9,r)cos[<3?(r + i9)]dr.

Учитывая, что в этих уравнениях 3  есть параметр, получим
2ж!а>

2 ж/со

3  =  j  / ( К , и ) cos(cDu)du.
К со

Для определения особых точек воспользуемся уравнением
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2 ж/со

F ( K )  = ------   f f(K ,u)sin(cou)dcoii = -----------Коал
'  > j v > v r  2лсо2л(о

Находим два значения К  :

1 "  ( -Р с о 2К 2 - а  + 3[2л>1
Т  J

0 .

К 0 = 0 , ^ = - „ а  2 
■ v„

3 0
Для оценки устойчивости найдем производную от найденной функции

HF 2 9 2 з
-3Р солу0 + асол - —(ЗК со л

dK 4

v dK  j Ki

9 4
-3 Р солу] + асол —  Р —  

4 со
а

Т р
со3 л  < 0.

После упрощения получим

vo <
а

Т р
Для того, чтобы сила F0 не меняла свой знак, необходимо выполнение сле

дующего условия

vn>Kco = 2 l — - v 2 .зр
Отсюда 5vl  >

4 а
Т р

Пример 3. Рассмотрим, какие силы следует добавить в линейную консерва

тивную механическую систему с двумя степенями свободы, чтобы в ней могли воз

никнуть автоколебания. В качестве примера выберем систему, движение которой

описывается следующими уравнениями

1
(т 1 +  т2 ) х +  — т21ф + (с, + с2 + с3 ) х +  с31 ф = 0.

1 2 .. (  2 1 
т21х Ч—  т21 ф + с31 х + c3l  m2l g ф = 0.

3 v 2

Схема этой системы приведена на рис .2.4.
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Рисунок 2.4 — Схема исследуемой механической системы

Для проведения численного анализа зададим следующие значения параметров

н  н  нэтой системы: щ  = Зкг , т2 = 1кг , сх = 600— , сп = 400—  , сх = 600— , / = 0.5л/.
Л'/ “ Л'/ Л'/

При этих значениях параметров собственные частоты колебаний системы рав

ны: сох =17,216с-1; со2 = 49,362сГ\

Добавим к линейным потенциальным силам малые нелинейные возмущающие 

силы следующего вида:

0 1 = { b 1 + Ь 2х 2 ) х ,
<

д 2 = °.

Физически введение таких сил означает, что мы добавили нелинейную силу 

сопротивления, которая возникает при движении тележки. Для того, чтобы в рас

сматриваемой механической системе могли появиться автоколебания эта нелинейная 

сила должна удовлетворять условиям критерия Аьенара [ 1 ]. В нашем случае это 

сводится к тому, что коэффициенты bj  и должны быть малы по сравнению с 

другими коэффициентами, первый из них должен быть положительным, а второй — 

отрицательным.
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Выберем для этих коэффициентов следующие значения bj —3 Н с / м  и Ьр — 

- З Н / ( м 2 с).

Уравнения колебаний механической системы в окрестности F0 положения рав

новесия с учетом возмущающих сил можно записать следующим образом:

I апх + аг ф + сих + с1Пср = {bx +

| а21х + а22ф + с21х + с22<р = О,

или

(п\ + т ^ х  + — тЛф + (сг +сп + с3)х + с3/ (р = (bx + Ьпх2^х.

1 1 1тп1х +—тп1~ф + сЛх + \ c F — m j g  k> = 0.
2 3  ̂ 2

Покажем, что выбранная нами сила, приводит систему к автоколебаниям. Для 

этого численно проинтегрируем дифференциальные уравнения движения рассматри

ваемой системы при различных начальных условиях.

Рисунок 2.4 — Процесс установления автоколебаний при различных началь

ных условиях

Вычислим путем измерения период и частоту установившихся автоколебаний. 

Для этого рассмотрим график функции x( t )  .
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□

- 0 .5

1

1 .5

Рисунок 2.5 — Установившиеся автоколебания

И з графика видно, что длительность 11 периодов автоколебаний составляет 4

секунды, таким образом, получаем Г = — = 0,36 с .  Следовательно, частота устано-

2тг
вившихся автоколебаний будет равна со = —̂  = \1 с 1. Значит, предельный цикл ко

лебаний соответствует первой собственной частоте = 1 7 , 21 6с 1).

Проведем аналитический анализ автоколебаний.

Произведем замену переменных:

X = К г cos {cof + cpm) + K 2 cos (co2t + cp{1)), 

<p = X\Kx cos{cof + <pm) + %2K 2 c o s (co2t +  cp{2)), 

X = -<o1K 1 cos(cof + (pm)~ <o2K 2 cos{coft + <p(2)\  

Ф = ~X\C0\^\ cos(® / + (p<l)) -  %2<o2K 2 cos{coft + cp(2))

После подстановки этих выражений в дифференциальные уравнения движения 

системы получим имеем систему линейных алгебраических уравнений относительно 

К 1,К 2,К 1ф<'1\ К 2ф<'2), решая которую относительно этих переменных, найдем:

dK x _ _______ 1)40 ] sin ср}
dt со, (%2~ Х,)(аиа22- а ; У  

dK-, D 3Qx sin cp2
dt co2 { х 2- Х , ) { а иа22- а 22У

,(0 ) 
' 2  ’

где (px = (Of + (p\\(p2 = (Oft +  (p\

Id = a12 +  a22Z ^D 4 = a12 + a22x 2.
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Проведем усреднение последней системы по быстрым переменным (рх и (р2. 

Учитывая особенности рассматриваемой системы, получим следующий результат:

dx:
d 4k , Ь I Х к ,)2 , b,(Kj 

4 2

2 \

dt  2 ( x 2 ~ Xi){aua22- c i 2l2)

dx:
d 3k 2 \  , ь Х к 2У | b . j K j

4 2

2 \

dt 2(z 2 - / , ) ( б / | |с/22- с / |22)

Полученная система уравнений имеет четыре особые точки, которые находятся

из условии

< = 0 ,dt 

dt
1) К ч = О, Х ,2 = 0 - тривиальный случай.

2) К ч = О, К п = 1,549.

3) ^ п = 1,549, К ,2 = 0 .

4) = 0,894, К ,2 =0 ,894 .

Тип этих особых точек устанавливается посредством анализа значений корней 

характеристического уравнения линеаризованной системы

d .du-X
d „

=  0

При этом
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Л  | ЪЪ2К \  | b2K i ?

d  - dA  -  1 * 2 (
^K X 2{X2 -  Xl ){ana22 -  an)  ’

D,bnK nK.„4 2 *1 *2
5 4
^ 2  2 ( / 2 -  X\ )(°11°22 -  an )
а л D 3b2K nK ,2

dK i 2 { % 2 - % Х апа22-а*2У

)л Л  з а ,л ;  а х Л  д  а, + 2 2 +
d „  =

д А  = ______________

Ж 2 2 ( z 2 - X i ) { a ua22- a f 2)

Корни характеристического уравнения определяются выражениями

^  _ Л I + d 22
1 / 2

Для рассматриваемой системы, после подстановки численных значений, полу

чим следующие результаты:

1) К ч = 0, К п = 0: Л = 0 ,4 4 7 ,12 = 0,014;

2) К ч = 0, Д 2 = 1,549: ^  = - 0 ,0 3 ,12 = -1 ,576;

3) К ч = 1,549, К .2 = 0: Л = -0 ,0 0 5 ,12 = -0 ,9 0 2 ;

4) К ч = 0,894, Д 2 =0,894: ^  = 0 ,0 1 6 ,12 = -0 ,7 1 4 .

Таким образом, первая точка является неустойчивым узлом, вторая и третья 

точки являются устойчивыми узлами, а четвертая представляет собой седло. В рас

сматриваемой системе возможны устойчивые автоколебания с амплитудами, близ

кими к значениям К ч = 0, К,2 = 1,549 и К ч = 1,549, К,,2 = 0. В других точках

также существуют предельные циклы, однако они неустойчивые.

20



3 Исследование параметрических колебаний

Пример 1. Маятник представляет собой груз массой т , закрепленный на невесо
мом стержне длиной / .  Верхняя точка подвеса маятника совершает периодическое 
движение по закону = у () sin 0)1 . Исследовать устойчивость малых колебаний ма

ятника при следующих параметрах системы: СО = 1 0 с 1, 1 = 0.5.М, 171 = 1 к г ,
у 0 = 10 м м .

О

m g

Рисунок 3.1 Маятник с колеблющейся точкой подвеса

Составим уравнения относительного движения маятника в системе координат, 
связанной с точкой подвеса

mwr = mg + Т + Фе 

Фе = -m w e = -m w 0 , wQ = у  = - у 0со2 sin cot.
Проектируя силы на касательную к траектории, получим

1п1ф = - m g  sin ср + my0co2 sin cot sin cp.
Рассмотрим малые колебания маятника:

<р + g  У с Р sm cot ср = 0 .
I I

Сравним полученное уравнение с уравнением Матье
ф + { д  + s c o s z ) c p  = 0 .

В нашем случае параметры получают следующие значения

5  = -Д г = 0.1962 , s  = ^  = 0.02, r  = cot.
I P I
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Для оценки устойчивости воспользуемся диаграммой Айнса-Стретта. Построим 
часть этой диаграммы в окрестности нуля. В первом приближении границы обла
стей устойчивости определяются следующими уравнениями:

Л 1 2 ,  1 1 ,  1 1О =  £  , О = ------1---- Б  О = ----------- Б ,  .
2 4 2 4 2

На рисунке 3.2 изображены соответствующие границы и изображено поло
жение точки, соответствующее условию нашего примера. Это точка 1.

Е /
\ /

\ \  0 /
\ ©V /  ©
© 1 •V

0 0.25 5

Рисунок 3.2 — Фрагмент диаграммы Айнса-Стретта

Мы видим, что точка с параметрами нашей системы лежит в зоне устойчи
вости, при такой частоте возбуждения ( частоте колебаний точки подвеса ) в си
стеме не будет параметрических резонансов. По диаграмме легко найти условия по
явления параметрических резонансов. Если варьировать только один из параметров 
системы 8  или Е , то можно найти неустойчивые точки:

Точка 2  - 8  = 0 .1 9 6 2 ,  Б  = 0 .1 5 .  Для того, чтобы параметр Б  получил такое 
значение, следует увеличить амплитуду колебаний точки подвеса до 75 мм.

Точка 3  - 8  =  0 .2 5 , б  =  0 .0 2 .  В этом случае частота возбуждения в два раза 
меньше собственной частоты колебаний маятника, здесь мы будем иметь половин
ный параметрический резонанс, который будет возникать даже при самых малых 
амплитудах колебаний точки подвеса.

Пример 2. На рис. 3.3 изображен астатической маятник. Если точке подве
са О маятника сообщить вертикальное колебательное движение с некоторой часто
той (О, то вертикальное положение груза может стать устойчивым. Определить 
наименьшую частоту £0min , при которой система будет устойчивой, если движение 
точки О происходит по закону у х = у 0 sin COt , / =  0 . 2 М , у 0 = 5 ММ.
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V
Рисунок 3.3 — Астатический маятник с колеблющейся точкой подвеса

Уравнение движения астатического маятника можно составить аналогично 
уравнению в примере 1. Оно будет иметь такой вид

(р + sin (Dt ср = 0 .
I I

Это также уравнение Матье. Найдем параметры этого уравнения

S 2Ь =
W  со'  /

При отрицательных значениях 8  при параметрическом возбуждении воз
можны устойчивые колебания, если точка ( А ^ )  будет лежать на диаграмме Айн

са-Стретта между линиями

Я 1 1 Я 1 2д  =  Б  и 8 =  Б  .
4 2 2

Так как в нашем случае величина Б  задана, то достаточно найти минималь
ное значение частоты возбуждения из условия

Л 1 28  >  Б .
2

Подставим значения параметров нашей системы и найдем минимальную ча
стоту

49.05 0.025
<

2

СО
2 2

со > 4 0 y jl0 g  = 396с 1.
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Пример 3. Рассмотрим условия возникновения параметрических резонансов в 

системе с двумя степенями свободы (пример 2.3). При отсутствии нелинейных сил

уравнения движения системы имеют такой вид

1
(т 1 +  т2 ) х +  — т21ф + (с, + с2 + с3 ) х +  с31 ф = 0.

1_
3

т 21х Ч—  т 212ф +  с31 х  +  с312  m 2l g  ф =  0.
у

V 3 2 у

Предположим теперь, что на эту систему наряду с потенциальными силами

действует периодическое параметрическое возмущение вида

Сх = С ° + £  COSp t ,

где жесткость первой пружины,

Cj - невозмущенное значение жесткости,

S - малый параметр,

р  - частота параметрического возмущения.

Таким образом, предполагается, что жесткость первой пружины изменяется по 

гармоническому закону.

Рассмотрим колебания системы в окрестности устойчивого положения равнове

сия. Учитывая известные выражения для кинетической и потенциальной энергии, 

запишем уравнения параметрических колебаний:

апх + а12ф + с^х + сп(р =  - е  j c c o s  p t = sQ x, 
a2lx + а22ф ч- с21х + с22(р = О,

где Схх = Сх + С 2 + С 3 - невозмущенное значение коэффициента С}}, 

sQ a - возбуждающая сила.

Преобразуем систему к переменным амплитуды — фазы

Х = К х COS^ Ч- К 2 COSф2,

(р = Ж Л  c o s  q\ + z 2K 2 c o s  cp2 ,
X =  -coxKx c o s  <px -  co2K 2 COS (p2 ,

JP = -Xx®xKx c o s (px -  z 2(02K 2 c o s (p2,
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где фх = (Dxt  + (p(l\  (р2 = С02t  + (р(2).

Повторим преобразования предыдущей части, найдем выражения

с1К,

dt

d K 2

dt CO

dф1
= co1

dt

d Ф2
= GO 2

dt

d(p 

. dt
= P.

s Q 1D 4 sin ф2

® 1 ^ % 2  % l ) [ a H a 22 а 12)

s Q jD 3 sin ф2

2 ( % 2  _  % l ) { ^ a i i a 22 ~  a i2 )

_________ s Q /D 4 COS ф 2____________

K-j O j ( %2 ~  % l ) { ^ a i i a 22 ~  a i2 )

s Q jD 3 cos ф2

^ 2 ^ 2  ( % 2  _  X l ) { ^ a i i a 22 ~  a i2 )

где D 3 = Clt 2 + Cl22X\ D 4 = Clt 2 + a22X 2, а коэффициенты распределения X\ ■> Xi и c°6- 

ственные частоты С0:, (02 определены в первой части курсовой работы.

Полученная система представляет собой систему с тремя быстрыми фазами 

(рх,(р2,ф  и ее правые части вследствие проведенной замены есть функции, периоди

ческие по фазам (р^ср^ф  с периодом 2Л".

Определим резонансы, возможные в исследуемой системе. Для этого разло

жим правые части системы в ряды Фурье по фазам <рх, (р2, ф . Выпишем только

члены, зависящие от фаз, тогда

Б Q7 sin ф2 = —Б (К 7 cos ф2 + К 2 cos ф2 ) cos (р sin ф2,

Б Q 3 sin ф2 = —Б (К 7 cos ф2 + К 2 cos ф2 ) cos (р sin ф2,

Б Q j cos ф2 = —Б (К 7 COS ф2 + К 2 cos ф2 ) cos (р COS ф2,

Б Q j  cos ф2 = —Б ( К 7 COS ф2 +  К 2 COS ф2 ) COS (р COS ф2.
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Переходя в полученных выражениях от произведений тригонометрических 

функций к тригонометрическим функциям суммы соответствующих фаз, получим

s Q x s in^  = - ^ s  K x\j,m{2(px - ^ )  + sin(2^j + ^ ) ] -  

~ s K 2 [ s in (^  -  (p2 + ф) + s in (^  + <р2 - ф )  + sin(pj -<р2 + ф) + s in (^  + cp2 + ф ) \  

e Q xsmq)2 = ~ e  K 2 [sin (2 q>2 -  ф) + sin (2<p2 + ф)~\ -  

- ^ s K ^ j , in [q ) 2 -q>x + ^) + s in (^  + cp2 - ^ )  + sin(<p2 ~(px + ^) + sin(<p1 + cp2 + ф ) \  

s Q xcoscpx = - ^ e  K x^cos(2(px - ^ )  + c o s(2 ^  + фУ^- ^ s  К хсоъф -  

~ s K 2 [ c o s (^  -<р2 - ф )  + cos (q>x ~(р2 + ф) + cos (q>x +(р2 - ф )  + cos (q>x + (p2 + ф ) \  

s Q x co s tp2 = ~ e K 2 [c o s ( 2 ^  -  ф) + cos(2^ 2 + ф)~\ -  ^ s K 2 cos^ -  

~ s K 2 [co s(^ 2 -срх- ф )  + cos(<p2 ~(рх + ф) + cos (q>x + (р2 - ф )  + cos (q>x + (p2 + ф)~\.

Анализ полученных выражений позволяет определить те коэффициенты ряда 

Фурье, которые отличны от нуля для рассматриваемой системы :

^2 , 0 , - 1 ’ ^2,0,1’ ^ 1 - 1 - Г ^ 1 , 1 , - Г ^ 1 - 1 , Г  Ь 1 , 1 , г К , 2 , - Г  К , 2 , Г ^ - 1 , 1 , - Г  ^ - 1 , 1 Г ^ - 2 , 0 , 1 ’ ^ - 2 , 0 - Г ^ - 1 - 1 , Г ^ - 1 - 1 - Г  ^0, -2,  Г

ь ъ ъО,-2,-1 ’ 0,0,1 ’ 0,0,-1 •

Данные коэффициенты Фурье порождают в асимптотических рядах знамена

тели вида: 2(01 — р, 2(01 + р, С01 — С02 — р, С01 + С02 — р, С01 — С02 + р,

со1 + со2 + р, 2 со2 — р, 2 со2 + р .

Выбирая из этих знаменателей только те, которые могут обращаться в ноль 

при р >  0 ,  СОх >  С02 > 0 ,  нетрудно определить резонансы, возможные в данной си

стеме: 2со1 — р = 0, со1 + со2 — р = 0, 2 со2 — р = 0, (Dj — со2 +  р =  0.

Исследуем один из этих резонансов с помощью частично усредненной систе

мы. Рассмотрим резонанс 2(01 — р = 0 .  Введем резонансную фазу вида
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О = 2f/>, — ф . Подставляя последние выражения в уравнения движения и сохраняя в 

них только члены, соответствующие данному резонансу, получим частично усред

ненную систему:

dK j 

dt

dК ,  

dt 
d6_ 

dt

где

s a  = ____________ s D j __________

( % 2  ~  X l ) i Ka i i a 22 ~  a i 2 )

Для этой системы построим область неустойчивости движения вида

2 а ]  _ 2 а ]
— Н —  < 5  < — Н —
4 a j  -  s  a 4 a j  + е  а

где 8  = а 1 /  р.

з
S
2.5

2

1.5

0.5

0 0.4997 0.499В 0.4999 0.5 0.5001 0.5002 0.5003 $

Рисунок 3.4 — Область неустойчивости исследуемого уравнения

£  a K j

4а ,
sin 6,

о,

2 а j — р -----------cos в ,
2 а ,
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Проверим полученный результат. Для этого выберем три точки на плоскости 

(£■,£>) и проверим на устойчивость решение уравнения. Пусть это будут точки:

1. s  = 20, 8  = 0,4

2. s  = 20, J  = 0,5

3. ^  = 20, 8  = 0,7

Для данной системы S  = 20 можно считать за малый параметр в связи с 

большими коэффициентами исходного уравнения.

Построим графики зависимостей обобщенных координат от времени, чтобы 

определить устойчивость решения.

Первой точке ( S  = 20, <5 = 0 ,4 ) будут соответствовать рисунки 3.5 и 3.6. И з 

них видно, что эта точка относится к области устойчивости уравнения.

0 . 0 1 - 

Х 0.005-

о:

-0.005- 

- 0 . 0 1 -

Рисунок 3.5 — Зависимость координаты х  от времени
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0.04 

phi 0.02

0

- 0.02 

-0.04

Рисунок 3.6 — Зависимость координаты (рот времени

Второй точке (£‘ = 20, <5 = 0 ,5 ) будут соответствовать рисунки 3.7 и 3.8. И з 

них видно, что эта точка относится к области неустойчивости уравнения.

0.04i

х

- 0 . 0 2 -

Рисунок 3.7 — Зависимость координаты х от времени
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- 0.08 ■

Рисунок 3.8 — Зависимость координаты (рот времени

Третьей точке ( S  = 20, 8  = 0 ,7 ) будут соответствовать рисунки 3.9 и 3.10. 

И з них видно, что эта точка относится к области устойчивости уравнения.

0 . 0 1 -  

* 0.005-

о:

-0.005- 

- 0 . 0 1 -

Рисунок 3.9 — Зависимость координаты х от времени
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0.04-

phi 0.02-

- 0 . 0 2 -

-0.04-

Рисунок 3.10 — Зависимость координаты (р от времени
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