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1. К р и в о л и н е й н ы е  и н т е г р а л ы  п е р в о г о  рода

1.1. О пределение и свойства криволинейного интеграла первого рода

Пусть на плоскости XOY  задана кусочно-гладкая кривая / ,  в точках 

которой определена непрерывная функция / (х, у ) .

Выполним следующие действия:

1) Кривую / произвольным образом разобьем на и элементарных 

(частичных) дуг /, длиной А/,- соответственно, /' = 1, 2 , п .

Обозначим за А = шах А /,• -  максимальную длину частичной дуги
1<1<Л

2) На каждой элементарной дуге /, выберем произвольную точку (хп y t) и 

вычислим в ней значение функции f { x n y t).

П

3) Составим интегральную сумму ^ / ( х , ,  > ,)A /,.
;=1

Определение. Если существует предел последовательности интегральных

П

сумм lim У  f (X j ,  и)А/.-, не зависящий ни от способа разбиения дуги I на

части lj, ни от выбора точек (хп у,)<Е то этот предел называется 

криволинейны м  интегралом  первого рода по дуге I от функции f ( x ,  у)  и 

обозначается

I /O ,  y )d l  = lim У / ( х г, у,)Л1,. (1)
;  ы

Аналогично, если I -  кусочно-гладкая кривая в пространстве I?5, а функция 

/ (х, у , z) непрерывна в точках этой кривой, то криволинейный интеграл по 

дуге I определяется равенством

Г/(х, у ,  z )d l  = lim У / ( х „  у„  z;)A/;- . (2)

Д остаточны е условия сущ ествования криволинейного интеграла:

непрерывность функции /  и гладкость кривой / .



Свойства криволинейного интеграла первого рода

1. Линейность.

Пусть f ( x , y )  и g (x ,  у )  -  функции, непрерывные в точках кривой /. 

Тогда для любых действительных чисел q  и с2 справедливо соотношение

2. Аддитивность.

Если кусочно-гладкая кривая / состоит из конечного числа непересекаю-

3. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от направления пути 

интегрирования.

Если кривая / соединяет точки А и В ,  то криволинейный интеграл перво­

го рода по дуге /  от А до В  равен интегралу по этой дуге от В до А.  Это 

символически записывается в виде

5. Теорема о среднем.

Если функция f ( x ,  у )  непрерывна в точках кривой / ,  то существует точка

6. Масса дуги.

Рассмотрим в пространстве R 3 гладкую дугу / .  Предположим, что в ее 

точках непрерывно распределена масса с линейной плотностью р  = p (x ,y , z ) .  

Тогда масса дуги I определяется равенством

j[q  f ( x ,  у )+  С2 g(x,  у )]d l  = C\ j  f { x ,  у ) dl +с2 | g(x, у ) dl
I I

щихсядуг lk , k = l ,2 , . . . ,n ,  TO J/(jc, y ) d l = Y J \ f ( x ,  y)d l
I k=l i

k

\ f ( x ,  y ) d l  = J  f ( x , y ) d l .
AB

4. Оценка модуля интеграла.

Справедливо неравенство | / ( х ,  y)d l  < J| f { x ,  y ) \d l .
l i

i f  T])el такая, что j f ( x ,  у )  d l  -  / ( £ ,  p ) - 1 , г д е ! -  длина кривой / . 
/

(3)
l
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Если I -  плоская кривая с линейной плотностью р  = р (х ,  у ) , то

т = \и (х ,  y )d l .
I

(4)

Дуга / называется однородной, если линейная плотность постоянна в 

каждой ее точке, т.е. р  = С, где С = const.

7. Вычисление длины дуги.

Если линейная плотность р  = \ ,  то криволинейный интеграл 1-го рода 

численно равен длине дуги /, т.е.

где L -  длина дуги / .

8. Координаты центра тяжести кривой.

Пусть вдоль пространственной кривой / непрерывно распределена масса с 

линейной плотностью р  = р  (х, у , z) .  Тогда центр тяжести такой пространст­

венной кривой имеет координаты, вычисляемые по формулам:

1.2. Вычисление криволинейных интегралов первого рода

Вычисление криволинейного интеграла первого рода сводится к вычисле­

нию определенного интеграла. Рассмотрим случаи различного задания кривой I 

на плоскости.

x{t), y( t)  -  непрерывно дифференцируемые функции, тогда дифференциал

(5)

где т -  масса дуги.

1) Пусть кривая 1 задана параметрически в виде < , / е [а, /?],

длины дуги dl  будет равен dl -  + (y ’(t))2 d t .



Криволинейный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле

р____________ ________ ______
JД х , y )d l  = \ f { x ( t ) ,  y { t ) )^ (x \ t ) )2 + (У(/))2 dt . (6)
/ a

2) Пусть кривая / задается уравнением у  = g(x), х  е [а, Ь] , а функция 

/ ( х ,  у ) непрерывно дифференцируема в точках этой кривой. Точки (х, у )  e l  

имеют вид (х, g (x)), х е  [а, Ь \ . Дифференциал длины дуги в этом случае равен

dl = ф  + (g'(xj)2 dx, а криволинейный интеграл 1-го рода вычисляется по 

формуле:

| / ( х ,  y )d l  =  J/(x, g(x))^jl + (g'(x))2 dx.  (7)
/ Л

3) Пусть кривая 1 задана в полярной системе координат 

р - р { ( р ) ,  (ре [<р̂  qxj], где р(<р) -  непрерывно дифференцируемая функция.

Тогда дифференциал длины дуги dl =  ^(p(<p))2 + (p '{cp jf  dcp, а криволинейный

интеграл 1-го рода будет вычисляться следующим образом:

^2 ,-------------------------------------

J/ (х, y)dl  = J  Д р cos«5, р sin<p),J(р(<р))2 + (р((р))2dtp. (8)
I ч\

В пространстве R 3 кривая / может бьггь задана параметрически 

уравнениями: х = х{(), у  = y(t), z  = z{t), t e  [/j, r2] • В этом случае дифференциал

длины дуги равен dl = yj(x'(t))2 + (y'(t))2 + {z'(t))2 d t . Тогда криволинейный 

интеграл (2) по пространственной кривой вычисляется по формуле:

jУ(х, у, *)dZ-  J /(x (0 , У(/), z(t))^(x '( t))2 + (у'(?))2 +Д'(0)2 . (9)

'  г1 

Разберем решение некоторых типовых задач.

Задача 1.

Найдите массу дуги верхней полуокружности x  = R c o s t , у  = Л s in /, если ее 

линейная плотность в точке (х, у ) равна у.
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Решение.

Окружность задана в параметрическом виде. Дифференциал длины дуги 

найдем по формуле dl = ^(x '( t))2 +(y'(t))2 d t , для этого вычислим производ­

ные: x ’(t) = — sin/ ,  y'(t) = Rcost  Тогда dl = \Ir 2sin2 1 + R2 cos21 dt = R d l.  Так 

как рассматривается верхняя полуокружность, то 0 < t < ж. Линейная плотность 

М(х, у )  = у  = R s i n t . По формуле (4) масса дуги, заданной параметрически, 

будет равна

П ~
= 2R .т  = | ц ( х , y ) d l  =  j i? s in /  • Rdt = - R 2 cost 

Задача 2.

x2 2
Найдите массу части эллипса —  + ~  = 1, лежащей в первой координатной

а1 Ъ1

четверти, если линейная плотность ц (х ,  у )  = ху.

Решение.

х2 у2Поскольку уравнение эллипса —  + ̂ — = \ задано в неявном виде,
а2 Ъ2

\x  = acost
перейдем к параметрическому заданию эллипса: < _ . Тогда дифферен­

ту = bs'mt

циал длины дуги dl  = y[(x'(t))2 + (y'(l))2 dt = \la2 sin2 1 + b2 cos2 1 d t . По условию 

задачи эллипс лежит в первой координатной четверти, следовательно параметр

71
t изменяется от ц = 0 до /2 = — ■ Линейная плотность /и(х, у )  = ху = ab cost sin t .

Подставляя в формулу (4) дифференциал длины дуги и линейную плотность, 

найдем массу части эллипса:

П 
2

т=  J//(x , y )d l  = ab J  cost sin t\]a2 sin2 1 + b2 cos2 1 dt =

8



ab  2
j^J(a2 + b2) + (b2 -  a2)cos2t d(cos2t) =

4-^2 ц

- ^ • ^ 7 i ( (« 2 + *S )+ (*2 - » 2 ,« * ^

Задача 3.

2 ab(a2 +ab + b2) 
3(a + b)

X
Найдите массу участка цепной линии у  = ach — между точками с абсцис-

а

сами х\ = 0 и х 2 = а ,  если плотность распределения массы в каждой ее точке 

обратно пропорциональна ординате точки.

Решение.

к
Из условия следует, что ц (х ,  у )  = —, где к -  коэффициент пропорциональ-

У

ности. Поскольку кривая задается явно, дифференциал длины дуги 

dl = a/i + (y'(x))2 d x . Для его вычисления находим у'(х)  = [ ach — | = sh—. Тогда

/  _ \ 2

d l = J l  + s h -
. а )

х
dx = ch—dx.  Здесь мы воспользовались тождеством 

а

л  л
ch / -  sh / = 1. Линейная плотность /2 (х, у )  = -------- , по условию х} = 0 и х2 -  а .

ach—

х
Для массы цепной линии у  =  a c h — по формуле (4) получаем:

а

т = fa O , y ) d l  =к  J dx = - j d x  = k.
/  QJ a c h (x /a )  a '



Задача 4.

Найдите массу дуги кардиовды p  = 4 ( l- c o s p ) ,  ^ <<р<п (рис. 1), если

линейная плотность р - 2 .

Решение.

Рис. 1

Найдем дифференциал длины дуги, заданной в полярной системе коорди­

нат. Для этого вычислим производную р \(р )  = 4sin . Тогда

dl  = yjp{q>)2 + (p'(tp))2d(p = i/l6 (l -  coscp)2 + 16sin2 cp dq> =

= 4 ^ / b - 2 c o s ^ + ^ o s ^ T s i n ^ d(p = 4 - ^ 2 - 2 cos<pd<p-  8 sin- d(p = %sm^d<p,

т.к. s i n - j> 0 при ^ < < p < x .  Теперь по формулам (4) и (8) находим массу дуги

кардиоиды:

т = |2  dl=  |2-8sin-^t/(Z> = -3 2 c o s ^ = 16 (2-л /2 ).

Задача 5.

Найдите длину дуги пространственной кривой x = V 7cos/, y  = -Jtsint, 

z = t от tx - 1  до /2 = 4 .
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Решение.

Для вычисления длины дуги используем формулы (5) и (9). Так как кривая 

задана в пространстве, то формула (5) примет вид:

L= /Мо)2 + (У(0)2+(̂ (0)2Л- 
/

Найдем производные x \ t )  = -^-r c o s t - 4 t s m t , y'(t)  = —U sm ? + V? cos/,
2~Jt 2\ll

z'(t) = 1. Подставим производные и упростим выражение под корнем, получим

dl  = yj(x'(t))2 + (У(/))2 + (z'(/))2 dt = |  + ^  + 1 dt

т.к. l < / < 4 .  В результате длина дуги пространственной кривой x  = -Jt c o s t , 

y = y [ t s in t ,  z  = t ,  при изменении параметра t от = 1 до г2 = 4 равна 

r(2t + 1) 2 г
Т = - r -Ldl = - d t ( t - 1) = 4 .

/ 2 ^  3 ,

Задача 6.

Вычислите j  (х2 + y2)d l ,  где АВ -  первый виток винтовой линии, 
АВ

x  = b co s t ,  y  = b s in t ,  z  = c t ,  § < t < 2 n .

Решение.

Вычислим производные от функций x(t), y{t) и z(/) по переменной t и 

найдем дифференциал длины дуги

dl  = yl(x’(t))2 +(y'(t))2 +(z'(t))2 dt = \jb2 + с2 d t .

Так как x 2 + у 2 = b2 , то по формуле (9) криволинейный интеграл 1-го рода

2л .---------  ,---------
равен J  (х2 + y 2)d l = j b 2y c 2 + b2 dt = 2жЬ2у с 2 + b2 .

11



1.3. Задачи для самостоятельного решения

Задача № 1.

Найдите массу т плоской дуги кривой / ,  линейная плотность которой ме­

няется по закону ц  -  ц (х ,  у ) :

1) / :  х 2 + у 2 = R 2, х > 0 ,  у > 0 ;  ц ( х , у )  = х .

fx = cos/ + /s in / , 7 -у
2 ) 1 : 1  . , 0 < / < 2ж; /.t (x ,y )  = x + у  .

[у  = s i n / - / c o s /

У) I: \ Х Smt\ ,  0 < / < 2 л ;  ju(x, у)  = f i y  .
[у  = а{\ -  cos/)

(jc =  2 c o s /  г~^  7
4) / : < г  , 0 < /< 2 /г ; ju(x,y) = yjx + 4у  .

[у  = V2 sin/

5) / :  х 2 + у 2 = 25; ц(х ,  у )  = х 2 + у 2 .

6 )1 :1  , , 0 < /< 1 ; //(x ,y )  = V2 у  ■
{y = t /2

[х = 7 3 /2 ,  ч
7 ) / :  0</<1;  //(х,у) = *у.

[у  = / - / 3

8) 1: x 2 + y 2 = R 2; / /(х ,у )  = |у|.

9) I: х 2 + у 2 =1; ц (х ,  у )  = \ху\.

10) / :  {* =? 0< / < 23/4; //(х, у) = у .

1 1 ) / : y  = |jc V * , 0 < х < 4 ;  //(х, у) = ̂ (1 + х)3 .

12) 1 :у  = ̂ х 2у/х, 0< х <1 ;  /i(x ,y )  = x2 .

1 3 ) / : у 3 = х 2, 0 < у < 3 ;  ц ( х ,у )  = х .

14) / -  отрезок прямой, заключенной между точками Л(0, 2) и 5(4, 0);

д (х ,у )  = — . 
х - у

12



15) l : y  = 2-Jx, 0 < x < ^ - ;  p ( x , y )  = y .

16) I -  отрезок прямой, заключенной между точками Л( 1, 2) и 5(3, 6); 

М х , У) = - т J  ■

1 7 ) / : у  = 4т2 от точки 4 (1 ,4 )  до точки В (3 ,36); v) = \(1 + 1б7
18) / : =  ln(jc2 — 1), - л / 2 < л :< л /2 ; //(дг, y) =  e-v+lnJC.

19) l: у  = \nx отточки A\ V3,
1пЗ
2

до точки В Л ,  ^ | ;  М(х,у) = х 4 .

20) 1:у  = ̂ у [ Л  отточки а (з , л/з) до точки 5 8,
32л/2

; К х , у ) = ~ г -
л/Д

JC 3
2 1 ) / :  у» = —  отточки 0(0 , 0) до точки5(1, 1); р ( х , у )  = х .

22) / :  р  = %/cos2< ,̂ 0 < # > < ^ ;  // = 6sin2<p.

2 3 ) l \ p  = oq>, 0<(z><2; / /  = 3p + l .

4 s
2 4 ) / : / ?  = —, 0<#?<1; p  = cp .

<P

7t
2 5 ) / : /> = 4cos$?, 0 <<p<—; p  = X%2(p. 

6 

2 6 ) / : p  = 2(1 -cos(Z>), 0<(p<^-; p  = 5 c o s ^ .

2 7 ) / : / ?  = 5(l + cos<z>), 0<<z?<^; /< = 3 s i n ^ .

28) / : p  = yjs\n2(p, 0 < (p < ~ \  /? = 8cos2#>.

29) / : /? = 2(1 -  cos ip), 0<<p<~\ p  = 5cos~-.

30) l : p  = 4q>, 0<<p<2\ p  = 9<p.

31) / : /? = 8sin<z>, 0<(p<2\ p  = 2(p.

13



Задача №  2.

Найдите длину дуги пространственной кривой / при изменении параметра t 

/] — / — 2̂ '

1) / :  х  = 4cos/, у -  4sin /, z = 8l, 0 < f < 2 п .

2) / :  х  = 21, y  = 3t, z = -4 /, 0 < t< 3 .

3) / :  x  = 3t, y - 3 t 2, z  = 2/3, 0 < / < 3 .

4) / :  x = e_'c o s /, y  = e~r sinl, z - t 4 , 0 < / < + « .

Зл"
5) l: x  = 5t, y  = 3cos/, z = 3sinl, 0 < / <  — .

6) I: x  = t, у  = -n=t2, z = ? , 0< t < 1.
V2

7) / :  x = tcost, у  = fsin/,  z = /, 0 < f < 2 ; r .

8) / :  jc = 2t, у  = з 4 ъ 2, z  = 2t3, l < / < 3 .

9) / :  x = 7r, y  = 2r + l, z = 4 - / ,  3 < / < 5 .

10) /:  x  = 2e' cost, y = 2e/ sin?, z = 2er, 0 < f < l .

1 1 ) / :  jc= 2/2, y  = | r \  z = 2/2, 0 < / < l .

12) / :  jc = 5cosl, y  = 5sinf, z = 2, 0 < / <  —.
4

13) / :  x  = 3tcost,  y = 3/sinr, z = 5, 0< t < n .

14) / :  т  = 3/, y  = 6cosl, z =  6sinl,

15) I: x  = - t - 1 ,  y  = 2t + 5, z  = - 3 t - l ,  0 < t< 2 .

16) / :  x = 2l + l, y = - 3 / 2, z  = 2t3, 0 < t< 2 .

17) / :  x = 8e/ cosl, y  = 8efsin?, z = 3e', 0 < ? < l n 7 .

18) I: x = 412, У = ^ ъ, z  = 4t2, 0 < l< \ .

19) I : x  = 4cost, y  = 2t, z = 4sin/, 0 < t < ~ .

14



20) / :  x = 7cos/, y = 7sin /, z - 2 t ,  0 < / < — .
2

21)1: x  = 3e4  cost, y = 3 e _t sin/, z = 3e~', 0 < / < l .

22) / :  x  = 6t, y = 9 s / l t 2 , z = 3/3, 0 < / < l .

23) / :  x = 8/2, у = Л / 2 + 1, z = 8/ + 5, 0 < / < 3 .

24) / : x = 5 /cos/, у  = 5 /sin /, z = 5, - / r < / < 0 .

25) / :  x  = 2 t - 6 ,  y  = 4 / - 2, z = - 3 / - 2 ,  2 < / < 6 .

26) / :  x = 5 / ,  y  = 5/sin /, z = 5/cos/, 0 < / <  —.
2

21)1: x  = 4e ', у  = 4e?cos/, z = 4 e 's in /, 0< / < —.
4

28) / :  x = 4/ + l, y  = - 2 / - 5 ,  z = 3/, 0 < / < 2 .

2 9 ) / :  x = 9cos/, у = 9sin/, z = 7, 0< / < zr.

30) 1: x  = It,  у  = 7cosz, z  = 7sin/, 0 < / < y .

31) / :  х = 4/ + 3, у  = 9 - / ,  z =  5/ + l, 4 < / < 6 .

2. К р и в о л и н е й н ы е  и н т е г р а л ы  в т о р о г о  р о д а

2.1. Определение и свойства криволинейного интеграла второго рода

Пусть в пространстве R 3 в точках дуги АВ  кусочно-гладкой кривой /

задано векторное поле а  = Р(х, у , z ) i  +Q(x, у , z ) j  + R(x, у , z )k  , координаты 

которого -  непрерывные функции.

Зададим направление на кривой I от точки А к точке В, в этом случае 

кривую 1ад будем называть ориентированной.

Выполним следующие действия:

1) Кривую 1АВ произвольным образом разобьем в направлении от А к В  на 

п элементарных (частичных) дуг.
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2) На каждой элементарной дуге А1_1А1 выберем произвольную точку 

M I(xj, y j , z l ) (i = 1, 2 , и вычислим в ней значение векторного поля

а(М ,)  = Р(хп у,, Zj)i + Q(xt, у п z , ) j  + R(xn y h  zt )k  .

3) Зададим приращение радиус-вектора rt на концах частичной дуги:

Аг1= г ( А ' ) - г ( А ы ) = ^ ( х 1 - x M )2 +(y,  - y M )2 + (z;- - z M )2 =Ах, / + Ду,у + ^ к .

Обозначим Д = шах |ДЕ| -максимальную длину радиус-вектора.
1 <;/<«

4) Найдем скалярное произведение

(a(M j), A7i).

5) Составим интегральную сумму

п п

Л д )=  Y , P(xn  Уп z i ) ^ i  + Q(xn Уп z i ) f y i  +  Щ п  Уь zi ) Az-, ■ ( I0)
;=i 1=1

Определение. Если существует предел интегральной суммы (10) при 

Д - > 0  и при п ->оо, который не зависит ни от способа разбиения дуги АВ на 

частичные дуги, ни от выбора точек Л/, в этих частичных дугах, то этот предел 

называется криволинейным интегралом второго рода от вектор-функции

а = Р(х ,  у , z ) i + 0 ( х ,  у, z ) j  + R(x, у ,  z ) k  по кривой lAB и обозначается

п
j ( a , d r ) =  J  P ( x ,y , z ) d x  + Q ( x , y , z ) d y + R { x , y , z ) d z =  Ш п £ ( а ( М , ) ,  Д/}).(11)

1А В  1А В  1=1

Аналогично, если на плоскости задано векторное поле 

а = Р(х, у ) Т  + Q(x, y ) J  и его координаты -  непрерывные функции в точках 

ориентированной кривой 1А в , то криволинейный интеграл второго рода 

определяется равенством:

П

\ ( d , d r )  = f P (x ,y )d x  + Q {x ,y )d y=  lim £(/>(*,-, у^Дх,- + £>(*,,у,)Ду,) (12)
Д->0,z=1

Здесь ( a ,d r )  и ( а (М Д  Д /-,■) -  скалярные произведения векторов.
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Достаточное условие сущ ествования криволинейного интеграла 

второго рода: если вектор-функция а (М )  непрерывна в точках гладкой 

кривой 1АВ, то криволинейные интегралы (11) и (12) существуют.

Свойства криволинейных интегралов второго рода

1. Линейность.

Если векторное поле а = q  aj + с2 а2 , то для любых действительных чисел 

С[ и с2 получаем J ( q a ,  + c2a2,d r)  = cl J (a j,d F )  + c2 j (a2,d r ) .

IAB (*8  IAB

2. Аддитивность.

Если кусочно-гладкая кривая / состоит из конечного числа непересекаю-

п
щ ихсядуг lk , k = 1,2,..., п , то |(д , dF) = ^  j ( a ,d r ) .

I к=I /
к

3. Зависимость криволинейного интеграла второго рода от направления 

интегрирования вдоль кривой.

Криволинейный интеграл второго рода по кривой / меняет знак при

изменении ориентации кривой: J  (a , dr ) = -  J  (а , d r ) .

Iab

4. Работа силового поля вдоль кривой.

Пусть в каждой точке пространства R 3 задано непрерывное силовое 

(векторное) поле F  -  Р(х, у ,  z) i + Q(x, у, z) j  + R(x, y , z ) k ,  где P ( x ,y , z ) ,  

Q(x, y ,  z ) ,  R ( x , y , z ) -  непрерывные функции. Тогда при перемещении 

материальной точки вдоль гладкой кривой / поле F  совершает работу А, 

определяемую по формуле

А =  j ( F , d F ) =  \ Р ( х , у ,  z )d x  + Q {x ,y ,  z )d y  + R {x ,y ,  z )d z .  (13)

^ЛВ IAB

Аналогично, если непрерывное силовое поле F = P { x , y ) i + Q ( x , y ) J  

плоское, то

А  = f ( F , d r ) =  \  P ( x ,y )d x  + Q ( x , y ) d y . (14)

(яд *АВ
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5. Связь криволинейного интеграла второго рода с криволинейным инте­

гралом первого рода.

Пусть 1АВ -  кусочно-гладкая кривая в пространстве R2, поле а = (Р , Q) -  

плоское. Запишем единичный вектор касательной к кривой 

l : r °  = (cosa, cos/?), где cosa , cos f j  -  направляющие косинусы этого вектора 

(рис. 2).

у+Ау

'Ах

х+Ах

Рис. 2

Очевидно, что dx = А х  = А / cosa  = d lc o s a , dy = A y  = A l cos/3 = dl cos/3, 

тогда Pdx  + Qdy -  P c o s a  dl + Q c o s /3 d l  = ( P c o s a  + Q c o s / 3 ) d l .

В результате получаем

J ( a , d F )  = J Pdx + Q dy=  j  (P co sa  + Qcos f i ) d l . (15)

l A B  С  В l AB

Формула (15) устанавливает связь между криволинейнъши интегралами 

первого и второго родов.

В пространственном случае формула (15) принимает вид

j  ( a ,d r )  -  J  ( P c o s a  + Q c o s p  + R cos y )d l  -  J  P dx+  Qdy  + R d z . (15') 

Ia b  С  в  C b

18



2.2. Вычисление криволинейны х интегралов второго рода

1) Пусть кривая 1 ^  задана параметрическими уравнениями 

* = •*(*)> У = y(t), z = z(i), t e [ t 1, t 2], где x = x(t), у  = y(i), z = z(t)  -  непре­

рывно дифференцируемые функции параметра t ,  причем изменению параметра 

t  от Г] до t2 соответствует движение точки по кривой АВ  в направлении от 

точки A(x(t}), у(ц), г{Ц)) к точке B(x(t2), y(t2), z{t2)).

Тогда вычисление криволинейного интеграла второго рода (11) сводится к 

вычислению определенного интеграла по формуле

J (а,сР) = |  Р(х, у, z)dx+Q(x, у, z)dy + R(x, у, z)dz =

(ffl 7м

ч
= Ц / И t),y(t),z(t))-x!(t)+Q(x(t),y(t),z(tj)-y'(t)+ R(x(t),y(t),z(t))-z(t)]dl. (16)

h

2) Если кривая l задана в плоскости XOY  параметрически уравнениями 

х = x(t), у  = у (0 , 1Е[ги (2], и Щ = (Р(х, у), Q(x, у)) -  вектор-функция, 

определенная в точках этой кривой, то получаем формулу

ч
jp (x ,y )dx+ Q (x ,y )dy=  j]> (x(0 , ЯО ) ' *'(0 +2(*(0 , J<0) *У(0] Л  • (17)

UВ \

3) Пусть плоская кривая / задана явно уравнением у  = f (x ) ,  х  е  [а, Ь], 

где f ( x )  -  непрерывно дифференцируемая функция на [а, Ь], функции 

Р(х, у )  и Q(x, у ) непрерывны на кривой / .  Тогда

ь
I  P (x ,y )d x  + Q (x ,y )d y  = § P ( x ,  f { x ) ) + Q ( x ,  / ( * ) ) - f ( x ) ] d x .  (18) 

>a b  a

Разберем решение типовых задач.

П рим ер 1.

Вычислите J (2х + z)dx + ( у  + l)dy + x 2d z , где 1ЛВ -  отрезок прямой,

Чв

соединяющий точки А(2, 0 ,4)  и В(2, 2, -3).
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Решение.

Запишем параметрические уравнения прямой, проходящей через точку 

А(2 ,0 ,4 )  с направляющим вектором А В - { 0 ,2 ,- 7 } :  x = 2 , y  = 2t, г  = - 7 /+  4 , 

0 < t < 1. Производные x ’(t) = 0, y \ t )  =  2, z'(t) = - 7  непрерывны при / е [ 0 ,1]. 

По формуле (15)

1
|  (2х + z)dx  + (у  +1 )dy + x 2dz = |((4  -  I t  + 4) • 0 + (2t +1) • 2 + 4 • ( -7 ))dt =

Дй 0

1
= J (4 ? -2 6 )< * = -2 4 .

о

Пример 2.

Вычислите I * - * ,  где / -  верхняя полуокружность x(/) = 4cos?, 
I х У

y(t)  = 4 sin?, пробегаемая против хода часовой стрелки (рис. 3).

Решение.

у  i

Рис. 3

При обходе верхней полуокружности против часовой стрелки параметр ? 

меняется от ? j= 0  до ?2 = ж ■ Производные x'(t) = -4 s in / и / ( ? )  = 4cos? 

непрерывны на отрезке [0, ж].

Для вычисления криволинейного интеграла второго рода используем 

формулу (17):

_  *  Л  + = 2 Ъ < .  2 * .

I х  У qV4cos? 4 sin /y  *
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Пример 3.

Вычислите j  ( 2 у ~  бху? )dx + (2х  -  9х2 у 2 )d y , где 10А — часть параболы
Ьл

2у  = х 2 от точки 0(0 , 0) до точки А(2 , 2) (рис. 4).

Решение.

у \

Рис. 4

х
Так как у  = f ( x )  = — , f \ x ) = х , х  е  [0; 2], то по формуле (7) для криволи­

нейного интеграла 2-го рода имеем

|  ( 2 y - 6 x y 2)dx + ( 2 x - 9 x 2y 2)dy =

Ьа

(  2 ) з г
( 2 Л2"

х 2 - 6 х
X

+ to * 1 ю X
•X dx

~2 2\ с \  У

\{х2 -  - X 1 + 2х2 - - x n)dx = -  88. 
0J 4 4

П ример 4.

Вычислите работу А силового поля F  = ( y - z ) i  +{z — x ) j  + { х - у ) к  по 

перемещению материальной точки вдоль одного витка винтовой линии

x(t)  = cos t ,  y{t) = sin / , z(t)  = — . (Обход контура против часовой стрелки).
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Решение.

По формулам (13) и (16) работа А силового поля

F - { y - z ) i  +  ( z - x )  j  + ( х - у )  к  по перемещению материальной точки вдоль

одного витка винтовой линии вычисляется по формуле

А= j (F ,dF)= j ( y - z ) d x  + ( z - x ) d y  + ( x - y ) d z .
I I

Производные x'U) = - s i n / , y'(t) = co$l , z ' (t )=—----- непрерывные функции
2л

при 0 < t < 2 л . Тогда работа

А=  j ( F ,d r )  = J ( y - z ) d x  + ( z - x ) d y  + ( x - y ) d z  =

= f f s i n / - —  ](-s in /)  + f  —  - c o s / |c o s /  + (c o s /- s in /)—
i  I  2л У  ’ \ 2 л  J 2л

dt =

2Л ■ 2 ‘ ■ t 2 1 1-s in  / + — sm / + — c o s /-c o s  t + — cos t  sin/
2 л  2 л  2 л  2 лJ dt-.

о

2ж  ̂ 2л  j  2л
=  -  \ d t + —  \ t s m td t  +  —  \ t c o s td t  =  - 2 л - \  =  -^\ + 2 л ) .

J 2 л  J 2л  Jо о о
To, что работа получилась отрицательной, говорит о том, что на самом 

деле силовое поле перемещает материальную точку в противоположном на­

правлении (в направлении убывания параметра /).

Пример 5.

Найдите работу силового поля F  = (2 + х у 2) i + (х2у  -  3)j  по перемещению

2 2 х  у
материальной точки вдоль э л л и п с а  1- —  = 1 от точки А(-2, 0) до точки

4 9

В(0, 3) по кратчайшей дуге эллипса (рис. 5).

Решение.
  ■у   у _

Работа плоского силового поля F  - ( 2  + ху  ) i  +(д; y - 3 ) j  по перемещению 

материальной точки вдоль эллипса по формулам (14) и (17) будет равна
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-2 О 
Рис. 5

А = |  (2 + xy2)dx + (х2у  -  3)cfy.

Запишем параметрические уравнения эллипса: х(/) = 2 cos / , y(t) = 3 s in /. Из 

этих уравнений находим, что точке А(-2, 0) соответствует значение параметра

71 —
/] = л  , а  точке В(0, 3) -  значение параметра t2 = —  . Под действием силы F  

материальная точка перемещается по дуге АВ в направлении от А к В. Произ-

тг
л,  — 

2
. Тогдаводные x \ t )  = - 2 s m t  и / ( ? )  = 3cos/ непрерывны на отрезке

А = |  (2 + xy2)dx + {x2y - 3 ) d y  =

= J((2 + 2 cos t ■ 9sin2 0(~2sin t) + (4cos2 / ■ 3sin / -  3)3 cos t)dt =

n

\  3 3= J (-4sin  t -  36sin ?cos/ + 36cos / sin t -  9cost)dt -  -5 .
71

Тот факт, что работа оказалась отрицательной, означает, что силовое поле 

перемещает материальную точку от В  к А.
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П рим ер 6.

Найдите работу силового поля F  = y i  + ( у -  x ) j  по перемещению матери­

альной точки вдоль дуги АВ параболы у  = \ - х 2 в направлении от точки А(-1, 0) 

до точки В (0 ,1).

Реш ение.

Работа плоского векторного поля F  = у  i + (у  -  x ) j  по перемещению мате­

риальной точки вдоль дуги АВ определяется формулой (14):

А =  j P ( x , y ) d x  + Q ( x , y ) d y =  J y d x  + ( y - x ) d y .

*АВ Ia B

Параметрические уравнения пути АВ имеют вид
•у

х  = х, у  = f ( x ) ~ \  — х  , - 1 < х < 0 .  Производная /'(■*) = - 2х  непрерывна на 

[-1; 0], поэтому по формуле (18) работа равна

0
А =  |  y d x  + ( y - x ) d y  = | j ^ ( l - x 2) + ( l - x 2 - jc ) ( -2 x )

^АВ _ 1

п
11

dx  =

= j ( 2 x 3 + x 2 - 2 x  + l )clx =

2.3. Циркуляция. Связь криволинейного интеграла 2-го рода 

с двойным интегралом

Если а = Р{х, у,  z ) 7  + Q{x , у,  z ) J  + R(x,  y , z ) k  -  произвольное векторное 

поле, а / -  замкнутая кривая в пространстве R 3, то криволинейный интеграл 

второго рода (11) или (12) называется циркуляцией векторного поля а вдоль 

контура / и обозначается символом

C = (j(a,dr). (19)
I

Направление обхода контура указывается заранее.

Пусть D  -  некоторая замкнутая область на плоскости X O Y , ограниченная 

контуром 1. Будем называть направление обхода контура / положительным,

24



если область, лежащая внутри контура, остается слева по отношению к точке, 

совершающей обход (рис. 6). Если область остается справа, то направление об­

хода называется отрицательным (рис. 7).

Т*

Рис. 6 Рис. 7

Поле а называется потенциальным,  если для непрерывно дифференци­

руемых функций Р = Р(х, у, z), Q = Q(x, у, z), R = R(x, у,  z) выполняются

условия d R _ d Q  a P _ d R .  Ы2_дР_
ду d z ’ dz д х '  дх ду

называемые условиями потенциальности.

Утверждение: если векторное поле а потенциально, то циркуляция вдоль 

замкнутого контура I равна нулю:

C = cJ(a,aF) = 0.
/

Формула Грина

Пусть D  -  некоторая замкнутая область на плоскости X O Y , ограниченная 

контуром / ,  и в ней заданы функции Р -  Р(х,у)  и Q = Q(x,y) ,  непрерывные в

дР dQ _
D  вместе со своими частными производными —  и —  Тогда имеет место

ду дх

формула Грина

dxdy, (20)

где на замкнутом контуре /  выбирается положительное направление.
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Формула Грина связывает криволинейный интеграл второго рода по 

замкнутой кривой с двойным интегралом по области, ограниченной этой 

кривой.

Вычисление площади

Полагая в формуле (20) Р(х ,у)  -  - у , Q(x, у )  = х ,  получаем

<^-ydx + xdy  = j j2dxdy  =2 JJdxdy = 25 .
I D  D

Тогда 5  -  площадь плоской фигуры D  определяется по формуле:

5 = —( j x d y - y d x .  (21)
2 I

Пример 7.

Вычислите ( | 2(х2 + y 2)dx + (х + у ) 2 d y , где / -  контур треугольника ABC с 
/

вершинами в точках А(\ ,  1), В(2, 2) и С (1 ,3). Обход выбирается положитель­

ным (рис. 8).

Решение.

Рис. 8

2 2Контур треугольника ABC -  замкнутый, функции Р(х,у)  = 2(х + у  ) и

2 дР
Q(x,y)  = (x + у)  непрерывны вместе со своими частными производными —  и

ду

—  в области D, где D  -  область, ограниченная треугольником A B C . Поэтому
дх
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для вычисления данного интеграла по замкнутому контуру воспользуемся 

формулой Грина (20).

Для определения пределов интегрирования составим уравнения прямых

АВ  и ВС. АВ: у  = х ,  а В С : - —-  = —— х - 2  = - у + 2  => у - 4 - х .
1 - 2  3 - 2

Тогда 1 < х < 2 , х  < у  < 4 - х .

Подынтегральное выражение —  -  —  = 2х + 2у  -  4у  = 2х -  2у  = 2(х -  у ) .
дх ду

Подставляя в формулу (20), имеем

2 4 -х

cj2(x2 +  y 2)dx + (x + y )2dy = 2 J J ( j c  —  y)dxdy = 2^dx J  (x - y ) dy  =
I xD

= 2J
2 (  2 4

V

4 - x

dx= 2

2x2 - ± x 3 + ^ ^  
2 6

x ( 4 - x ) - (-4— -X^ 2- - x 2  +  ~ dx =

=  2 

П ример S.

2 2Вычислите площадь области D, ограниченной параболами у  = х  , х  = у  

и гиперболой 8ху -1  (область, примыкающая к началу координат) (рис. 9). 

Реш ение.

у ш х

Рис. 9.
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Площадь области D  может быть вычислена как с помощью одномерного, 

так и с помощью двойного интегралов. Покажем вычисление этой площади 

посредством криволинейного интеграла второго рода.

Область D  ограничена замкнутым контуром, состоящим из трех частей 

/= Ц  u i 2 u / 3, направление обхода контура показано на рис. 9. Воспользуемся 

свойством аддитивности, тогда

Найдем пределы интегрирования. Для этого определим абсциссы точек 

пересечения соответствующих кривых.

/

О до —. Так как кривая 1Х задана явным образом, используем формулу (18):

1

Вычислим f- y d x  + xdy  по кривой 1 \ : у ~ : с2, у ' ( х ) - 2 х ,  х  изменяется от

По кривой /2 : Т = У 'М  = - ^ 2  ’
8 х ’ 8х 2 4

х  меняется от — до — и интеграл

4

По кривой /3 : у  = yfx, у \ х )  = — j=, х  изменяется от -  до 0 и интеграл
2 J x  4



Окончательно площадь области D  по формуле (21) равна

5 = ‘ < W , A , l f ±  + ±  + I ln 2 L i ± ^ .
' l j  21.24 24 4 J  24

П ример 9.

Найдите циркуляцию векторного поля а = (xz + у )Т  + ( z y -  x ) J -  (х2 + у 2)к  

вдоль замкнутого контура I : x(t) = cost, y(*) = sin*, z(*) = 3 (в направлении, 

соответствующем возрастанию параметра *).

Решение.

Циркуляция векторного поля а  вдоль замкнутого контура I по формуле 

(19) будет равна

С = <^(а, d r ) = (^(xz + y)dx  + (zy -  x)dy -  (x2 + y 2 ) d z .
I I

Возрастая, параметр t меняется от 0 до 2 л .  Производные x{ t )  = -  sin г , 

у ’{t) = cos*, z'(t) =0 непрерывны при 0 < * < 2 л , по формуле (16)

C=(f (xz+y)(bc  + ( z y - x ) d y - ( x 2 + y 2)dz =
1

2 л  2 п

= J (-3  cos * sin * - sin2*+ 3 sin* co s* -co s2 *)t# = -  J^* = -  2 л .
0 0

Пример 10.

Найдите циркуляцию векторного поля а = y 2i -  х 2 j  + z 2k по 

замкнутому контуру АВСА,  полученному при пересечении параболоида 

х 2 + z 2 = 1 — у  с координатными плоскостями х = 0, у  = 0, z = 0 (рис. 10). 

Решение.

В нашем случае координаты векторного поля 

Р(х, у,  z) = у 2, Q(x, у,  z)  = - х 2, R(x, у,  z)  = z 2 -  непрерывно дифференци­

руемые функции.
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Рис. 10

Контур А ВС А -  замкнутый, состоит из трех частей АВ  и  ВС  и  С.А, на­

правление обхода показано на рис. 10. Тогда по формуле (19) и по свойству 

аддитивности криволинейного интеграла второго рода

С = ( j (d ,dr )  = ( |y 2dx -  х2 cfy + z 2 dz = 
l l

= J y 2dx — x 2dy + z 2dz + J y 2dx -  x2dy + z 2dz + J y 2dx -  x 2dy + z 2d z .
АВ ВС CA

  2— 2—
Вычислим интеграл по дуге АВ. Здесь z = 0 , поле а = у  i -  х j  .

2 2Поскольку АВ -  линия пересечения параболоида х + z  = 1 -  у  с плоскостью 

z = 0 , ее уравнение имеет вид у -  1 - х  . Найдем производную / ( х )  = -2 х , 

переменная х меняется от 1 до 0. Тогда

J y 2d x - x 2dy=  J((l-x2)2-x2(-2x))<fr = - ^ .
АВ 1

Теперь найдем интеграл по дуге ВС. Здесь х = 0; dx = 0 , поле

а = у 2Т  + z 2k . Дуга ВС -  линия пересечения параболоида х2 + z2 = 1 -  у  с

2
плоскостью х = 0 , ее уравнение имеет вид y  = \ — z  . Переменная z меняется 

от 0 до 1 и интеграл

z 2dz = j z 2dz = —.
ВС о
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Вычислим интеграл по дуге СА -  линии пересечения параболоида

2 2 2 2 х + z  = 1 - ^  с плоскостью у  = 0 , ее уравнение имеет вид х + z  =1.

Переменная z  меняется от 1 до 0. Здесь у  = 0, dy = 0 . Интеграл по дуге СА

|  z 2dz = Jz2cfe = --.
СА 1 3

Окончательно циркуляция векторного поля а = у 2Т  -  x 2J  + z2k  по замк-

г* 31 1 1 31нутому контуру АВСА будет равна С = + -  -  -  = .

2.4. Задачи для самостоятельного решения

Задача №1.

Найдите работу силы F  при перемещении материальной точки вдоль ли­

нии /  от точки М  к точке N

1) F  = [х2 -2у>)/ + ̂ у2 / :  отрезок MN, М (-4,0) ,  N(0,2) .

2) F  = {̂ х2 + 2y^i  +[ у 2 +2x^)j ,  / :  отрезокМУ, М ( — 4,0), N (0,2).

2
3 ) F  = ( t 2 + 27 )7  + ( /  + 2 * )J , 1 : 2 - ~  = у, М ( - 4 ,0 ) ,  N(0,2) .

4) F - ( x  + y ) i  +2xj ,  I: х 2 + у 2 = 4 ( у > О), М ( 2,0), N ( - 2,0).

5 ) F  = x 3T - y 3j ,  I: х 2 + у 2 =4 ( х > 0 , у > 0 ) ,  М(2 ,0) ,  N(0,2) .

6) F  = (x + y ) T  + ( x - y ) j ,  I: у  = х 2, М ( - 1,1), N (  1,1).

7) F  = x 2y i  - y j ,  I: отрезокMN, M ( - \ , 0 ) ,  N(0,1).

Z ) F  = ( 2 x y - y ) T + [ x 2 + x ) j ,  l : x 2 + y 2 = 9 ( y > 0 ) ,  M ( 3,0), N (-3 ,0 ).

2
9) F  = (x + y ) T  + ( x - y ) j ,  I: x 2 (* > 0, > 0), M (  1,0), JV(0,3).

7
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10) F  = y T - x j ,  I: x2 + y 2 = 1 (>->0), M (1,0), / /( -1 ,0 ) .

11) F  = ( x 2 + y 2) i  +[ x2 - y 2) j ,  I:
x, 0 < x < 1; 

2 - x, \ < x < 2 ;
M(2,0) ,  N(0,0) .

12) F  = y i - x j ,  I: x 2 + y 2 ^ 2 ( y > 0 ) ,  m (7 2 ,o), /v (-V 2 ,o ).

13) F  = xyT + 2yj ,  I: x 2 + y 2 =1 ( x > 0 ,  y > 0 ) ,  M (  1,0), //(0 ,1).

14) F  = y i  - x j ,  l : 2 x 2 + y 2 = \ ( y > 0 ) , , N . 75’°''

15) F  = (jt2 + y<2) ( i + 2 y ) ,  l : x 2 + y 2 = R2 ( y > 0 ) ,  М (Л ,0), N ( - R , 0).

F  =  \ x  +  y y l x 2 + y 2 ]/ +( y - X y j x 2 + y 2 b ',
16)

/: *2+ /= l  ( ^ > 0 ) ,  M (l,0 ) , ^ ( - 1 ,0 ) .

17) F  = x2y T - x y 2j ,  I : x2 + y 2 - 4  ( x > 0 ,  y > 0 ) ,  M ( 2,0), N ( 0,2).

is) ^ = ( х + у ^ х 2 + у 2 У  У у - ^ 1 х 2 + y 2 ] j ’

I: x 2 + у 2 =16 ( x > 0 , y > 0 ) ,  M ( 4,0), //(0 ,4 ) .

19) F  = y 2T - x 2j ,  I: x2 + y 2 = 9 ( x > 0 , y > 0 ) ,  M ( 3,0), //(0 ,3 ).

20) F  = ( jc + j )2 F - ^ jc2 +>>2 jy , / :  отрезокМ /, M (l,0 ) , //(0 ,1).

21) F  = {x 2 + y 2 )̂i + y 2j ,  / :  о тр езо кМ /, M (2 ,0 ), N(0,2) .

2 2 ) F  = x 2j ,  I: x 2 + y 2 =9  ( x > 0 , y > 0 ) ,  M ( 3,0), //(0 ,3 ).

23) F  = ( y 2 - y ) T  + (2xy + x)J ,  I: x2 + y 2 =9 ( y > 0 ) ,  M ( 3,0), / / ( -3 ,0 ) .

24) F  = xyi ,  l : y  = sinx, М ( л , 0), 7 /(0 ,0).
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25) F - = { x y - y 2^i + xj,  l : y  = 2x2, M (0 ,0 ), 7/(1,2).

26) F  = xi  + y j ,  / :  отрезок AW, A /(l,0 ), 7 /(0 ,3).

2 _
27) F  = ( x y - x ) i  + — j ,  l \  у  = 2-Jx, M ( 0,0), 7/(1,2).

28) F  = - x J  + yj ,  I: x 2 + = 1 (jc > 0, у  > 0), A f(l,0), W(0,3).

29) F  = - y T  + xj,  I : y  = x 3, M ( 0,0), Л^(2,8).

30) F  = (*2 - y 2)7  + (x2 + y 2)7 , / :  ^  + 7 Г  = 1 M 3’0) ’ ^ ( -3 ,0 ) .

31) F  = { x ~ y ) i  + j ,  l : x 2 + y 2 =4 ( y > 0 ) ,  M(2 ,0) ,  N ( - 2,0).

Задача №2.

Найти циркуляцию векторного поля а  вдоль контура I (в направлении, 

соответствующем возрастанию параметра t).

      •л —
1) a = y i  —xj + z к ,  I :

42 4~2
х  = — cost, у  = — cos;, 

2 2
z = sin ;.

- .л -  2 3 -  -  t  i \ x  = y i c o s t ,  y  = l f4smt,2) a = - x  y  i + j + z k ,  I-A '
z  = 3.

3) a = ( y - z ) i  + ( z - x ) j  + ( x - y ) k ,  1:

4) a = x 2i + y j  - z k ,  I

X  = cos;, у  = sin;, 

z = 2(1-c o s ;) .

jc =  c o s / ,  y  =  { 4 2 s m t ^ j 2 ,  

z  = {\[2cost^j2.

5) a = ( y - z ) i  + ( z - x ) j  + ( х - у ) к ,  I

6) a  = 2yi  - 3 x j  + x k ,  I:

jc = 4cos;, y = 4sin;, 
z = l -co s ; .

x ~ 2 c o s t ,  у  = 2sin;, 

z = 2 - 2 c o s ; - 2 s in ; .
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7) a = 2zi - x j  + yk,  I :

8) a -  y i  -  xj + zk , /:

9) a -  xi + z2/  + yk,  I :

10) a = 3 y i  -  3 xj + x k , I :

x = 2cos/, j  = 2sin/, 
z = l.

x - c o s t , j  = sin/, 
z = 3.

* = cos/, j  = 2sin/, 
z = 2 c o s / -2 s in ? - l .

x = 3cost, y  = 3sin/, 
z = 3 -3 c o s / -3 s in f .

_  2 3 - , - - ,  r  / \ x  = ' j2cos t ,y  = -j2smt,11) a = - x  у i + 2 j  +xzk,  l:<
z = 1.

12) a = 6zi  - x j  + xyk , / :

13) a = zi  + y 2 j  -  x k , I :

14) a =x i  + 2z 2j  + yk,  I:

* = 3cos/, j> = 3sinr, 
z = 3.

[jc = V2cos/, _y = 2sin/, 

| z = л/2 cost.

x = cost, j  = 3sinf, 
z = 2 c o s / -3 s in / -2 .

, 5) a . V - l S j  + yi ,  У f
3 [z = c o s /- ( s in ? ) /3 - l /4 .

16) a = 4 y i  -3 xj  +xk, 1:
x = 4 cos/, jy = 4sin/, 
z = 4 -  4cos/-4sin /.

jc = 5cos/, у  = 5sin/, 
z = 4.

x = 2cos/, y =  2sin/, 
z = 0.

17) о = - z /  - x j  + xzk, / :

18) a = z/ +x/ + ,y£, / :

19) a = ( y - z ) T  + ( z - x ) J  + ( x - y ) k ,  I:

20) a = 2_yi - z j  + xk,  1:

* = 3cos/, y = 3sin/, 

z = 2 ( l -co s /) .

x = cost,  y  = smt,  

z = 4 - c o s / - s in / .
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-  -  -  2Г , U=-COSf, J> = silU#
21) a - x z i  + xj + z k,  1:<

z = smt.

? -j- _ — x = cosf, y = sinJ,
22) a = —x  y  i +3 j  +y k ,  /:■{ , x

z  = 5.

23) a  =  7zl -  xj + y z k , I :
jc =  6 c o s t, y  = 6sin/, 

z  = 1/3.

-  -  2 r  , U  = cosr,j» = sinf,
24) a  = луг + xj + у  к,  1 :<

25) a = x i  -  z 2j  + yk ,  I:

z = smt.

* = 2cos t, у  = 3sin<, 

z = 4 c o s J - 3 s in / - 3 .

26) a = ( y - z ) i  + ( z - x ) j  + ( x - y ) k ,  I:
x  = 2cost,  y  = 2sin/, 

z = 3 ( l-c o s f) .

27) a — b T - j + Л ,  / ; { - = H A p H A
[z = 8.

_e 4 _  -7- .  2— . r  , U  = cos/,y  = 4sinr,
2 8 ) а = х г - 3 г  i + y k ,

[z = 2cos?-4 sin *  + 3.

_  -r _ 2— 7- , (x = 3cosf, y  = 4sin/,
2 9 ) а = л г г - 2 г  j + y k ,

[z = 6 c o s /-4 s in /  + l.

2 о - -  f;c = 2cos/, v = 2sin?,
30) a = - x  у  i + Aj  +xk ,  I у  X

31) a = y i  / 3 - 3 xj +хк,  I:

z = 4.

* = 2cos t, y  = 2sin/, 

z = l - 2 c o s / - 2 s in ? .

Задача №3.

Найдите модуль циркуляции векторного поля а  вдоль контура / . 

Г г- f * W = l ,1) а - [ х 2 - y ' j i + x j +к ,  1: j *  +

_  -  — — \ z  = 5(x2 + у 2) -1 ,
2) а = xzi -  j  + у к , 1: < V /

z = 4.
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■ £ = Z  +  l (  +  X 1

ll = z*Z + zx z \
■ I ‘yx£ + fzg + i/fjj = v  (W

•| = Z3 —f £ -r ]
: /  •*'fz  + / / + r a — <>(п

«z =  r r : / ‘l zz + f x£-l<<Z = 2 ( Z I
•I = z |

•£ = z l

‘t+( / +tx)z=z
:/  ‘уЛх- f z  + ixf? — v  ( n

= / +  x : /  ‘2 z* + £ - M c = 2 ( 01
1 Z" ‘ z

•(0 < * ) I = / + £ * ]  

‘* = г2 + /  + гг

- J  =  Z + , f  +  X  

‘6 = / + г*

• (0 < z ) 9 1 = ^ + ^ ]  

‘^ = z z  +  z /f +  z x

: /  ‘p - / ( x - I) + 2 ^  = » (6 

: / ‘yzx + & f + iXx = а (g

: / ‘ y^X + £z rZ + i Zl{ = £  (L

-p = z \

‘H z ^  + Zx ) e = z
; i ‘ yZz  + f x  -  p (  = v  (9

I = z

•I = Z + (f + xl
^  ? :  /  ‘  Y X  -  f z ( +  I X - V  ( f r

1 = z г* J -  ~  "

■(0 < 2 ) б = / + гг |

‘̂ = W + ZXJ
: / ‘ y<<x + /zx£ + »af = r  (£



16) a = ( x - y ) i  +xj  + z  к,  I:
x 2 + y 2 - 4 z 2 = 0,

z  = —. 
2

17) a =xz i  -  j  + y k ,  I :

18) a - 2 y z i  +xzj  - x 2к , /

19) a — Axi  — yzj  + xk

20) a = —y i  + 2 j  + к ,  I:

21) a =  y i  +3xj  + z 2k ,  I:

2 =  1.

j x 2 +  y 2 + z 2 =  25, 

[jc2 + JH2 = 9 (z > 0).

к ,  / :  P  + ̂ =1>
[x + у  + z  = l.

x2 + y 2 -  z 2 = 0, 

z  — 1.

2Г /• U  = x2 + y 2 - l ,
2 = 3.

22) a = 2yz/ + zcr/ + y 2&, / :
J x 2 + у 2 + z 2 = 25, 

[л2 + у 2 = 16 (z > 0).

(2 2 
* + .У 4,

jc + y  + z = l.

24) a = - у /  + x j  + 3z2£ , /  :

25) a  = y i  -  xj  + 2 z k , I :

26) a = x 2i + yzj  + 2z£, / :

pc2 + y2 + z 2 = 9, 

|л:2 + у 2 =1 (z > 0 ) .

x 2 + y 2 ~  = 0,
4

2 =  2 .

[jc2 + y 2 + z2 = 25,

I z =  4.

-  -  2-  I z  =  4 ( * 2 + y 2) +  2,
27) a  = уг - 2л/ + z к,  I: { V >

z =  6.



28) a = 3 z i  -  2yj  + 2y k , I :

29) a = [x + y ) i  -  xj + 6 k , I:

30) a = M + 3xj + 3xzk , I :

3 1) a = yzi  - x z j  + x y k , / :

. Jx2 + y 2 = 4,
2 x - 3 y - 2 z  = l.

T  j x 2 +  y 2 =  1,
\ z  = 2.

x 2 + y 2 -  z 2 = 0, 

z  = 3.

x2 + + г2 = 9,

x 2 + у 2 = 9.
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