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Îïðåäåëåíèÿ

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x̄ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

� íóëè âåêòîðíîãî ïîëÿ f(x) : f(x̄) = 0;
� òî÷êà ê êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
èç åå ε îêðåñòíîñòè

� òî÷êà äëÿ êîòîðîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
∂fi
∂xj

ðàâåí íóëþ (fi, xj-êîìïîíåíòû âåêòîð ôóíêöèè f è
âåêòîðà x);
� òî÷êà äëÿ êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû
∂fi
∂xj

ðàâíû íóëþ fi, xj-êîìïîíåíòû âåêòîð

ôóíêöèè f è âåêòîðà x).

Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
T , 0 < T < ∞, òàêîå, ÷òî x(T ) = x(t + T ) äëÿ âñåõ t
íàçûâàþòñÿ
� ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè;
� óñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè;
� íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè;
� ïåðèîäè÷åñêè âûðîæäåííûìè ìíîæåñòâàìè.

Åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè x̄ èç U
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V1 ⊂ V òàêàÿ, ÷òî ëþáîå
ðåøåíèå x(x0, t) c x0 ∈ V îïðåäåëåíî è ëåæèò â V ïðè
âñåõ t > 0, òî òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ
� óñòîé÷èâîé
� íåóñòîé÷èâîé
� àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé
� íåéòðàëüíî óñòîé÷èâîé

Òî÷êà íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè
� Df(x̄) íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ íóëåâîé
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
� Df(x̄) íå èìååò ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
� Df(x̄) íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ âåùåñòâåí-
íûìè ÷àñòÿìè ðàçíûõ çíàêîâ
� Df(x̄) íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ âåùåñòâåí-
íûìè ÷àñòÿìè îäíîãî çíàêà çíàêîâ

Ïóñòü φ - ïîòîê â Rn, ïîðîæäàåìûé íåëèíåéíûì
âåêòîðíûì ïîëåì f(x). Ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ ⊂ Rn
ðàçìåðíîñòè n−1 âûáðàíà òàê, ÷òîáû ïîòîê â êàæäîé
òî÷êå åé òðàíñâåðñàëåí. Òîãäà ïåðâûé âîçâðàò, èëè
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P : U → Σ îïðåäåëÿåòñÿ
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè q ∈ U êàê
� P (q) = φτ (q), ãäå τ = τ(q) � âðåìÿ, òðåáóþùååñÿ
äëÿ òîãî, ÷òîáû îðáèòà φτ (q) ñ áàçîé â òî÷êå q âïåðâûå
âåðíóëàñü íà Σ;
� P (q) = Dφt(q)q, ãäå Dφt - ìàòðèöà ßêîáè äëÿ
âåêòîð-ôóíêöèè ïîòîêà phit, âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå q;
� P (q) = φτ (q), ãäå τ = T (p) � ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòû;
� P (q) = Dφt(p)q, ãäå Dφt - ìàòðèöà ßêîáè äëÿ
âåêòîð-ôóíêöèè ïîòîêà φt, âû÷èñëåííàÿ â ãèïåðáîëè-
÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êå p.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè

íàçûâàþòñÿ
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöû eTR,
Ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-

íèé X(t) = Z(t)etR ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ãäå
Z(t) = Z(t+ T ), T - ïåðèîä çàìêíóòîé îðáèòû.
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöû R,
Ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé X(t) = Z(t)etR ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ãäå
Z(t) = Z(t+ T ), T - ïåðèîä çàìêíóòîé îðáèòû.
� ñîáñòâåííûå âåêòîðà ïîñòîÿííîé ìàòðèöû eTR,
Ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé X(t) = Z(t)etR ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ãäå
Z(t) = Z(t+ T ), T - ïåðèîä çàìêíóòîé îðáèòû;
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû etR, Ïîëó÷àåìîé èç
ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé X(t) = Z(t)etR

ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè íàçûâà-
þòñÿ
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöû R,
Ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé X(t) = Z(t)etR ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ãäå
Z(t) = Z(t+ T ), T - ïåðèîä çàìêíóòîé îðáèòû.
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöû eTR,
Ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé X(t) = Z(t)etR ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ãäå
Z(t) = Z(t+ T ), T - ïåðèîä çàìêíóòîé îðáèòû.
� ñîáñòâåííûå âåêòîðà ïîñòîÿííîé ìàòðèöû R,
Ïîëó÷àåìîé èç ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé X(t) = Z(t)etR ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ãäå
Z(t) = Z(t+ T ), T - ïåðèîä çàìêíóòîé îðáèòû;
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû etR, Ïîëó÷àåìîé èç
ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé X(t) = Z(t)etR

ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû.

Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé äëÿ ïîòîêà

φt, åñëè
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî t òàêîå, ÷òî φt(U) ∩ U 6= ∅;
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ÷èñëî t òàêîå, ÷òî φt(U) ∩ U 6= ∅;
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ÷èñëî t òàêîå, ÷òî φt(U) ∪ U = ∅;
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ÷èñëî t òàêîå, ÷òî φt(U) ∪ U 6= ∅.

Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé äëÿ îòîá-

ðàæåíèÿ G, åñëè
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî n > 0 òàêîå, ÷òî Gn(U)∩U 6= ∅;
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî n > 0 òàêîå, ÷òî Gn(U)∩U = ∅;
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî n > 0 òàêîå, ÷òî Gn(U)∪U = ∅;
� äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íàéäåòñÿ ñêîëü
óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî n > 0 òàêîå, ÷òî Gn(U)∪U 6= ∅.

Òî÷êà ð íàçûâàåòñÿ ω�ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ x,
åñëè
� ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè φt1(x), φt2(x), ... íà îðáèòå
ñ áàçîé â x, ÷òî φti(x)→ p è t→∞.
� ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé
φti(x)→ p è t→ −∞
� ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè φt1(x), φt2(x), ... íà îðáèòå
ñ áàçîé â x, ÷òî φti(x)→ 0 è t→ −∞.
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� ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè φt1(x), φt2(x), ... íà îðáèòå
ñ áàçîé â x, ÷òî φti(x)→ 0 è i→∞.

Òî÷êà ð íàçûâàåòñÿ α�ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ x,
åñëè
� ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè φt1(x), φt2(x), ... íà îðáèòå
ñ áàçîé â x, ÷òî φti(x)→ p è t→ −∞.
� ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé
φti(x)→ p è t→∞
� ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè φt1(x), φt2(x), ... íà îðáèòå
ñ áàçîé â x, ÷òî φti(x)→ 0 è t→ −∞.
� ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè φt1(x), φt2(x), ... íà îðáèòå
ñ áàçîé â x, ÷òî φti(x)→ 0 è i→∞.

Çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ∈ Rn
íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì, åñëè
ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü U ýòîãî ìíîæåñòâà
òàêàÿ, ÷òî
� φt(x) ∈ U äëÿ t ≥ 0 è φt(x) → A ïðè t → ∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U
� φt(x) ∈ U äëÿ t ≥ 0 è φt(x) → A ïðè t → −∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U .
� φt(x) ∈ U äëÿ t ≤ 0 è φt(x) → A ïðè t → −∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U ;
� φt(x) → p äëÿ t ≥ 0 è φt(x) → A ïðè t → ∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U

Îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ

� ìíîæåñòâî
⋃
t≤0

φt(U), ãäå φt(x) ∈ U äëÿ t ≥ 0 è

φt(x)→ A ïðè t→∞ äëÿ âñåõ x ∈ U ;
� ìíîæåñòâî

⋃
t≥0

φt(U), ãäå φt(x) ∈ U äëÿ t ≥ 0 è

φt(x)→ A ïðè t→∞ äëÿ âñåõ x ∈ U ;
� ìíîæåñòâî U , òàêîå ÷òî φt(x) ∈ U äëÿ t ≤ 0 è
φt(x)→ A ïðè t→ −∞ äëÿ âñåõ x ∈ U ;
� ìíîæåñòâî U , òàêîå ÷òî φt(x) → p äëÿ t ≥ 0 è
φt(x)→ A ïðè t→∞ äëÿ âñåõ x ∈ U .

Çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ∈ Rn íà-
çûâàåòñÿ Îòòàëêèâàþùèì ìíîæåñòâîì, åñëè
ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü U ýòîãî ìíîæåñòâà
òàêàÿ, ÷òî
� φt(x) ∈ U äëÿ t ≤ 0 è φt(x) → A ïðè t → −∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U ;
� φt(x) ∈ U äëÿ t ≥ 0 è φt(x) → A ïðè t → −∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U ;
� φt(x) ∈ U äëÿ t ≥ 0 è φt(x) → A ïðè t → ∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U ;
� φt(x) → p äëÿ t ≥ 0 è φt(x) → A ïðè t → ∞ äëÿ
âñåõ x ∈ U .

Îáëàñòüþ çàõâàòà íàçûâàåòñÿ
� çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî D ⊂ Rn òàêîå, ÷òî
φt(D) ⊂ D äëÿ âñåõ t > 0;
� çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî D ⊂ Rn òàêîå, ÷òî
φt(D) ⊂ D äëÿ âñåõ t < 0;
� çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî D ⊂ Rn òàêîå, ÷òî
φt(D) ∩D = � äëÿ âñåõ t > 0;
� çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî D ⊂ Rn òàêîå, ÷òî
φt(D) ∪D = � äëÿ âñåõ t > 0.

Àòòðàêòîðîì íàçâàåòñÿ
� ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïëîòíóþ
îðáèòó;
� îòòàëêèâàþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïëîòíóþ
îðáèòó;
� ìíîæåñòâî U , òî÷êè êîòîðîãî ïîïàäàþò â ïðèòÿãè-
âàþùåå ìíîæåñòâî;
� ìíîæåñòâî U , òî÷êè êîòîðîãî ïîïàäàþò â îòòàëêè-
âàþùåå ìíîæåñòâî;

Ðåïåëëåðîì íàçâàåòñÿ
� îòòàëêèâàþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïëîòíóþ
îðáèòó;
� ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïëîòíóþ
îðáèòó;
� ìíîæåñòâî U , òî÷êè êîòîðîãî ïîïàäàþò â ïðèòÿãè-
âàþùåå ìíîæåñòâî;
� ìíîæåñòâî U , òî÷êè êîòîðîãî ïîïàäàþò â îòòàëêè-
âàþùåå ìíîæåñòâî;

Ïóñòü F ∈ Cr(Rn), r, k ∈ Z+, k ≤ r è ε > 0. G
íàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèåì êëàññà Ck è âåëè÷èíû

ε > 0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
K ⊂ Rn, ÷òî F = G íà ìíîæåñòâå Rn −K è äëÿ âñåõ
òàêèõ (i1, ..., in), äëÿ êîòîðûõ i1 + ... + in = i ≤ k
âûïîëíåíî

�

∣∣∣∣ ∂i(F −G)

∂xi11 ...∂x
in
n

∣∣∣∣ < ε;

�

∣∣∣∣ ∂i(F −G)

∂xi11 ...∂x
in
n

∣∣∣∣ ≥ ε;
�

∣∣∣∣ ∂i(F −G)

∂xi11 ...∂x
in
n

∣∣∣∣→ 0 ïðè 0 < ε� 1;

�

∣∣∣∣ ∂i(F −G)

∂xi11 ...∂x
in
n

∣∣∣∣→∞ ïðè 0 < ε� 1.

Äâà îòîáðàæåíèÿ F,G êëàññà Cr íàçûâàþòñÿ Ck -
ýêâèâàëåíòíûìè èëè Ck - ñîïðÿæåííûìè (k ≤ r),
åñëè
� ñóùåñòâóåò òàêîé Ck - äèôôåîìîðôèçì h, ÷òî
h ◦ F = G ◦ h;
� îíè ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè;
� ñóùåñòâóåò òàêîé Ck�äèôôåîìîðôèçì h, ÷òî
h ◦ F ⊂ G ◦ h;
� ñóùåñòâóåò òàêîé Ck�äèôôåîìîðôèçì h, ÷òî
h ◦ F 6= G ◦ h;

Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ f , g êëàññà Cr íàçûâàþòñÿ
Ck - ýêâèâàëåíòíûìè (k ≤ r), åñëè ñóùåñòâóåò
Ck�äèôôåîìîðôèçì h,
� ïåðåâîäÿùèé îðáèòû φfr (x) ïîëÿ f â îðáèòû φgr(x)
ïîëÿ g è ñîõðàíÿþùèé èõ îðèåíòàöèè, íî íå îáÿçà-
òåëüíî ñîõðàíÿþùèé ïàðàìåòðèçàöèþ ïî âðåìåíè;
� ïåðåâîäÿùèé îðáèòû φfr (x) ïîëÿ f â îðáèòû φgr(x)
ïîëÿ g è ñîõðàíÿþùèé èõ îðèåíòàöèè è ïàðàìåòðèçà-
öèþ ïî âðåìåíè;
� ïåðåâîäÿùèé îðáèòû φfr (x) ïîëÿ f è îðáèòû φgr(x)
ïîëÿ g â íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî;
� ïåðåâîäÿùèé îðáèòû φfr (x) ïîëÿ f â îðáèòû φgr(x)
ïîëÿ g.

Îòîáðàæåíèå F ∈ Cr(Rn) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî
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óñòîé÷èâûì, åñëè
� ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ëþáîå âîçìóùåíèå F
êëàññà C1 è âåëè÷èíû ε òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
F ;
� ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ëþáîå âîçìóùåíèå F
êëàññà Ck è âåëè÷èíû ε òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
F ;
� íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ε > 0, ÷òî ëþáîå âîçìóùåíèå
F êëàññà Ck è âåëè÷èíû ε òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî F ;
� ñóùåñòâóåò òàêîå ε � 1, ÷òî ëþáîå âîçìóùåíèå F
êëàññà C1 è âåëè÷èíû ε òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
F ;

Òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùèå ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå
òî÷êè íàçûâàþòñÿ
� ãåòåðîêëèííûìè îðáèòàìè;
� ãîìîêëèííûìè îðáèòàìè;
� ðåïåëëåðàìè;
� àòòðàêòîðàìè.

Òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùèå íåïîäâèæíóþ òî÷êó
ñàìó ñ ñîáîé íàçûâàþòñÿ
� ãîìîêëèííûìè îðáèòàìè;
� ãåòåðîêëèííûìè îðáèòàìè;
� ðåïåëëåðàìè;
� àòòðàêòîðàìè.

Ãîìîêëèííûìè öèêëàìè íàçûâàþòñÿ
� çàìêíóòûå ïóòè, îáðàçîâàííûå ãåòåðîêëèííûìè
îðáèòàìè;
� çàìêíóòûå ïóòè, îáðàçîâàííûå ãîìîêëèííûìè
îðáèòàìè;
� ñîâîêóïíîñòü ãîìîêëèííûõ îðáèò;
� çàìêíóòûå òðàåêòîðèè.

Èíäåêñîì çàìêíóòîé êðèâîé C, íå ñîäåðæàùåé
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî k
òàêîå, ÷òî ïðè îáõîäå òî÷êè p = (x, y) ∈ C êðèâîé
C ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âåêòîð (f(x, y), g(x, y))
ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë
� 2πk;
� k;
� πk;
� πk/2.

Ñèñòåìà Ìîðñà-Ñìåéëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè
� ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
êîíå÷íî è âñå îíè ãèïåðáîëè÷íû; âñå óñòîé÷èâûå è
íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåð-
ñàëüíî;íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò òîëüêî èç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;
� ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
áåñêîíå÷íî è âñå îíè ãèïåðáîëè÷íû; âñå óñòîé÷èâûå è
íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåð-
ñàëüíî;íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò òîëüêî èç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;
� ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îð-
áèò êîíå÷íî è âñå îíè ãèïåðáîëè÷íû; óñòîé÷èâûå
è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ;íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò òîëüêî èç

íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;
� ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
÷åòíî è âñå îíè ãèïåðáîëè÷íû; âñå óñòîé÷èâûå è
íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåð-
ñàëüíî;íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò òîëüêî èç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.

Êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå ðåøåíèé,
âûçâàííûå èçìåíåíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â
óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàçûâàþòñÿ
� áèôóðêàöèÿìè;
� òîïîëîãè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ;
� àòòðàêòîðàìè;
� ñêà÷êàìè.

Êîðàçìåðíîñòüþ áèôóðêàöèè ÿâëÿåòñÿ
� íàèìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðà-
ìåòðîâ, êîòîðîå ñîäåðæèò äàííóþ áèôóðêàöèþ â
óñòîé÷èâîé ôîðìå;
� íåêîòîðîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå äàííóþ áèôóð-
êàöèþ â óñòîé÷èâîé ôîðìå;
� ìíîæåñòâî áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû;
� ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû.

Äåôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ
� íåêîòîðîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå äàííóþ áèôóð-
êàöèþ â óñòîé÷èâîé ôîðìå;
� íàèìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðà-
ìåòðîâ, êîòîðîå ñîäåðæèò äàííóþ áèôóðêàöèþ â
óñòîé÷èâîé ôîðìå;
� ìíîæåñòâî áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû;
� ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû.

Óðàâíåíèå Äóôôèíãà èìååò âèä
� ẍ+ δẋ− x+ x3 = γp(t);
� ẍ+ δẋ− x+ x2 = γp(t);
� ẍ+ αφ(x)ẋ+ x = βp(t);
� ẍ+ αẋ2 + x = βp(t)

Óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ èìååò âèä
� ẍ+ αφ(x)ẋ+ x = βp(t);
� ẍ+ δẋ− x+ x2 = γp(t);
� ẍ+ δẋ− x+ x3 = γp(t);
� ẍ+ αẋ2 + x = βp(t)

Óðàâíåíèå Ëîðåíöà èìååò âèä

�


ẋ = σ(y − x),
ẏ = ρx− y − xz,
ż = −βz + xy;

σ, ρ, β > 0;

� ẍ+ δẋ− x+ x2 = γp(t);
� ẍ+ δẋ− x+ x3 = γp(t);
� ẍ+ αẋ2 + x = βp(t)

Òåîðåìû

Òåîðåìà î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèé óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðî-
ãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâîà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
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U ⊂ Rn, íåïðåðâûíî äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæå-
íèÿ f : M → TM è x0 ∈ U .
� ñóùåñòâóþò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c > 0 è
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ(x0, ·) : (−c, c) → U , óäîâëå-
òâîðÿþùåå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ẋ = f(x)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0.
� ñóùåñòâóþò ε > 0 è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
φ(x0, ·) ∈ U , òàêîå ÷òî ẋ = f(x) äëÿ âñåõ |x− x0| < ε .
� ñóùåñòâóþò ε > 0 è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
φ(x0, ·) : U → Rn, òàêîå ÷òî ẋ = f(x) äëÿ âñåõ
|x− x0| < ε .
� âñåãäà íàéäåòñÿ φ(x0, ·) : U → Rn, òàêîå ÷òî
ẋ = f(x) äëÿ x(0) = x0.

Òåîðåìà. Ïóñòü x̄ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ
ẋ = f(x), V : W → Rn � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè W ⊆ U òî÷êè
x̄. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè:
� (i) V (x̄) = 0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii) V̇ (x) ≤ 0 â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè W − {x̄}
� (i) V (x̄) = x0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii)
V̇ (x) ≤ V̇ (x0) â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè W − {x̄}
� (i) V (x̄) = 0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii) V̇ (x) ≥ 0
� (i) V (x̄) = 0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii) V̇ (x) ≥ 0 â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè W − {x̄}

Òåîðåìà. Ïóñòü x̄ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ
ẋ = f(x), V : W → Rn � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè W ⊆ U òî÷êè
x̄. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà,
åñëè:
� (i) V (x̄) = 0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii) V̇ (x) ≤ 0 â
W − {x̄}
� (i) V (x̄) = x0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii)
V̇ (x) ≤ V̇ (x0) â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè W − {x̄}
� (i) V (x̄) = 0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii) V̇ (x) ≥ 0
� (i) V (x̄) = 0 è V (x) > 0 äëÿ x 6= x̄; (ii) V̇ (x) ≤ 0 â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè W − {x̄}

Òåîðåìà Õàðòìàí-Ãðîáìàíà. Cóùåñòâóåò ãîìåî-
ìîðôèçì h, îïðåäåëåííûé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U
òî÷êè x̄ â Rn, ëîêàëüíî ïåðåâîäÿùèé îðáèòû íåëèíåé-
íîãî ïîòîêà φt óðàâíåíèÿ

ẋ = f(x), x ∈ Rn, x(0) = x0

â îðáèòû ëèíåéíîãî ïîòîêà etDf(x̄) óðàâíåíèÿ

ξ̇ = Df(x̄)ξ, ξ ∈ Rn,

ãäå Df = [∂fi/∂xj ] � ìàòðèöà ßêîáè, åñëè
� Df(x̄) íå èìååò íóëåâûõ èëè ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;
� âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Df(x̄)
îòðèöàòåëüíû;
� âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Df(x̄)
ïîëîæèòåëüíû;
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Df(x̄) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äîïóñòèì, ÷òî óðàâíåíèå
ẋ = f(x) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó x̄. Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå óñòîé÷èâîå è

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿW s
loc,W

u
loc, èìåþùèå òå æå

ðàçìåðíîñòè ns, nu, ÷òî è ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà
Es, Eu ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ξ̇ = Df(x̄)ξ, è
� êàñàþùèåñÿ Es, Eu â òî÷êå x̄.
� îðòàãîíàëüíûå Es, Eu â òî÷êå x̄.
� êàñàþùèåñÿ Es, Eu âî âñåõ èõ òî÷êàõ.
� ïåðåñåêàþùèõ Es, Eu ïî ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó x̄.

Òåîðåìà Õàðìàíà-Ãðîáìàíà. Ïóñòü G : Rn → Rn
- C−1-äèôôåîìîðôèçì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé x̄.
� Òîãäà ñóùåñòâóåò ãåîìîðôèçì h, îïðåäåëåííûé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x̄, òàêîé ÷òî
h(G(ξ)) = DG(x̄)h(ξ) äëÿ âñåõ ξ ∈ U ;
� Òîãäà ñóùåñòâóåò ãåîìîðôèçì h, îïðåäåëåííûé
íà âñåé U , òàêîé ÷òî h(G(ξ)) = DG(x̄)h(ξ) äëÿ âñåõ
ξ ∈ U ;
� Òîãäà ñóùåñòâóåò ãåîìîðôèçì h, îïðåäåëåííûé â
íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x̄, òàêîé
÷òî h(G(ξ)) = DG(x̄)h(ξ) äëÿ âñåõ ξ ∈ U ;
� Òîãäà ñóùåñòâóåò ãåîìîðôèçì h, îïðåäåëåííûé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x̄, òàêîé ÷òî
h(G(ξ)) = G(h(ξ)) äëÿ âñåõ ξ ∈ U .

Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïóñòü G : Rn → Rn - C−1-
äèôôåîìîðôèçì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé
òî÷êîé x̄.
� Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå óñòîé÷èâîå è
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s

loc(x̄), Wu
loc(x̄), êàñà-

þùèåñÿ â òî÷êå x̄ ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ Es, Eu

îòîáðàæåíèÿ DG(x̄) è èìåþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçìåðíîñòè.
� Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå óñòîé÷èâîå è
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s

loc(x̄), Wu
loc(x̄), îðòî-

ãîíàëüíûå â òî÷êå x̄ ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ Es,
Eu îòîáðàæåíèÿ DG(x̄) è èìåþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçìåðíîñòè.
� Òîãäà ñóùåñòâóþò ãëîáàëüíûå óñòîé÷èâîå è
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(x̄), Wu(x̄), êàñàþ-
ùèåñÿ â òî÷êå x̄ ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ Es, Eu

îòîáðàæåíèÿ DG(x̄) è èìåþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçìåðíîñòè.
� Òîãäà íå ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûõ óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé, êàñàþùèõñÿ â òî÷êå x̄
ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ Es, Eu îòîáðàæåíèÿ DG(x̄).

Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà. Âñÿêîå íåïó-
ñòîå êîìïàêòíîå ω- èëè α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
ïëîñêîãî ïîòîêà, íå ñîäåðæàùåå íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
ÿâëÿåòñÿ
� çàìêíóòîé îðáèòîé;
� àòòðàêòîðîì;
� ðåïåëëåðîì;
� îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ.

Êðèòåðèé Áåíäèêñîíà. Åñëè â íåêîòîðîé îäíî-

ñâÿçíîé îáëàñòè D ⊂ R2 âûðàæåíèå
∂f

∂x
+
∂g

∂y
íå ðàâíî

íóëþ òîæäåñòâåííî è íå èçìåíÿåò çíàêà, òî óðàâíåíèå

ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y),
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� íå èìååò çàìêíóòûõ îðáèò, öåëèêîì ëåæàùèõ â D;
� èìååò çàìêíóòûå îðáèòû, öåëèêîì ëåæàùèõ â D;
� íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê â D;
� èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè â D.

Òåîðåìà. Ãðàäèåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, åñëè
� âñå èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ãèïåðáîëè÷íû è âñå ïå-
ðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
òðàíñâåðñàëüíû;
� âñå èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ãèïåðáîëè÷íû;
� âñå ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé òðàíñâåðñàëüíû;
� âñå èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè ãèïåðáîëè÷íû, à óñòîé-
÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà. Âíóòðè ëþáîé çàìêíóòîé îðáèòû γ
ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Åñëè
âñå òàêèå òî÷êè ãèïåðáîëè÷íû, òî
� ÷èñëî èõ íåîáõîäèìî íå÷åòíî (2n + 1), âêëþ÷àÿ n
ñåäåë è n+ 1 èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ;
� ÷èñëî èõ íåîáõîäèìî ÷åòíî (2n), âêëþ÷àÿ n ñåäåë
è n èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ;
� ÷èñëî èõ íåîáõîäèìî íå÷åòíî (2n + 1), âêëþ÷àÿ
n+ 1 ñåäåë è n èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ;
� ÷èñëî èõ íåîáõîäèìî íå÷åòíî (4n + 1), âêëþ÷àÿ
2n+ 1 ñåäåë è n èñòî÷íèêîâ è n ñòîêîâ.

Òåîðåìà Ïåéóñîòî. Âåêòîðíîå ïîëå êëàññà Cr íà
êîìïàêòíîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M2 ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
� (1) ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è çàìêíóòûõ îðáèò
êîíå÷íî è âñå îíè ãèïåðáîëè÷íû; (2) íå ñóùåñòâóåò
îðáèò, ñîåäèíÿþùèõ ñåäëîâûå òî÷êè; (3) íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò ëèøü èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.
� (1) ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è çàìêíóòûõ îðáèò
êîíå÷íî; (2) â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ãåòåðîêëèííûå
îðáèòû; (3) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò ëèøü
èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.
� (1) ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ÷åòíî; (2) â ñèñòåìå
ïðèñóòñòâóþò ãåòåðîêëèííûå îðáèòû; (3) íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò ëèøü èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.
� (1) ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê è çàìêíóòûõ îðáèò
êîíå÷íî è âñå îíè ãèïåðáîëè÷íû; (2) íå ñóùåñòâóåò
îðáèò, ñîåäèíÿþùèõ ñåäëîâûå òî÷êè

Òåîðåìà î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ ïî-

òîêîâ. Ïóñòü f � âåêòîðíîå ïîëå â Rn êëàññà Cr,
èñ÷åçàþùåå â íà÷àëå êîîðäèíàò (f(0) = 0), ïîëîæèì
A = Dxfµ(0). Ðàçîáüåì ñïåêòð A íà òðè ÷àñòè: σs, σc,
σu, ãäå

Reλ


< 0, åñëè λ ∈ σs,
= 0, åñëè λ ∈ σc,
> 0, åñëè λ ∈ σu.

Îáîçíà÷èì (îáîáùåííûå) ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà
äëÿ σs, σc, σu êàê E

s, Ec, Eu ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
� ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðà-
çèÿWu èW s êëàññà Cr, êàñàþùèåñÿ Eu è Es â íà÷àëå
êîîðäèíàò, à òàêæå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå W c

êëàññà Cr−1, êàñàþùååñÿ Ec â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ìíî-

ãîîáðàçèÿ Wu, W s è W c èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ïîòîêà f . Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ
åäèíñòâåííû, à öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò
áûòü íååäèíñòâåííûì.
� ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãî-
îáðàçèÿ Wu è W s êëàññà C0, êàñàþùèåñÿ Eu è Es

â íà÷àëå êîîðäèíàò, à òàêæå öåíòðàëüíîå ìíîãî-
îáðàçèå W c êëàññà Cr−1, êàñàþùååñÿ Ec â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ìíîãîîáðàçèÿ Wu, W s è W c èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ïîòîêà f . Óñòîé÷èâîå, íåóñòîé÷èâîå è
öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèÿ åäèíñòâåííû.
� ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå è öåíòðàëü-
íîå ìíîãîîáðàçèÿ Wu, W s, W cêëàññà Cr, êàñàþùèåñÿ
Eu, Es è Ec â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ìíîãîîáðàçèÿ Wu,
W s è W c èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîòîêà f . Óñòîé-
÷èâîå, íåóñòîé÷èâîå è öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèÿ íå
åäèíñòâåííû.
� ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîá-
ðàçèÿ Wu è W s êëàññà Cr, êàñàþùèåñÿ Eu è Es â
íà÷àëå êîîðäèíàò, à òàêæå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå
W c êëàññà C0, êàñàþùååñÿ Ec â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òåîðåìà. Åñëè òî÷êà x = 0 â ñèñòåìå ẋ = Bx +
f(x, h(x)) ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî è
íà÷àëî êîîðäèíàò â ñèñòåìå

ẋ = Bx+ f(x, y)
ẏ = Cy + g(x, y)

(x, y) ∈ Rn× Rm,

� òàêæå ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà;
� ëîêàëüíî óñòîé÷èâà;
� ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà;
� íåóñòîé÷èâà.

Òåîðåìà. Åñëè ìîæíî íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ ψ(x),
äëÿ êîòîðîé φ(0) = Dφ(0) = 0 è N(φ(x)) = O(|x|p)
ïðè |x| → 0 äëÿ íåêîòîðîãî p > 1, òî
� h(x) = φ(x) +O(|x|p) ïðè |x| → 0;
� h(x) = φ(p) +O(|x|p) ïðè |x| → 0;
� h(x) = N(φ(x)) +O(|x|p) ïðè |x| → 0;
� h(x) = Dφ(x) +O(|x|p) ïðè |x| → ∞.

Òåîðåìà î íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïóñòü ẋ = f(x)
- ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êëàññà Cr,
f(0) = 0, Df(0) = L. Âîçüìåì äîïîëíåíèå Gk ê
adL(Hk) â Hk òàê, ÷òî Hk = adL(Hk) + Gk. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ çàìåíà êîîðäèíàò â
îêðåñòíîñòè íà÷àëà, ïðåîáðàçóþùàÿ äàííóþ ñèñòåìó
ê âèäó
� ẏ = g(y) = g(1)(y) + g(2)(y) + ... + g(r)(y) + Rr, ãäå
L = g(1)(y) è g(k) ∈ Gk äëÿ 2 ≤ k ≤ r, à Rr = o(|y|r).
� ẏ = g(y) = f (1)(y) + f (2)(y) + ... + f (r)(y), ãäå
f (k) ∈ Gk äëÿ 2 ≤ k ≤ r.
� ẏ = g(y) = g(1)(y) + g(2)(y) + ... + g(r)(y) + Rr, ãäå
L = g(1)(y) è g(k) ∈ Gk äëÿ 2 ≤ k ≤ r
� ẏ = g(y) = g(2)(y) + g(3)(y) + ... + g(2r)(y) + R2r+1,
ãäå L = g(1)(y) è g(k) ∈ Gk äëÿ 2 ≤ k ≤ r, à Ri = o(|y|i)

Òåîðåìà. Ïóñòü ẋ = fµ(x) � ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â Rn, çàâèñÿùàÿ îò åäèíñòâåííîãî
ïàðàìåòðà µ. Ïðè µ = µ0 ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ p, äëÿ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþòñÿ ãèïîòå-
çû (SN1)-(SN3). Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ
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ðàâíîâåñèé â Rn×Rn, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (p, µ0),
êàñàþùàÿñÿ ãèïåðïëîñêîñòè Rn×{µ0}. Â çàâèñèìîñòè
îò çíàêîâ âûðàæåíèé (SN2) è (SN3) âáëèçè ýòîé
òî÷êè íå ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, åñëè
µ < µ0(µ > µ0) è äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàæ-
äîãî èç çíà÷åíèé µ > µ0(µ < µ0). Ýòè äâà ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ẋ = fµ(x) âáëèçè òî÷êè (p, µ0)
èìåþò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï è èìåþò óñòîé÷èâûå
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé k è k + 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ìíîæåñòâî óðàâíåíèé ẋ = fµ(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (SN1)-(SN3), îòêðûòî è ïëîòíî â ïðîñòðàí-
ñòâå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé
êëàññà C∞, èìåþùèõ â (p, µ0) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñ
íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Âûáåðèòå âåðíûé
íàáîð ãèïîòåç:
� (SN1) Dxfµ0(p0) èìååò ïðîñòîå íóëåâîå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
v è ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì w, à òàêæå k
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåí-
íûìè ÷àñòÿìè è (n − k − 1) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè (ñ ó÷å-

òîì êðàòíîñòè). (SN2) w
(
∂fµ
∂µ

(p, µ0)
)
6= 0. (SN3)

w (Dx
2fµ0(p)(v, v)) 6= 0.

� (SN1) Dxfµ0(p0) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ÷èñòî
ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íå èìååò äðó-
ãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ íóëåâîé âåùåñòâåí-

íîé ÷àñòüþ. (SN2) w
(
∂fµ
∂µ

(p, µ0)
)
6= 0. (SN3)

w (Dx
2fµ0(p)(v, v)) 6= 0.

� (SN1) Dxfµ0(p0) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ÷èñòî
ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íå èìååò äðóãèõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷à-

ñòüþ. (SN2)
d

dµ
(Reλ(µ))|µ=µ0

= d 6= 0. (SN3)

w (Dx
2fµ0(p)(v, v)) 6= 0.

� (SN1) Dxfµ0(p0) èìååò ïðîñòîå íóëåâîå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
v è ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì w, à òàêæå k
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåí-
íûìè ÷àñòÿìè è (n − k − 1) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè (ñ ó÷å-

òîì êðàòíîñòè). (SN2) w
(
∂fµ
∂µ

(p, µ0)
)
6= 0. (SN3)

d

dµ
(Reλ(µ))|µ=µ0

= d 6= 0,.

Òåîðåìà. Äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà ẋ = fµ(x), x ∈ Rn,
µ ∈ R èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (x0, µ0) ñî ñâîé-
ñòâîì (H1), òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðàâíî-
âåñèé (x(µ), µ), ãäå x(µ0) = x0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ(µ), λ̄(µ) ìàòðèöû Dxfµ0(x(µ)) ÿâëÿþùèåñÿ ìíèìû-
ìè ïðè µ = µ0, çàâèñÿò îò µ ãëàäêèì îáðàçîì. Åñ-
ëè, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ (H2) òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå òðåõìåðíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðî-
õîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (x0, µ0) ∈ Rn×R , à ãëàäêàÿ ñèñòå-
ìà ïåðåìåííûõ (ñîõðàíÿþùàÿ ïëîñêîñòè µ = const),
â êîòîðîé ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äî òðåòüåé ñòåïåíè íà
öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè äàåòñÿ ôîðìóëîé

ẋ = (dµ+ a(x2 + y2))x− (ω + cµ+ b(x2 + y2))y,
ẏ = (ω + cµ+ b(x2 + y2))x+ (dµ+ a(x2 + y2))y,

Åñëè a 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè, èìåþùàÿ
êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå ñ ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì
äëÿ çíà÷åíèé λ(µ0), λ̄(µ0) è ñîâïàäàþùàÿ âî âòîðîì
ïîðÿäêå ñ ïàðàáîëîèäîì µ = −(a/d)(x2 + y2). Â
ñëó÷àå a < 0 ýòè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

óñòîé÷èâûìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè, à â ñëó÷àå
a > 0 ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåïåëëåðàìè.
Âûáåðèòå âåðíûé íàáîð ãèïîòåç

� (H1) Dxfµ0(x0) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íå èìååò äðóãèõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. (H2)
d
dµ

(Reλ(µ))|µ=µ0
= d 6= 0.

� (H1) Dxfµ0(x0) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íå èìååò äðóãèõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. (H2)
w (Dx

2fµ0(x)(v, v)) 6= 0.
� (H1) Dxfµ0(x0) èèìååò ïðîñòîå íóëåâîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ñ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì v è
ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì w, à òàêæå k ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè
÷àñòÿìè è (n − k − 1) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè). (H2) d

dµ
(Reλ(µ))|µ=µ0

= d = 0.
� (H1) Dxfµ0(x0) èèìååò ïðîñòîå íóëåâîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ñ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì v è
ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì w, à òàêæå k ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè
÷àñòÿìè è (n − k − 1) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè). (H2) d

dµ
(Reλ(µ))|µ=µ0

= d 6= 0.

Òåîðåìà. Ïóñòü fµ : R → R � îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, ïðè÷åì fµ0 èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ¯1.
Äîïóñòèì, ÷òî â òî÷êå (x0, µ0) âûïîëíåíû ócëîâèÿ
(F1), (F2), òîãäà ÷åðåç òî÷êó (x0, µ0) ïðîõîäèò
ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ fµ, óñòîé÷èâîñòü êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ â
ýòîé òî÷êå. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ
γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (x0, µ0), òàêàÿ, ÷òî γ − {(x0, µ0)}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ
îðáèò ïåðèîäà 2. Êðèâàÿ γ èìååò êâàäðàòè÷íîå
êàñàíèå ñ ïðÿìîé R×{µ0} â òî÷êå (x0, µ0). Âûáåðèòå
âåðíûé íàáîð ãèïîòåç

�
(F1)

(
∂f
∂µ

∂2f
∂x2 + 2 ∂2f

∂x∂µ

)
= ∂f

∂µ
∂2f
∂x2 −

(
∂f
∂x
− 1
)
∂2f
∂x∂µ

6= 0;

(F2) a = 1
2

(
∂2f
∂x2

)2

+ 1
3

(
∂3f
∂x3

)
6= 0.

�
(F1)

(
∂f
∂µ

∂2f
∂x2 + ∂2f

∂x∂µ

)
= ∂f

∂µ
∂2f
∂x2 −

(
∂f
∂x
− 1
)
∂2f
∂x∂µ

6= 0;

(F2) a = 1
2

(
∂2f
∂x2

)2

+ 1
3

(
∂3f
∂x3

)
6= 0.

�
(F1)

(
∂f
∂µ

∂2f
∂x2 + 2 ∂2f

∂x∂µ

)
= ∂f

∂µ
∂2f
∂x2 −

(
∂f
∂x
− 1
)
∂2f
∂x∂µ

6= 0;

(F2) a = 1
2

(
∂f
∂x

)3
+ 1

3

(
∂3f
∂x3

)
6= 0.

�
(F1)

(
∂f
∂µ

∂2f
∂x2 + ∂2f

∂x∂µ

)
= ∂f

∂µ
∂2f
∂x2 −

(
∂f
∂x
− 1
)
∂2f
∂x∂µ

6= 0;

(F2) a = 1
2

(
∂f
∂x

)3
+ 1

3

(
∂3f
∂x3

)
6= 0.

Òåîðåìà. Ïóñòü fmu : R2 → R2 � íåêîòî-
ðîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé,
èìåþùåå ãëàäêîå ñåìåéñòâî íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê x(µ), â êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ(µ),
λ̄(µ) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ (SH1),(SH2), Òîãäà ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ãëàäêàÿ çàìåíà êîîðäèíàò h, ÷òî âûðàæåíèå
äëÿ hfµh

−1 â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä
hfµh

−1(r, θ) = (r(1 + d(µ− µ0) + ar2), θ + c+ br2)+
+÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ (SH3), òîãäà ñó-
ùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ (íå îáÿçàòåëüíî
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ) â R2 × R, èìåþùàÿ
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êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå ñ ïëîñêîñòüþ R2 × {µ0} è
èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî f . Åñëè Σ ∩ (R2 × {µ})
ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, òî ýòî ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé. Âûáåðèòå

âåðíûé íàáîð ãèïîòåç

�
(SH1)|λ(µ0)| = 1, íî λj(µ0) 6= 1 äëÿ j = 1, 2, 3, 4;
(SH2) d

dµ
(|λ(µ0)|) = d 6= 0;

(SH3)a 6= 0.

�
(SH1)|λ(µ0)| = 0, íî λj(µ0) 6= 1 äëÿ j = 1, 2, 3, 4;
(SH2) d

dµ
(|λ(µ0)|) = d 6= 0;

(SH3)a 6= 0.

�
(SH1)|λ(µ0)| = 1, íî λj(µ0) 6= 1 äëÿ j = 1, 2, 3, 4;
(SH2) d

dµ
(|λ(µ0)|) = d = 0;

(SH3)a 6= 0.

�
(SH1)|λ(µ0)| = 1, íî λj(µ0) 6= 1 äëÿ j = 1, 2, 3, 4;
(SH2) d

dµ
(|λ(µ0)|) = d 6= 0;

(SH3)a = 0.

Îïðåäåëèòü òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ẋ = f(x), åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ λ1 < 0, λ2 < 0, Im(λi) = 0

� óñòîé÷èâûé óçåë;
� íåóñòîé÷èâûé óçåë;
� ñåäëî;
� óñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Îïðåäåëèòü òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ẋ = f(x), åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ λ1 > 0, λ2 > 0, Im(λi) = 0

� íåóñòîé÷èâûé óçåë;
� óñòîé÷èâûé óçåë;
� ñåäëî;
� óñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Îïðåäåëèòü òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ẋ = f(x), åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ λ1 > 0, λ2 < 0, Im(λi) = 0

� ñåäëî;
� óñòîé÷èâûé óçåë;
� öåíòð;
� óñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Îïðåäåëèòü òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ẋ = f(x), åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Re(λi) < 0, Im(λi) 6= 0
� óñòîé÷èâûé ôîêóñ;
� óñòîé÷èâûé óçåë;
� öåíòð;
� ñåäëî.

Îïðåäåëèòü òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ẋ = f(x), åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Re(λi) > 0, Im(λi) 6= 0
� íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ;
� óñòîé÷èâûé óçåë;
� öåíòð;
� ñåäëî.

Îïðåäåëèòü òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ẋ = f(x), åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Re(λi) = 0, Im(λi) 6= 0
� öåíòð;
� óñòîé÷èâûé óçåë;
� ôîêóñ;
� ñåäëî.

Óòâåðæäåíèÿ

Èíäåêñ èñòî÷íèêà, ñòîêà èëè öåíòðà ïðîñòûõ ñîñòîÿ-
íèé ðàâíîâåñèÿ ðàâåí
� 1;
� -1;
� 0;
� 2.

Èíäåêñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñåäëîâîé òî÷êè ðàâåí
� -1;
� 1;
� 0;
� 2.

Èíäåêñ çàìêíóòîé îðáèòû ðàâåí
� 1;
� -1;
� 0;
� ñóììå èíäåêñîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê,ëåæàùèõ
âíóòðè íåå.

Èíäåêñ çàìêíóòîé êðèâîé, âíóòðè êîòîðîé íåò
îñîáûõ òî÷åê, ðàâåí
� 0;
� -1;
� 1;
� 2.

Èíäåêñ çàìêíóòîé êðèâîé ðàâåí
� ñóììå èíäåêñîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê,ëåæàùèõ
âíóòðè íåå;
� -1;
� 1;
� 0.

Óðàâíåíèå ẋ = µ− x2 îïèñûâàåò áèôóðêàöèþ òèïà
� áèôóðêàöèþ òèïà ñåäëî-óçåë;
� òðàíñêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ;
� áèôóðêàöèþ òèïà âèëêà;
� áèôóðêàöèþ Õîïôà.

Óðàâíåíèå ẋ = µx−x2 îïèñûâàåò áèôóðêàöèþ òèïà

� òðàíñêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ;
� áèôóðêàöèþ òèïà ñåäëî-óçåë;
� áèôóðêàöèþ òèïà âèëêà;
� áèôóðêàöèþ Õîïôà.
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Óðàâíåíèå ẋ = µx−x3 îïèñûâàåò áèôóðêàöèþ òèïà

� áèôóðêàöèþ òèïà âèëêà;
� áèôóðêàöèþ òèïà ñåäëî-óçåë;
� òðàíñêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ;
� áèôóðêàöèþ Õîïôà.

Óðàâíåíèå

ẋ = −y + x(µ− (x2 + y2))
ẋ = x+ y(µ− (x2 + y2))

îïèñûâàåò áèôóðêàöèþ òèïà
� áèôóðêàöèþ Õîïôà;
� áèôóðêàöèþ òèïà ñåäëî-óçåë;
� òðàíñêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ;
� áèôóðêàöèþ òèïà âèëêà.

Îïðåäåëèòå òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîêàçàííîé
íà ðèñóíêå

� óñòîé÷èâûé óçåë,
� ñåäëî,
� óñòîé÷èâûé ôîêóñ,
� öåíòð.

Îïðåäåëèòå òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîêàçàííîé
íà ðèñóíêå

� íåóñòîé÷èâûé óçåë,
� ñåäëî,
� íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ,
� öåíòð.

Îïðåäåëèòå òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîêàçàííîé
íà ðèñóíêå
� ñåäëî,
� óçåë,
� ôîêóñ,
� öåíòð.

Îïðåäåëèòå òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîêàçàííîé
íà ðèñóíêå

� íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ,
� ñåäëî,
� óñòîé÷èâûé ôîêóñ,
� íåóñòîé÷èâûé öåíòð.

Îïðåäåëèòå òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîêàçàííîé
íà ðèñóíêå

� öåíòð,
� ñåäëî,
� óçåë,
� ôîêóñ.

Çàäà÷è

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ+εẋ−x+x3 = 0 îïðåäåëèòå ìàòðèöó
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

� Df =

[
0 1

1− 3x2 −ε

]
� Df =

[
0 1− 3x2

1 −ε

]
� Df =

[
x− x3 0

0 −ε

]
� Df =

[
1 −ε

x− x3 1

]
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Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + sinx = 0 îïðåäåëèòå ìàòðèöó
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

� Df =

[
0 1

− cosx 0

]
� Df =

[
0 − cosx
1 0

]
� Df =

[
sinx 0

0 1

]
� Df =

[
sinx 0

0 0

]

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + εẋ2 + sinx = 0 îïðåäåëèòå
ìàòðèöó ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

� Df =

[
0 1

− cosx −2εẋ

]
� Df =

[
0 − cosx
1 −2εẋ

]
� Df =

[
− sinx 0

0 −εẋ2

]
� Df =

[
sinx 0

0 εẋ2

]

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + ε(x2 − 1)ẋ + x = 0 îïðåäåëèòå
ìàòðèöó ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

� Df =

[
0 1

−2εxẋ− 1 −ε(x2 − 1)

]
� Df =

[
0 −2εxẋ− 1
1 −ε(x2 − 1)

]
� Df =

[
1 0

−2εxẋ− 1 −ε(x2 − 1)

]
� Df =

[
−1 0
0 −ε(x2 − 1)

]

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + x2 − 1 = 0 îïðåäåëèòå ìàòðèöó
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

� Df =

[
0 1
−2x 0

]
� Df =

[
0 −2x
1 0

]
� Df =

[
1 0
0 −2x

]
� Df =

[
0 0
0 x2 − 1

]
Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + x2 − 1 = 0 îïðåäåëèòå êîîð-
äèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê (x̄, ȳ), y = ẋ
� (±1, 0)
� (0,±1)
� (0, 0)
� (±1, 0), (0, 0)

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + ẋ2 − x = 0 îïðåäåëèòå êîîðäè-
íàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê (x̄, ȳ), y = ẋ
� (0, 0)
� (0,±1)
� (1, 0)
� (±1, 0)

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ+ x2 − 4 = 0 îïðåäåëèòå êîîðäèíà-
òû íåïîäâèæíûõ òî÷åê (x̄, ȳ), y = ẋ
� (±2, 0)
� (0,±2)
� (2, 0)
� (0, 0)

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ + x2 − ẋ = 0 îïðåäåëèòå êîîðäè-
íàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê (x̄, ȳ), y = ẋ
� (0, 0)
� (1, 0)
� (±1, 0)
� (0,±1)

Äëÿ óðàâíåíèÿ ẍ − (ẋ − 1)x2 + 1 = 0 îïðåäåëèòå
êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê (x̄, ȳ), y = ẋ
� (±1, 0)
� (1, 0), (0, 1)
� (±1, 1)
� (0,±1)

Äàíà íåëèíåéíàÿ ññòåìà ẋ = f(x, t), ãäå f ïåðèîäè÷-
íà ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T. Èçâåñòíî ðåøåíèå ñèñòå-

ìû ñ áàçîé â òî÷êå x0: φt(x0, t0) = ((
1

x0
− t)−1, t + t0).

Íàéòè âûçàæåíèå, çàäàþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå

� P (x0) = (
1

x0
− T )−1

� P (x0, t0) = ((
1

x0
− T )−1, T ),

� P (x0, t) = ((
1

x0
− t)−1

� P (x0) = (
1

x0
− T )−2

Äàíà íåëèíåéíàÿ ññòåìà ẋ = f(x, t), ãäå f ïåðèîäè÷-
íà ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T. Èçâåñòíî ðåøåíèå ñèñòå-
ìû ñ áàçîé â òî÷êå x0: φt(x0, t0) = (x0 sin(ωt), t + t0).
Íàéòè âûçàæåíèå, çàäàþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
� P (x0) = x0 sin(ωT )
� P (x0, t0) = x0 sin(ωt0),
� P (x0) = x0ω cos(ωT )

� P (x0) = −x0

ω
cos(ωT )

Äàíà íåëèíåéíàÿ ññòåìà ẋ = f(x, t), ãäå f ïåðèî-
äè÷íà ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T. Èçâåñòíî ðåøåíèå
ñèñòåìû ñ áàçîé â òî÷êå x0: φt(x0, t0) = (x0e

ωt, t + t0).
Íàéòè âûçàæåíèå, çàäàþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
� P (x0) = x0e

ωT

� P (x0, t0) = x0e
ωt0 ,

� P (x0) = x0ωTe
ωT

� P (x0) = x0ωe
ωT

Äàíà íåëèíåéíàÿ ññòåìà ẋ = f(x, t), ãäå f
ïåðèîäè÷íà ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T. Èç-
âåñòíî ðåøåíèå ñèñòåìû ñ áàçîé â òî÷êå x0:
φt(x0, t0) = (x0 cosωt + x0ω sinωt, t + t0). Íàéòè
âûçàæåíèå, çàäàþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
� P (x0) = x0 cosωT + x0ω sinωT
� P (x0, t0) = x0 cosωt0 + x0ω sinωt0,
� P (x0) = −x0ω sinωT + x0ω

2 cosωT
� P (x0) = x0 + x0ω

2T
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Äàíà íåëèíåéíàÿ ññòåìà ẋ = f(x, t), ãäå f ïåðèî-
äè÷íà ïî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T. Èçâåñòíî ðåøåíèå
ñèñòåìû ñ áàçîé â òî÷êå x0: φt(x0, t0) = (x0t

2, t + t0).
Íàéòè âûçàæåíèå, çàäàþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
� P (x0) = x0T

2

� P (x0, t0) = x0t
2
0,

� P (x0) = 2x0T

� P (x0) = x0
T 3

3


