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Величина | x | , определенная no формуле (4.3), характеризу
ет послекритическое поведение исходного возмущения.
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УДК 539.3

В. Ф. Терентьев, A. П. Господариков

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД 
ПОСТРОЕНИЯ ЗАКРИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ  
В НЕЛИНЕЙНЫ Х ЗАДАЧАХ  
ОСЕСИМ М ЕТРИЧНай ДЕФОРМ АЦИИ  
УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

1, Геометрически нелинейные проблемы статики о д 
номерных упругих систем [I, 2] могут быть записаны как дву
точечные краевые задачи вида
88 ' ■ ■



- ^ = g ( F ,  s); 0 < s < / ;  £ (У о ,  к ) = 0 . ( 1)

Здесь. У ( s ) — искомая вектор-функция независимой перемен
ной s; g  и D — заданные вектор-функции указанных аргументов, 
имеющие размерность вектора V; Vo!ssV(0); V /= V ( / ) .  В з а д а 
че о геометрически нелинейной осесимметричной . деформации 
произвольной оболочки вращения (ОВ) вектор V содержит 
шесть компонент V (s)  =  (u, Q,, Т,): где и и о—переме
щения точки меридиана опорной поверхности соответственно по 
оси вращения 2 и радиальной г; v—угол поворота касательной 
к меридиану;. M r = M i - (го +  ц);  Qr =  Qi • (го +  ц ) ; 7'r =  F i - ( го+н) ;  
У ь  <Эь Fi-—меридиональные оболочечные усилия, Го— координа
та вдоль г в йсходном недеформированном состоянии.

При выборе в качестве s длины дуги недеформированного ме
ридиана опорной поверхности правые части уравнений ( 1) мож 
но записать в виде:
gi =  ( l  +  e)'cos cos 8 о; g 4s= ( l - f  е) [ — si n iV4 ( + +  v)m]\ 
g'i =  ( 1+ e )  sin 0 ' — sin &o; - F + y  ( l +  e ) [ -T g  cos b ' + { r g v ) q ] \
g s  =  ~ - K  g e = Q + + ( l + e ) l T 2 s i n 0 ' - F ( r o + t ' ) /] .  (2)

Здесь {to — угол наклона касательной к меридиану в исходном 
положении относительно оси г:

I и X—удлинение и измерение кривизны меридиана; Гд и Afg—ок
ружные усилия; т, q, t— распределенные нагрузки.

В случае линейно-упругого однородного по высоте ОВ орто- 
тропного материала с модулями упругости Ей Eg и коэффициен
тами Пуассона vi, vg (EiV2=Egvi) величины, е, к, Гд. -Mg в ы р а ж а
ются через компоненты V в явном виде:

,, __ ''а ,, I (1 — ~̂1 ''а) Тг . ар

0̂ ('"о +   ̂ Го +  tJ Го

1 . El  h (Гд +  tl) 0̂ +  ч
о

9 (tt, s) ss 2 sin (80 +  8/2) sin 8/2. (3)
Вывод оболочечных упругих соотношений (3) основывается 

на использовании обеих, частей гипотезы Кирхгоффа-Лява при 
некоторых упрощениях, допускаемых в силу тонкости оболочки 
и погрешности указанной гипотезы [3]. Уравнения (2) и (3), со
впадая по основным прёпосылкам вывода с исходной формой 
системы Рейсснера [4], не содержат допущений о малости пе
ремещений, углов поворота и -деформаций и удобны для числен
ного решения.
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в  Практике численного решения нелинейных краевых задач 
теории упругих осесимметричных ОВ используются несколько 
групп методов [5]. Развиваемый здесь алгоритм, основные идеи 
которого для случая распадающихся граничных условий и ите
рационного продолжения по параметру нагрузки X сформули
рованы :в .[1, 2]‘, относится К числу сеточных.

Как локазывает численный эксперимент, продолжение по X 
возможно лишь до предельной точки Х=Хп операторного урав
нения 7(х, Я) = 0 , '  символизирующего задачу (1) с числовым 
параметром Я. В этой точке одноцараметрическое семейство

/л ч Ахэлементов X (Я) имеет неограниченную (Производную
Д ля продолжения диаграммы «нагрузка — перемещение» 

за предельную- точку предлагается, начиная с некоторого Х<Хп, 
считать Я неизвестным, одновремейно задавая  значение некото
рого характерного перемещения — функционала X = f ( x , X) .  В 
результате, приходщм к задаче нахождения х и Я при заданном

X из системы

Г  (х, л ) = 0 ,  х = /  (х, X). (4)

Д л я  семейства у{х) =  [х(х) ,  Я(х) ] ,  определяемого из решения

уравнения В ( у , х ) = 0 ,  эквивалентного системе (4),  точка Х — Хп

соответствует точке х,,, =/[х{Ят1), Яп], в которой —г  =  0, Отсю-
dx

да построение у{х)  вблизи Х — Хп можно осуществлять на основе

нормальной формы процесса итерационного продолжения по х. 
Последнее можно выполнить лишь до предельной точки опера

тора В( у , х ) ,  каковой является точка, где - ^  =  ДЛЯ про
хождения которой достаточно вернуться к продолжению по Я.

Применительно к системе (4) итерационное продолжение по х, 
здесь означает, что для некоторого фиксированного набора зна

чений {х/г}, k — l. 2 , - . . решение х,^—х{х,Р) строится как предел 
итераций {х /  м= 1 ,  2,..., определяемых из линейной си
стемы метода линеаризации при условии

х ;  =  Xfe_r, л” =

{^Г'> 3 ) ] А 1 Л  [Тх { x g ,  Х«-1)] л « +  Ti (х«->, Х к ')  =  0;

\ f x  к Г ’> " Г ' ) ]  К Ф З  Х Ч Ф К  (Х Г ‘, (5)
В случае использования метода квазилинеаризации (НьюТона- 

Канторовича) в качестве операторов Тх, Тх я функционалов 
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fx, /д выступают производные Фреше от Т я f по соответствую
щим аргументам. Конкретизация системы линейных оператор
ных уравнений (5) для уравнений краевой задачи (1) приво
дит к необходимости решения при каждой итерации линейной 
двуточечной краевой задачи с условием типа интегрального от-

. П
носительно вектор-функции V (s) и параметра (индекс k 
опущ ен):

ДЦ" — ■ —E g  =  V  +  G g  +  ДО-1;
^rt-l  у п  1 Дп-1 у п  1 у п  ^  Q n - \ ; '

о t л

/«-^1 +  +  (6) 
в  уравнениях (6) для матриц Якоби G "- ',  С"-* и Л " - /  Е " - ' ,  

D k 'o T  вектор-функций g  (K/S, X и D ( k ,  К,, X) использовано 
обозначение типа: G " " '=  G (К"'~', 4 ,  Х"~’). Вид линейных функ
ционалов f g ,  'Я ~ '— производных от f{x,XJ) — при конкрети
зации последнего также легко устанавливается.

Решение задачи (6) осуществляется методом конечных р аз
ностей. Д л я  этого отрезок (О,/] разбивается на /  промежутков 
{Ais} точка_ми { 5 Д ,  / =  0, 1, 2,..., I. Пусть V,—приближенное 
значение К(з)  при s =  s,- Заменим линейное дифференциальное 
уравнение из (6) разностным уравнением второго порядка ап
проксимации (относительно точки 5. i =  0,5 (5; +  S,:_i);

2 ,

( k - V T O i ) /A +  =  G,^j_ . 0 , 5 ( k + i / i _ , ) 4 - G .  - ' g g y ,
* 2  О t 2  ̂ 2

Б котором индексы n я k опущены и введено обозначение
G, , ^ 0 [ 0 , 5 ( У ,  +  к т о ) ,  S. 1, X].

В принятом подходе замена граничных условий очевидна и не 
связана с внесением погрешности. В качестве разностного пред
ставления интегрального соотношения из (6) -с достаточной общ
ностью можно записать

2  ( / / i k  +  ( A )Х +  Д . = 1  
1=0 . 4  

После несложных преобразований получается при каждом 
п линейная алгебраическая задача о нахождении векторов Vi 
( =  0, 1, 2, ..., L я скаляра Я из системы вида

ЛУ„ +  Д к  +  ХР =  С  (7)

S A , - k + X . g ^ c .
■ 1=0
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Решение системы (7) проводится методом циклической про
гонки, обобщающим методику [6] на случай окаймленной мат-' 
рицы. " _

Пусть ранг Л равен тх, где I Z m g m ,  m — размерность У. 
Полагая, что .квадратная обратимая матрица порядка т\  соот
ветствует mi  первым строчкам матрицы Л, запишем с помощью 
блочного разбиения равенства

Л =

где бло'ки А \  В \  Р, С' имеют тх строк. Разобъем такж е матрицы 
я векторы разностного уравнения при i =  /;

Лт =

где блоки Al, В[, Р\, С\  имеют по т— т\  строк. Разделим 
искомые неизвестные на две группы ,

' к  =[Уо, к  Y i- i l ' ;  V] = [ У , .  X]',

' Л ’ В’ ’ Р ’ С’; В = ; Р = ; С =

Г л ;  7 г в п " р Г ' с ;  ■

4 : .
; В; =

_ 3 .
; Pi  =

З У
Г Cl -

. с\  _

где штрих означает блочное транспонирование. 
Система (7) представляется в виде

R ,  У, =  а у ;  =  Sy ; Р к  +  S 3  -  . (8 )

Д л я  матриц Ру, а, р, 6 и векторов Sy, Si  имеем следующие 
представления:

R ,  =

О, О,
Bi, Л1 , о, 

2, Ai,О, Bi
О

О, 5 i_ i ,  Л1-1
О, в;

а =

В \  Р ’ С’

0, к Cl

•

-0, Рто1 С,_1

-  с ;  _
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- .0 , , 0, . . , 0, в; -

Л", 0, . . 0

, Ко, Ri. . . . , Rroi

" Л ь Гг - С‘г

s = В®, Р® , 5] -= С®

Rl:. Р с

Рассмотрим системы уравнений;

Х  =  а; R y Y g y . -

Так как усеченная матрица Ry имеет строго диагональную 
структуру и ранг матрицы Л ' размерности m i X m  равен Шх, то 
решения этих систем легко получаются с помощью метода м ат
ричной прогонки [6]. Тогда

Обратив квадратную матрицу б— рА порядка m + 1 ,  найдем 
Vq, а затем -из первого уравнения (8 )— вектор Уу.

Изложенный алгоритм реализован в программе, составлен

ной на языке АЛГОЛ-60 для транслятора ТА -Ш . Численные эк
сперименты проводились на ЭЦ ВМ  М-222.

3. На рис. I приведены результаты решения задачи об осе-
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fiok сЖаФии круговой йарнйрно-опертой цилиндрической обо
лочки. _Параметро.м нагрузки Я служит значение осевого усилия, 
а «характерным» функционалом — угол поворота торца. Р е 
зультаты решения этой небифуркационной (при v + 0 )  задачи 
подтверждают отсутствие нижней критической нагрузки [7].

На рис. 2 изображены диаграммы «нагрузка—перемещение» 
в задаче о сжатии пологих и непологих сферических жестко з а 
деланных куполов гидростатическим давлением. З а  параметр

X принято перемещение вершин купола. Д л я  пологих куполов 
результаты решения совпадают [5].
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