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ВЫЯВЛЕНИЕ СКРЫТЫХ ПЕРИОДИЧНОСТЕЙ ПРИ АНАЛИЗЕ УПРУГИХ 
КОЛЕБАНИЙ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ В ПОЛЕТЕ

При проектировании систем управления современными летатель­
ными аппаратами необходимо учитывать упругие свойства конструк­
ции аппарата. Качество работы системы управления, стабилизация 
изгибных колебаний корпуса существенно зависят от точности, с ко­
торой рассчитаны собственные частоты и формы, а также декременты 
различных тонов упругих колебаний корпуса летательного аппарата. 
Ввиду того , что параметры этих колебаний зависят от многих факто­
ров, каждый из которых учесть в расчетах или смоделировать в ла­
бораторных условиях не всегда удается , наиболее достаточные резуль­
тате летных испытаний. Но в реальном полете невозможно поставить 
чистый эксперимент по определению параметров, например, упругих ко­
лебаний, так как на показания датчиков будут накладываться случай­
ные сигналы, обусловленные турбулентностью атмосферы, пульсацией 
тяги двигателей, работой системы управления и другими причинами. 
Тем не менее в показаниях датчиков содержится информация об упру­
гих колебаниях корпуса от перечисленных случайных воздействий, со­
измеримая по уровню с наложенным шумом. Интервал времени, в тече­
ние которого параметры колебаний можно считать неизменными, состав­
ляет несколько периодов колебаний. В данной работе рассматривается 
задача определения частот, декрементов затухания, фазовых сдвигов 
и амплитуд для нескольких тонов слабодемпфированных (упругих) ко­
лебаний. В результате обработки записей сигналов с датчиков, напри­
мер, перегрузок, на интересуемом интервале времени полета.

Если составляющими сигнала т (-£)  являются медленно изменяю­
щийся тренд г ( £ )  , колебания с переменной амплитудой и шум
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то такой сигнал можно описать аналитическим выражением:

x(í) =F(i')i- Íl ¡fy) ■
¿=1

Аппроксимируя низкочастотную составляющую синусоидой с переменной 
амплитудой, получаем

/'¿¿/г^ / +%) <-£ /7; е Js¿n (tyt _j )

В выражении (I) х>о<< co¿ . Периодичности с постоянной ампли­
тудой можно рассматривать как частный случай при = О •

Расчет параметров колебаний выполняется в два этапа. На пер­
вом этапе рассчитываются ориентировочные значения частот различ­
ных тонов колебаний, которые затем используются в качестве нулево­
го приближения. На втором этапе производится уточнение параметров 
колебаний и оценка точности полученных результатов.

Для слабодемпфированных колебаний (О ) частоты колеба­
ний на первом этапе могут быть определены на основе периодограммно­
го анализа с использованием селективных свойств функции [1]:

~LQ)t SЬ П

ni .. 
г

Пики периодограммы Я (со) соответствуют частотам скрытых периодич­
ностей, а их величины и фазы - амплитудам и фазам периодичностей. 
Периодограмма рассчитывается по формулам:

/7(со) = -х/а.2 (со) + ¿>2(co)'

/i (t)sincot Scr)t'f—^'

На периодограмме могут быть пики, порожденные случайной функцией 
((£) о Высота пиков, обусловленных скрытыми периодичностями, прак­

тически не зависит от интервала наблюдения, в то время как высота 
случайных пиков существенно зависит от интервала наблюдения. С целью 
более надежного определения частот скрытых периодичностей периодо-
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Г г Г Л  Л1 ги 3‘ 4 .г’[ 2 ’2 ] ’ [ г. г]грамма рассчитывается для интервалов
Повторяющиеся пики соответствуют скрытым периодичностям. Максималь­
ное значение частоты при расчете периодограммы

где Ь при дискретной записи сигнала -  шаг дискретизации, а 
при непрерывной запйси -  минимальное время между двумя соседними 
экстремумами сигнала. Анализ периодограммы может выполняться ви­
зуально или же в процессе расчета, отсевая ту часть периодограммы, 
которая с большой вероятностью соответствует спектру случайной ком­
поненты. Можно показать [ I ] , что пики периодограммы, превышающие 
значение

/7 _ 3,2 <зх------ ’р  \  N
где <5Х  -  дисперсия дискретно заданного (2.М+1) значениями

сигнала ос(2 с ) у с вероятностью, большей 0,98 ,
не принадлежат шуму / )  и обусловлены периодическими составляю­
щими сигнала л ? (£  )  .

Если колебания имеют существенное демпфирование, то для опре­
деления нулевого приближения параметров периодичностей можно вос­
пользоваться методом Крылова [ г ] ,  Выражение ( I )  для центрированно­
го сигнала можно записать в более общем виде

где , осу -  комплексные числа, подлежащие определению.
Разработанный А.Н.Крыловым метод определения коэффициентов 

выражения (2) по дискретно заданному с равным интервалом сигналу 
¿с (Ь ) при наличии шума )  не дает надежных результатов, так 
как в системе условных уравнений не только свободные члены, но и 
коэффициенты при неизвестных определяются со случайной ошибкой [ 2 ^  
Решение системы методом наименьших квадратов в этом случае не дает 
ожидаемого эффекта. Если произвести суммирование условных уравне­
ний по "Л '" уравнений, то случайная ошибка коэффициентов при не­
известных и свободных членах будет стремиться при увеличении " /( " 
к нулю в том случае, когда математическое ожидание случайной ошиб­
ки равно нулю. Предлагается также для лучшей обусловленности систе­
мы уравнений коэффициенты при неизвестных брать с временным сдвигом 

Л  . Для модифицированного метода Крылова систему нормальных
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уравнений можно записать в матричной форме:
/7Р = £  ,

где с=

ёг~

(e-rj-t)K

-  вектор неизвестных

IL X  (fíe) í x ( t c ' )  p
L=i^(e^j--z)K ¿~1 -(e i-m -i) *  j

-  матрица коэффициентов размерностью
m m  ;

I
(L x f í f í  L
- у  .

е--1 - —

-  [ & / * > ]

После определения неизвестных "С" можно рассчитать значения В / , 
«у , а следовательно и значения ¿¿»у в качестве параметров 

нулевого приближения.
При выборе " К " следует руководствоваться соотношением:

На втором этапе производится уточнение параметров нулевого 
приближения, которое может выполняться путем последовательных при­
ближений. Запишем выражение ( I )  в следующем виде (параметры, под­
лежащие уточнению, отмечены звездочкой): 
X  -fí'o eM sim (со0 t  + <f0 )  " Д  % )  =

( 3 )
]■

Линеаризуем (3) относительно поправок д /?/ и дсо/ . Если 
поправки к параметрам первого приближения таковы, что позволяют 
при разложении нелинейных зависимостей в ряд в окрестностях пара­
метров нулевого приближения ограничиться линейными членами разло­
жения, т .е . :
Sen (cO/-t- ДСО/) i  SCCi СО/£ + ДСО/£ cos СО/ t  ■, 

cos (со9/  +- д СО/) i  -  cos со/ í  -  д со/ ¿ sc /г со/ i ;
¿/ie -  e <- д/3/ i e ,
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то линеаризованное уравнение (3) примет вид:
0 /  I \ ! о ,x ( i ) - d o e  sinco0 t<-b0 e cosco0 t +-

+• 2  £ sen op-t *- p  6j e  cos cojt +
>--/ z =/

где

“у -■ - а /  a  и  ■
Параметры т р ен д а  p 0 , cco  не уточняются, иначе может нарушаться 
сходимость последовательных приближений.

Решая систему уравнений (4) методом наименьших квадратов от­
носительно коэффициентов а о , £0 , а р , £р , ср , dp  -  

е" ;  - /  5  н а д -

( 5 )

/ / \ о .
где S b r i  ;

^ 2 ( ^ )  = e ^ ’o s ^  t i ;

Д/ ( i c ^ e ^ y c n  coph ■,

{zj (¿¿) = e '  cos a)p ii, j
yGy ( ¿¿) = /V J ;
А/ (^L } = *fzj >

получаем систему нормальных уравнений

dS dS _ d S  d s  _ dS  dS
da 0 d 6 0 dap ~ ddp ~ ~ dc~~~ ddp~ 0  ‘ <■ 6 )

В матричной форме система (6) имеет вид: 
d d  = Н,
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1'Д(!

-  вектор неизвестных (2 + 4т)\

¿=-л/

L--11

4 у  ( ii)
ÔS'N л =/,2,3,4.

ы а т Ри ц а  коэффициентов размерностью 
6?+-4/77 ) :

= j?p7 > .

jn  ~ Z fa (¿Z '»

//5 = 2  f '  (ZZ)iff Z  Z ’

a =. Z -foi (Z‘Zfi2 Z Z »
<7'* ¿,^-N

ÿ  1 ( in - f-2 )  ~ 'Z  - jo i  ( ^ ¡ - )  f ' f n  (  >

j i ( m . 3 ) = 2  Л , ( ( ù Z i

= Z  f o l  ( t i t y m i Z '  

Qi (2m i-3 ) -  Z  f o i f ^ f a Z Z ,
0  ¿^-Л /

fl(3„+3) = g <Lf ( t i)  f ï l  Z  Zi
i ,* -*  _ t

$1(^ + 2} = ï  * foi (¿Z Z " ^ Z i 
2̂2̂ Z N ft>2 (¿Zi 
fa ~ 2 fa ( ) f12 ZZ i

i  =-л/
8-5440 53

 

 



fa  ~ Z f02 ( fa  >
L -  М

^■2 №  +2) -  Z  J o i  ( f a  f a  ( i i  ) ;
¿ . - - н  '  . . . . . .

Ь « ”  г г ) ( ^  <2) =  Z  ,  ( ¿ ¿ ) .
¿-~л> '

Уточненные значения параметров периодичностей определяется
по формулам

л о . _ f a  f a  Z  fa  .

л ш . -  .

O t - f a f a  > '

Г'? о

(4) за начальные значения, можно получитьгг 1Г)ПрИНЯВ /'у , Сс)у в
вторые приближения и т.д.

Для оценки точности рассчитанных параметров периодичностей 
и определения доверительных интервалов находится остаточная диспер!
сия: 

где Z ~ определяется по формуле (5).
Для сокращения записи дальнейших выкладок обозначим параметры пери
одичностей а о , через у, , ..., (вектор неиз­
вестных ). Если веса неизвестных не равны единице, то
средние квадратичные ошибки неизвестных , у г > ., -,fa^ определя­
ются по формулам [з] :

& ■
У* f a Z  '
Р .

, , У* /Ркк! ’ n i lгде /G-/ - определитель матрицы & , а - алгебраичес­
кое дополнение " К  п диагонального элемента матрицы £ ,
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Получаем

" * " диагональный элемент обратной матрицы ,
■' могут быть рассчитаны коэф- 

Обозначим через
'•Де /Л

{.Я'71 1 ’ Н а  0 С Н 0 В е  м а т Ри Цы & 
фициенты корреляции ... , •

г 7  =

коэффициенты корреляции случайных величин ♦ Тогда
оценка любого элемента корреляционной матрицы находится
но формуле [4]:

Д/ -
Л/

в предположении нормального закона распреде-Близость <=7у к нулю
ления ошибок говорит о статистической независимости параметров 
и . Определив (5ук корреляционную матрицу
ки и ¿У/ с учетом корреляции параметров а,
по приближенным формулам:

, т.е. , (5^ и рассчитав
X7 , можно найти среднеквадратичные ошиб-

’ #  * 9  ’ Л

Соответственно для декремента
имеем

а -  •

Доверительные интервалы параметров 
ляются по формуле:

затухания ¿£ и частоты лу

У Л,:
©к-

бу = я 1 У Л
выделенных периодичностей опреде-

 

 

 
 

 
 

 



где у  -  наиболее вероятные значения параметров а/ , -у * ( у  со/ » ~ соответствующие им средне­квадратичные ошибки; г  -  квантиль нормального распределения, соответствующий выбранной доверительной вероятности X? ,В качестве примера выполнялся расчет для сигнала, рассчитан­ного по выражению
=  у  ,  7 i ™ s i r L ^ S i  -

-0.15-6t п ,н 5 с  Sen ( 2jc-67 л )  *- ( ( б )  •

- 0 , 0 5 - 3 t

O o C m o m e t  Г уР и с . 2

а  р е м  я

\ в
лL A VУ 4 A V

7 ops - 0 / i)

и
ops

-It J V
у

-IS

Р и с

Шум ( ( £ )  задавался с нор­мальным законом распределения 
/ Ч [/ ( ^ ) ]=  О » = 7 • В е л и "чина х ( У )  рассчитывалась на интервале ¿-7 , 7 с шагом 0,01 I График сигнала с с ( 7 у  приведен на рис. I .  Анализ периодограм­мы, приведенной на рис. 2 поз­волил определить количество периодичностей, которое равня­ется трем, а также ориентиро­вочные значения частот. МетодКрылова дал грубые прибли­жения. Модифицированный метод Крылова позволил по­лучить более точные значе­ния параметров ностей:

У  = ( - У ф ) Г ц  , 

у  = 5 ,0 5  (5 )  Гц ,

С .

периодич-
^= 0,063(0,05)-

¿V  0 ,076(0 ,1у

(?3  = 0,18 (0,15 )

Ут&ъъ и в дальнейшем в скобках приведены для сравнения точные зна­чения параметров).Расчеты по уточнению параметров нулевого приближения, которые выбирались при анализе периодограммы или определялись методом Кры- 56

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



лова. Проведено уточнение заведомо более грубых значений нулево­
го приближения, когда декременты затухания задавались равными 
нулю.

Для значений нулевого приближения, рассчитанных по методу 
Крылова,

¿£=-0,31; ло - 0,006 Гц ■
5, = 0,0503; Л, = 2 ,З б Г ц ;
5, = 0,102 ; Л2 = 4,8 Гц ;

= 0,152 . л 3 = 3 7  Гц
получены следующие значения первого приближения:

5, = 0,059 (0,05 ) ;
52 = 0,093 (0,1) ;

53 = 0 ,165 (0 ,15) ;

Д,= 9,9 (1 0 ) ;
О2 = 6 ,6 (7 )  ;

-- 9, 7(5) •
Для более грубых значений нулевого приближения

л ,=  3 ( з )  Гц ; 
л2 -- 9 ,9 8 (5 )  Гц - 

Л3 = 5,98 (6 )  Гц ; 

5 1 = 1,537 (1 ,5 7 ); 

Г2 = -0 ,0 /8  (О) ; 
Гз = 3 ,0 2 6 (3 ,1 4 ).

50 =-0,31, 
^  = О ;
^2 = 0  ;
53  = О.

получены результаты первого 
5, = 0 ,0 6 6 (0 ,0 5 );  

d) =0,08 9 (0 ,1 );  

d) = 0,18 (0 ,1 5 );  

Я, = 9,5 ( ю ) ; 
fí2 = 6,15(1) ;
03  = 5 ,3  (5 ) ■

Ло =0,0016 Гц ;
Л, = 2 ,9  Гц ;
Л2 = 9 ,99  Гц ;
л 3  - 5,95 Гц

приближения:
Л, = 3 ( 3 )  Гц;

Л2 = 5 (5 )  Гц ;

= 5,98 (6) Гц ;

У, = 1,51 (1 ,51); 

?2 - - -0 ,0 6  (О );

й  Л ? з=  2 ,9 б ( 3 )-
В результате второго приближения

d t = О,0629 ( 0 ,0 5 ) ;  Л,= 3  (3 )  Гц ;

О) = 0,105 (0 ,1 )  ,  2¿  = 5(5) Гц ;
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= 0,159(0,15)-, 

О, -  9,8 (10) ;
* 3 = 5 ,9 8 (6 )  Г ц -

5, = 1 ,599(1 ,57),
#2 = 8 ,7 (7 )  ; 5, = - 0 ,0 0 2 ( 0 ) '
03 = 9 ,9 (5 );  =- 8,02 (3 ,19).

Отклонения параметров от точных значений в большинстве случаев 
не выходят за пределы рассчитанных доверительных интервалов ± 2б 
что соответствует доверительной вероятности 95%.

Расчеты выполнялись на ЭЦВМ типа М-220 по составленным на 
языке Алгол-60 программам. Построение периодограммы и графика 
исходного сигнала выполнено по составленным программам автомата 
чески с помощью графопостроителя.
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