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ТУРБУЛЕНТНОЕ СТАБИЛИЗИРОВАННОЕ
ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ТРУБЕ 
КОЛЬЦЕВОГО СЕЧЕНИЯ
С ВРАЩАЮЩИМИСЯ СТЕПКАМИ

В различных установках применяются каналы кольцевого по­
перечного сечения, в которых одна или обе стенки вращаются. Изу­
чение течения в таких каналах тесно связано с вопросами проекти­
рования турбомашин, электрических машин, охлаждения их рото­
ров и т. д. Однако гидравлическое сопротивление каналов в случае 
стабилизированного турбулентного течения исследовано недоста­
точно.

Известны решения предельных задач о движении жидкости в 
кольцевом канале с неподвижными стенками [1] и о  течении газа 
между двумя вращающимися цилиндрами [2]. В [3] рассмотрено 
стабилизированное течение в малом зазоре между коаксиальными 
в р а ща ющи м и с я ци л ин д р а м и.

В настоящей работе предлагается приближенное решение зада­
чи, аналогичной рассмотренной в [3], при произвольной относи­
тельной величине зазора.

1. В каналах указанного типа возможно существование четы­
рех режимов течения жидкости [4]: ламинарного; ламинарного с 
вихрями Тейлора; турбулентного и турбулентного с вихрями Тей­
лора.

Ниже рассмотрен турбулентный режим течения в зазоре между 
цилиндрами радиусов п и г2 ( г \< г 2 ).

Уравнения движения в данном случае имеют вид:

__ 1-  ¿ Щ у Р  (1.])
г дг дх 4 ’
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(1-2)

где тх , Тер — составляющие напряжения трения вдоль оси канала и в 
окружном направлении;

г — расстояние от оси цилиндров;
р  — давление.

Примем следующие зависимости между составляющими напряже­
ния трения и и составляющими осредненной скорости вдоль 
оси канала и и в окружном направлении щ

1 х . |  =  е £ ,  (1.3) | Т ф | =  -_ е г  (1.4)

где е — коэффициент турбулентной вязкости определим следующим 
образом:

( ’ 5)

Длину пути смешения I выберем в виде

¿ =  х <'-2-'-) / 1 К 1
г 2— Г1

где х — постоянная турбулентности.
Вблизи стенок цилиндров, на основе 

ламинарные подслои с толщинами*:

*Индексы 1 и 2 относятся, соответственно, к величинам па поверхности ци­
линдров и гг .

гипотезы Кармана, введем

(17 )

(1.8)

где а  — постоянная; у — кинематический коэффициент вязкости.
2. Очевидным является тот факт, что при некотором Д (/•[<; 

< /? < г 2) осевая скорость и принимает наибольшее значение и, а осе­
вая составляющая напряжения трения тх =  0. Поэтому для областей 

и целесообразно рассмотреть отдельно вопрос
о профиле осевой скорости и законе сопротивления в осевом на­
правлении.

Отметим, что из (1.2) вытекает соотношение
г 2 Хер =  г2 Тф! , (2.1)

справедливое при любом г.
В данном разделе рассмотрим область Для нее из

(1.1) следует
_  1 Ц Щ  _  /9 91

г Аг ”  Ах ■ ' ’
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Интегрируя (2.2) и определяя постоянную интегрирования из усло­
вия тх  =  0 при г - К ,  находим

ТЗГ««’- ' 2)- (2 -3>
Уравнения (1.3), (1.4), (2.1 ) и (2.3) приводят к соотношению

_  |_1_¿_р_ Г (^2 —ГД) I ,9  ..
тф1г? г

Г дг \  г  )

Введем следующие безразмерные переменные: 

Т<₽ 2 ’Р*1
йр Г2— Г1фг =  --
с1х ? и г

и  ( г 2  — Г 1) .

V
Иех  =

Веф = V
и* = и У1

2

31 =  /?
5.0 31

п ;  У1 =  г -  г р ,  61 =  — ;
.У* -  V ’ * =  (2.5)

где У1 =  (ОГ1; оз — угловая скорость вращения внутреннего цилиндра. 
Из (1.3) с учетом (1.5), (1.6), (2.3), (2.4) и (2.5), после неко­

торых преобразований, получим:

Интегрируя (2.6) и определяя постоянную интегрирования из ус­
ловия и °= 1  при г/0 =  1, находим распределение осевой составляю­
щей скорости вблизи выпуклой стенки канала

о
и '1== 1 + 4 ] / Л  М ( 1

2~ в 8° $ ? . ( г ,  е, 8?, у ?)<*у?. (2.8)

В ламинарном подслое
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Проинтегрировав (2.9) с учетом (2.3) и определив постоянную 
интегрирования из условия равенства нулю скорости на стенке 
трубы,получим

« ° =  [8 ? У ? + ^ ( 8 ? У ?Г]}. (2.10)

Приравнивая (2.8) к (2.10) при =  найдем закон сопро­
тивления в осевом направлении для внутреннего цилиндра

8°

1 +  4 =

=  2 7 1 ^ { ( 1 +8?)2 1 п ( 1 + 8 ? й ) - [ 8 ? < й  + - Г ( а д ] } .  (2-11)

Вследствие малости толщины ламинарного подслоя правую часть 
закона сопротивления (2.11) можно несколько упростить. Кроме того, 
входящий в (2.11) интеграл можно представить в виде

с; О О
^ 1 1  £ 11

I  ?! ¿У? =  /  <Р1 ¿У? +  I  <Р1 ¿/у?
I I  е

где малую величину е можно принять равной 0,05 ] 1].
Ввиду малости у° в интервале е >  у  ̂>

( у  » х о о\ ] / 2  +  1^1 — у®
■ < Р 1 (Д  °1 , У1) ~  -----------------о— ’

1 —  ь 3’1
где

2 1

<и

01 = (2.12)

Следовательно,

(2.13)

где

6?) =  .[ ? 1(7 , е, 8?, у?) ¿у? . 
0,05

Из (1.7) и (1.8) с учетом (2.3) и (2.5) находим
г° _  5 д 1 _  а  Д| |  /  2 / 1—|  у

. <’'1 3. Яе, V 4г (2+  о«) )

(2.14)

(2.15)
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Тогда закон сопротивления при турбулентном течении вблизи выпук­
лой стенки запишется в форме:

2
X

2 ( 1 - ^ )
(2.16)1 

=  а < 3 1

ь? [  ®1 / г г

2 I. 1 - £

3. Для течения вблизи вогнутой поверхности ( /? < /•« $  
ни£ движения (1.1) примет вид

_ _ 1 _
г аг о х > ах '

или, после интегрирования,

Отсюда, с учетом (1.3), (1.5), (1.6) и (2.4), следует:

-
уравне-

(3-1)

(3.2)

<7ио __ 1

¿У2 х
(3.3)

1 —  °2 >2
(3.4)

(3.5)

вогнутой

(3-6)

7 "  2 2 ^ ( П ^ )  —Т2
I [ 2 - 8 ?  ( ' + ^ ) ]  /

и, дополнительно к (2.5), принято, что
&2  =  г 2 — У 2 = ^ 2  — г  &2 =  - ^ - ;  у 2  =  .

'2  о2

Интегрируя (3.3), найдем распределение скорости вблизи 
стенки канала

4  1 /  М* 1 * * 4-»»" ъ  (г, 5. 8°, у”) <Уу°2 .
1

Закон сопротивления вблизи вогнутой поверхности может быть 
получен тем же путем, что и для области, примыкающей к внут­
реннему цилиндру:

 

 

 

 

 

 

 

 



или, после упрощений:

1

2_
X

а2 У2— 5°

1 - 4
(3.8)

(3.9)

я (2 ,М г )  =  ?2(^, М °, У°) ¿У°-
0,05

(3.10)

(3.11)

4. Для получения профиля скорости и закона сопротивления в 
окружном направлении нет необходимости делить поле течения на 
две зоны. Действительно, из (1.4), (1.6), (2.1) и (2.4) получим:

Г —  Г1

г 2  —  Г1
(4.3)

Интегрируя (4.1), придем к профилю скорости в окружном направ­
лении

-  -  Ц г * -  $ а. 8?. у °) ¿у °+ С , (4.4)

где С — постоянная интегрирования.

Из-за малости толщин ламинарных подслоев распределения окруж­
ной скорости в них можно считать линейными, поэтому:

(4.5)

Дл1 —

у 0 =  ДЛ1 =  1 — <рф ₽ е ф ДЛ1

у 0 =  1 — Дл 2  у°л2 =  £2 фФ К еф Дл 2

Г2 —  Г1
Дл2 —

Г 2 —  Г)
(4.6)
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Использование (4.5) позволяет исключить постоянную интегриро­
вания в (4.4)

5, 8?, у») <7/. (4.7)

Интеграл в правой части (4.7) удобно записать в форме
е1 1— г2

I ?з^У° = .Г ?З^У°+ .1 ?з^У° + 1 ?з^У°,
4,п| 4Л| £1 1— г2

где можно принять с! = г2 = 0,05. Подинтегральное выражение пер­
вого и третьего из этих интегралов вследствие малости ДЛ1 и Дл2 
можно приближенно представить в виде:

______________ оз_______________
У0 (I— уО) [£+у0(1—£)]2

правления:

5«?(2+'«?) У)
2г(1-Е) ] I

^4

(4.8)

Тогда из (4.7) получим закон сопротивления для окружного на­

—I—(А-п 4“ £3 Длг)

ГС
х г 1 
£2

V — 4£ + 2
£2(1~£2)
0,95

¿(г,М?) = [ ?3(г,м?,у°И0.
0,05

(4.Ю)

(4.И)

5. Соотношения (2.16), (3.8) и (4.10) связывают семь величин: 
Ф<? > (или 2), £, 61° и 62°. Относительный радиус % и чи­

сла Рейнольдса и предполагаются заданными. Таким об­
разом, определению подлежат четыре величины: ф<₽ , 61° и 620.
Следовательно, для решения задачи необходимо к трем имеющим­
ся уравнениям (2.16), (3.8) и (4.10) добавить еще одно соотноше­
ние, связывающее неизвестные величины. Используем очевидное 
условие

4- 62 = г2 — г!
или, в безразмерной форме,

6°2= 1-£(1 4-6?) .

(5.1)

(5.2)
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Таким образом, для определения четырех неизвестных имеются 
четыре уравнения (2.16), (3.8), (4.10) и (5.2). Решить полученную 
систему уравнений можно графическим методом.

Так, при заданных g, Rex  и Re* уравнение (2.16) позволяет 
построить зависимость 6?(фх , Z). Аналогично уравнение (3.8) опреде­
ляет зависимость 8°(фх, Z). Обе эти зависимости совместно с (5.2) 
позволяют найти =  фх (2)- Из. (4.10) следует ^(<рф , Z). Исключая 
из б1(фх, 2) и о?(фф , Z) безразмерную величину 8?, приходим к фх = 
=  фЛ (фФ , Z). Вспоминая (2.5), имеем 

7  =  5 1
Фх И

(5.3)

Соотношение (5.3) позволяет определить из зависимостей ipxfZJ 
и фх (фФ , Z) значения фх и фФ.

Определив указанные величины, можно с помощью (2.8) и 
(3.6) построить профиль осевой скорости в кольцевой трубе при 

заданных значениях £, Rex и Re^ и, следовательно, определить связь 
между максимальной скоростью U и средней по сечению ско­
ростью и ср.

Однако, прежде чем перейти к выполнению расчетов, следует 
определить входящие в уравнения эмпирические постоянные турбу­
лентности х и а.

6. В предельном случае 7-^0 значения х и а получены в {1]. 
Так, для с— >-0 из сравнения теоретического и экспериментального 
законов сопротивления в круглой трубе следует

х = 0 1 4 3 3  1 (6.1)
а =  15,2 ) к

В [2] даны значения х и а для другого предельного случая 
7—̂оо. Путем сравнения теоретических и экспериментальных про­
филей скорости в случае вращения внутренней трубы без осевого
течения получено

х =  0,4 
а =  7,5 )

Можно также указать, что в [3] принято условие
х = 0,4 |
а =  11,5 J

(6.2)

(6.3)

для случая осевого течения с внутренним вращающимся цилинд­
ром. При таких значениях постоянных получено хорошее совпа­
дение теоретических и экспериментальных значений коэффициен­
тов трения в осевом направлении при 2 ^ 2  и £->1.

Сравнивая (6.1) и (6.2), можно заметить, что значение х слабо 
зависит от 7 и его можно считать постоянным.

В то же самое время а меняется значительно. Очевидно, па­
раметр а следует считать функцией 2. Однако недостаток экспери- 
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ментального материала нс позволяет построить искомую зависи­
мость. В дальнейшем необходимо экспериментальное исследова­
ние данного типа течения с целью определения параметров турбу­
лентности.
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