
КУЙБЫШЕВСКИЙ авиационный институт 
им. С. П. КОРОЛЕВА

Аэромеханика и системы управления
Труды, выпуск 35, 197А г.

А. Н. ДМИТРИЕВ, Н. Д. ЕГУПОВ,
А. Д. БОЙКОВ

МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОБОБЩЕННОГО СПЕКТРА 
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МОДИФИЦИРОВАННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МЕЛЛИНА

Интегральное преобразование Меллина определяется следую­
щими выражениями:

СО

/И (Д/)| =Л (5) =  . [ / Й - Г 'Й ,  (1>
о

с+/со

. (2).

Анализируя соотношение (1), можно видеть, что определяющий 
интеграл сходится лишь в случае, если функция /ф/) удовлетворяет 
следующему неравенству:

| /(/)  | < М1С для всех А
Таким образом, функция )(/) должна иметь вполне определен­

ный порядок роста, что накладывает серьезные ограничения на ме­
тод исследования.

Преобразование Меллина можно эффективно использовать для; 
решения нестационарных задач теории управления. Например, мож­
но определить импульсные переходные функции асимптотически; 
устойчивых (импульсные переходные функции затухают при /—>оо) 
нестационарных систем автоматического управления. Однако преоб­
разование Меллина нельзя использовать для определения выход­
ных реакций САУ, если входное воздействие имеет, например, по­
рядок роста экспоненты, что говорит о более ограниченных возмож­
ностях интегрального преобразования Меллина, по сравнению, с 
преобразованием Лапласа.
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Очевидно, данное ограничение преобразования Меллпна можно 
<снять, если ядро интегрального преобразования будет иметь вид 

7У(/, 5) =  е - с ,- Г '  . (3)
Определим модифицированное интегральное преобразование 

.Меллпна следующей формулой:
со сю

/Д$) =  [
О О

АО =  7 (0 -^  с (-

(4)

(5)
Очевидно, ядро модифицированного преобразования Меллпна 

тесно связано с моментной функцией, соответствующей ортогональ­
ным функциям Лягерра, что дает возможность найти решение в ви­
де обобщенного ряда Фурье, составленного из указанных выше ор­
тогональных функций. Действительно, функции Лягерра опреде­
ляются формулами:

¿о(О =  2 ,

¿ А ) =  (1 \  (6)

Г V  (^Г ~ т - ( -1 Г - т -п! ]  “ Т

Г ( П _ _ /П ) ! ] 2 . / П ||_м=о 14 ’ J Д
Коэффициенты разложения определяются формулой

С /=  Г / ( / ) Д , ( 0 Л .  (7)
о

Подставляя (6) в (7), получим:
Со — '7-0’
П =  а 0 —

у  (__ I л !  
[(п—/и)!]2 -/и!«=о ’ 3

ОС/г—т,

«о= ¡ / ( О ^  ,

М =  .1 сП =  ’
• • • °................................................  (9)

ал = о
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Таким образом, обратное преобразование, соответствующее преоб­
разованию (4), находится в виде

/(<) = (10)'
¿=0

Для того, чтобы иметь возможность использовать преобразование- 
Меллииа для исследования обыкновенных дифференциальных уравне­
ний вида

Н--- - + (/) + =

' -*„•/"’(<)+^-1-у(”,,(0+--+»1-/(0+*о-у(0. (Ч>
необходимо найти общую формулу для преобразования Меллина для 
/2-ой производной функции /(/), т. е. необходимо найти

7И {/(«)(/)} (12}
о

На основе формулы Ньютона—Лейбница для производпой /2-го по­
рядка от произведения двух функций имеем

/"'У) = [/(/).г-г'],"> = /”>(/)■е"" +
+ (¿).^ - '■■('■-1Н- - 2). (<).е-« + .. ■

е~*

Откуда

21 ь ° 1 з! У И/ 1

гг.(дг — 1).(/г _2)...р —///+!)( с)т (/)-е_с/ +••■ —

-(-<И-/(О-г-^. (14)

Применяя к обеим частям равенства (14) классическое преобразо­
вание Меллина и учитывая следующие зависимости:

/=■(5) = Гж-У“1 Л.
о

(15)

!)•(<>—2)... (5 — ц)-Л(х —(Д, (16)

будем иметь основную формулу
СО

о
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= (— 1)'? - (Я — !)•($ — 2)-(5 — 3) ... (5 — — К) — (— с)’2-Г(5)------

__п-(п — 1)-(п — 2).. .(и — тп-|-1) (__ с)т• М\/(п~т^ (1)-е~с(] + • • •

+ (г('-3>Ц)-е~") -

(',2;-1)-ег-М|/("-2)(<)-е~с<| +«•<?•(17)

Раскрывая формулу (17), имеем
- П-с"“‘-(3- 1)-Г(3- 1) + 

+ _ 1).(5 _ 2).Л(х - 2) - 211й х

Хс"-3-^- 1).(5-2)-(«-3)-5($-3) + '■•(в-1)-(»-2)-(«-3) х

Х^Щ - 1) (х - 2) (5 - 3) (5 - 4)-Л (г -4) -
_ п.(Я_1).(„-2).(П_3).(п_4) 2).(5 _3).(4. _4)х

X (5 — 5)-/?(з — 5) Ч------ 1- (— 1)л-(.$—1)-($—2)-(£—3)...(з—/г)-/7 (я—я).
(18)

Путем прямой подстановки можно показать справедливость следу­
ющих равенств:
2И|/(г)-е-г'| =Г(5),
М {/'(1)-е-с1] = оВД - (з - 1)-Л(з - 1), (19)

М |/"(<)-г“Г/) = с2-Л(5) —2с-(з — 1)-Л(5- 1)+(з- 1)-(з-2)-Л(з-2).

Эти формулы являются окончательными и именно они исполь­
зуются при решении дифференциальных уравнений с постоянными 
■коэффициентами.

Пусть имеется следующее дифференциальное уравнение:
+ О-т—1 • г\/) +• • • + ¿21,Х/(/) + ¿Хо •-£(/) =

= ь,,-ут а) + й„_,- ад + • • • + ь.-уу) + 60-уМ- (20)
Умножим обе части дифференциального уравнения (20) на е~сЧ5~1 
и проинтегрируем в пределах от нуля до бесконечности

л:(777)(^)^-с/.^-1ЛЧ-^_14х(7”-1)(^)-е-с/-^-1 сП + ■■>
о о

-----аг-$х'(П)-е~с1Н8~'сИ + а0-\х(П)-е~с* • /5-1 сП =
о о

= М /"’«•«“''■Г“1 Л +£„_,•/ у^^-е-^-С-' М +•■•
о о
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-----а Ч*  1 сП + Ьо-\у (/)•<? с/-/5 хсП. (21) 
о

Применяя к последнему уравнению выведенные выше основные- 
формулы и группируя члены, получим

Х($)[а0 +ах-с +агс2 4------ \-ат-ст\ —
— (р — 1)-Х(з — 1)-[д1+2с-д2+Зс2д3Ч------ ^т-ст-1 -ат\ +

4-(8— 1)‘(з—2)-X (8 — 2) 4-Зс-д3 -Ьбс2^ 4- • • • 4- —^2"|—~ '£т~2‘Лт^ -Ь

4------ Р (— 1)'" (8 — 1)-(в — 2)-(з — 3)4------ 6(8 — т)-Х (я — т)-ат =
= Г(8)[/;0+^-С+^2 + ---4-^-с-г ] — (8 — 1) Г(5 — 1)Х

X Р1 4-2щ#24-3’С2&34---- п-сп~1-кп] 4-(з — 1)-(з — 2) У (з — 2)Х
X [¿2■'^Зс-^з+бс2-^ 4—• + —Хур—^-сп~2-Ьп^ 4----

••• 4-(- 1)л • (8- 1)-(8-2)-(8-3) ... (8-/1)-Г(8-/г)-^. (22)

. Обозначая постоянные члены, стоящие в квадратных скобках че­
рез 0^1 = 0, 1, ... , т) и Е^и =0, 1, ... , п) (эти члены вычисляются 
заранее), получим следующее равенство:

Х(8)-Г>0-(8- 1)-Х(8- 1).^! 4-(8- 1)-(8-2)-Х(8-2)-Р2 + ---
• •• 4- (— 1)те(8 — 1)-(з — 2) ... (8 — т}-Х($ — т)-От =

= Г(8)^о-(8- 1)-Г(8- 1).£1+(8- 1)-(8-2)Г(8-2)£24----
■••• + (— 1)л .(8- 1)-(8-2) ... (8-/г)-Г(8-/г)-Е/2. (23)

Придавая в последнем уравнении комплексному аргументу дейст­
вительные значения в = 1, 2, 3 ... , получим следующую систему ра­
венств:

До • Ео = ¿>о-Ео, (24)

Д1-Ео4- ¿-Ох = ЬгЕо 4- Ьо-Ех,

ЛуИо — 2а'\-Ох 4- 2д0 • Е2 = ЬгЕ$— 2Ь1-Ех + 2Ьо-Е2,

Лк-г ■ Оо — (Л — 1)’Д/г—2‘Оу +(к — 1)-(& — 2)-Дл_з-£)2—
-(^- 1)-(А-2)-(^-3)-д;_4-Е34---- + (- 1Л(£- 1)-(£-2) ...

... (& — /т?)-Дй_т-1-Ет= Ьк-1-Е0— (к — 1)-^_2-Е1 +
4- (& — 1)-(£ - 2).^_з-Е2-(^ - 1)-(£ - 2)-(^ - 3)-^_4-Е3 + - • •

• • • 4- (— 1)/П#(Л — 1)• (к — 2) ... (к — 777) • Ьк—т—\'Егп1
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(25)

¿4 =  \ x ( t \ e  c t-tq dt, 
b

bq — .i y(t)-e~c t-tq dt,
<7 =  0, 1, ...

Так как правые части всех равенств, входящих в систему, можно 
вычислить заранее, для определения неизвестных взвешенных момен­
тов выходного сигнала {aq \ используется следующая треугольная си­
стема алгебраических уравнений:

ciq-D q=  Gq,

¿ii‘D q ciq-D у — G j,
¿¿2' D q— 2&1 • /Э1+2#0’ D<2 = G<2,

ak- 1 • D q — (k — — l)-(^ — 2)-iZfe_3’ D‘, —
— (/г - ! ) • ( £ -  2)-(£ -  3 ) - i_ 4-D3 +  - • • +  ( -  1 )'"-(£—l)-(£—2) • (£—3)...

... (/c tri)-Ctk—m—l' D m~ Gk—1, (26)

Gt = b't-i-Eo -  (Z -  1)-Z>;_2- E x + (Z -  1). (Z -  2 ) -C s-F2-

— (Z — 1)(Z — 2)-(Z — 3)-ö/_4-£’3 +  • • • +
+ ( __ i f . (Z _  !).(/ _ 2 ).(Z - 3 )  ... (I— ti)-bi-n-i -E tl.

Таким образом, для того, чтобы получить решение дифференци­
ального уравнения с постоянными коэффициентами в виде обоб­
щенного ряда Фурье, составленного из функций или полиномов Ля- 
герра, необходимо проделать следующие вычисления:

1. Найти необходимое количество моментов входного сигнала 
i/(Z), независимо от того, задан сигнал y{t) аналитически или гра­
фически, т. е.

¿л =  j t'l -y (t)-e~ct dt,
п = 0, 1,2, ....

 2. Вычислить значения постоянных величин

Go, Gv  О2, ... .

3. Вычислить значения моментов выходного сигнала x(t) путем 
решения треугольной системы алгебраических уравнений.
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4. Найти значения элементов ортогонального спектра Лягерра 
выходного сигнала х(/).

5. Построить выходную реакцию анализируемой САУ при задан­
ном входном сигнале

х(^) = 2с 2сг/(/).
/ —О

Описанный метод анализа переходных процессов САУ при лю­
бом входном сигнале легко программируется на ЦВМ.

В качестве примеров рассмотрим нахождение импульсной реак­
ции САУ 5-го и 8-го порядков.

Пример 1.
Пусть имеется САУ, передаточная функция которой

070000025 • 5*4-0  > 00008 • ++0,00204 ■ $»+ о,025• ¿Ц- 0,2• я + 1 '

Требуется, используя модифицированное преобразование Медли­
на, найти импульсную переходную функцию данной динамической 
системы.

Запишем исходное уравнение, из которого можно получить тре­
угольную систему для нахождения неизвестных взвешенных момен­
тов импульсной переходной функции (принято С = 10):

X (х)-(1 4-10-0,2 +100-0,0254-1000-0,002044-10000-0,00008 +

+ 100000-0,0000025)-(5- 1)-Х(х - 1)-(0,2 + 20-0,025 +

+ 300-0,00204 + 4000-0,00008 + 50000-0,0000025) +

+ (х — 1)-(х — 2)-Х(х — 2)-(0,025 +30-0,00204 +600-0,00008 +

+ 10000-0,0000025) — (х — 1)-(х - 2)-(х - 3)-Х(х - 3)-(0,00204 +

+ 40• 0,00008 + 1000-0,0000025)+(х - 1)• (х - 2) • (х - 3)-(х - 4) X

ХА7(х - 4)-(0,00008+50-0,0000025) - (х - 1)-(х - 2)-(х - 3)-(х - 4)х

Х(5 - 5)-Х(х - 5)-0,0000025 = У
В передаточной функции х — оператор преобразования Лапла­

са, в записанном исходном уравнении х — оператор преобразова­
ния Медлина.

Придавая комплексному аргументу х действительные значения 
х = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, и принимая во внимание, что:

=А(<).е-1«'.Л= 1, (27)
о

¿4 = ¿2 = ••• = ь’п= 0,
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легко получить следующие значения взвешенных моментов им 
пульсной реакции данной динамической системы:

«о= 0,116551,
¿г! =0,0238397,

0,00543023,
« ;=  0,00131064,

Теперь используя уравнения 
моментами, получим:

с0 =  0,1165511, 
с х =  — 0,360245,
с<2 =  0,249005,
с3 =  0,196786,

0,0003133,
=  0,000064,

0,0000044, 
-0 ,00000646 .

связи между элементами ОСХ и

с, = -0 ,1 7 5 5 8 8 ,
с5 =  -0 ,1 4 5 1 3 6 8 ,
г6 =  0,0803139,
С1 =  0,0853973.

Таким образом, уравнение импульсной переходной функции най­
дено в виде

7
В Д =  20 2 с г ^ , ( / ) .  (28)

г= 0

Таблица 1

/¿"эталон (О 
/¿"ра счет (О  
/¿"эталон (/) 
/бра счет (О 
/¿"эталон (О 
/брасчет ( / )  
/¿"эталон (О 
•/брасчет (О 
/¿"эталон (О 
/¿"расчет (О 
/¿"эталон (О  
/¿"расчет (О 
/¿"эталон (0  
/бр а счет (О 
/¿"эталон (О 
/¿"ра счет ( 0

0,000000
0,041460
4,344176
4,245308
2,342335
2,237627 

—1,669452 
—1,769328

0,0905381 
—0,0457561

0,563783
0,431077 

-0,232561
0,0903039 

—0,0838597 
—0,0847671

0,0765915
0,172746
5,568467
5,746133
0,453507
0,310481 

—1,686881 
— 1,454064

0,506859
0,243360
0,333288
0,360142 

—0,274019
0,0215982 

+0,0008767 
—0,093938

0,787189
0,882377
5,498616
5,706501 

—0,984147 
—1,042842 
— 1,127795 
—0,964560

0,711023
0,403358
0,0916737
0,268456 

—0,246716 
—0,0296613

Стремится к
Стремится к

2,421734
2,141047
4,234636
4,286688

— 1,783778 
—1.7008Я 
—0,493163 
—0,462356

0,713167
0,455699 

—0,109980 
-0 ,174600 
—0,17324 
—0,0643308 

нулю 
нулю

В табл. 1 приведены эталонные и расчетные, полученные по форму­
ле (28), значения импульсной переходной функции через дискрет­
ные значения Д /=0,05 сек.Пример 2.

/ \   _______ ¿,5‘^а +  /,4-54+/>3-$3 +  ̂ 2^2+ / | 1 ' $ +  ̂ 0________ _ ¿29)
V '  ~  д8 .58_|_гг757_^й(.5 6_|_гг;.)55_|_а 4 5 4_|_л ^.53_|_О 2 52_|_й:1 /

Запишем основное уравнение для САУ 8-го порядка 
А (5)-(йо+^1-^+^2'б2 +  ̂ з‘с3 +  Л 4-<:?4++5 , ^5 + й

6
с С + й 7,с 7  +  й 8 , с 8 ) ~

—(з — 1)-Х(з — 1)-(я1+ 2с-а 2 + Зс 2-я3 +  4с3 -«4 +5с'4 -я5 +6У5-я6 +  7сб -я7 +
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4-8с7 -я8)4-(з — 1)-(з — 2)-Ал (з — 2)-((22 +  3£-<23 4-6с2-я4 +  10с3 -<25 4­
4- 15бЛгб 4-21с5я 7 4-28с6я8) — (я — 1)-(з — 2)-(з — 3)-А^з — 3)-(а3 4­

4- 4с-а4 + 1 0 ^ 5 4-20с3<26 4-35с4 -а7 4-42с5<28)4-(5 — 1)-(з — 2)-(з — 3)Х 

X (5 — 4)-А' (з — 4)-(я4 4-5с-а5 4-15с2 -я6 4-35с3я 7 4- 70с4а8) —

— (з — 1)-(з — 2)-(з — 3)-(з — 4)-(з — 5)-Х(я — 5)-(а5 +6с-а6 + 21с2а7 + 

4-56с3бг8)4-(з — 1)-(з — 2)-(в — 3)-(з —- 4)-(з — 5)-(з — 6)-Х(з — 6)-(а6 4- 

4-7с-я7 4-28с2 -<28) — (з — 1)-(з — 2)-(з — 3)-(з — 4)-(з — 5)-(з — 6)Х

X -  7) Х(з -  7)-(а7 + 8 о а 8) 4-(з -  1 )-(з -  2)-(з -  3) X 

Х(з — 4)-(з — 5)-(з — 6)-(з — 7)-(з — 8).-Ал(з — 8)-д8 =

=  К(5)-(^о+^1-^4-^2,£?2+^3 , с3 +^4 ,6?4 +  ̂ 5с 5) ~  ($ ~  1)’К(3 — 1)-(&14-' 
4-2б?-£2 4-ЗсМ 3 4-4с3£4 4-5б'М5) 4- (5 — 1)-(з — 2)-К(я — 2)-(/;2 4-

4- Зе-¿>3 4-6б?2-¿?4 4- 10с3 -65)—(з — 1)-(з — 2)-(з — 3 )- /(з  — 3)-(£3 +  

+  4с-/?4 4- Юс2 -65) + ( з -  1)-(з -  2)-(з -  3)-(з -  4)-У(з -  4)-(£4 4-

4- 5с-£5) — (з — 1)-(в — 2)-(з — 3)-(з — 4)-(з — 5)-К(з — 5)-£5 .

Так же, как и в предыдущем случае, для моментов входного 
воздействия справедливы формулы (27).

Рассмотрим конкретный пример. Пусть коэффициенты переда­
точной функции (29) равны:

йр — 1,
#! =  0,94, 
а 2 =  0,5984, 
<23 =  0,2264,
а4 = 0,0612, 
я5 =  0,010728,
а 6 =  0,00125, 
д7 =  0,00009, 
д8 =  0,00000243,

2, 
Ьх =  0,94, 
¿ ,=  0,3919, 
¿ ¡=  0,64035, 
Ь4 — 0,00756, 
¿5= 0,00054.

Подставляя значения коэффициентов передаточной функции в 
основное уравнение, придавая комплексному аргументу з значения 
з =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и решая треугольную систему, получим сле­
дующие значения взвешенных моментов импульсной переходной 
функции:

«о =  0,2991182, 
ссх =  0,114914,
а . =  0,0587819, 
а 8 =  0,0363007,

#4 =  0,0251704,
¿¿ =  0,0181639, 
«6 =  0,01184649, 
а 7 =  0,00327484.
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Теперь легко получить значения элементов ОСХ:
с0 = 0,299118, 
с{ = -0,620194,
с. = 0,341515, 
с\ = 0,0865803,

с4 =  -0,186915,
с5 = 0,0551303,
еб =  0,0362880, 
с7 =  -0,0264523.

Итак, выражение для импульсной реакции имеет вид

ВД =  8 V  (/).
г - 0

(30)

Таблица 2

1
А расчет ( 0 0,0 . 1,191934 2,319386 2,748895
А"эталон (Т) 0,000с00 1,295616 2,366421 2,763275
Арасчет (О 2,478495 1,760003 0,94559 0,211393
Аэталон ( 0 2,509290 1,744206 0,859147 0,170142
А"расчет (/) —0,259208 —0,461661 —0,470048 -0,375636
Аэталон (О -0 ,241268 -0 ,425952 —0,460259 —0,402181
А расчет ( 0 —0,250603 -0,137898 —0,0546934 —0,0025558
Аэталои (О —0,294464 -0 ,172153 -0 ,061758 0,0216239
Арасчет (О 0,024573 0,0346898 0,0348543 0,0302005
Аэта л о н ( 0 0,0728881 0,941596 0,0914690 0,0727446
А ра счет ( 0 0,0239582 0,0178838 0,012753 4-0,0087718
Аэта лои (/) 0,462703 0,0193248 —0,0028399 —0,00174375
Арасчет (О 0,005856 0,003813 0,00243 стремится к нулю
Аэта лов ( 0 —0,0239675 —0,0237198 -0,0188353 стремится к нулю

В этом примере параметр с = 4. В таблице 2 приведены расчет­
ные, полученные по формуле (30), и эталонные значения импульс­
ной реакции САУ для передаточной функции (29) с дискретностью 
построения Д/=0,2 сек.

ВЫВОДЫ

В статье предложен метод анализа переходных процессов си­
стем автоматического управления (САУ) с использованием моди­
фицированного преобразования Медлина. Предложенный метод 
хорошо приспособлен для реализации на цифровых вычислитель­
ных машинах.
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